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1 Einleitung

Die formale Begriffsanalyse ist eine mathematische Methode zur Darstellung von Begriffs-
hierarchien auf der Grundlage einfacher Inzidenzstrukturen, genannt formale Kontexte. Die
durch einen Kontext bestimmten Begriffe konnen zu einem vollstidndigen Verband geord-
net werden. Das zentrale Resultat der Begriffsanalyse ist die Aquivalenz von Kontexten
und vollstandigen Verbanden. Darauf aufbauend kann man viele Konstruktionen auf bei-
den Seiten finden, die durch diese Aquivalenz aufeinander abgebildet werden, wie z. B. die
Kontextsumme und das direkte Produkt vollstindiger Verbénde.

Fiir diese Arbeit ist auferdem die Kategorientheorie von Bedeutung. Sie beschéftigt
sich mit der Modellierung von Beziehungen zwischen gleichartigen Objekten. Sogenannte
Morphismen lassen sich dabei als verallgemeinerte Abbildungen zwischen den Objekten
verstehen. Aufbauend auf diesem Graphen aus Objekten und Morphismen lassen sich ver-

schiedene Konstruktionen auf héherer Ebene beschreiben, wie z. B. Limites und Tensorpro-
dukte.

Diese Arbeit ist ein Versuch, die Bedeutung von Morphismen in der formalen Begriffs-
analyse zu analysieren. Sogenannte Bindungen zwischen formalen Kontexten stehen in ein-
deutiger Beziehung zu V-erhaltenden Morphismen zwischen ihren Begriffsverbidnden. Die
Aquivalenz der beiden daraus resultierenden Kategorien ist eine kanonische Fortsetzung
der grundlegenden Aquivalenz von formalen Kontexten und vollstindigen Verbénden.

Dies ist nicht die einzige Moglichkeit fiir die Wahl von Morphismen zwischen Kontexten
— es wurden bereits vielfiltige Varianten untersucht ([Ern05, BS97, Kr05, IKHZ05]). Die
Besonderheit von Bindungen liegt zum einen in der engen Beziehung zu einigen anderen
Konstruktionen in der formalen Begriffsanalyse. Zum anderen sind Bindungen binére Re-
lationen und als solche eng verwandt mit den formalen Kontexten selbst. Das Ziel ist im
Folgenden, méglichst viel iiber die Rolle von Bindungen als Morphismen in der Begriffs-
analyse herauszufinden.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. In Kapitel 2 wird die formale Grundlage fiir die restli-
che Arbeit gelegt, inshesondere werden die bendotigten Begriffe der formalen Begriffsanalyse
und der Kategorientheorie eingefiihrt. Daran schliefst sich in Kapitel 3 eine Darstellung der
Kategorien von Kontexten mit Bindungen bzw. vollstdndigen Verbdnden mit V-erhaltenden
Morphismen an. Dabei steht die Aquivalenz der beiden Kategorien im Vordergrund. Der
Rest des dritten Kapitels widmet sich einer genaueren Darstellung der beiden Kategorien
und des Tensorprodukts auf ihnen, sowie einer Analyse von Alternativen fiir die Wahl der
Morphismen. In Kapitel 4 werden Bindungen als vollwertige Kontexte betrachtet und ei-
nige Resultate abgeleitet. Kapitel 5 stellt Beziehungen zwischen Bindungen und anderen
begriffsanalytischen Objekten her. Zum Abschluss enthilt Kapitel 6 eine Zusammenfassung
und Diskussion der dargestellten Zusammenhénge im Kontext anderer Literatur.






2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen dieser Arbeit festgehalten. Es
enthilt eine Einfiihrung in die drei Gebiete der Ordnungs- und Verbandstheorie, der for-
malen Begriffsanalyse und der Kategorientheorie. Die Begriffe und Notationen der Men-
genlehre und Pridikatenlogik werden vorausgesetzt.

2.1 Ordnungs- und Verbandstheorie

Die grundlegenden Begriffe der Ordnungs- und Verbandstheorie sind z. B. in [GW96), (Gra03]
zu finden. Es wird die Kenntnis der Begriffe geordnete Menge, ordnungserhaltende Abbil-
dung, vollstdandiger Verband, V-Morphismus, Vollhomomorphismus, etc. vorausgesetzt. Die
fiir diese Arbeit wichtigen Begriffe werden nun explizit eingefiihrt.

Definition 2.1 Fiir eine geordnete Menge P = (P, <p) bezeichne P* = (P, >p) die duale
geordnete Menge.

Seien P, Q geordnete Mengen. Ein Paar (¢,1) von Abbildungen ¢ : P — @ und 1 :
Q) — P heikt Adjunktion (von P nach Q), wenn fiir alle p € P, ¢ € @) Folgendes gilt:

ep < q&p< g

In diesem Fall heifst ¢ residuiert und ¢ residual (dual residuiert). Die Menge aller resi-
duierten Abbildungen zwischen P und Q wird mit Res(PP, Q) bezeichnet.

Eine Adjunktion (¢,%) von P nach Q* heift auch Galois- Verbindung von P nach Q. <

Unter bestimmten Umstédnden ist der Begriff der GGalois-Verbindung besser geeignet, weil
er symmetrisch ist: Eine Galois-Verbindung von P nach Q ist zugleich auch eine Galois-
Verbindung von @ nach P, wenn man die beiden Teilabbildungen vertauscht. Fiir Adjunk-
tionen lédsst sich hingegen leichter eine Komposition definieren, indem die entsprechenden
Teilabbildungen komponiert werden (siche Hilfssatz [2.4)).

Hilfssatz 2.2 Seien V und W wollstindige Verbinde. Wenn (p,v) eine Adjunktion von
V nach W ist, so ist ¢ ein V-Morphismus und v ein N-Morphismus. ¢ ist genau dann
surjektiv, wenn ¥ injektiv ist, und umgekehrt.

Jeder V-Morphismus ¢ ist residuiert mit der eindeutig bestimmten residualen Abbildung
Yw = \{v € V| pv < w} (fir alle w € W). Ebenso ist fir einen N-Morphismus die
eindeutig bestimmte residuierte Abbildung gegeben durch gv == N{w € W | v < Yw} (fir
alleveV).

Beweis: [GW96, Hilfssatz 9] O
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Es ist also gerechtfertigt, wenn im Folgenden die Begriffe residuierte Abbildung und V-
Morphismus synonym verwendet werden. Aufserdem ist offenbar jede Adjunktion (p,)
bereits durch ¢ oder ¥ eindeutig bestimmt.

Definition 2.3 Da fiir eine Adjunktion (¢, ) die beiden Abbildungen einander eindeutig
bestimmen, kann man ¢* := ¢ und 1, := ¢ definieren. &

Fithrt man zwei residuierte Abbildungen hintereinander aus, so ergibt sich wieder eine
residuierte Abbildung. Deren zugehorige residuale Abbildung ergibt sich aus der Komposi-
tion der Residualen der Teilabbildungen, in umgekehrter Reihenfolge. Auf diese Weise ist
also die Kompostion von Adjunktionen méglich.

Hilfssatz 2.4 Seien ¢ € Res(U,V) und vy € Res(V,W). Dann gilt (@1 % @2)* = @5 % ¢}.

Beweis: Fiir alle w € W gilt
(p1#02) (w) = \/{ueUlpa(pi(u)) <w}
= V{ueUlow < \ViveV e <u}}

= ¢i(Vivevgw <u))
= (5 ¢7)(w) O

Ordnet man die die residuierten Abbildungen von V nach W punktweise, so ergibt sich
ein vollstdndiger Verband.

Hilfssatz 2.5 Seien V und W wollstindige Verbinde. Die Menge Res(V, W) zusammen
mit der Ordnung, die durch 1 < g = Yv € V 1 @1(v) < po(v) definiert wird, bildet einen
vollstindigen Verband Res(V, W).

Beweis: Das Supremum bzw. Infimum einer Menge von residuierten Abbildungen lasst sich
genau wie die Ordnung punktweise definieren. Dies ergibt wieder eine residuierte Abbildung,
denn das Bilden von Suprema bzw. Infima ist assoziativ. Dass dies wirklich das Supremum
bzw. Infimum in Res(V, W) ist, ldsst sich leicht aus der Definition folgern. O

Ein weiterer natiirlicher Begriff ist der der V-Kongruenz auf einem vollsténdigen Verband.

Definition 2.6 FEine Relation © C V' x V auf einem vollstdndigen Verband V heifst voll-
standige V-Kongruenzrelation, falls sie eine Aquivalenzrelation ist, die aukerdem mit Su-
prema vertriglich ist, d. h. fiir alle (2;)ser, (y)ier € V7 gilt

xt@yt firallet € T — <\/ It) © (\/ yt) .

teT teT

o

Die V-Kongruenzen auf einem vollstdndigen Verband sind genau die Kerne von V-Mor-
phismen, die diesen Verband als Urbild haben. Auferdem gilt der folgende Zusammenhang
zwischen Kern und Bild fiir alle V-Morphismen.

Satz 2.7 (Homomorphiesatz) Seien V und W wvollstindige V-Halbverbinde sowie ¢ :
V — W eine residuierte Abbildung. Dann ist ker ¢ eine vollstindige V-Kongruenzrelation
auf V und im ¢ ein vollstindiger V-Unterhalbverband von W und es gilt

V/kerap = lmSO O



2.2 Formale Begriffsanalyse

Ahnliche Aussagen gelten natiirlich auch fiir vollstindige A-Kongruenzen und vollstin-
dige Kongruenzen auf vollstindigen Verbdnden. Zum Abschluss dieses Abschnitts folgt ein
Hilfssatz, der Beziehungen zwischen Bildern und Kernen residuierter Abbildungen herstellt.

Hilfssatz 2.8 Seien U, V und W vollstindige Verbinde, o : U — V surjektiv, : V — W
ingektiv und v : U — W.

a) kera C ker~ gilt genau dann, wenn es eine Abbildung 5/ : V — W gibt mit v = axf3’.

Gilt ker oo C ker vy und ist v surjektiv, so ist auch 3" surjektiv. Sind o und v auferdem
residuiert, so ist auch [ residuiert.

b) im~ Cim g gilt genau dann, wenn es eine Abbildung o/ : U — V gibt mit v = o' * 3.
Gilt im~y C im 8 und ist v injektiv, so ist auch o injektiv. Sind B und v auferdem
residuiert, so ist auch o' residuiert.

Beweis:

a) Angenommen, solch ein 3" existiert und es seien uy, us € U mit a(u;) = a(ug). Dann
folgt ~(u1) = '((wr)) = B'(e(uz)) = 7(ua).
Sei umgekehrt ker o C kery und sei ' definiert durch v — ~y(u,), wobei u, € U ein
beliebiges Element mit «(u,) = v ist, das wegen Surjektivitéit von « existieren muss.
Dann ist 5" wohldefiniert, denn fiir v = a(u,1) = a(u,2) folgt nach Voraussetzung
sofort y(uy1) = v(uy1). Aukerdem gilt f'(a(u)) = v(u) fiir alle u € U.
Ist v surjektiv, dann ist ' surjektiv, denn fiir jedes w € W gibt es ein u € U mit
~v(u) = w und damit f'(a(u)) = w.

Sind « und 7 residuiert, dann gilt

ﬁ’(te\/Ta(ut)> ~ 4 (a(te\/Tut)) =1(Vu) = V) = \/ #a(w)

teT teT teT

fiir jede Familie (u;)ier in U. Wegen Surjektivitit von « folgt damit, dass §’ residuiert
ist.

b) Angenommen, solch ein o existiert und es seien w € im~ und v € U mit w = y(u).
Dann ist w das Bild von o/(u) unter (3, also w € im f.

Sei umgekehrt im~y C im 8 und sei o/ definiert durch u — S7'(y(u)). Dann ist o/
wohldefiniert, denn das Element v(u) € W hat wegen im~ C im 3 und Injektivitit
von f3 genau ein Urbild unter 8. Auferdem gilt 5(a/(u)) = vy(u) fiir alle v € U.

Ist 7 injektiv, dann ist o/ injektiv, denn aus o' (u;) = o'(uz) folgt y(u1) = v(uz) und
daraus u; = us.

Sind 8 und 7 residuiert, so ist auch 87! residuiert und damit auch o/ als Komposition
von v und S71. 0

2.2 Formale Begriffsanalyse

Die formale Begriffsanalyse beschéftigt sich mit der abstrakten Modellierung von Daten.
Thr zentrales Studienobjekt, der formale Kontext, stellt eine Beziehung zwischen verschiede-
nen Grundmengen her. Formale Kontexte konnen auf verschiedene Weise interpretiert und
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kombiniert werden. Die Grundlagen der formalen Begriffsanalyse sind in [GW96] zu finden.
Die Kenntnis der Grundbegriffe wie formaler Kontext, Inhalt, Umfang, Begriffsverband,
etc. wird im Folgenden vorausgesetzt.

Bildet man zu einem Kontext K = (G, M, I) den dualen Kontext K* = (M,G,I71), so
erkennt man leicht anhand der Definitionen, dass B(K*) = B(K)* gilt, da die Funktion
von Gegenstinden und Merkmalen vertauscht wurde. Dies ist ein einfaches Beispiel fiir eine
Konstruktion auf formalen Kontexten, die eine eindeutige Beschreibung durch die Begriffs-
verbande erlaubt. Es konnen noch viele weitere solche Beziehungen hergestellt werden.

Jede geordnete Menge ldsst sich iiber die folgende Konstruktion, die Dedekind-MacNeille-
Vervollstdndigung, zu einen vollstindigen Verband erweitern.

Satz 2.9 Sei P eine geordnete Menge. Der Kontext €(IP) := (P, P, <p) heifit vollstandiger
Kontext zu P. Der vollstindige Verband B(&(P)) heifit Vervollstindigung von P und die
Abbildung v : P — B(E(P)) : p — (p*,p") ist eine Ordnungseinbettung.

Falls P bereits ein vollstindiger Verband ist, so ist v ein Isomorphismus mit der Inversen
71 (A,B)—~ VA= A\B.
Beweis: [GWI6, Satz 4] O

Als néchstes soll die Frage geklirt werden, durch welche Strukturen Abbildungen zwi-
schen Begriffsverbanden auf der Ebene der formalen Kontexte beschrieben werden kénnen.
Es wird sich spéiter herausstellen, dass Bindungen zwischen Kontexten den V-Morphismen
zwischen ihren Begriffsverbanden entsprechen.

Definition 2.10 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2) Kontexte. R C G1 x M, heikt Bindung
(von K; nach Ky), falls

e gt fiir alle g € G, ein Begriffsinhalt von K, ist und
o mP fiir alle m € M, ein Begriffsumfang von K; ist.

Bind (K, Ky) bezeichne die Menge aller Bindungen von K; nach K; und Bind(K;) die
Menge aller Bindungen von K; nach K;.

Bindungen von K; nach K3 heifsen auch duale Bindungen von K; nach K. &

Es folgen einige Hilfsaussagen fiir den Umgang mit formalen Kontexten und Bindungen.

Hilfssatz 2.11 Seien K; = (G;, M;, ;) (i = 1,2) Kontexte und R C Gy X Ms eine Bindung
von Ky nach Ky. Dann gilt fir alle A C Gy und B C Ms:

AhIlR — AR und BIQIQR — BR

Beweis: BEs gilt A C Al C ARE da ARE ein Umfang in K ist, der A enthilt. Damit
ergibt sich A = ARRR C ALLE C AR 4ls0 die erste Gleichung. Die zweite ergibt sich aus
dem dualen Argument. O

Hilfssatz 2.12 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2,3) Kontexte und Ry eine Bindung von Ky
nach Ky sowie Ry eine Bindung von Ky nach Kz. Dann gilt fiir alle g € G1, m € M;:
m e gl o gRile C e o pfele C gRi o g € el

Beweis: (vgl. [GW96, Hilfssatz 83|)

Die erste Aquivalenz ergibt sich folgendermafen:

10



2.3 Kategorientheorie

e mc gRIIQRQ = gR112 g gR112R2R2 g mRQ
° glez g mRz =mc mR2R2 g gR1]2R2

Die letzte Aquivalenz folgt aus der dualen Argumentation. Die mittlere ergibt sich aus der
Tatsache, dass m® ein Umfang von K, ist und g ein Inhalt von Kj ist. U

Ahnlich wie die residuierten Abbildungen zwischen vollstindigen Verbinden, kénnen
auch die Bindungen zwischen Kontexten in einem vollstdndigen Verband angeordnet wer-
den.

Hilfssatz 2.13 Seien K; := (G;, M;, ;) (i = 1,2) Kontezste. Die Menge Bind (K, Ky),
geordnet durch Inklusion, bildet einen vollstindigen Verband, Bind(K;, K,).

Beweis: Man erkennt leicht an der Definition, dass die Menge Bind (K, Ky) unter Durch-
schnitt abgeschlossen ist, wodurch das Infimum einer beliebigen Menge von Bindungen
bestimmt ist. Daraus ergibt sich sofort ein vollstdndiger Verband mit der Inklusionsord-
nung. Allerdings ist dieser kein vollstandiger Unterverband von P(G; x M;), denn die
Vereinigung von Bindungen muss nicht notwendig wieder eine Bindung sein. 0

2.3 Kategorientheorie

Um die Beziehungen zwischen Kontexten und Bindungen né&her zu untersuchen, bietet
sich die Kategorientheorie an. Sie beschéftigt sich mit einer allgemeinen Modellierung von
Objekten und Beziehungen. Der Inhalt dieses Abschnitts ist in vielen Abhandlungen iiber
die Grundlagen der Kategorientheorie wiederzufinden (z. B. [Bor94]).

Die einer Kategorie zugrunde liegende Struktur ist ein (gerichteter) Graph.

Definition 2.14 Ein Klassengraph ist ein Tupel (E, K, o0, 7), bestehend aus einer Klasse
E von Ecken, einer Klasse K von Kanten, einer Anfangsknoten-Abbildung o : K — E und
einer Endknoten-Abbildung 7: K — F. &

Definition 2.15 Eine Kategorie K ist ein Tupel (E, K, o, 7,1%, /%) mit den Eigenschaften:

(E, K,o,7) ist ein Klassengraph.
e Die Ecken heifen Objekte. Die Klasse E wird mit Ob(KC) bezeichnet.
e Die Kanten heifen Morphismen. Die Klasse K wird mit tor(K) bezeichnet.

e Seien A und B zwei Objekte. Die Klasse aller Morphismen f mit o(f) = A und
7(f) = B ist eine Menge und wird mit K(A, B) bezeichnet.

e Fiir jedes Objekt A € Ob(K) ist ein Morphismus 1% := 1¥(A) € K(A, A) ausgezeich-
net. Dieser wird identischer Morphismus oder 1-Morphismus genannt.

e Fiir drei Objekte A, B und C sowie Morphismen f € K(A, B), g € K(B,C) wird
1 (f,g) € K(A,C) die Komposition von f und g genannt.

e Fiir Objekte A und B sowie einen Morphismus f € K(A, B) gilt

WS ) = f = 1M 1p). (Neutrales Element)

11
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e Fiir Objekte A, B, C' und D sowie Morphismen f € K(A,B), g € K(B,C) und
h e K(C,D) gilt

W (f (g, h) = W (W, 9), h). (Assoziativitit)

IC heifst kleine Kategorie, falls Ob(KC) eine Menge ist. &

Bemerkungen

e Um eine Kategorie zu definieren, reicht es aus, die Morphismenmengen K(A, B) fiir
jedes Paar (A, B) von Objekten festzulegen, anstatt ¢ und 7 explizit anzugeben.

e Fiir f € K(A, B) wird auch die Notation A L B baw. f A — B genutzt, wenn
klar ist, welche Kategorie gemeint ist.

e Analog zur Komposition von Abbildungen wird haufig auch f ;g oder gox f anstelle
von pX(f,g) geschrieben. Falls K aus dem Zusammenhang erkennbar ist, wird auch
einfach f % g, go f oder u(f, g) geschrieben.

e Ebenso wird hiufig 14 anstatt 1% geschrieben.
e Man schreibt auch A € K fiir A € Ob(K). <

Beispiel 2.16 Die Kategorie Set setzt sich wie folgt zusammen:
Objekte alle Mengen
Morphismen Set(A,B) :={f:A— B}
Komposition normale Komposition von Abbildungen
1-Morphismen 1, :=1id4

Man kann auch Kategorien fiir viele algebraische Strukturen definieren, wobei die Morphis-
men die entsprechenden Homomorphismen sind. Es ergibt sich z. B. die Kategorie Group:

Objekte alle Gruppen G = (G, -, 71, ¢e)

Morphismen Group(G,,G,) :={f : G, = G, | f Gruppenhomomorphismus}

Komposition normale Komposition von Abbildungen

1-Morphismen 15 :=idg
Die triviale Kategorie % ist die Kategorie mit einem Objekt * und einem Morphismus 1,.<

Die Objekte und Morphismen einer Kategorie werden oft grafisch als beschriftete Punk-

te und Pfeile dargestellt. Insbesondere kann man mit solchen Diagrammen sogenannte
Kommutativitdtsbedingungen gut ausdriicken. So werden Identititen genannt, die zwi-
schen Morphismen bestehen. Die Identitat f x g = h * k kann z.B. durch das folgende

Diagramm veranschaulicht werden. Wenn sie in der Kategorie erfiillt ist, sagt man auch
,das Diagramm kommutiert“ und markiert dies im Diagramm mit dem Symbol 7.

h
A = B
9k
C g = D

12



2.3 Kategorientheorie

Definition 2.17 Seien A und B Kategorien.
Die zu A duale Kategorie A ist eine Kategorie mit:
Objekte Ob(AP) := Ob(A)
Morphismen A°P(A, B) := A(B, A)
Komposition fraor [li=f 5 f
1-Morphismen 14" := 14
Die Produktkategorie A x B ist folgendermafen definiert:
Objekte Ob(A) x Ob(B)
Morphismen  Dor((4, B), (A, B) == {(f,9) | A-Ls &', B L5 B’}
Komposition  (f,g) * (f'.g) == (f  f'.g %)
1-Morphismen 14 p) := (14,1p)
B ist eine Unterkategorie von A (B < A), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
Objekte Ob(B) C Db(A)
Morphismen B(A,B) C A(A, B)
Komposition f*g=f*ag
1-Morphismen 15 = 14 &
Die Dualitét ist ein zentraler Begriff der Kategorientheorie und héngt eng mit der Kon-
struktion dualer Kategorien zusammen. Alle Definitionen und Aussagen, die Objekte und
Morphismen einer Kategorie beinhalten, fiihren zu dualen Definitionen bzw. Aussagen,

wenn sie fiir die duale Kategorie formuliert werden. So ist z. B. in der néchsten Definition
der Begriff des Epimorphismus dual zu dem des Monomorphismus.

Definition 2.18 Sei A eine Kategorie und f € A(B,C).

f heifst Monomorphismus, falls fir alle A € A und g,¢ € A(A, B) gilt, dass aus g * f =
g * f bereits g = ¢ folgt.

f heilt Epimorphismus, falls fiir alle D € Aund h, k' € A(C, D) gilt, dass aus fxh = fxh’
bereits h = h' folgt.

f heifst Isomorphismus, falls es einen Morphismus f' € A(C, B) gibt mit f* f' = 15 und
f'* f =1¢. In diesem Fall heifken B und C isomorphe Objekte. &

Im Fall der Kategorie Set sind die Monomorphismen genau die injektiven Abbildungen,
die Epimorphismen surjektive Abbildungen und die Isomorphismen bijektive Abbildun-
gen. In Diagrammen werden Monomorphismen durch <, Epimorphismen durch — und
Isomorphismen durch — gekennzeichnet.

Definition 2.19 Sei A eine Kategorie. Die Unterobjekte eines Objekts X € A sind Aqui-
valenzklassen von Monomorphismen U — X. Zwei solche Monomorphismen U; —— X,
U, —» X heifen in diesem Zusammenhang dquivalent, wenn es einen Isomorphismus

Uy AN Uy gibt mit 7 % uy = uy.
Analog sind die Fuktorobjekte eines Objekts X € A als Aquivalenzklassen von Epimor-
phismen X . B definiert, wobei die Aquivalenz dual definiert ist. %

13



2 Grundlagen

Beziehungen zwischen verschiedenen Kategorien werden durch Funktoren beschrieben,
eine Art verallgemeinerter Abbildungen, die Objekte und Morphismen der Kategorien zu-
einander in Beziehung setzen.

Definition 2.20 Seien A und B Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor F' : A — B besteht
aus zwei Abbildungen

o Fop: Ob(A) — Ob(B) und

o Fioe : Mor(A) — Mor(B).
Dabei muss fiir einen Morphismus f € A(A, B) immer Fye.(f) € B(Fou(A), Fou(B))
gelten. Aukerdem werden die Vertriglichkeitsbedingungen Fono(f * 9) = Fontor(f) * Finor(9)
fiir je zwei Morphismen f € A(A,B) und g € A(B,C) sowie Fypo(1a) = gy, (a) fiir alle
A € A gefordert.

Ein Funktor F : A — B heilst voll, wenn fiir alle A, B € Db(A) die Abbildung
Fla,B) = Fooe| aa,p) + A(A, B) = B(Fop(A), Fou(B))

surjektiv ist. Er heift Zreu, wenn alle F(4 gy injektiv sind, und Isomorphismus, falls er voll
und treu sowie Fyp bijektiv ist. Im letzten Fall heiken A und B isomorph und man schreibt

A~ B. &

Im Folgenden wird oft nicht zwischen den beiden Abbildungen Fp, und Fiy,. unterschie-
den und stattdessen einfach F' geschrieben.

Beispiel 2.21

a) Die Abbildungen Id 4 op := id pp(4) und Id g mee 1= id mor(a) definieren den Identitdts-
funktor 1d 4 fiir eine Kategorie A.

b) Der Dualititsfunktor - : A — A, definiert durch -3} := id gpca) und -5 =
id onoe(a), ist ein kontravarianter Funktor, d.h. es gelten P € A°P(B, A) und (f %4
9)°® = ¢ * 400 [P fiir f € A(A, B), g € A(B,C) sowie 19" = 1400. Dieser Funktor
ist sogar ein Isomorphismus, d. h. A und A° sind dual isomorph.

¢) Sei A eine Kategorie und A € A. Dann definieren A(A, -)op : B — A(A, B) und
A(A, Janee (B L5 C) = (g g% f)

den (kovarianten) Hom-Funktor A(A,-): A — Set.

Ebenso kann man den (kontravarianten) Hom-Funktor A(-, A) : A°® — Set definie-
ren. Beide zusammen ergeben den (duferen) Hom-Funktor A(-,-) : A°® x A — Set.

d) Sind F': A — Bund G : B — C zwei Funktoren, so ldsst sich ein Funktor FxG : A —
C iiber die Komposition ihrer Objekt- und Morphismenabbildungen definieren. <

Mit Hilfe von Funktoren lassen sich Beziehungen zwischen Kategorien und ihren Struk-
turen herstellen. Oft beschreiben verschiedene Funktoren ,im Prinzip® die gleiche Korre-
spondenz zwischen zwei Kategorien. Solche Beziehungen zwischen Funktoren werden durch
natiirliche Transformationen ausgedriickt.
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2.3 Kategorientheorie

Definition 2.22 Seien A und B Kategorien sowie F,G : A — B zwei Funktoren. Eine
natirliche Transformation v : F' = G ist eine Familie von Morphismen (v4)4c4, wobei
va € B(FA,GA) fiir alle A € A gilt. Aukerdem muss fiir alle A, B € Aund f € A(A, B)
die folgende Kommutativitdtsbedingung erfiillt sein:

Ffxvg=vaxGf

Der Typ der natiirlichen Transformation v ist der Ausdruck A — B. Man schreibt fiir v
auch v : FA = GA fir A € A.

v heifit natirliche Aquivalenz, falls alle v, Isomorphismen sind. In diesem Fall schreibt
manv: F = Goderv: FA= GA fiir A € A. O

Falls A eine Produktkategorie ist, z. B. A = C x D, so schreibt man auch vep statt v p)
fiir die Komponenten der natiirlichen Transformation v.

Natiirliche Aquivalenzen kénnen als eine Art allgemeingiiltiger Isomorphien in der Ziel-
kategorie angesehen werden. Zum Beispiel liefte sich die Isomorphie zwischen den Gruppen
G, x G, und G, x G, durch eine natiirliche Aquivalenz in Group darstellen, denn die
Isomorphismen sind dort gerade die Gruppenisomorphismen.

Hilfssatz 2.23 Seien A, B,C Kategorien, v : F = G eine natirliche Transformation des
Typs A — B und H : B — C ein Funktor. Dann ist durch die Familie

(Hv)a:=H(va): HFA — HGA

eine weitere natirliche Transformation Hv : Fx H = Gx H des Typs A — C gegeben. Hv
wird als die Wirkung von H auf v bezeichnet.

Beweis: F'« H und G %« H sind passende Funktoren von 4 nach C. Die gesuchte Kommu-
tativititsbedingung ergibt sich leicht aus denen von v und H. O

Uber natiirliche Aquivalenzen kann man eine schwichere Form der Isomorphie zwischen
zwel Kategorien wie folgt definieren.

Definition 2.24 Sei F : A — B ein Funktor. F heilt Aquivalenz, falls es einen Funktor
G : B — Agibt mit Fx G = Id4 und G x F = Idg. Die Kategorien A und B heifen dann
dquivalent (vermdoge F' und G). &

Zum Abschluss der grundlegenden Einfiihrung in die Kategorientheorie wird nun ein
weiterer zentraler Begriff eingefiihrt.

Definition 2.25 Sei F' : B — A ein Funktor. Ein Limes von F in A ist ein Objekt

L € A zusammen mit einer Familie von Morphismen (L SEIN F B) geg, fiir die die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

a) Fiir jeden Morphismus f € B(A, B) gilt 4 x Ff = Ip.

b) Fiir jedes Objekt K € A und jede Familie (K AN F B)pgep, die auch die Bedingung

a) erfiillen, gibt es genau einen Morphismus K N L, der hxlg = kg fiir alle Be B
erfiillt.

Falls ein Limes von F in A existiert, so ist dieser durch die obige Universalititsbedingung
b) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und wird mit Lim F' bezeichnet. &
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2 Grundlagen

Der dazu duale Begriff ist der des Kolimes von F' : B — A in A, welcher aus einem
Objekt C' € A und einer Famile von Morphismen (FB —£+ C)pcp besteht, die duale
Vertraglichkeits- und Universalitdtsbedingungen erfiillen miissen. Notiert wird dieser mit
colLim F'.

Beispiel 2.26

e Sei ' : B — A ein Funktor und B eine Kategorie ohne nichttriviale Morphismen.
Dann bezeichnet man [[.5 F'B = [[ F := Lim F' als das Produkt von F bzw. ein
Produkt der Elemente von Fpy(9Db(B)). Die zugehérigen Morphismen (7p) ges nennt
man Projektionen. Produkte in der dualen Kategorie heifsen Koprodukte und werden
mit dem Symbol ][] notiert.

e Sei B eine Kategorie bestehend aus zwei Objekten A und B sowie zwei nichttrivialen
Morphismen f, g € B(A, B). Ein Limes von F : B — A wird dann als Differenzkern
von F'f und Fg bezeichnet. Bezeichnet man diesen Limes mit K und die geforderten
Morphismen mit ku, kg, so gilt k4 * Ff = kg = ka *x F'g. Der duale Begriff ist der
des Differenzkokerns.

e Ein Limes des leeren Funktors F : ) — A heikt terminales Objekt, d.h. zu diesem
existiert genau ein Morphismus von jedem Objekt in A. Der entsprechende Kolimes
heifst initiales Objekt. Ein Objekt, dass sowohl initial als auch terminal ist, wird
Nullobjekt genannt. <

Definition 2.27 Eine Kategorie A heilst vollstindig, falls alle Funktoren F': B — A mit
kleiner Kategorie B einen Limes in A besitzen. A heifst kovollstindig, falls A°P vollstindig

1st. &

Hilfssatz 2.28 FEine Kategorie A ist genau dann vollstindig, wenn in ihr Produkte belie-
biger Familien von Objekten und alle Differenzkerne existieren.

Beweis: Siehe |[Bor94]. O

2.3.1 *-autonome Kategorien

Sogenannte *-autonome Kategorien besitzen bestimmte natiirliche Transformationen, die
die Beziehungen zwischen den Objekten bereichern. In dieser Arbeit werden Kategorien
auf diese zuséatzliche Strukturen hin untersucht.

Warum aber beschiftigt sich diese Arbeit mit *-autonomen Kategorien? Die urspriing-
liche Relevanz dieser Strukturen liegt in einer Konstruktion von Po-Hsiang Chu (siehe
[Chu79]), die aus einer Kategorie mit wenig Zusatzstruktur eine *-autonome Kategorie er-
zeugt. Wendet man diese im Folgenden beschriebene Konstruktion auf Set an, so erhilt
man eine Kategorie, die formale Kontexte als Objekte hat und sogenannte Chu-Abbildungen
als Morphismen.

Set ist eine sogenannte autonome Kategorie,ﬂ weshalb die Chu-Konstruktion darauf an-
gewendet werden kann. Dazu muss ein beliebiges Objekt aus der Kategorie gewéhlt wer-
den. W&hlt man dafiir die Menge {0, 1}, so ist das Ergebnis der Konstruktion eine Ka-
tegorie, deren Objekte Tripel (A, B, f) sind. Dabei sind A und B beliebige Mengen und

siehe Definition mit Sety = Id, Set = Set, ® = x und I = {0}
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2.3 Kategorientheorie

f:Ax B — {0,1} ist eine beliebige Abbildung. Man erkennt leicht, dass dies genau die
formalen Kontexte (A, B, Iy) mit alfb < f(a,b) =1 sind.

Die Morphismen dieser Kategorie sind Paare (o, 8) : (A, B, f) — (A, B, ') von Abbil-
dungen a: A — A" und §: B’ — B mit a(a)lpl < al;B(V) fir alle a € A und b’ € B'.
Diese Morphismen werden auch Chu-Abbildungen genannt.

Das Ergebnis der Chu-Konstruktion ist immer eine *-autonome Kategorie. Spéter wird
sich herausstellen, dass auch die Kategorie der formalen Kontexte mit Bindungen als Mor-

phismen eine *-autonome Struktur hat. In [Mor08| wurde dies bereits fiir sogenannte Chu-
Korrespondenzen diskutiert, welche in bijektiver Beziehung zu Bindungen stehen.

AuBergewobhnliche natiirliche Transformationen

Um die Definition *-autonomer Kategorien im Detail auszufiihren, benétigt man zunéchst
eine verallgemeinerte Definition von natiirlichen Transformationen (vgl. [EK66D]), die es
ermdglicht, natiirliche Transformationen der Art vy : F'(A, A) = F'(A, A) zu formalisieren.
Das Problem ist hier, dass die verschiedenen Argumente von F' nicht unabhéngig sind.

Mit der obigen Definition [2.22]ist dies zwar fiir die Typen Ax.A — B sowie AP x AP — B
moglich. Fiir Funktoren F, F' : A°? x A — B ist dies aber nicht der Fall, denn die Definition
von Morphismen F'(f, f) : F(A, A) — F(B, B) ist problematisch. f miisste in diesem Fall
ndmlich sowohl aus A°P(A, B), als auch aus A(A, B) stammen, was im Allgemeinen nicht
moglich ist.

In der folgenden Definition wird dieses Problem umgangen, indem die Argumente der
Funktoren zunéchst als unabhéngig angesehen werden, aber zusitzliche Kommutativitéts-
bedingungen dafiir sorgen, dass sie sich dennoch unter der natiirlichen Transformation so
verhalten, als ob sie gleich wiren.

Definition 2.29 Seien A, B, C, D Kategorien und
F:AxB?*xB—0D,

G:AxC?*xC—=1D

Funktoren. Seien weiterhin Morphismen
VABC F(A, B, B) — G(A, C, C)

fir alle A € A, B € B, C € C gegeben. Die Familie (vapc)aca pen,cec heibt (auflergewchn-
liche) natirliche Transformation, falls die folgenden drei Kommutativitatsbedingungen fiir
alle f € A(A,A"), g € B(B,B’) und h € C(C, (") erfiillt sind:

1) F(f, 1p,1p) * vagc = vapc * G(f, 1o, 1)
2) F(1a,1p,9) *vapc = F(1a,9,15) * vapc
3) VABC * G(lA, 10, h) = VABC' * G(lA, h, 10/)

Man schreibt auch v : F(A, B, B) = G(A,C,C), wie im Fall der normalen natiirlichen
Transformation. Falls alle vapc Isomorphismen sind, so spricht man auch von einer (aufer-
gewdhnlichen) natirlichen Aquivalenz und notiert dies mit v : F(A, B, B) = G(A, C,C).$
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2 Grundlagen

Wiéhlt man in dieser Definition A, B oder C als die triviale Kategorie x, so sind die
Bedingungen 1), 2) bzw. 3) sofort erfiillt. Insbesondere bleibt fiir den Fall B = C = % nur
noch die Bedingung 1) zuriick, welche dann dquivalent zur Kommutativitdtsbedingung fiir
gewoOhnliche natiirliche Transformationen ist.

Monoidale und abgeschlossene Kategorien

Jetzt ist es moglich, *-autonome Kategorien zu definieren als symmetrische monoidale ab-
geschlossene Kategorien mit Dualisierung. Fiir eine Kategorie A werden dafiir die folgenden
Daten gebraucht, mit deren Hilfe schrittweise die *-autonome Struktur definiert wird:

Ay : A — Set (Basisfunktor)
IeA (Einsobjekt)
A: AP x A— A (Innerer Hom-Funktor

)
R:Ax A=A (Tensorprodukt)
S AP - A (Dualisierungsfunktor)

TecA (Dualisierendes Objekt)

Die einzelnen Komponenten werden nun aufeinander aufbauend eingefiihrt.

Definition 2.30 Eine abgeschlossene Kategorie A ist eine Kategorie mit einem treuen
Basisfunktor A, einem inneren Hom-Funktor A, einem Einsobjekt I € A, einer natiirlichen
Aquivalenz

o is:A— A(lA)
sowie (aufergewohnlichen) natiirlichen Transformationen
e ja:1— A(A A) und
o dapc A(B,C) — A(A(Aa B>7A(A>C))~
Aufserdem miissen folgende Bedingungen fiir alle A, B € A erfiillt sein:
(AK1) Ao(A(4, B)) = A(A, B)
(AK2) jp*dapp = jaa,n)
(AK3) Ag(iaca,a)(la) = ja ¢
Die obige Definition entspricht nicht den gingigen Definitionen abgeschlossener Katego-
rien, sondern einer vereinfachten Version, in der Ay treu ist (sieche [EK66al 1.2.10]).

Wenn von verschiedenen abgeschlossenen Kategorien die Rede ist, wird zur Unterschei-
dung der Name der Kategorie an das Einsobjekt und die natiirlichen Transformationen
angehiingt (z.B. I, i, usw.).

Definition 2.31 Es seien A und B zwei abgeschlossene Kategorien. Ein abgeschlossener
Funktor '+ A — B ist ein Funktor mit einer natiirlichen Transformation

o Fup: FA(A B) - B(FA,FB)
und einem Morphismus
o F;:IB — FIA
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2.3 Kategorientheorie

Dabei miissen folgende Bedingungen fiir alle A, B, C' € A erfiillt sein:
(AF1) (Fid)  Fpa g% B(Fy, 1p4) = i8,,
(AF2) Fr+ (Fjf)« Faa = j&,
(AF3) (Fdipe) * Faam,ame) * Blraas), Fac) * B(Fap, 1srarc))
= P * d¥arp.FC ¢

Definition 2.32 Eine monoidale Kategorie A ist eine Kategorie mit einem Tensorprodukt
®, einem Einsobjekt I € A und natiirlichen Aquivalenzen

e ryARI — A,
e [4:I®A— Aund
e aupc: (A®B)@C - A® (B (O).
Aufterdem miissen folgende Bedingungen fiir alle A, B,C, D € A erfiillt sein:
(MK1) aap*(la®lg) =ra®1p
(MK2) asep,c,p * aapcep = (@apc ® 1p) * aapec,p * (14 ® apep) &

Definition 2.33 Eine monoidale abgeschlossene Kategorie A ist eine monoidale und ab-
geschlossene Kategori mit einer natiirlichen Aquivalenz

® papc  A(A® B,C) — A(A,A(B,C)).
Dabei miissen folgende Bedingungen fiir alle A, B,C, D € A erfiillt sein:
(MAK1) A(la,1B) * prap = iaa,B)
(MAK2) pagp,cp * Papacp) = Alaasc, 1p) * papec,p * A(la, psep) &

Symmetrie und Dualisierung

Definition 2.34 Eine autonome Kategorie (symmetrische monoidale abgeschlossene Ka-
tegorie) A ist eine monoidale abgeschlossene Kategorie mit einer natiirlichen Aquivalenz

e cyp: A®B — B® A.
Diese muss folgende Bedingungen fiir alle A, B, C' € A erfiillen:
(SK].) CAB *CBA = 1

(SK2) aapc * capac * apca = (cap @ 1¢) *x apac * (1 @ cac) &

Die Symmetrie ldsst sich dquivalent iiber den inneren Hom-Funktor definieren. Sie hat
dann die Form einer natiirlichen Aquivalenz

A(A, A(B,C)) = A(B, A(A, C))

mit der Kommutativititsbedingung, dass diese Aquivalenz durch wiederholte Anwendung
des Basisfunktors Ay in die kanonische natiirliche Aquivalenz

Set(Ay(A), Set(Ay(B), Ao(C))) = Set(Ay(B), Set(Ay(A), Ay(C)))

’Dabei muss das Einsobjekt I € A fiir die monoidale und die abgeschlossene Struktur dasselbe sein.
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2 Grundlagen

tibergeht (siehe |Lin65, Proposition (2.4) und Axiom (A5)]).

Wie bereits erwéhnt ist z. B. Set eine autonome Kategorie mit trivialem Basisfunktor,
innerem Hom-Funktor Set : Set®® x Set — Set, Tensorprodukt x : Set x Set — Set und
einer beliebigen einelementigen Menge als Einsobjekt.

Definition 2.35 Eine *-autonome Kategorie A ist eine autonome Kategorie mit einem
abgeschlossenen Dualisierungsfunktor -* und einer natiirlichen Aquivalenz

e by A— A,
Es muss folgende Bedingung fiir alle A € A erfiillt sein:
(SAK1) b * (Fpa)” * (Fap) =AD", bp) ¢

Diese Definition setzt implizit voraus, dass nicht nur A, sondern auch A°P abgeschlossen
ist, damit ein abgeschlossener Funktor -* definiert werden kann.

Bemerkung Alternativ kann die *-autonome Struktur auch iiber ein dualisierendes Ob-
jekt T € A festgelegt werden. In jeder wie oben definierten *-autonomen Kategorie kann
man durch T := I* ein Objekt definieren, das die natiirliche Aquivalenz A(A, T) = A* er-
fiillt. Umgekehrt ldsst sich in einer autonomen Kategorie, die ein Objekt T mit dieser Eigen-
schaft besitzt, unter bestimmten Umstédnden ein Dualisierungsfunktor -* via A* := A(A, T)
und f*:= A(f, 11) definieren (fiir Details siche [Bar79, Bar91]). <

Es soll hier keine umfassende Diskussion *-autonomer Kategorien ausgefiihrt werden.
Wichtig fiir diese Arbeit ist nur der folgende Zusammenhang aus [Bar79].

Satz 2.36 (vgl. [Bar79, 1.4.4]) Sei A eine symmetrische abgeschlossene Kategorie mit
innerem Hom-Funktor A : A°® x A — A und Einsobjekt I € A. Sei weiterhin -* : AP — A
ein voller und treuer Funktor mit einer (aufergewdhnlichen) natirlichen Aquivalenz

A(A, A(B,C*)) = A(C, A(B, A*)) (in Set).
Dann ist A eine *~autonome Kategorie mit dem Tensorprodukt

A® B = A(B, A")". 0
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3 Kontextkategorie

Verschiedene Kategorien, die Kontexte als Objekte besitzen, wurden bereits untersucht.
Als Morphismen sind dabei Chu-Abbildungen (|[Mor(7]) bzw. Infomorphismen (|[BS97]),
approximierbare Abbildungen (J[KHZ05|) und viele andere Arten von Abbildungspaaren
zwischen Gegenstands- und Merkmalsmengen (|[Ern05|) betrachtet worden.

Insbesondere in [Ern05] steht dabei die Aquivalegz zu entsprechenden Kategorien voll-
standiger Verbénde im Vordergrund. Die Rolle des Aquivalenzfunktors spielt dabei immer
eine passende Erweiterung der Abbildung 28 auf die jeweiligen Morphismen.

In diesem Kapitel werden anstelle von Abbildungspaaren die in Abschnitt eingefiihr-
ten Bindungen als Kontext-Morphismen betrachtet. Es wird die Aquivalenz zu residuierten
Abbildungen (JGW96|) ausgenutzt, um eine dquivalente Kategorie vollstindiger Verbinde
anzugeben. Danach folgt eine Betrachtung der *-autonomen Struktur beider Kategorien,
welche in &hnlicher Form bei [Mor08] fiir Chu-Korrespondenzen zu finden ist | Zum Ab-
schluss werden verschiedene Beschreibungen des Tensorprodukts miteinander in Beziehung
gesetzt und Vergleiche mit anderen Morphismen angestellt.

3.1 Grundlagen

Zunichst betrachten wir die bereits angedeutete Kategorie aller formalen Kontexte mit
Bindungen als Morphismen.

Definition 3.1 Wir definieren die Kategorie Bind der Kontexte und Bindungen:
Objekte alle Kontexte
Morphismen Bind (K, Ks) fiir Kontexte Ky, Ky (siche Definition [2.10))

Komposition Rio Ry :== {(g,m) € Gy x M3 | gfil2 C mf} € Bind(K;, Kj3)
fiir Kontexte K; = (Gy, M;, 1;) (i = 1,2,3) und Bindungen R; €
Bind(K;,Ks), Ry € Bind(Ky, K3) (siehe Abbildung [3.1)

1-Morphismen 1k := [ fiir jeden Kontext K = (G, M, I) &

Hilfssatz 3.2 Bind ist eine Kategorie.

Beweis: Es sind vier Aussagen zu zeigen:
e Ry o Ry € Bind(K;, Kj): Siche [GW96, Satz 53|.
e [ € Bind(Ky, K;): Folgt sofort aus Definition [2.10]

3Die Betrachtung *-autonomer Kategorien erfolgt meist fiir Chu-Riume und Chu-Abbildungen ([Pra99,
MorQ7]). Solche Kategorien stehen in engem Zusammengang zu linearen Logiken ([See89, [Bar91]).
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gRil2Rz — gRioR:

Abbildung 3.1: Komposition von Bindungen

o Assoziativitit: Es seien K; = (Gy, M;, I;) (i = 1,2, 3,4) Kontexte und R; Bindungen
von K; nach K, (i = 1,2,3). Fiir g € G; gilt nach Hilfssatz gfiet — gRalaRz,
Damit folgt

(g,m) € (RioRy)o Ry & m g glfeR)lhs

m e g(R1IQR2)I3R3

m e glez(szsRs)

m € gleg(RgoRg)

(g9,m) € Ry o (Ry0 R3),

t e

also (Ry o Ry) o Ry = Ry o (R0 Ry).

e Neutrales Element: Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2) Kontexte und R eine Bindung
von K; nach K,. Dann gilt, wegen Hilfssatz und Hilfssatz 2.12] dass

IiLR

(g;m) e hoR& me ght =gl = g™l & (g m) € Ro I,

also 1Ig, o R = R = Ro lg,. 0J

Bind ist dquivalent zur folgenden Kategorie aller vollstdndigen Verbénde und residuier-
ten Abbildungen.

Definition 3.3 Wir definieren die Kategorie Res der vollstédndigen Verbande und residu-
ierten Abbildungen wie folgt:

Objekte alle vollstindigen Verbénde
Morphismen Res(Vy,Vy) fiir vollstindige Verbinde Vi, Vy (siche Definition
Komposition 1 * o als kovariante Abbildungskomposition fiir vollstindige Ver-

bénde V; (i = 1,2, 3) und residuierte Abbildungen ¢; € Res(Vy,V,),
P2 € ReS(Vg,Vg)

1-Morphismen 1y :=idy fiir alle vollstdndigen Verbiande V = (V, <) &
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3.1 Grundlagen

Bemerkung Res ist eine Kategorie wegen der Tatsache, dass die Abbildungskomposition
assoziativ ist und sich fiir die Identitéiten id v neutral verhilt. <

Um die Aquivalenz der beiden Kategorien zu zeigen, wird zuniichst ein Zusammenhang
zwischen Bindungen und residuierten Abbildungen hergestellt, welcher bereits in [GW90|
zu finden ist.

Satz 3.4 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2) Kontexte.

Zu jeder Bindung R von Ky nach Ky ist (¢r, ¢}) eine Adjunktion zwischen den Begriffs-
verbinden, wobei

or B(Ky) = B(Ky) : (A, B) — (A% AR

und

90?% : Q(KQ) — Q(Kl) : (C7D) = (DR7DR11)‘
Umgekehrt ist fiir jede Adjunktion (@,v) zwischen B(K;) und B(Ksy) die Relation
R, = {(g.:m) € G\ x My | pyg < pm} = {(g,m) € Gy x My | vg < Ypm} =: RY

eine Bindung von Ky nach K.

*

Es gelten o = @g,, V = @h, sowie R = R,, = R¥r.
Beweis: [GW96, Satz 53 und Korollar 112] O

Bemerkung Bereinigt und reduziert man die Kontexte K; und Ky zu K/ bzw. K/ und
streicht man in R die entsprechenden Zeilen bzw. Spalten, so sind die Begriffsverbande K;
und K/ bzw. Ky und K, isomorph (JGW96, Abschnitt 1.2]) und die residuierten Abbildun-
gen aquivalent hinsichtlich dieser Isomorphien. Dies lisst sich leicht anhand der Definitionen
iiberpriifen. <

Obwohl in dieser Arbeit hauptsichlich der obige Satz Anwendung finden wird, gibt es
eine andere Moglichkeit, eine Beziehung zwischen residuierten Abbildungen und Bindun-
gen herzustellen, indem man nicht von Kontexten, sondern von vollstindigen Verbdnden
ausgeht.

Satz 3.5 Seien Vy und Vs, vollstindige Verbinde.
Zu jeder Adjunktion (p,) von Vi nach Vs ist die Relation

Ry, = {(v1,02) € Vi x Vo | p(vn) w5} = {(v1,02) € Vi x Vo | vy < ¢h(ua)} =: RY

eine Bindung von €(V1) nach €(Vs).

Umgekehrt definiert jede Bindung R von €(Vy) nach €(Vy) eine Adjunktion (pr, oF)
von YV, nach Vo durch
@/R:V1—>V23”U1'—>/\U{%

und
@E:VgﬁVl:vgr—)\/vf.

o

Es gelten ¢ = (’Eﬁw P = @%w sowie R = é% = R¥r.
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3 Kontextkategorie

Beweis: Setzt man in Satz K; := €&(V;), so erhélt man unter Beachtung des Isomor-
phismus ¢ zwischen V; und B(E(V;)) (Satz die Abbildung @z : v; — A v, Wegen
Hilfssatz entspricht dies der obigen Definition von @g, denn vf = o[¥ = v%R. Gleiches
gilt fiir ¢} und auch R, und Rp unterscheiden sich nur durch ¢. U

Die Sitze [3.4] und [3.5] beschreiben also bis auf die Isomorphie zwischen V und B(¢&(V))
den gleichen Sachverhalt. Im Folgenden sollen aus den beschriebenen Abbildungen Funk-
toren zwischen den Kategorien Bind und Res konstruiert werden.

Hilfssatz 3.6 Die folgenden Abbildungen definieren einen Funktor 5 : Bind — Res:
° gi)ﬁot R ©R

Beweis: Seien K; = (G, M;, I;) (i = 1,2,3) Kontexte und R; € Bind (K, Ky) sowie Ry €
Bind (K., Kj3). Es ist zu zeigen, dass ¢r,or, = ¢r, * ©r, gilt.

Wegen Satz reicht es, zu zeigen, dass Ry, .op = Rio Ry gilt. Dies ergibt sich

folgendermaken (vgl. [GW96, Hilfssatz 113]):
(9,m) € Ryp,spn, < <s031 * s%) (vg) < um
<:> <911[1R112R213’91111R1[2R2) S ,U/m
PEN m € g[1[1R1[2R2
Hilfssg))zm m e glesz

& (g,m) € Ry o Ry

AuRerdem gilt fiir einen Kontext K = (G, M, I) immer ¢, = ¢ = lyx). O
Hilfssatz 3.7 Auch € : Res — Bind mit
o &y : Vi (V)
o Conoe 10— ]A%@
st ein Funktor.

Beweis: Fiir beliebige p; € Res(Vy,V3), ¢ € Res(Vy, V3). v € Vi und v3 € V3 gilt

~ ~ Ry, LR
(v1,v3) € Ry, o Ry, vy € v TR

v3 € {vg € Vy | p1v; < U2}¢§“’2

v3 € {vg € Vy |0y < 901U1}§¢’2

Yoy € Vo 1 (vg < 101 = pavg < 03)
2(p1v1) < g

(Uh U3) S é@l*tpz'

S A

Das ist genau die Kommutativititsbedingung €(y1) o €(¢2) = €(p1 * p2).

Auferdem gilt fiir einen vollstindigen Verband V = (V, <y) immer élw =<y= lgw). O
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3.1 Grundlagen

Bemerkung Die obige Definition von € lasst sich auf beliebige geordnete Mengen erwei-
tern. Jeder geordneten Menge P wird dabei der vollstindige Kontext €(IP) zugeordnet und
jeder residuierten Abbildung ¢ : P — Q die Bindung €(¢) = Rp wie oben. Dabei ist dann
B(L(yp)) die eindeutige Fortsetzung von ¢ zu einer residuierten Abbildung zwischen den
Vervollstandigungen B(&€(P)) und B(€(Q)). So erhilt man einen treuen Funktor von der
Kategorie aller geordneten Mengen und residuierten Abbildungen nach Res. <

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird nun die lange erwartete Aquivalenz von Bind und
Res gezeigt.

Satz 3.8 Die Kategorien Bind und Res sind dquivalent vermdge 8 und €.

Beweis: Man betrachte die Familien von Bindungen

Ry
<(§ * €)(K) K) KeOb(Bind)
mit Rx := {((A, B),m) € B(K) x M | m € B}
und Rg' = {(g,(A,B)) € G x B(K) | g € A} fiir alle Kontexte K = (G, M, I).

Dass es sich bei Rg sowie Ry' tatséichlich um Bindungen handelt, ist leicht nachzupriifen.
Aufserdem ist die Familie (RK)Kegb(Bind) eine natiirliche Transformation, denn fiir Bindun-

gen K; = Ko mit K; = (Gy, M, I;) (i = 1,2) gilt wegen
((A4,B),(C, D)) € (B *&)(R) & (A", A%) < (C, D) (3.1)

die Kommutativitatsbedingung (B *€)(R)o Rk, = Rk, o R. Fiir alle ((A, B),m) € B(K;) x
M gilt ndmlich
(A,B),m) € ((B+C)(R)oRg, < mec ((A, B)(@*Q(R))mm
1' m e (ARIQ’AR)N,RKQ
s me AR
& me (A B)frhE
< ((A,B),m) € Rk, oR.
Genauso lésst sich iiberpriifen, dass (Rﬂgl)Kegb(Bind) eine natiirliche Transformation ist.
Auferdem gilt
((A,B),(C,D)) € Rgo Rg' & (A, B)™! C (C, D)
< BlccC
< (A, B) < (C,D)
fir alle (A, B), (C, D) € B(K) und

(9.m) € Rg'o Ry & g¢fcd Cmfix
& (9™ C (um)
< Y9 < pm
& glm
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3 Kontextkategorie

fiir alle (g,m) € G x M. Damit ist Rx o Ry' = legm) und Rg' o Rg = lg, also ist
(Rk)keob(Bina) €ine natiirliche Aquivalenz und 9B * € = Idging.

Weiterhin ist auch

<(§ *B)(V) V) VeOb(Res)

mit py := ¢! aus Satz eine natiirliche Aquivalenz, denn es gilt

(€xB)() o)) (05 0") = wu(p) o))

= Vo' =¢) = o\ v!)

= (pv*@)(v*,0")

fiir alle (v¥,v") € B(E(V)). O

3.2 Die Struktur von Res

Im Licht der eben bewiesenen Aquivalenz von Res und Bind sind strukturelle Aussagen
iiber eine Kategorie auch immer in der anderen giiltig. Zunéchst wird auf die Struktur von
Res eingegangen und diese im Anschluss auf Bind iibertragen.

Unter-Vv-Halbverbande

U C

02 Z

id im o

(lm 2 SV |im g0><im4p)

Abbildung 3.2: Kanonische Darstellung eines Unterobjekts von V durch im ¢

In der Kategorie Res sind Unterobjekte eines vollstandigen Verbandes V Aquivalenz-
klassen von Monomorphismen U —— V (vgl. Definition . Diese Aquivalenzklassen sind
kanonisch darstellbar durch die Bilder der Monomorphismen in V (siehe Abbildung [3.2)).
Da es sich bei den Monomorphismen in Res um injektive V-erhaltende Einbettungen han-
delt, sind diese Bilder V-abgeschlossene Teilmengen von V. Diese sind natiirlich wieder
vollstdndige Verbénde, besitzen aber nicht notwendig die gleiche A-Struktur wie V.

Beispiel 3.9 Abbildung [3.3] zeigt einen Verband und einen seiner Unter-V-Halbverbande.
Man erkennt, dass die Einbettung V-erhaltend, aber nicht A-erhaltend ist, denn e(b A ¢) =
ed=0#4=2N3=¢ebAec. <
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3.2 Die Struktur von Res

a 1
<>c 3

d 4

0

Abbildung 3.3: Unter-V-Halbverband mit Einbettung

Faktor-Vv-Halbverbande

Dual zu Unter-V-Halbverbanden sind die Faktorobjekte eines vollstdndigen Verbandes V in
Res charakterisiert durch Epimorphismen V 2+ W. Diese entsprechen genau den V-Kon-
gruenzrelationen von V (siche Abbildung [3.4). Wieder muss die A-Struktur von V nicht

erhalten bleiben.

[Jer o o

V/ker o

Abbildung 3.4: Kanonische Darstellung eines Faktorobjekts von V durch ker ¢

Beispiel 3.10 In Abbildung ist ein vollstdndiger Verband mit einem homomorphen
Bild abgebildet. Die Surjektion ist nicht A-erhaltend, denn o(bAc) =0cd=0#2=1A2=

ob A oc. <
a 1
c 2
d 0

Abbildung 3.5: Homomorphes Bild eines vollstindigen Verbandes

Limites

Satz 3.11 Res st eine vollstindige Kategorie.
Beweis: Wegen Hilfssatz ist nur zu zeigen, dass Res Produkte und Differenzkerne hat.
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3 Kontextkategorie

e Das direkte Produkt V = X, V; einer Familie (V});er vollstindiger Verbédnde ent-
spricht genau dem kategorientheoretischen Begriff des Produkts. Die geforderten Pro-
jektionen sind die kanonischen Projektionen 7, : V — 'V, : (vs)ser — vy

Es bleibt zu zeigen, dass V und (m)er die Universalitét erfiillen. Sei deshalb W ein

vollstédndiger Verband und (W LN Vt) ser €ine Familie von V-Morphismen. Dann ist
K:W —=V:w— (m(w))er der geforderte V-Morphismus, fiir den die Kommutati-
vitdtsbedingungen k * m, = 7, fiir alle ¢ € T erfiillt sind. Man erkennt leicht, dass x
durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt ist.

e Seien V., W vollstidndige Verbdnde und ¢y, v € Res(V, W) parallele VV-Morphismen.
Die Menge U := {v € V | ¢1(v) = pa(v)} ist unter Suprema abgeschlossen, denn

©1 (\/ vt> = \/ U = \/ DoV = (g (\/ vt> fiir alle (vy)er € UT.

teT teT teT teT

U = (U, <y |uxv) ist also ein vollstindiger V-Unterhalbverband von V. Auferdem
gilt die Kommutativitdtsbedingung € % @1 = € * w9 mit der kanonischen Einbettung
e:U—=V.

Sei nun X ein vollstdndiger Verband und y : X — V ein V-Morphismus mit x * ¢ =
X * 9. Die Abbildung A : X — U : 2 — xz ist wohldefiniert, denn ¢;(xz) = p2(x),
also xz € U. Es folgt e(A\z) = e(xx) = xz fir alle z € X. Da A eindeutig durch diese
Eigenschaft bestimmt wird, ist (U, €) ein Differenzkern von ¢; und ¢s. O

Hilfssatz 3.12 Die Abbildungen -* aus Definitionen 2.1 und 2.5 definieren einen Isomor-
phismus -* : Res®® — Res.

Beweis: Seien V,W € Res und ¢ € Res(V, W). Wegen Hilfssatz [2.2]ist ¢* eine residuierte
Abbildung von W* nach V* und nach Hilfssatz ist -* ein kovarianter Funktor. Da ¢ und
©* einander eindeutig bestimmen und -§, eine bijektive Abbildung auf den vollstéindigen
Verbdnden ist, ist -* sogar ein Isomorphismus. 0

Damit ist Res also nicht nur vollstandig, sondern auch kovollstandig.

Abgeschlossene Struktur

Die Kategorie Res besitzt zu je zwei Objekten V und W ein Objekt Res(V, W), nimlich
den Verband aller residuierten Abbildungen von V nach W (Hilfssatz [2.5)). Dieses erfiillt
die Voraussetzungen eines Inneren Hom-Objekts fiir Res.

Hilfssatz 3.13 Die folgenden Daten bestimmen eine abgeschlossene Struktur auf Res:

e Basisfunktor Resy : Res — Set mit Reso(V) =V fiir jeden vollstindigen Verband
V = (V,<) und Reso(p)(v) := p(v) fir alle ¢ € Res(V,W) undv € V

o Innerer Hom-Funktor Res : Res’® x Res — Res mit
M(%u 902) : <V1 L Vz) = Q1Y * g fiir o1 € RESOP(V1,W1)>S02 € ReS(V%Wz)

(siehe Abbildung
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3.2 Die Struktur von Res

FEinsobjekt Co := ({0, 1}, <)
iv: V= Res(Co, V) : v (iy(v) : Co = Vil v)
Jv:Cy — Res(V, V) : 1 — 1y.
i Res(V, W) — Res(Res(U, V), Res(U, W)) :
@ (drw(p) : Res(U, V) — Res(U, W) : ¢+ ¥+ )

Vl 77Z) L Vg

¥1 /// P2

W, Res(¢1, p2)(¥) -,

Abbildung 3.6: Der Innere Hom-Funktor auf den Morphismen aus Res®” x Res

Beweis: Es ist leicht nachzupriifen, dass Resg ein treuer Funktor und Res ein Funktor ist.

Auferdem ist i eine natiirliche Transformation, denn fiir alle vollstindigen Verbénde
V, W, v € Res(V,W) und v € V gilt

(p*iw)(v)(1) = iw(e(v))(1)
= ¢(v)
= p(iv(v)(1))
= (iv(v) *¢)(1)
= Res(Ic,,¢)(iv(v))(1)
= (iv * Res(1c,, 9)) (v)(1),

also ¢ * iy = iy * Res(1c,, p). Weiterhin ist durch iy, : Res(Cy, V) — V : ¢+ (1) eine
natiirliche Transformation bestimmt, welche invers zu i ist.

Damit j eine aukergewohnliche natiirliche Transformation sein kann, miissen drei Kom-
mutativitdtsbedingungen erfiillt sein (siehe Definition fir A =B =%, C =D = Res,
F(*,%x,x) = Cy und G = Res). Die Bedingungen 1) und 2) sind in diesem Fall trivial
erfiillt, fiir 3) ist zu zeigen, dass jy * Res(ly, ») = jw * Res(p, lw) fiir alle VW € Res
und ¢ € Res(V, W) gilt. Dies ist leicht nachzurechnen.

d ist ebenfalls eine aufergewohnliche natiirliche Transformation. Setzt man in Defini-
tion A = Res®” x Res, B =%, C = D = Res, F((V,W),x,x) = Res(V,W) und
G((V,W),U;,U,) = Res(Res(Us, V), Res(Uy, W)), so ist die Bedingung 2) trivial und 1)
und 3) ergeben sich zu

1) Res(p,?) * dyyw = dyyw * Res(Res(1y, ¢), Res(1y,¢))

fiir alle U, V, W, VW’ € Res, ¢ € Res(V', V) und 1) € Res(W, W’)

3) duyw * Res(Res(p, 1v), Res(1y, lw)) = duwvw * Res(Res(1y, 1v), Res(p, 1w))

fiir alle U, U, V, W € Res, ¢ € Res(U,U’)
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3 Kontextkategorie

Bedingung 1) ist erfiillt, denn fiir alle « € Res(V,W), 8 € Res(U, V') gilt

(Res(, ¥) * dyvw ) (@) (8) = dyvw (¢ * ax1p)(3)
= [Bxe*xaxy
= (Res(1uy, ¢) * dyvw(c) * Res(1y, v)) (B)
= (duvw * Res(Res(lu, ), Res(1y,))) (@)(5).
Ebenso gilt

(dyvw * Res(Res(p, 1v), Res(1y, 1w))) (a)(5)
= (Res(p, 1v) * dyvw(a) = Res(1y, 1v)) (B)
= p*xf*xa
= (Res(1y, 1v) * duyw() * Res(¢, 1w)) (6)
= (dyww * Res(Res(1y, 1v), Res(p, 1w))) (a)(6)
fiir alle & € Res(V, W), 8 € Res(U', V), also ist [2.29]3) auch erfiillt.
Es bleiben drei Bedingungen zu iiberpriifen:

(AK1) Reso(Res(V,W)) = Res(V, W) ist fiir alle V, W € Res nach Definition von
Res, erfiillt.

(AK2) Es gilt (jw * dvww)(1) = dvww(lw) = lRes(v.w) = JRes(v,w)(1) fiir alle V, W €
Res.

(AK3) Es gllt ReSO(i@(V,V))(lV)(l) = 1V = jv(l) fiir alle V € Res. O

*_autonome Struktur

Es wird nun Satz benutzt, um den Rest der *-autonomen Struktur von Res zu be-
stimmen.

Satz 3.14 Res ist eine *-autonome Kategorie.
Beweis: Wegen Satz ist nur Folgendes zu zeigen:
e Res ist abgeschlossen:
siehe Hilfssatz 3.13
e Res ist symmetrisch:

Dazu ist die natiirliche Aquivalenz von Res(U, Res(V, W)) und Res(V, Res(U, W))
nachzuweisen. Mit der Definition tyyw(¢)(v)(u) := ¢(u)(v) ergibt sich die Kommu-
tativitdtsbedingung

(tUVW * Res (1), Res(¢, X))) () (v)(u) =

‘FU
]
2]
—~
s
=
]
LN
=
=<
=
*
~
S
<
=
SN—
—~
2
=
g

30



3.3 Die Struktur von Bind

fiir alle U, U, V, V. W, W’ € Res, ¢ € Res(U',U), ¢ € Res(V', V), x € Res(W, W),
a € Res(U,Res(V,W)), v € V und u € U'.

Man erkennt leicht, dass sich die inverse natiirliche Transformation durch tgiy =
tVUW ergibt.

e -*ist voll und treu:
siehe Hilfssatz B.12]
e Res(U,Res(V,W*)) = Res(W, Res(V,U*)):

Die durch den Dualisierungsfunktor -* bestimmten Morphismen
“yw - Res(V, W) — Res(W*, V*) : ¢ — ¢*  (vgl.Definition 2.31)
definieren eine natiirliche Aquivalenz, denn sie erfiillen die Kommutativititsbedin-
gung
(Fvw * Res(4, %)) (@) = ¢xa*¢’
= (gp % x w*)*
= (@(% ¢*) * '/;V’W/)<OC)
fiir alle V, V. W, W’ € Res, ¢ € Res(V', V), ¢ € Res(W', W) und o« € Res(V, W*).

Die gesuchte natiirliche Aquivalenz ergibt sich nun als Wirkung von Res, auf die
folgende Komposition natiirlicher Aquivalenzen:

Res(U, Res(V,W*)) 25  Res(V,Res(U, W*))

Res(ly, *yw)

Res(V,Res(W,U"))
ety Res(W, Res(V, U*)) 0
Das Tensorprodukt auf Res lisst sich nun als VoW := Res(V, W*)* fiir alle V, W € Res

definieren. Die Elemente von Res(V ® W) sind also genau die Abbildungen ¢ : V- — W,
die Teil einer Galois-Verbindung von V nach W sind.

Die Wirkung von ® auf den Morphismen ist kanonisch gegeben durch f®g := Res(f, g*)*
fir f € Res(Vy,V,) und g € Res(W;, W,). Genauer ist f ® g als residuierte Abbildung
von Vi ® Wy nach Vy ® W, bestimmt durch die Gleichung (f ® g)(¢) = f * ¢ * g* fiir alle
¢ € Vi ® Wy = Res(Vy, Wy)*.

3.3 Die Struktur von Bind

Die Struktur von Res kann nun mit Hilfe der Funktoren 8 und € auf Bind iibertragen
werden.

Unterkontexte

Sei K = (G, M, I) ein Kontext. Die Unterobjekte von K in Bind sind Aquivalenzklassen von

Monomorphismen Ky, 2. K. Diese Monomorphismen entsprechen genau den injektiven
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3 Kontextkategorie

residuierten Abbildungen ¢ in den Begriffsverband $B(KK). Die Aquivalenzklassen lassen
sich kanonisch darstellen, indem man die Doméne der Monomorphismen auf Teilkontexte
des kanonischen Kontextes €(28(K)) beschréinkt.

Hilfssatz 3.15 Seien K = (G, M, 1), Ky = (H, N, J) Kontexte sowie R € Bind(Ky, K)
ein Monomorphismus. Das durch R reprdsentierte Unterobjekt von K ldsst sich auch auf
der Domdne K, = (im @g,im ¢r, <gK) |imprximey) durch die Bindung E € Bind(K,, K)
mit (A, B)? := B fiir alle (A, B) € im ¢g darstellen.

R
KU( = K
1

Abbildung 3.7: Kanonische Darstellung von Unterobjekten in Bind

Beweis: Wendet man den Funktor € auf das Diagramm aus Abbildung[3.2)an und beachtet
die natiirliche Aquivalenz Ry : (8B * €)(K) = K aus Satz , so erhdlt man das Diagramm
in Abbildung [3.7]

Dies bedeutet, dass der Monomorphismus €(id iy, ,,) © Rk @ K. — K eine dquivalente
Darstellung des Unterobjekts ist, dass durch R représentiert wird. Es ergibt sich fiir alle
(A, B) € im pp die Gleichung

(A, B)g(idime)ORK — (A, B)Q(idim¢3)§§(K)RK
= (A, B)tzmfx
— {me M|¥(C.D) <s (A,B) :m e D)
= B
= (A7 B)E7

also £ = &(id i) 0 Rk. O

Zu beachten ist aber, dass nicht jeder beliebig gewéhlte Teilkontext von €(B(K)) auch
ein Repriisentant einer solchen Aquivalenzklasse ist, sondern nur dann, wenn die kanonische
Einbettung wirklich ein V-Morphismus ist. Die Menge der Unterkontexte von K ist also
isomorph zur Menge aller V-abgeschlossenen Teilmengen von B(K).
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3.3 Die Struktur von Bind

Faktorkontexte

Die Faktorobjekte eines Kontextes K = (G, M, I) sind bestimmt durch Epimorphismen

K -2 Kp. Man kann analog zum Fall der Unterobjekte eine kanonische Darstellung durch
den Faktorverband B(K)/ker,, angeben.

Hilfssatz 3.16 Seien K = (G, M,I), Kg = (H, N, J) Kontezte sowie R € Bind(K,Kp)
ein Epimorphismus. Die Kodomdne K, = (B(K)/kerpps B(K) /ker oy <) erlaubt eine Be-

schreibung des reprisentierten Faktorobjekts durch den Epimorphismus E € Bind (K, K,)
mit of == A fir alle a € B(K)/kerpp, wobei (A, B) :=\/ a.

K al - K5
Ry z\ %y 2| R
e(BK) — ) emk,)
@([-]kewl 7 o

EB(K)/ker or)
Abbildung 3.8: Kanonische Darstellung von Faktorobjekten in Bind
Beweis: Aus Abbildung und der natiirlichen Aquivalenz Rg' : K = (B * €)(K) aus

Satz [3.8] ergibt sich der Zusammenhang in Abbildung

Sei nun o € B(K) /ker o, mit (A4, B) :=\ a. Es gilt (A, B) € a, denn « ist V-abgeschlos-
sen, da i ein V-Morphismus ist. Es folgt

B ollerog)  — o Nkerop) <ma Ric'
= (4, B)@(K)S@(K)R&l
= (4, B)Tz(ﬂ«)RuEl
= A
= ogE,
also B = Ry' 0 €([Jxerpp)- -

Die Menge der Faktorkontexte von K ist also isomorph zur Menge aller vollstdndigen
V-Kongruenzrelationen auf 8(K).

Limites

Da Bind und Res dquivalent sind, ist natiirlich auch Bind eine vollstindige Kategorie.
Das Produkt von Kontexten (K;);er kann zwar durch €( X ,cr B(K,)) dargestellt werden,
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3 Kontextkategorie

es gibt aber eine viel einfachere Beschreibung durch die Konteztsumme K := (G, M,I)

mitH
¢=JG. M=]M, [:zU([tU U Gstt>.

teT teT teT seT\{t}

Offensichtlich sind B (K) und X ;o B(K;) isomorph, weshalb €( X ;o7 B(K;)) und K dqui-
valente Darstellungen des Produktes in Bind sind. Die Projektionen sind die Bindungen

K~ K, mit Ry = I, UU,cp gy Gs X M.

Inneres Hom-Objekt

Auch die abgeschlossene Struktur iibertragt sich von Res auf Bind. Zur Vereinfachung
stellt man fest, dass die vollstdndigen Verbinde Bind(K;,Kj;) und Res(B(K;), B(K;))
dual isomorph sind.

Hilfssatz 3.17 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2) Kontexte und Ry, Ry € Bind(K;, Ky).
Dann gilt Ry C Ry genau dann, wenn g, < ¢gr,. Dies gilt auch fir vollstindige Kontexte
und flir Qo statt p,.

FEbenso gilt fiir zwei vollstindige Verbinde Vi,V und 1, o2 € Res(Vy,Vsy), dass o1 < ¢
genau dann der Fall ist, wenn R,, C R, . Diese Aussage gilt insbesondere fiir Begriffsver-
binde und fir Re statt R,.

Beweis: Wenn R; C R, gilt, dann folgt A% C A2 also
@Rz(Av B) = (AR2127 AR2) < (AR1127 ARl) = YR (Av B)

fiir alle (A, B) € B(K,).
Umgekehrt gilt im Fall ¢, < ¢p, fir alle g € G4, dass

(9", 9") = R, (9", g") < @r, (9", g") = (9", 9™).
Also gilt gft C g% fiir alle g € G, und damit R; C Ro.
Die zweite Behauptung ergibt sich ebenso durch einfaches Nachrechnen. 0

Damit ist €(Res(B(K;),B(K,))) = €(Bind(K;,K,)) ein geeigneter Kandidat fiir einen

inneren Hom-Funktor.

Die geforderten natiirlichen Transformationen fiir eine abgeschlossene Kategorie ergeben
sich nun aus denen von Res, indem diese geeignet durch die Funktoren 28 und €& ,jibersetzt®
werden. Dies ist im néchsten Abschnitt beispielhaft fiir das Tensorprodukt ausgefiihrt,
beinhaltet aber keine komplizierten Konstruktionen.

Interessant ist die Kontext-Reprisentation des vollstindigen Verbandes Bind (K, Ky),
welche vielleicht genauso gut durch einen kleineren Kontext als €(Bind(K;,K3)) gesche-
hen konnte. Dieser Kontext enthélt alle Bindungen als Gegenstinde und Merkmale und
deren Ordnung als Inzidenzrelation. Wie kann man aber alle Bindungen in einem einfache-
ren Kontext darstellen? Diese Frage ist bisher ungeklirt, aber in Abschnitt wird eine
Kontextdarstellung von sogenannten reguldren Bindungen vorgestellt.

*Die Gegenstands- bzw. Merkmalsmengen der Teilkontexte miissen dazu paarweise disjunkt sein.
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3.3 Die Struktur von Bind

Tensorprodukt und *-autonome Struktur

Es soll hier nun am Beispiel der monoidalen Struktur die oben angesprochene Ubersetzung
der geforderten natiirlichen Transformationen und Kommutativitdtsbedingungen von Res
nach Bind genauer betrachtet werden.

Man definiert dazu K; ® Ky := €(B(K;) ® B(K;)) als Tensorprodukt auf Bind. Der
resultierende Kontext ist K; ® Ky = (B(K;) ® B(Ks), B(K;) ® B(K,), <).

Das neutrale Element dieses Tensorprodukts ist €(Cy) = ({0,1},{0,1}, <). Alternativ
dazu wird hier der reduzierte Kontext L := ({1},{0,1}, <) verwendet, dessen Begriffsver-
band auch isomorph zu Cs ist. Im Folgenden wird die Isomorphie B(L) = C, als Identitét
angesehen, um die Schreibweise zu vereinfachen.

Um nun beispielsweise die Bindung Ik : 1 ® K — K zu definieren, betrachtet man die
residuierte Abbildung Igx) : C; ® B(K) — B(K) aus der Definition des Tensorprodukts.
Diese wird mittels des Funktors € abgebildet auf die Bindung €(lyx)) : €(B(L)®B(K)) —
€(B(K)). Jetzt muss nur noch die Kodoméne mittels eines passenden Isomorphismus an-
gepasst werden, sodass sich lx als die folgende Komposition ergibt:

C(B(L) ® B(K)) —29, ¢(B(K)) L5 K

Dabei bezeichnet Rk den Isomorphismus aus Satz
Analog definiert man rx. ax,x,x, wird iiber die folgende Komposition definiert:

g(‘le ®Vo ®1V3 )

C(B(E(V,®@V,y)) ®V;) > C(V; @ Vy) @ V3)

-1
g(aV1V2V3) g(lVl ®¢V2®V3)
—

(Vi ® (V2 ® Vy)) > E(V1 @ B(E(V, ® V3)))
Dabei sind o, ¢!, a wie in Hilfssatz und der Definition des Tensorprodukts sowie
Die Kommutativitidtsbedingungen ergeben sich auf dhnliche Weise aus denen fiir das

Tensorprodukt in Res. Fiir die Bedingung (MK1) aus Definition erhdlt man z. B. das
folgende Diagramm:

aK; 1K,
C(B(E(V; ® Cy)) ® Vy) C(V; @ B(E(Cy®Vy)))
\Ygﬁh ® 1V2 1V1 ® @(y/
g a’VlCQVQ
C((Vi®C)RV,y) — &€(V; ® (C,®Vy))
E(B(L(ry,)) @ 1v,) % E(ly, ®@ B(L(ly,)))

! E(ry, @ 1y,) E(ly, ® ly,) '
C(B(E(Vy)) ® Vy) (Vi ®V,) E(V, @ B(E(Vy)))
g<90V1 & 1V2) §(1V1 & 90\’2)
= g(%(RH&) ® 1V2) = §<1V1 ® §(RK2)>
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3 Kontextkategorie

Hierbei sind V; := B(K;) (i = 1,2) und ¢, R, a, [, r wie oben. Die Kommutativitét
des oberen Vierecks ergibt sich aus der oben stehenden Definition von ax,k,x,. Die des
Dreiecks kommt von der Bedingung (MK1) in Res, die natiirlich unter dem Funktor €
weiterhin gilt. Die {ibrigen beiden Vierecke kommutieren, da ¢, und damit auch €(1y, ® @)
bzw. €(¢ ® 1y, ), eine natiirliche Transformation ist.

Die beiden dufseren Bindungen links unten ergeben zusammen €(B(rg, )®1y,) = rx, @1k,
und die auf der anderen Seite €(1y, @ B(lk,)) = 1k, ® lk,. Damit ergibt sich die gesuchte
Bedingung (MK1) fiir Bind.

Bemerkung Aufgrund von Satz und Hilfssatz kann man das Tensorprodukt in
Bind genauso gut als

Ky © Ky := &(Bind (K, K;)") = €(Res(B (K, ), B(K;))") = €(B(K,) @ B(Ky))

definieren, also als vollstdndigen Kontext aller dualen Bindungen zwischen K; und K. In
einem gewissen Sinn ist das Tensorprodukt also nichts anderes als ein spezielles inneres
Hom-Objekt. Dies unterstreicht die enge Beziehung zwischen Tensorprodukt und innerem
Hom-Funktor, die auch schon in Res zu beobachten war. <

Auch die restlichen Konstruktionen wie Symmetrie und Dualisierungsfunktor lassen sich
durch B und € auf Bind iibertragen. Der Dualisierungsfunktor bildet dabei jeden Kontext
K auf K* ab und jede Bindung R € Bind (K, K,) auf die Bindung R* := R~! von K} nach
Kj. Das dualisierende Objekt in Bind ist L* = ({0,1},{1},>).

Die Dualisierungsstruktur auf den Kategorien wird offenbar von B8 und € erhalten. Da 8
und € sogar die komplette *-autonome Struktur erhalten, werden sie auch als *-autonome
Funktoren bezeichnet (|[Mor08]).

3.4 Tensorprodukt

In der Literatur gibt es fiir das Tensorprodukt V @ W zweier vollstindiger Verbiande
V, W € Res unterschiedliche Definitionen. Es wird sich aber herausstellen, dass durch diese
Definitionen isomorphe (oder dual isomorphe) vollstdndige Verbénde beschrieben werden.

a) Die in dieser Arbeit gewihlte Herangehensweise ist die, das Tensorprodukt als einen
zu Res adjungierten Funktor zu definieren.

Genauer muss fiir jedes Objekt V € Res der Funktor - ® V : Res — Res stark
adjungiert sein zum Funktor Res(V,-) : Res — Res, d.h. es muss eine natiirliche
Kquivalenz plyy : Res(UV, W) S Res(U, Res(V, W)) geben (vgl. Definition [2.33).
Diese Art der Definition des Tensorprodukts wird vor allem in kategorientheoretischen
Arbeiten verwendet ([BN76, [Lin65, Bar79]).

b) Wie bereits festgestellt, kann man das Tensorprodukt V @ W genauso als den voll-
standigen Verband aller Galois-Verbindungen von V nach W definieren (vgl. Ab-
schnitt . Diese Beschreibung ist bereits in frithen Abhandlungen iiber Galois-
Verbindungen zu finden ([Shm74, Ban80]).

¢) Der vollstandige Verband aller Bi-Ideale von V und W ist eine weitere Moglichkeit,
das Tensorprodukt auszudriicken (siehe [Mor08, [Shin74]). Ein Bi-Ideal T ist eine
Teilmenge des direkten Produkts V' x W mit folgenden Eigenschaften:
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3.4 Tensorprodukt

e (a,b) < (v,w) €T = (a,b) €T fiiralle a,v eV, byw e W
e Ax{w}CT = (Vyeqv,w) €T fiiralle ACV, weW
o {V} xBCT= (v,V,epw) €T firalleveV,BCW

d) Die letzte Beschreibungsmdoglichkeit, die hier vorgestellt werden soll, verwendet soge-
nannte Bimorphismen @ : V x W — X. Das sind Abbildungen ¢ : V x W — X, fiir
die die Abbildungen

o(w): V=X v p(v,w) und
ov, ) W = X :w— ¢(v,w)

Morphismen in Res sind, also residuiert sind.

Das Tensorprodukt V @ W wird nun definiert als Kodoméne eines Bimorphismus’
o : VxW — VW mit folgender Eigenschaft. Es muss fiir alle Bimorphismen
¢ Vx W — X einen eindeutig bestimmten Morphismus ¢ : V® W — X geben mit
¢ = o %1 (siehe [Fra76, [GLQSI]| fiir (nicht-vollstindige) V-Halbverbénde).

Schaut man sich die Definition von Bi-Idealen genauer an, so erkennt man, dass diese
nichts anderes sind als duale Bindungen von €(V) nach &(W).
Hilfssatz 3.18 Seien V und W vollstandige Verbinde. Eine Relation T’ C'V X W st genau
dann ein Bi-Ideal, wenn es eine Bindung in Bind(&(V), €(W)*) ist.
Beweis: Sei T ein Bi-Ideal und v € V. Dann ist v = (\/ vT)i, denn:
e Fiir alle w’ € vT gilt w’ < \/v7.
e Fiir w' < \/vT gilt wegen (v,\/vT) € T auch (v,w') € T, also w' € v7.
Damit ist v7 ein Inhalt von €(W)*. Analog ist w” fiir jedes w € W ein Umfang von €(V).
Sei nun T € Bind(€(V), &(W)*) und (a,b) < (v,w) € T. Dann gilt vT = w™ fiir ein

w' € W und damit folgt aus w € vT sofort b € v?, also (v,b) € T. Da genauso b’ = vt fiir
ein v' € V gilt, folgt analog (a,b) € T

Fiir jedes w € T gibt es ein v’ € V mit w? = v, also folgt aus v € w” fiirallev € ACV
sofort \/,c, v € w”. Analog ergibt sich die fehlende Aussage, weshalb T ein Bi-Ideal ist.[]

Nun stellt man fest, dass alle oben angegebenen Definitionen des Tensorprodukts dqui-
valent sind.

Satz 3.19 Die oben aufgezihlten Varianten, das Tensorprodukt VW zweier vollstindiger
Verbinde V,W € Res zu definieren, ergeben (dual) isomorphe vollstindige Verbinde.

Beweis: Wie in Satz festgestellt, sind die Ansédtze a) und b) gleichbedeutend. Es muss
lediglich die Ordnung der Elemente von V @ W dualisiert werden.

Die Aquivalenz von b) und ¢) wurde erstmals in [Shm74, Theorem 1.3] bewiesen, wobei
dort Bi-Ideale als G-Ideale bezeichnet wurden. Unter Beachtung von Hilfssatz[3.18]ist diese
aber nichts anderes als die bereits in Satz und Hilfssatz festgestellte Aquivalenz
von Galois-Verbindungen und dualen Bindungen.

In [BN76l Proposition 3, 4.(3)] wurde bewiesen, dass die Ansétze a) und d) dquivalent
sind. =
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3 Kontextkategorie

3.5 Andere Morphismen

Anstelle von Bindungen kénnen auch andere mathematische Objekte als Morphismen zwi-
schen Kontexten aufgefasst werden. Ein paar davon werden nun nadher betrachtet.

3.5.1 Chu-Abbildungen und Chu-Korrespondenzen

In [Mor07] wurden die aus der Chu-Konstruktion ([Chu79|) hervorgehenden sogenannten
Chu-Abbildungen (,Chu maps*) betrachtet. Eine Chu-Abbildung («, 3) zwischen Kontexten
Ky, = (G,M,I) und Ky = (H, N, J) besteht aus zwei Abbildungen o« : G — H und
B : N — M, wobei a(g)Jn < gIp(n) fir alle g € G und n € N gelten muss. Diese
Kategorie ist schon wegen ihrer Konstruktion *-autonom.

Chu-Abbildungen beschreiben aber nur einen Teil der gesamten Kategorie Bind. In
[Mor08] wurde eine Verallgemeinerung der Chu-Abbildungen auf Chu-Korrespondenzen
(,Chu correspondences”) untersucht. Diese werden beschrieben durch ein Paar («, ) von
Abbildungen « : G — P(H) und 8 : N — P(M) mit der Eigenschaft, dass fiir alle g € G
und n € N die Aquivalenz a(g)Jn < gIf(n) sowie a(g) € Ext(K,) und B(n) € Int(K;)
erfiillt sein miissen.

Fiir eine Bindung R C G x N bilden die beiden Abbildungen g — g% und n — nf of-
fensichtlich eine Chu-Korrespondenz. Umgekehrt ldsst sich durch jede Chu-Korrespondenz
(e, B) eine Bindung {(g,n) | a(g)Jn} definieren. Es ist leicht zu bestétigen, dass die Men-
ge Bind (K, K,) und die Menge aller Chu-Korrespondenzen zwischen K; und Ky mittels
dieser Beziehungen isomorph sind. Auferdem sind sie ordnungsisomorph, wenn man die
Bindungen durch Mengeninklusion und die Chu-Korrespondenzen durch die punktweise
Ordnung ihrer Abbildungen ordnet. In [MorO8| wurde bereits dargestellt, dass dabei eine
*_autonome Kategorie entsteht, welche natiirlich zu Bind isomorph ist.

a(g)

M N

Abbildung 3.9: Eine Bindung R und die dazugehorige Chu-Korrespondenz («, )

3.5.2 Relationale Adjunktionen

Eine weitere dquivalente Beschreibung von Bindungen sind die sogenannten relationalen
Adjunktionen. In [Gan07| wurde diese Aquivalenz fiir relationale Galois-Verbindungen und
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3.5 Andere Morphismen

duale Bindungen festgestellt. Eine relationale Adjunktion zwischen K; und K ist ein Paar
(®, ) von Relationen ® C G'x H und ¥ C M x N mit der Eigenschaft, dass gIn¥ < ¢®Jn
sowie g% € Ext(K;) und n¥ € Int(K,) fiir alle ¢ € G und n € N gelten.

In [Gan07] wurde bewiesen, dass relationale Adjunktionen in eindeutiger Weise Adjunk-
tionen zwischen den Begriffsverbdnden B(K;) und B(K;) und damit Bindungen zwischen
den Kontexten bestimmen. Fiir die Ordnungsisomorphie zu Bind(K;, K;) muss dabei die
Mengeninklusion zwischen den entsprechenden Relationen als Ordnung auf der Menge der
relationalen Adjunktionen gewahlt werden.

3.5.3 Vollhomomorphismen

Fiir vollstandige Verbande ist es eigentlich natiirlich, Vollhomomorphismen als Morphismen
zu wihlen. Damit eine residuierte Abbildung ¢ zu einem Vollhomomorphismus wird, fehlt

noch die Eigenschaft, vollstandig A-erhaltend zu sein. ¢ muss also zusétzlich eine residuale
Abbildung von V; nach V, sein.

In der Sprache der Bindungen lassen sich Vollhomomorphismen deshalb am besten durch
Doppelbindungen (R, S) beschreiben. Diese bestehen aus Bindungen R € Bind(K, Kj)
und S € Bind(K,, K;), fiir die die Abbildungen ¢r und ¢% tibereinstimmen. Dies lésst
sich dquivalent ausdriicken als die Eigenschaft, dass A® = B%/ bzw. B = A" fiir alle
(A,B) € B(K;) gelten miissen. Diese kann leicht aus den Definitionen von g und ¢§
abgeleitet werden (sieche [GW96, Korollar 114]). Zu beachten ist dabei, dass ¢} und ¢g
keineswegs iibereinstimmen miissen.

Voll sei nun die folgende Kategorie:
Objekte alle vollstédndigen Verbédnde
Morphismen Voll(Vy,Vy) := {¢ : Vi = Va2 | ¢ Vollhomomorphismus}
Komposition kovariante Abbildungskomposition
1-Morphismen 1y :=idy fiir alle vollstidndigen Verbénde V = (V, <)
Diese Kategorie ist dquivalent zur oben angedeuteten Kategorie DBind:
Objekte alle Kontexte
Morphismen DBind(K;,Kj) := {(R,S) | (R, S) Doppelbindung}
Komposition (R1,51) * (Rg,Ss) := (Ry 0 Ry, S 0.57)
1-Morphismen 1k := (I, ]) fiir alle Kontexte K = (G, M, I)

Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass dadurch wirklich zwei Kategorien definiert sind.
Die Aquivalenz der beiden Kategorien ergibt sich analog zur Aquivalenz von Res und
Bind (siehe Satz . Die zugehdrigen Funktoren sollen ebenso 28 und € heifsen und sind
folgendermafen definiert:

o B, : K— B(K)

® Boy, : (R, S) = wrs) = vr = s (vgl. Satz
o & Vi &V)

o Lo 1 P (E@, R¥) (vgl. Satz
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Hilfssatz 3.20 Seien V und W wvollstindige Verbinde sowie ¢ € Voll(V, W) ein Isomor-

phismus. Dann gilt o* = @, = @=L,

Beweis: Sei w = ¢(x) € W beliebig. Dann gelten ¢*(w) = \/{v € V | pv < w} = z und
ou(w) = N{v eV |w< pv} =1z sowie o1 (w) = . O

Dies bedeutet wegen der Aquivalenz von Voll und DBind insbesondere, dass die inverse
Doppelbindung zu (R, S) € Mor(DBind), falls sie existiert, immer (S, R) ist.

Die Struktur der beiden neuen Kategorien soll nun weiter untersucht werden.

Unterobjekte

Unterobjekte eines vollstdndigen Verbandes V in Voll sind, analog zu Res, genau die
vollstdndig V- und A-abgeschlossenen Teilmengen, also die vollstindigen Unterverbénde.
In [GW96|, Satz 13] wurde bereits festgestellt, dass sich diese fiir Begriffsverbénde B(K)
durch spezielle Bindungen J € Bind(K, K), genannt abgeschlossene Relationen, darstellen
lassen.

Definition 3.21 (vgl. [GW96), Definition 50]) Eine Relation J C G' x M heilt abge-
schlossene Relation (von K), falls

e JC I und
e jeder Begriff des Kontextes (G, M, J) auch ein Begriff von K ist. O

Das folgende Lemma setzt die beiden Begriffe der Unterobjekte in DBind und der ab-
geschlossenen Relationen in Zusammenhang.

Hilfssatz 3.22 Es seien K = (G, M,I) und Ky = (H,N,U) Kontexte sowie (R,S) €
DBind(Ky, K) ein Monomorphismus. Das durch (R,S) reprisentierte Unterobjekt von
K lasst sich auch auf der Domdane K; = (G, M,J) durch die Doppelbindung (J,J) €
DBind(K, K) mit

J== |J AxB

(A,B)€im o (R, )

darstellen. J ist dabei eine abgeschlossene Relation von K.

KU( <R’ S) = K
Y7,
(R,9)2 7
(J,J)
K,

Abbildung 3.10: Kanonische Darstellung eines Unterobjekts in DBind
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Beweis: Dass J eine abgeschlossene Relation von K ist, folgt aus [GW96, Satz 13] mit
der Beobachtung, dass im ¢(g,g) ein vollstindiger Unterverband von B(K) ist. Leicht zu

bestétigen ist aukerdem, dass (J,J) eine Doppelbindung und sogar ein Monomorphismus
P(J,J)

——— B(K) die identische Ein-

bettung ist, gilt Y(r.s) * ©1.0) = Q(r,s). Weiterhin ist B(Ky) AN Y s = B(Ky)
ein Isomorphismus, woraus die Behauptung durch Anwendung des Funktors € folgt (siehe

Abbildung [3.10). O

ist und B(K;) = impp,g) = ime(; ) gilt. Da B(K,)

Jedes Unterobjekt eines Kontextes K wird also durch eine abgeschlossene Relation dar-
gestellt. Es gilt sogar die Umkehrung, denn fiir eine abgeschlossene Relation J ist (J, J)
immer ein Monomorphismus von K; nach K in Voll. Diese beiden Konstruktionen sind
invers zueinander ([GW96, Satz 13]). Wihrend die vollstdndigen Unterverbiande von B(K)
mit der natiirlichen Ordnung allerdings einen vollstdndigen Verband bilden, ist dies bei den
abgeschlossenen Relationen von K nicht der Fall.

Faktorobjekte

Eine dhnliche Charakterisierung lisst sich auch fiir Faktorobjekte in DBind angeben. Fak-
toren in Voll sind eindeutig bestimmt durch die vollstindigen Kongruenzrelationen ker ¢
von Vollhomomorphismen . Auf der Ebene der Kontexte lisst sich wieder eine kanonische
Darstellung der Faktorobjekte von K = (G, M, I) durch eine Relation J C G x M finden.

Definition 3.23 (vgl. [GW96), Definition 54]) Sei J C G x M. Diese Relation heifst
Blockrelation (von K), falls

o [ CJ,
e ¢’ fiir alle g € G ein Begriffsinhalt von K ist und

o m’ fiir alle m € M ein Begriffsumfang von K ist. &

Blockrelationen J sind also Bindungen mit der zusédtzlichen Eigenschaft I C J. Sie
sind eindeutig durch Toleranzrelationen auf dem Begriffsverband 2B(K) bestimmt ([GW96,
Satz 15]). Das bedeutet, dass die Kongruenzrelationen ker ¢ durch spezielle Blockrelationen
darstellbar sind.

Hilfssatz 3.24 FEs seien K = (G, M,I) und Kg = (H, N, B) Kontexte sowie (R,S) €
DBind(K,Kpg) ein Epimorphismus. Die Kodomdne K; = (G, M, J) erlaubt eine Beschrei-
bung des reprasentierten Faktorobjekts durch den Epimorphismus (J,J) € DBind(K,K)
mat

gJm <— /\[yg]kew(&& < pum.

Dabei ist J eine Blockrelation mit der zusdtzlichen Figenschaft, dass B = B’ fiir alle
B € Int(K;) gilt.

Beweis: Da © := ker p(g ) eine vollstdndige Kongruenzrelation ist, ist die Abbildung ¢ :

B(K) - B(K) : o — Ala]e ein (idempotenter) V-Morphismus (JGW96, Hilfssatz 56]). J
ist eine Blockrelation, da J = R, und I C J gelten. Aufierdem erfiillt J die geforderte
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<J>J) c

Ky

Abbildung 3.11: Kanonische Darstellung eines Faktorobjekts in DBind

Eigenschaft, denn fiir alle B € Int(K) gilt

m e B o p(yg) < pm fiir alle g € B?
(vg) < pm fiir alle g € G mit vg < (B!, B)
p(B', B) < um
(vg) < pm fiir alle g € G mit ¢(yg) < (B, B)
(vg) < pm fiir alle g € B”

S A
s

Damit folgt fiir alle B € Int(K;), dass B!/ = B’/ = B ist.
Weiterhin ist (/, J) eine Doppelbindung, denn fiir alle (A, B) € B(K) gilt

vs(A,B) = (B, B") = (B”, B") = ¢}(A, B).

Auferdem ist ¢,y surjektiv, also ist (J,J) ein Epimorphismus. Der Isomorphismus
zwischen K; und Kp ist durch (R, S) gegeben. Es ergibt sich ein dhnliches Diagramm wie
im Fall der Unterobjekte (siche Abbildung [3.11]). O

Jedes Faktorobjekt von K bestimmt also eindeutig eine Blockrelation auf K. Wieder
gilt auch die Umkehrung, denn jede Blockrelation J von K mit obiger Eigenschaft erzeugt
einen idempotenten V-Morphismus ¢ (siehe Hilfssatz und damit einen Epimorphismus
(J,J) € DBind(K,K). Es lisst sich leicht nachrechnen, dass diese Konstruktionen auch
invers zueinander sind.

Im Gegensatz zum Fall der Unterobjekte bilden die vollstindigen Kongruenzrelationen
auf B(K) mit der natiirlichen Ordnung einen vollstdndigen Verband, der isomorph ist zum
vollstdandigen Verband der Blockrelationen von K mit obiger Zusatzeigenschaft.

*_autonome Struktur

Die Kategorie Voll ist nicht abgeschlossen und auch nicht isomorph zu ihrer dualen Katego-
rie und deshalb keine *-autonome Kategorie. Dies ist sofort an den Definitionen ersichtlich.
Auch ein Tensorprodukt auf Voll konnte nicht gefunden werden.
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4 Andere begriffsanalytische
Konstruktionen

In [GW96] wurden viele Objekte und Konstruktionen behandelt, die mit formalen Kontex-
ten in Beziehung stehen. Einige davon lassen sich gut in die hier vorgestellte kategorien-
theoretische Sichtweise einordnen, andere weniger. In diesem Abschnitt werden beispielhaft
ein paar davon naher beleuchtet.

4.1 Selbstbindungen

Selbstbindungen sind Bindungen zwischen einem Kontext K = (G, M, I) und sich selbst.
Offenbar sind sowohl abgeschlossene Relationen (Definition als auch Blockrelationen
(Definition [3.23)) immer Selbstbindungen. In Abschnitt[3.5.3|wurde eine Beziehung zwischen
abgeschlossenen Relationen und vollstdndigen Unterverbdnden sowie zwischen speziellen
Blockrelationen und vollstindigen Faktorverbinden beschrieben.

Diese Selbstbindungen lassen sich aber nicht nur durch Vollhomomorphismen ausdriicken,
es gibt sogar eine elegante Charakterisierung iiber die zugehorigen residuierten Abbildun-
gen.

Hilfssatz 4.1 Sei J € Bind(K).
a) @y ist monoton.
b
c

d

e

) @y ist genau dann extensiv, wenn J C I gilt.

) @y ist genau dann intensiv, wenn I C J gilt.

) @y ist genau dann idempotent, wenn B = B! fiir alle B € Int(G, M, J) gilt.

) @y ist genau dann ein Hillenoperator, wenn J eine abgeschlossene Relation ist.
Bewess:

a) g ist ein V-Morphismus, also monoton.

b) s ist genau dann extensiv, wenn ¢; > idgk) = ¢r gilt. Der Rest folgt aus Hilfs-
satz B.17

¢) Dies folgt analog zu b) aus Hilfssatz [3.17]

d) Sei ¢ idempotent und B € Int(G, M, J). Dann ist (B7, B'T) ein Begriff von K. Nun
gilt
(BI7B) _ @J(BJ,BJI) — QOJ(@J(BJ,BJI)) — (BIJI,BIJ)

und damit B = B!/,
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4 Andere begriffsanalytische Konstruktionen

Fiir die andere Richtung sei (A, B) € B(K). Dann ist A7 € Int(G, M, J), also A7 =
A7 Nun ergibt sich

SOJ(Av B) (AJI AJ) (AJIJI AJIJ) ©J (@J(Aﬂ B)),

also ist ¢ idempotent.

e) Sei p; ein Hiillenoperator. Um zu zeigen, dass B(G, M, J) C B(G, M, I) gilt, nehme
man einen Begriff (B”, B) von (G, M,J). (B!, B) ist ein Begriff von K mit dem
gleichen Inhalt, also ist zu zeigen, dass BJ B! gilt. Da ¢ idempotent ist, folgt mit
d), dass B" = B und damit B’ C B’/ = B’. Mit b) ergibt sich nun J C I und
B’ C Bf, also ist J eine abgeschlossene Relation.

Sei nun umgekehrt J eine abgeschlossene Relation und B € Int(G, M, J). Nach Vor-
aussetzung gilt dann B = B also B = B’/ = B!/, Wegen d) ist ¢, also idempotent
und wegen a) und b) sogar ein Hiillenoperator. O

Zusammen mit den Ergebnissen aus Abschnitt ergeben sich also eindeutige Be-
ziehungen zwischen den vollstdndigen Unterverbdnden eines vollstdndigen Verbandes V
und V-erhaltenden Hiillenoperatoren auf V sowie vollstindigen Faktorverbdnden und V-
erhaltenden Kernoperatoren.

Korollar 4.2 Sei V ein vollstindiger Verband. Fir einen vollstindigen Unterverband U
von V ist die Abbildung ¢y :V =V :v—= AN{ue U | v <u} ein residuierter Hillenopera-
tor auf V. Umgekehrt bildet fiir jeden residuierten Hillenoperator ¢ auf V die Menge oV
einen vollstindigen Unterverband von V. Die beiden Konstruktionen sind invers zueinan-
der.

Beweis: Fiir einen vollstdndigen Unterverband U < V ist die kanonische Einbettung € :
U — V: u+— u ein Vollhomomorphismus. Die Relation J := U,y ut x ul ist also eine ab-
geschlossene Relation von €(V) (siehe Hilfssatz mit (R, S) = &(c)). Nach Hilfssatz
ist also ¢ ; und dazu dquivalent auch @ ; ein Hullenoperator. @ ist aber genau ¢y.

Ist umgekehrt ¢ ein residuierter Hiillenoperator, so ist J := ]io eine abgeschlossene
Relation von €(V), also ist ¢ = ¢ ein Vollhomomorphismus von B(V,V,J) nach
B(&(V)) (vgl. Diskussion nach Hilfssatz[3.22)). Dabei ist ¢, (B(V,V,J)) = {(¢(v)*, ¢(v)1) |
v € V}. Wegen der Isomorphie zwischen B(&€(V)) und V ist somit ¢V eine V- und A-
abgeschlossene Teilmenge von V. 0J

Korollar 4.3 Sei V ein vollstindiger Verband. Fiir eine vollstindige Kongruenzrelation
O auf V ist die Abbildung po : V. — V : v — Alv]e ein residuierter Kernoperator auf
V. Umgekehrt bildet fiir jeden residuierten Kernoperator ¢ auf V die Relation ker ¢ eine
vollstiandige Kongruenzrelation auf V. Die beiden Konstruktionen sind invers zueinander.

Beweis: Die Abbildung ¢ : V — V/g : v — [v]e ist ein Vollhomomorphismus. Nach
Hilfssatz ist die Relation J := {(v,w) € V x V | A[v]Je < w} eine Blockrelation von
&(V) mit der Zusatzeigenschaft d) aus Hilfssatz (setze dazu (R, S) = €(0)). Daher ist
vy und auch @; ein Kernoperator und es gilt ¢; = ve.

Ist nun ¢ ein residuierter Kernoperator, so ist J := éw eine Blockrelation von €(V) mit
besagter Zusatzeigenschaft. Damit ist () = ¢ ein Vollhomomorphismus von B(&(V))
nach B(V,V, J) (vgl. Diskussion nach Hilfssatz [3.24)). Fiir v,w € V gilt

ps(vh0") = g (wh wh) = v = wt = ()1 = p(w)" <= p(v) = p(w).
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4.2 Skalenmafe

Somit unterscheidet sich ker ¢ ; von ker ¢ nur durch die Isomorphie B(E€(V)) = V, also ist
ker ¢ eine vollstindige Kongruenzrelation auf V. U

4.2 Skalenmalle

Ein weiteres begriffsanalytisches Objekt, das eng mit Bindungen verwandt ist, ist das Ska-
lenmafk.

Definition 4.4 (vgl. [GW96, Definition 91]) Seien K = (G, M,I), S = (Gs, Ms, Is)
Kontexte sowie 0 : G — Gy eine Abbildung. Dann heiltt o Skalenmaf$, wenn das Urbild
o7 1(A) jedes Begriffsumfangs A von S ein Begriffsumfang von K ist. Weiterhin heit o voll,
falls jeder Begriffsumfang von K auch Urbild eines Begriffsumfangs von S ist. &

In der Terminologie von [KHZ05| heikt o auch ertensional stetig. Ahnliche Aussagen
lassen sich auch fiir intensional stetige Abbildungen treffen. Das sind Abbildungen zwischen
den Merkmalsmengen, bei denen Urbilder von Begriffsinhalten wieder Begriffsinhalte sind.

Das folgende Resultat stellt eine Beziehung zwischen Skalenmafen und Bindungen her.
Dieser Zusammenhang wurde bereits in [GW96|, Hilfssatz 119 fiir die zugehorigen residu-
ierten Abbildungen beschrieben.

Hilfssatz 4.5 Seien K = (G, M, I) und S = (Gs, Ms, Is) Kontezste sowie o : G — Gs eine
Abbildung. Man definiere die Relation R, := {(g,m) € G x Mg | o(g)Ism}.

Dann st o genau dann ein Skalenmafs, wenn R, eine Bindung von K nach S ist. Falls
o ein Skalenmaf ist, so hat die zu R, gehérige Adjunktion die Form (p,v) mit

@(A’ B) = (0<A)ISIS7 O-(A)Is)v
Y(C, D) = (¢71(C), 07 1(C)))
und o 1st genau dann voll, wenn ¢ surjektiv bzw. @ injektiv ist.

Beweis: Fiir jedes o und jedes g € G ist g''= = o(g)’ ein Inhalt von S. Falls o ein Skalenmaf
ist, so ist aukerdem m®s = o=(m®) fiir jedes m € Mg ein Umfang von K.

Sei nun R, eine Bindung von K nach S und A € Ext(S). Dann ist
oA =0 (ABE) = [ o (mPB) = [ m™
meAls meATs
ein Umfang von K.
Wenn o ein Skalenmafs ist, so gilt fiir einen Umfang A € Ext(K), dass
AT = g = ole)" = o)™
geA geA

also pr, = . Esist leicht nachzupriifen, dass ¢ die residuale Abbildung zu ¢ ist. Auferdem
ist Surjektivitdt von v offenbar gleichbedeutend damit, dass o voll ist. Wegen Hilfssatz
ist die Injektivitit von ¢ eine dquivalente Bedingung. O

In |[GW96| Hilfssatz 119] wurde aufferdem bewiesen, dass jede Bindung zwischen K und
S auf diese Weise aus einem Skalenmafl hervorgeht, wenn es in S keine doppelten Zeilen
gibt, d. h. fiir g # h immer g% # h’ gilt.
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4 Andere begriffsanalytische Konstruktionen

4.3 Tensorprodukt

In [GW96| wurde ein Tensorprodukt von vollstéindigen Verbénden eingefiihrt, das auf einer
Beschreibung durch formale Kontexte beruht und nicht dquivalent zu den in Abschnitt
eingefiihrten Tensorprodukten ist. Es gibt aber auch fiir diesen Begriff eine Beschreibung
durch geeignete residuierte Abbildungen.

Das Produkt zweier Kontexte K; = (G, M,I) und Ky = (H, N, J) ist definiert als der
Kontext K; x Ky = (G x H,M x N,V), wobei (g,h)V(m,n) < gIm V hJn. Darauf
aufbauend ist das (begriffsanalytische) Tensorprodukt zweier vollstindiger Verbinde V
und W definiert als V@ W := B(€(V) x €(W)). Dabei ist die Struktur des Tensorprodukts
unabhéngig von der Wahl der Kontexte, die V und W darstellen (JGW96, Satz 26]).

Es ist leicht nachzupriifen, dass es sich bei den Umféngen des Kontextprodukts €(V) x
C(W) um Bi-Ideale, also um duale Bindungen R C V' x W handelt. Wahrend das bisher
behandelte Tensorprodukt aber alle dualen Bindungen von €(V) nach €(W) und damit alle
Galois-Verbindungen von V nach W représentiert (Satz , sind es hier nur bestimmte.
Duale Bindungen, die als Umfinge des Kontextprodukts auftreten bzw. deren zugehorige
Galois-Verbindungen werden reguldr genannt.

Beispiel 4.6 Fiir K wie in Abbildung[4.1]ist die triviale Galois-Verbindung (id gk, id s(x))
von B(K) nach B(K)* nicht regulir. Der vollstandige Verband 2B (K) ist nicht distributiv.

Dies lasst die Vermutung zu, dass ein Zusammenhang besteht zwischen der Distributi-
vitdt der vollstindigen Verbdnde und der Regularitidt der Galois-Verbindungen. In der Tat
ist V genau dann vollstindig distributiv, wenn es nur reguldre (alois-Verbindungen von
V in alle vollstindigen Verbinde W gibt (siehe z. B. [Ran60, Theorem 2, 4| oder [KMO6,
Theorem 4, Corollary 4]). <

X

X
X

X

Abbildung 4.1: Ein Kontext und sein Begriffsverband

In [KMO06| wurde die folgende Charakterisierung regulérer Galois-Verbindungen entdeckt.

Hilfssatz 4.7 ([KMO06, Theorem 3]) Seien V und W zwei vollstindige Verbinde und
¢ V. — W eine Abbildung. ¢ ist genau dann Teil einer requliren Galois-Verbindung
(v, ) von V nach W, wenn ©(v) = A, V,nzy 0(9) fir alle v eV gilt. O

Um die Charakterisierung dieser Galois-Verbindungen zu vereinfachen, kann man sich
Ergebnisse zu Nutze machen, die sogenannte enge Galois-Verbindungen (bzw. enge duale
Bindungen) betreffen. Diese wurden erstmals in [Ran60] eingefithrt und unter dem Aspekt
untersucht, ob alle Galois-Verbindungen zwischen zwei vollstandigen Verbanden eng sind.

Definition 4.8 Seien V und W zwei vollstiandige Verbdnde und R C V x W. Dann ist
RT CV x W definiert als

RY :={(v,w) € Vx W |V(a,b) € R:v<aVw<b}.
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4.3 Tensorprodukt

Relationen der Form R sind duale Bindungen und werden eng genannt. Eine enge
Galois- Verbindung (p,1) von V nach W ist eine Galois-Verbindung, fiir die R, eng ist. &

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass RT immer ein Bi-Ideal ist und damit wegen Hilfssatz [3.18]
auch eine duale Bindung.

Schaut man sich die Definition von R™ an, so erkennt man leicht, dass es sich bei diesen
Relationen genau um die Umfinge des Tensorprodukts V@ W = B(&(V) x €(W)) handelt.
Daher iiberrascht es nicht, dass die Charakterisierung regulirer Galois-Verbindungen aus
Hilfssatz [4.7| auch fiir enge Galois-Verbindungen gilt ([Ran60, Theorem 2]). Es gilt also der
folgende Zusammenhang:

Hilfssatz 4.9 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2) formale Kontexte. Fir eine Galois-Ver-
bindung (o, ) von B(K;) nach B(Ky) sind dquivalent:

o Rp ist in der Form R™ darstellbar, d. h. (¢,1)) ist eng.
o R, ist in der Form SV darstellbar, d. h. (p,1)) ist requldr.

Im Folgenden soll nun ein Resultat fiir enge Galois-Verbindungen vorgestellt werden, das
im Prinzip eine Charakterisierung des begriffsanalytischen Tensorprodukts liefert.

Satz 4.10 (vgl. [Shm74,, S. 221]) Seien V und W vollstindige Verbinde und fir alle
(a,b) € V x W seien Abbildungen €} € Res(V, W*) wie folgt definiert:

arn )1, fallsv<a
&(v) = { b , sonst

Alle €} gehdren zu engen Galois-Verbindungen. Auferdem gehirt ¢ € Res(V, W*) genau
dann zu einer engen Galois-Verbindung, wenn es eine Relation R C V. x W gibt mit

Y= /\(a,b)eR €.
Beweis: Wie man leicht nachpriift, sind die Abbildungen ¢} residuiert. Aukerdem gehdren
sie zu engen Galois-Verbindungen, denn

Eeg:{(v,w)GVXWMg(v)zw}:{(v,w)€V><W|v§a\/w§b}:{(a,b)}+

ist offenbar eng.
Sei nun ¢ € Res(V, W*). Fiir eine beliebige Relation R C V x W gilt wegen Hilfssatz[3.17]

R, = () {ww) eVxW|v<aVvw<b}

(a,b)ER

Aap)er &%

Wegen Satz [3.5]ist dies dquivalent zu ¢ = A, ;) cp € - O

Die Menge aller elementaren residuierten Abbildungen €} € Res(V, W*) ist also A-dicht
im vollstdndigen Verband aller reguldren Galois-Verbindungen von V nach W.
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4 Andere begriffsanalytische Konstruktionen

Bemerkung Wenn V ein vollstdndig distributiver Verband ist, sind alle Galois-Verbin-
dungen reguldr, also lassen sich alle Galois-Verbindungen als Infimum von elementaren
Galois-Verbindungen darstellen.

In diesem Fall sind die kategorientheoretische und die begriffsanalytische Definition des
Tensorprodukts V @ W dual isomorph zueinander. Der Begriffsverband B(&€(V) x €(W))
hat dann nédmlich alle dualen Bindungen von €(V) nach €(W) als Umfénge und ist damit
isomorph zu Bind(&(V), €(W)*), wihrend der vollsténdige Verband Res(V, W*)* aus allen
Galois-Verbindungen zwischen V und W besteht. Die Isomorphie folgt also aus Satz
und Hilfssatz <

Sind V und W Begriffsverbénde von Ky = (G4, My, ;) bzw. Ky = (Ga, My, I5), so kann
man wegen Hilfssatz die elementaren Abbildungen e auch iiber Relationen auf den
Merkmalsmengen beschreiben. Dann aber ist das obige Resultat nicht verwunderlich, denn
z.B. die Umfinge (my, mso)Y fiir (my, ms) € M, x My beschreiben eine A-dichte Menge von
Begriffen im Begriffsverband 2B (KK; x Ks). Dies ist ein grundlegendes Ergebnis der formalen
Begriffsanalyse ([GW96, Satz 3|).

Auch wenn der Beweis trivial ist, soll dieses Resultat aufgeschrieben werden, um den
Zusammenhang zu Satz deutlicher zu machen.

Satz 4.11 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2) formale Kontexte. Fir alle (my,mg) € My X
M, seien Abbildungen €} € Res(B(K,),B(Ky)*) wie folgt definiert:

(Go, GR) | falls (A, B) < pmy
1 , sonst

i) = {

Alle €'t gehioren zu engen Galois-Verbindungen. Auflerdem ist ¢ € Res(B(K;), B(Ks)*)

2
genau dann Teil einer engen Galois-Verbindung, wenn es eine Relation S C My x My gibt

mat Y= /\(ml,mg)ES 6%;
Beweis: Wie bereits erwéihnt, ldsst sich der Beweis auf zwei Arten fiihren.

Zum einen ist die Menge {(mi,m2)Y | (my,my) € My x My} A-dicht in Ext(K; x Ky).
Da ©(m, ma)v = €ms gilt, liegen also die Abbildungen €1 A-dicht im vollstdndigen Verband
aller engen bzw. reguliren residuierten Abbildungen aus Res(B(K;), B(K,)*).

Man kann die Aussage wegen Hilfssatz aber auch analog zu Satz beweisen. [

Beispiel 4.12 Fiir den Kontext K = (G, M, I) mit G = {a,b,c} und M = {1,2,3} in
Abbildung gibt es genau 9 elementare Selbstbindungen {(m, g)}v. Durch Schneiden
dieser elementaren Bindungen entstehen insgesamt 42 Selbstbindungen. Die Inzidenzrelati-
on [ ist eine Selbstbindung, die jedoch nicht als Schnitt darstellbar und daher nicht regulir

ist (vgl. Beispiel [4.6). <

SHier werden nicht duale Bindungen, sondern Bindungen betrachtet.
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4.3 Tensorprodukt

N a b c
XXX XXX XXX
1 [ XX X X
s XX [CIX X
a | XX XXX XXX XXX
b | X 2 | XXX XXX XXX
c X XX X X
XX X X
3 |IXIX X X
XXX XXX XXX

Abbildung 4.2: Ein Kontext und die zugehorigen elementaren Selbstbindungen {(m, g)}V
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5 Bindungen sind auch Kontexte

Da Bindungen nichts anderes sind als spezielle Relationen zwischen zwei Mengen, liegt die
Interpretation von Bindungen als Kontexte nahe.

Definition 5.1 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2) Kontexte und R € Bind(K;,K;) eine

Bindung. Der durch R definierte Kontext ist Kg := (G1, M, R). &
M,y M,
Ky Kg G
Ky Go

Abbildung 5.1: Interpretation einer Bindung als Kontext

Es stellt sich heraus, dass der zugehorige Begriffsverband B(Kg) eine Darstellung der
residuierten Abbildung ¢r ermdglicht. Diese ldsst sich ndmlich wie folgt in zwei residuierte
Teilabbildungen zerlegen.

Satz 5.2 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2) Kontexte und R € Bind(Ky,K,) eine Bindung.

Dann st
kr: B(K)) = B(Kg) : (A, B) — (ARE AR

eine surjektive residuierte Abbildunyg,
e B(Kg) — B(Ky) : (C,D) — (D", D)
eine injektive residuierte Abbildung und es gilt

YR = KR * AR.

Beweis: Injektivitit und Residuiertheit von Ag sind leicht nachzurechnen. Damit ist Ag
eine bijektive Abbildung von B(Kg) nach im A\ = im ¢ und sogar ein Isomorphismus,
denn /\1}1 ist auch residuiert. Daraus folgt die Residuiertheit von kg = @g * )\;31.

Fiir die Surjektivitit von rg sei nun (C, D) € B(Kg). Dann ist (C,C™) ein Begriff in
B(K,) und xp(C,CH) = (CRE CF) = (C, D).

Die letzte Aussage folgt direkt aus den Definitionen der beteiligten Abbildungen. OJ
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5 Bindungen sind auch Kontexte

Aufgrund von Satz gehoren zu kr und A\p wieder Bindungen. Das sind die beiden
trivialen Bindungen R., = R € Bind(K;,Kg) und R), = R € Bind(Kg,K;). In der
Kategorie Bind ist die obige Darstellung also nichts anderes als die triviale Zerlegung
R=RoR.

Korollar 5.3 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2) Konteste und R € Bind (K, K,). Dann
ust
g(KB) = im PR = §<K1)/ker<pg~

Beweis: Im Beweis von Satz [5.2] wurde Ag als Isomorphismus zwischen 8 (Kg) und im pg
identifiziert. Der Rest folgt mit Satz 2.7 O

Abbildung 5.2: Zerlegung von ¢pg

Im Folgenden soll gekldrt werden, inwiefern die Existenz einer surjektiven residuierten
Abbildung « : B(K;) — B(Kg) und einer injektiven residuierten Abbildung \ : B(Kg) —
B (Ks) bereits ausreicht, um eine Relation R C G; X M zu einer Bindung zu machen. Der
néchste Satz versucht, dies fiir einen Spezialfall zu klaren.

Satz 5.4 Seien K; = (G;, M;, I;) (i = 1,2,3,4) Kontexte, Ry € Bind(K;,K;), Ry €
Bind(Kj,K,) und R € Bind(K;,Ky) (siehe Abbildung[5.3).

Dann sind dquivalent:

l.a) Fiir jedes m € My ist m* ein Umfang von B(Kg, ).

1.b) ker pg, C ker ppg.

l.c) Fs gibt eine surjektive residuierte Abbildung r : B(Kg,) — B(Kg) mit kg = kg, * K.
Analog dazu sind dquivalent:

2.a) Fiir jedes g € Gy ist g™ ein Inhalt von B(Kg,).

2.b) impr Cimpg,.

2.c) Es gibt eine injektive residuierte Abbildung X : B(Kg) — B(Kg,) mit Ag = A * Ag,.

Beweis:
1.b) < 1.c): Siehe Hilfssatz 2.8 a).
2.b) & 2.c): Siche Hilfssatz 2.8 b).

1.a) = 1.b): Sei kg, (A, B) = kg, (C, D) fiir zwei Begriffe (A, B), (C, D) € U(K;). Dann
gilt Al = Ol Eg ist nun zu zeigen, dass auch kp(A, B) = kx(C, D), also
AR = CF gilt.

Angenommen, es ist A% # CF. Es gibt also 0. B.d. A. ein m € M, mit m € A%\ CE.
Dann gilt A C mf und C' € mf. Nach Voraussetzung ist m’ auferdem ein Umfang
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Abbildung 5.3: Wann ist R € Bind(K;, K;) eine Bindung von Kg, nach Kg,?

in B(Kg,), also gilt AFF1 C mP. Dagegen ist C™f1 ¢ mf was im Widerspruch zu
Afifr — OR1BL gteht,

1.b) = 1.a): Angenommen, es gibe ein m € My, dessen Ableitung m® kein Umfang in
B (Kp, ) ist. Dann gibt es einen kleinsten Umfang A mit n® C A und nf#1f1 = A und
damit nf*f1 = AR Da sowohl nft als auch A = Af™ % Umfinge in B(K;) sind, folgt
kg, (N, nfth) = kg (A, AT). Nach Voraussetzung gilt nun rz(nf, nfth) = kp(A, AM),

also nfiff = AR, Dies ist ein Widerspruch zu n®® C A C ARE,

2.a) = 2.b): Sei (C, D) € B(K,) ein Bild von Ag, d.h. es existiert ein (A4, B) € B(Kg)
mit (C, D) = Ar(A, B) = (A®+ AR). Nach Voraussetzung ist D = A ein Inhalt von
B(Kp,), also ist (D2, D) € B(Kg,). Nun ist Ag, (D", D) = (D", D) = (C, D).

2.b) = 2.a): Sei g € G;. Der zugehorige Gegenstandsbegriff (¢, gf) € B(Kg) wird von
Ar auf (g7t g™) abgebildet. Nach Voraussetzung ist (g4, g) auch Bild von Ag,,
also gilt (¢™+, g®) = Ag,(C, D) = (D', D) fiir einen Begriff (C, D) € B(Kg,). Damit
ist g = D ein Inhalt von B(Kg,). O

Korollar 5.5 Unter den Voraussetzungen von Satz[5.4] gilt R € Bind(Kg,,Kg,) genau
dann, wenn es zwei residuierte Abbildungen k und X wie in Satz[5.41.c) bzw. Satz[5.4 2.c)
qibt. O

Damit kann man also diejenigen Bindungen zwischen K; und K, charakterisieren, die
gleichzeitig Bindungen zwischen Kg, und Kg, sind. Eine allgemeinere Aussage dieser Art,
die ohne die Voraussetzung R € Bind(K, K,) die Relation R als Bindung charakterisiert,
ware wiischenswert. Leider konnte keine solche Aussage bewiesen werden.

Korollar 5.6 Seien K; = (G;, M;,I;) (i = 1,2) Konteste und Ry, Ry € Bind(K;,K,).
Fine Bindung R € Bind(K;,Ky) ist genau dann auch eine Bindung von Kg, nach Kg,,
wenn es zwei residuierte Abbildungen k und X\ wie in Korollar qibt. OJ

Die Menge Bind(Kg,,Kg,) ist eine Teilmenge von Bind (K, K,). Es bleibt die Frage of-
fen, auf welche Weise Bind (Kg,, Kg,) als Unterstruktur von Bind (K, K,) aufgefasst wer-
den kann. Es ist offenbar ein A-Unterhalbverband, da die Bindungen unter N abgeschlossen
sind, aber es fehlt eine Charakterisierung der A-irreduziblen Elemente von Bind (Kg,, Kg,).
Dieses Problem ist ein Spezialfall der Suche nach einer effizienten Kontextrepriasentation
von Bind (K, K,) fiir zwei beliebige Kontexte.
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6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde zu Beginn eine kategorientheoretische Grundlage fiir die Analyse
von Kontexten und Bindungen sowie vollstdndigen Verbdnden und V-Morphismen gelegt.
Die Aquivalenz dieser Kategorien ist eine Erweiterung der zentralen Aussage der formalen
Begriffsanalyse, der Aquivalenz von Kontexten und vollstandigen Verbénden.

Weiterhin wurde gezeigt, dass die beiden Kategorien Bind und Res eine reiche Struk-
tur besitzen. In diesen Kategorien kdnnen unter anderem Hom-Objekte, Limites und duale
Objekte ausgedriickt werden. Insbesondere wurde das Tensorprodukt vollstdndiger Ver-
binde in Res genauer untersucht und die Aquivalenz einiger unterschiedlicher Definitionen
gezeigt.

Andere Begriffe, wie z. B. abgeschlossene Relationen, Blockrelationen, Skalenmafse, re-
lationale Adjunktionen und Vollhomomorphismen, wurden unter dem Aspekt betrachtet,
wie man sie in den Kategorien Bind bzw. Res wiederfinden kann. Dabei liefsen sich ei-
nige Zusammenhénge feststellen. Leider besitzen die Kategorien DBind bzw. Voll keine
*_autonome Struktur wie die beiden groferen Kategorien.

Das begriffsanalytische Tensorprodukt ist im Allgemeinen kleiner als das kategorientheo-
retische, da es ein Unter-A-Halbverband ist. Der Unterschied der beiden Begriffe wurde
niher betrachtet. Ein grundlegender Nachteil des kategorientheoretischen Tensorprodukts
ist die fehlende Darstellung als formaler Kontext mit wenigen Gegenstanden und Merkma-
len. Ein Ansatz dafiir wire, auf der Kontextsumme aufzubauen und zu versuchen, diesen
Kontext schrittweise um nichtreguldre duale Bindungen zu erweitern. Dazu wiirde ein effi-
zientes Verfahren benoétigt, A-irreduzible nichtregulire duale Bindungen zu identifizieren.

Zusitzlich wurde ein neuer Ansatz verfolgt, Bindungen als formale Kontexte mit ih-
rem eigenen Begriffsverband zu betrachten. Eine grundlegende Darstellung von Bindungen
als Komposition zweier V-Morphismen wurde eingefithrt und eine spezielle Form davon
als Charakterisierung von Bindungen in einem groferen Bindungsverband gefunden. Auch
hier gibt es noch einige offene Fragen, wie z. B. die Darstellung von Konstruktionen wie
Tensorprodukt oder Dualisierung in dieser neuen Sichtweise.

Es ist in der Literatur viel Arbeit in die Darstellung verschiedener Arten von Morphismen
zwischen Kontexten gesteckt worden ([Ern05, [Mor07, [Kré05, [Gan07]). Die vorangegange-
nen Kapitel bieten eine Ubersicht iiber eine Art von Morphismen, die Bindungen. Eine
vereinheitlichende Darstellung dieser vielen Ansétze ist noch zu entwickeln.
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