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Abstract

This work investigates general AC-uni�cation, i. e. uni�cation in the combination of free

function symbols and free Abelian semigroups, whose function symbols ful�ll associativity

and commutativity.

The three necessary parts of general AC-uni�cation are presented: a combination algo-

rithm, a procedure for elementary AC-uni�cation, and methods for solving systems of

diophantine equations. Starting with A. Boudet's uni�cation algorithm for the combina-

tion of regular and collapse-free theories, an e�cient algorithm for general AC-uni�cation

is developed, setting out conditions that must be ful�lled by the solutions of elemen-

tary AC-uni�cation. These conditions are used by the procedure for elementary AC-

uni�cation whereby further conditions are set out that must be ful�lled by the solutions

of the diophantine equations. Then three methods (those of E. Contejean and H. Devie,

E. Domenjoud, L. Pottier) for solving systems of diophantine equations are presented.

The three methods are compared and evaluated, trying to use the conditions e�ciently.

Finally some problems which arise from the reuse of AC-uni�ers in uni�cation, such as

merging, are presented. It is shown that reusing AC-uni�ers for partial problems is often

worse than solving the entire problem from the beginning.



Zusammenfassung

Diese Arbeit befa�t sich mit allgemeiner AC-Uni�kation, d. h. mit der Uni�kation in der

Kombination von freien Funktionssymbolen mit freien Abelschen Halbgruppen, also mit

Funktionssymbolen, f

�

ur die die Assoziativit

�

at und die Kommutativit

�

at gilt.

Dabei werden die drei zur allgemeinen AC-Uni�kation notwendigen Teile beschrieben,

d. h. ein Kombinationsverfahren, ein Verfahren zur elementaren AC-Uni�kation und Ver-

fahren zum L

�

osen diophantischer Gleichungssysteme. Ausgehend von dem Uni�kationsal-

gorithmus zur Kombination von regul

�

aren, kollapsfreien Theorien von A. Boudet wird ein

e�zientes Verfahren zur allgemeinen AC-Uni�kation entwickelt, indem Bedingungen auf-

gestellt werden, die die L

�

osungen der elementaren AC-Uni�kation erf

�

ullen m

�

ussen. Diese

Bedingungen werden dann vom Verfahren zur elementaren AC-Uni�kation benutzt, wo-

bei weitere Bedingungen aufgestellt werden, die von den L

�

osungen der diophantischen

Gleichungen erf

�

ullt werden m

�

ussen. Danach werden drei Verfahren (von E. Contejean

und H. Devie, E. Domenjoud, L. Pottier) zum L

�

osen diophantischer Gleichungssysteme

beschrieben, f

�

ur die versucht wird, diese Bedingungen m

�

oglichst e�zient auszunutzen.

Anschlie�lich werden die drei Verfahren verglichen und bewertet.

Abschlie�end werden noch einige Probleme vorgestellt, die beim Wiederverwenden von

AC-Uni�katoren in der Uni�kation, wie z. B. beim Merging, auftreten. Dabei zeigt sich,

da� das Wiederverwenden von AC-Uni�katoren f

�

ur Teilprobleme h

�

au�g schlechtere Er-

gebnisse liefert als es das erneute L

�

osen des Gesamtproblems tun w

�

urde.
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Kapitel 1

Einf

�

uhrung und De�nitionen

1.1 Motivation und Einleitung

Uni�kation spielt in der K

�

unstlichen Intelligenz seit der Beschreibung der Resolution

durch Robinson [20] 1965 eine tragende Rolle. Eine weitere wichtige Anwendung besteht

in der Termersetzung und der Vervollst

�

andigung von Knuth und Bendix [15] von 1967. Die

Aufgabe der Uni�kation in beiden Verfahren ist es, die Variablen zweier Terme durch eine

Substitution so zu belegen, da� die beiden Terme syntaktisch gleich werden und dadurch

eine Inferenzregel anwendbar wird. Da mit beiden Kalk

�

ulen S

�

atze automatisch bewiesen

werden k

�

onnen, ist die Mathematik ein wichtiges Anwendungsgebiet.

In der Mathematik spielen Gleichungen eine Schl

�

usselrolle. Sie dienen dazu, algebraische

Strukturen zu de�nieren, wie z. B. Monoide, Gruppen, Abelsche Gruppen usw. Da die

Behandlung der Gleichungen in der Resolution, z. B. durch Paramodulation, zu Komple-

xit

�

atsschwierigkeiten f

�

uhrt, schlug Plotkin [18] 1972 vor, die Behandlung der Gleichungen,

oder eines Teils davon, in der Uni�kation vorzunehmen. Diese Theorie- oder E-Uni�kation

macht Terme nicht mehr syntaktisch gleich, sondern nur gleich bez

�

uglich der Gleichheits-

theorie E, einer Menge von Gleichungen. Ein h

�

au�g vorkommendes Beispiel daf

�

ur ist

die Assoziativit

�

at und Kommutativit

�

at f

�

ur ein Symbol +, d. h. E = f+(x;+(y; z)) =

+(+(x; y); z);+(x; y) = +(y; x)g. Auch f

�

ur die Vervollst

�

andigung ist Theorieuni�kation

sinnvoll, da bestimmte Gleichungen, die nicht richtbar sind, sonst nur durch eine komple-

xit

�

atssteigernde Variante des Verfahrens behandelt werden k

�

onnen.

Ein Nachteil der Theorieuni�kation ist, da� das Ergebnis gegen

�

uber der syntaktischen Uni-

�kation komplizierter wird. Bei der syntaktischen Uni�kation reicht eine Substitution, der

allgemeinste Uni�kator, aus, um alle, meist unendlich viele, L

�

osungen zu repr

�

asentieren,

weil es immer genau eine L

�

osungssubstitution gibt, die bez

�

uglich der Instanzenordnung

(De�nition Seite 7) minimal ist. In der Theorieuni�kation hingegen gibt es im allgemei-

nen mehrere minimale L

�

osungen, so da� das Ergebnis der Uni�kation gew

�

ohnlich eine

Menge von Substitutionen ist. Durch die Uni�kationshierarchie nach Siekmann [22] (De-

�nition auf Seite 13) werden die Theorien danach klassi�ziert, welche Kardinalit

�

at diese

Menge haben kann und ob sie

�

uberhaupt existiert. Dieser Uni�kationstyp ist im allgemei-

nen unentscheidbar [17] und h

�

angt au�er von der Theorie, unter der uni�ziert wird, auch

3
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noch davon ab, ob nur ein Termpaar oder mehrere Paare uni�ziert werden sollen und ob

die Terme neben den Funktionssymbolen der Theorie auch noch freie Funktionssymbole

enthalten.

Um Terme uni�zieren zu k

�

onnen, die Symbole aus verschiedenen Theorien oder freie

Symbole enthalten, ben

�

otigt man ein Kombinationsverfahren, das die Algorithmen f

�

ur die

verschiedenen Theorien und die syntaktische Uni�kation benutzt. Die ersten impliziten

Kombinationsverfahren wurden f

�

ur die Kombination von freien Symbolen mit Symbolen,

f

�

ur die die Assoziativit

�

at und Kommutativit

�

at gelten, in [24] und [10] beschrieben. F

�

ur

Theorien mit bestimmten Eigenschaften haben Kirchner [14], Herold [11], Tid�en [25] und

Yelick [26] Kombinationsverfahren vorgestellt. Die Verfahren von Schmidt-Schau� [21]

und Boudet [2] erlauben die Kombination von beliebigen Theorien mit disjunkten Mengen

von Funktionssymbolen. Da der Algorithmus von Boudet regelbasiert ist, erlaubt er eine

besonders exible Kontrolle und ist daher eine Grundlage f

�

ur diese Arbeit.

Die Theorie der freien Abelschen Halbgruppe, kurz AC-Theorie, ist die Theorie, in der

f

�

ur ein Funktionssymbol die Assozitivit

�

at (x+ (y + z) = (x+ y) + z) und die Kommuta-

tivit

�

at (x+ y = y+ x) gilt. Sie repr

�

asentiert die Datenstruktur der Multimenge und wird

in der englischen Literatur h

�

au�g als

"

bag\ bezeichnet. Sie ist wie kaum eine andere f

�

ur

die Theorieuni�kation untersucht worden [23, 24, 8, 16, 10]. Dies liegt einerseits daran,

da� sie in der Mathematik eine bedeutende Rolle spielt, weil sie f

�

ur die wichtigsten Funk-

tionen gilt (Addition und Multiplikation von Zahlen, Vereinigung und Durchschnitt von

Mengen, Disjunktion und Konjunktion in der Boolschen Algebra) und die Grundlage f

�

ur

viele algebraische Strukturen ist (Abelsche Gruppen, Ringe, . . . ). Andererseits ist sie f

�

ur

die Vervollst

�

andigung von gro�er Bedeutung, weil die Kommutativit

�

at nicht richtbar ist

und auch die Assoziativit

�

at nicht mehr richtbar ist, wenn die Kommutativit

�

at in der Uni-

�kation behandelt wird. Erweiterte Theorien, die noch zus

�

atzliche Gleichungen enthalten,

werden seltener benutzt, weil die Uni�kationsalgorithmen meist komplizierter werden und

f

�

ur die Vervollst

�

andigung immer weniger Gleichungen richtbar sind.

Der erste Algorithmus zur Uni�kation von Termen, die ein AC-Symbol und sonst nur

Konstanten und Variablen enthalten, wurde 1975 von Stickel [23] angegeben. Von Stickel

[24] und Herold und Siekmann [10] wurden sp

�

ater zwei verschiedene Verfahren vorgestellt,

die Terme mit mehreren AC-Symbolen und auch mehrstelligen freien Funktionssymbo-

len uni�zieren k

�

onnen. Diese beiden Verfahren enthalten implizit auch ein Kombinati-

onsverfahren f

�

ur AC-Theorien und die freie Theorie. W

�

ahrend Stickels Verfahren dabei

Variablenabstraktion benutzt, arbeitet das Verfahren von Herold und Siekmann mit Kon-

stantenabstraktion. F

�

ur die allgemeinen Kombinationsverfahren wurde sp

�

ater meist eine

Mischung von Konstantenabstraktion und Variablenabstraktion benutzt, d. h. die zur

Abstraktion eingef

�

uhrten Symbole werden in einigen Schritten als Konstanten und in ei-

nigen Schritten als Variablen behandelt oder sie werden als Variablen mit eingeschr

�

anktem

Wertebereich betrachtet.

In allen Verfahren zur AC-Uni�kation werden diophantische Gleichungen, d. h. lineare

Gleichungen mit ganzzahligen Koe�zienten und nat

�

urlichzahligen L

�

osungen, aufgestellt.

Mit der minimalen L

�

osungsmenge dieser Gleichungen werden dann die L

�

osungssubstitu-

tionen berechnet. Wegen dieses engen Zusammenhangs mit der AC-Uni�kation ist auch
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das L

�

osen diophantischer Gleichungen h

�

au�g untersucht worden [5, 9, 6, 7, 19]. Von den

recht einfachen Verfahren am Anfang, die nur die L

�

osungen einer einzelnen Gleichung

berechnen k

�

onnen, kam man zu komplizierteren und e�zienteren Algorithmen und zu Al-

gorithmen, die auch f

�

ur Gleichungssysteme geeignet sind. Auch die Grenzen, die die Gr

�

o�e

der minimalen L

�

osungen beschr

�

anken und die in den meisten Algorithmen eine wichtige

Rolle spielen, sind immer mehr verfeinert worden. In Kapitel 4 werden die Verfahren von

Contejean und Devie [6], Domenjoud [7] und Pottier [19] vorgestellt und analysiert.

Bei der Anwendung eines allgemeinen Kombinationsalgorithmus auf spezielle Theorien

treten h

�

au�g Situationen auf, in denen sich schon berechnete Teill

�

osungen als unbrauch-

bar herausstellen, weil sie f

�

ur das gesamte Problem nicht zu einer L

�

osung f

�

uhren. In die-

ser Arbeit sollen nun, wie schon bei Stickel [24] angesprochen, f

�

ur die Kombination von

AC-Theorien mit der freien Theorie Bedingungen aufgestellt werden, die diese Situation

fr

�

uhzeitig erkennen und die Berechnung einer unbrauchbaren Teill

�

osung verhindern. Diese

Bedingungen sollen dann in den Kombinationsalgorithmus von Boudet [2] eingearbeitet

werden. Dabei wird sich herausstellen, da� ein wesentlicher Bestandteil des Verfahrens,

die Variablenabstraktion und die dadurch erzeugten Abstraktionsvariablen, explizit nicht

mehr ben

�

otigt werden. Vom Kombinationsalgorithmus werden die Bedingungen an den

Algorithmus zur Uni�kation von Termen einer AC-Theorie weitergegeben und anschlie-

�end von diesem weiter an den Algorithmus zur L

�

osung diophantischer Gleichungen, so

da� schon von diesem

�

uber

�

ussige L

�

osungen nicht erzeugt werden.

1.2 Terme

Als erstes werden an [3] angelehnt einige Standardbegri�e de�niert. Dabei ist in IN, der

Menge der nat

�

urlichen Zahlen, die Null stets mit enthalten.

Eine Signatur ist eine Menge von Funktionssymbolen mit fester Stelligkeit. Im folgenden

sei � eine Signatur und X eine (unendliche) abz

�

ahlbare Menge von Variablen. Dann ist

T (�;X ) die Menge der Terme

�

uber den Funktionssymbolen aus � und den Variablen

aus X mit t 2 T (�;X ) genau dann, wenn t 2 X oder t = f(t

1

; : : : ; t

n

), wobei t

1

; : : : ; t

n

2

T (�;X ), f 2 � und n die Stelligkeit von f ist. Die Menge der Variablen eines Terms t

wird mit V ar(t) bezeichnet.

Die Teilterme eines Terms sind durch ihre Stellen festgelegt. Stellen sind Folgen von

nat

�

urlichen Zahlen, wobei � die leere Folge ist. Die Stellen eines Terms t sind O(t) und tj

p

ist der Teilterm an der Stelle p:

Ist t 2 X , so ist O(t) = f�g und tj

�

= t.

Sonst ist t = f(t

1

; : : : ; t

n

) mit f 2 � und n 2 IN. Dann ist

O(t) = f�g [ fip j i 2 f1; : : : ; ng; p 2 O(t

i

)g, tj

ip

= t

i

j

p

und tj

�

= t:

Auf den Stellen ist die Pr

�

a�xordnung <

p

de�niert und sie lassen sich als Folgen einfach

konkatenieren, wobei tj

pq

= (tj

p

)j

q

gilt. Das Kopfsymbol, d. h. das oberste Symbol oder
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Topsymbol, eines Terms t ist t(�) und t(p) = tj

p

(�) ist das Symbol an der Stelle p 2 O(t).

Das Vorkommen eines Teilterms s in t wird mit t[s] bezeichnet oder genauer mit t[s]

p

,

wenn tj

p

= s. Die Termersetzung an einer Position p in t durch s wird mit t[p s] notiert.

Um Terme zu instanzieren, d. h. ihre Variablen durch andere Terme zu ersetzen, benutzt

man Substitutionen. Eine Substitution weist einer endlichen Menge von Variablen aus

X Terme aus T (�;X ) zu und kann durch �(f(t

1

; : : : ; t

n

)) = f(�(t

1

); : : : ; �(t

n

)) zu einer

Abbildung von T (�;X ) nach T (�;X ) erweitert werden. Notiert werden Substitutionen

als fx

1

7! t

1

; : : : ; x

n

7! t

n

g. Die Konkatenation einer Substitution � mit einer anderen

Substitution � ist durch � � �(x) = �(�(x)) f

�

ur alle x 2 X de�niert.

Eine Menge von Gleichungen (Axiomen) E � T (�;X )� T (�;X ) de�niert eine Gleich-

heitstheorie =

E

, d. h. eine Kongruenzrelation auf Termen, die operational de�niert ist

durch

s à t genau dann, wenn es p 2 O(s), (l; r) 2 E und eine Substitution � gibt mit

sj

p

= �(l) und t = s[p �(r)] oder

sj

p

= �(r) und t = s[p �(l)]:

Die E-Gleichheit =

E

ist dann

�

à, d. h. die transitive, reexive H

�

ulle von à.

F

�

ur das Arbeiten mit =

E

ist es sinnvoll, E in Teilmengen zu unterteilen, wenn die Mengen

der Funktionssymbole der Teiltheorien disjunkt bleiben. Im folgenden sei E also in die

Teiltheorien E

1

[

�

: : :[

�

E

n

= E unterteilt, wobei F

1

; : : : ;F

n

� � mit F

i

\ F

j

= ; f

�

ur

i 6= j die Funktionssymbole dieser Theorien sind. Die Funktionssymbole, die nicht in E

vorkommen, sind die freien Funktionssymbole F

0

und werden der leeren Theorie E

0

= ;

zugeordnet. Es gilt also � =

S

�

n

h=0

F

h

. Da die freien Konstanten eine besondere Rolle

spielen, wird F

0

in F [ C � � unterteilt, wobei C die Menge der freien Konstanten und

F die Menge der mehrstelligen, freien Funktionssymbole ist. Die freien Konstanten eines

Terms t sind Const(t) � C. Ein Teilterm s von t mit s = tj

p

ist ein Fremdterm in t, falls

t(�) 2 F

i

, s(�) 2 F

j

mit i 6= j und f

�

ur alle Stellen q <

p

p gilt t(q) 2 F

i

.

Eine Theorie =

E

oder kurz E hei�t regul

�

ar, wenn aus s =

E

t folgt V ar(s) = V ar(t).

Sie hei�t kollapsfrei, wenn aus s =

E

t mit s 6= t folgt s =2 X und t =2 X . Gibt es

keine Gleichung s =

E

t, bei der t ein echter Teilterm von s ist, hei�t sie simpel. Eine

Gleichheitstheorie =

E

ist genau dann regul

�

ar oder kollapsfrei, wenn die Axiome in E dies

sind.

Die Menge AC � � enth

�

alt zweistellige Funktionssymbole +, f

�

ur die die Theorie der

Abelschen Halbgruppe AC

+

= f+(x;+(y; z)) = +(+(x; y); z);+(x; y) = +(y; x)g,

d. h. die Assoziativit

�

at und Kommutativit

�

at gilt. Die Symbole in AC werden zur besseren

Lesbarkeit h

�

au�g in�x geschrieben und wegen der Assoziativit

�

at k

�

onnen die Klammern

weggelassen werden, also x+y+z statt +(x;+(y; z)). Die AC

+

-Argumente eines Terms

t f

�

ur ein + 2 AC sind

Arg

+

(t) =

(

Arg

+

(t

1

) [ Arg

+

(t

2

); falls t = +(t

1

; t

2

)

ftg; sonst.
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Arg

+

und V ar k

�

onnen auf nat

�

urliche Weise auf alle Objekte, die Terme enthalten, erwei-

tert werden.

Beispiel 1.1 Ist t = +(a;+(x; f(b; y))) mit x; y 2 X , a; b 2 C, f 2 F

0

und + 2 AC, so ist

t(�) = +, V ar(t) = fx; yg, Const(t) = fa; bg und Arg

+

(t) = fa; x; f(b; y)g. Arg

+

(f(b; y))

ist ff(b; y)g und x(�) = x.

Lemma 1.1 AC ist eine regul

�

are und kollapsfreie Theorie.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der De�nition von regul

�

ar und kollapsfrei und aus

den Axiomen in AC. 2

Um Substitutionen danach zu vergleichen, wie stark sie einen Term instanzieren, wird die

Instanzenordnung de�niert. Anstatt der

�

ublichen Instanzenordnung in der freien Theorie

benutzt man aber die eingeschr

�

ankte Instanzenordnung, die zwei Substitutionen nur

f

�

ur eine endliche Menge von Variablen vergleicht. Sie ist f

�

ur zwei Substitutionen � und �

und eine Variablenmenge V � X de�niert durch

� �

E

�[V] genau dann, wenn eine Substitution � existiert mit

�(�(x)) =

E

�(x) f

�

ur alle x 2 V

� <

E

�[V] genau dann, wenn � �

E

�[V] und nicht � �

E

�[V]:

Bei der Uni�kation wird die Instanzenordnung benutzt, die auf die Variablenmenge der

urspr

�

unglich zu uni�zierenden Terme eingeschr

�

ankt ist. Durch diese Einschr

�

ankung der

Instanzenordnung wird die zu berechnende L

�

osungsmenge der Uni�kation, die minimal

bez

�

uglich dieser Ordnung ist, kleiner, und der Uni�kationstyp

�

andert sich unter Umst

�

anden.

Dies liegt daran, da� die durch die Uni�kation neu eingef

�

uhrten Variablen in den L

�

osungs-

substitutionen wegen der Einschr

�

ankung auf die urspr

�

unglichen Variablen nicht verglichen

werden. Ihre Belegung durch � in der Instanzenordnung ist f

�

ur das urspr

�

ungliche Uni�-

kationsproblem irrelevant.

1.3 Vektoren

F

�

ur einen Vektor ~x 2 IR

n

ist ~x(i) die i-te Komponente, l(~x) =

P

n

i=1

~x(i) die L

�

ange und

h(~x) = max j~x(i)j die H

�

ohe des Vektors. Die Tr

�

agermenge von ~x ist fi j ~x(i) 6= 0g, die

Menge der Indizes der Komponenten ungleich Null. Zur Vereinfachung der Schreibwei-

se werden Vektoren, die normalerweise senkrecht ausgerichtet sind, manchmal entgegen

der

�

ublichen Notation auch waagerecht geschrieben. Die korrekte Orientierung geht meist

aus dem Zusammenhang hervor und wird in mi�verst

�

andlichen Situationen explizit an-

gegeben. Au�erdem wird die i-te Komponente eines Vektors manchmal als i-te Spalte

bezeichnet, weil dies dem Bild von Vektoren entspricht, die zur besseren

�

Ubersicht waa-

gerecht untereinander angeordnet sind.
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F

�

ur zwei Vektoren ~x; ~y 2 IR

n

gilt

~x �

n

~y genau dann, wenn ~x(i) � ~y(i) f

�

ur alle i 2 f1; : : : ; ng;

~x <

n

~y genau dann, wenn ~x � ~y und ~x 6= ~y;

~x� ~y genau dann, wenn ~x(i) < ~y(i) f

�

ur alle i 2 f1; : : : ; ng;

~x <

lex

~y genau dann, wenn ein i 2 f1; : : : ; ng existiert mit

~x(i) < ~y(i) und ~x(j) = ~y(j) f

�

ur alle j < i:

Der Null-Vektor aus IR

n

ist 0

n

und entsprechend wird x

n

= (x : : : x) 2 IR

n

abgek

�

urzt. Die

Einheitsvektoren des IN

n

werden mit ~e

1

; : : : ~e

n

bezeichnet.

F

�

ur eine m�n-Matrix A ist A

i

die i-te Spalte, d. h. ein Vektor aus IR

m

. Eine n�n-Matrix

A ist unimodular, wenn jAj = �1, wobei jAj die Determinante von A ist. F

�

ur eine

m� n-Matrix A mit ganzzahligen Koe�zienten und einen Vektor

~

b 2 ZZ

m

ist A~x =

~

b mit

den Unbekannten ~x mit L

�

osungen aus IN

n

ein diophantisches Gleichungssystem. Es

ist homogen, wenn

~

b =

~

0

m

und inhomogen sonst.

1.4 Uni�kationsprobleme

Die im folgenden de�nierte Struktur, in der Uni�kationsprobleme repr

�

asentiert werden,

wurde von A. Boudet [3]

�

ubernommen. Solche Strukturen werden zur Darstellung der Da-

ten in Uni�kationsalgorithmen verwendet. Sie repr

�

asentieren die f

�

ur das Ergebnis wesent-

lichen Variablen und k

�

onnen eine Menge von Gleichungen beinhalten, wenn eine einzelne

Gleichungen zur Datendarstellung in einem Algorithmus nicht ausreicht. Man beachte

aber, da� sich der in De�nition 1.8 de�nierte Uni�kationstyp f

�

ur bestimmte Theorien bei

der Uni�kation von mehreren Gleichungen im Vergleich zur Uni�kation einer einzelnen

Gleichung

�

andern kann. F

�

ur die AC-Theorie ist dies nicht der Fall.

De�nition 1.1 Ein Uni�kationsproblem ist eine Formel der Pr

�

adikatenlogik erster

Ordnung, die nur ein bin

�

ares Pr

�

adikat

?

= enth

�

alt und nur aus Konjunktionen und Exi-

stenzquantoren aufgebaut ist.

� T ist das triviale Uni�kationsproblem.

� F ist das Uni�kationsproblem ohne L

�

osungen.

� Eine Gleichung s

?

= t ist ein atomares Uni�kationsproblem, wenn s; t 2 T (�;X ).

� Sind P

1

und P

2

Uni�kationsprobleme, so ist P

1

^ P

2

ein Uni�kationsproblem.

� Ist P ein Uni�kationsproblem und y 2 X eine Variable, so ist (9y)P ein Uni�ka-

tionsproblem.
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F

�

ur eine Gleichheitstheorie E sind die E-L

�

osungen eines Uni�kationsproblems P die Sub-

stitutionen, f

�

ur die P als pr

�

adikatenlogische Formel wahr ist, wenn

?

= als =

E

interpretiert

wird. Die Uni�kationsprobleme beinhalten also

�

uber die reine Datenrepr

�

asentation hinaus

auch logisch die Aufgabenstellung.

De�nition 1.2 E-L

�

osungen

� F

�

ur das Uni�kationsproblem T sind alle Substitutionen � E-L

�

osungen.

� Das Uni�kationsproblem F hat keine E-L

�

osung.

� Die E-L

�

osungen von s

?

= t sind alle Substitutionen � mit �(s) =

E

�(t).

� Die E-L

�

osungen von P

1

^ P

2

sind alle Substitutionen, die f

�

ur P

1

und P

2

E-L

�

osungen

sind.

� Die E-L

�

osungen von (9y)P sind die Substitutionen �, f

�

ur die ein Term t existiert,

so da� � eine E-L

�

osung von fy 7! tg(P ) ist.

Zwei Uni�kationsprobleme hei�en

�

aquivalent, wenn sie dieselben E-L

�

osungen haben.

Zwei Terme s und t sind uni�zierbar, wenn die Menge der E-L

�

osungen zu s

?

= t nicht

leer ist. Eine Menge von Termen ft

1

; : : : ; t

n

g hei�t uni�zierbar, wenn die Menge der

E-L

�

osungen zu t

1

?

= t

2

^ : : : ^ t

1

?

= t

n

nicht leer ist.

Ein Uni�kationsproblem der Form

(9y

1

) : : : (9y

q

)P;

in der P keine Quantoren mehr enth

�

alt, ist in Pr

�

anexform und wird mit

(9y

1

; : : : ; y

q

)P

abgek

�

urzt. F

�

ur Uni�kationsprobleme P in Pr

�

anexform hei�en fy

1

; : : : ; y

q

g die quanti-

�zierten Variablen von P . Die restlichen Variablen in P sind die freien Variablen

V ar(P ). Zu jedem Uni�kationsproblem l

�

a�t sich eine

�

aquivalente Pr

�

anexform durch Um-

benennung der quanti�zierten Variablen und Voranstellung der Quantoren erreichen. Da-

her sollen zur Vereinfachung im folgenden Uni�kationsprobleme immer in Pr

�

anexform

sein. Au�erdem werden beim Vergleich und der Transformation von Uni�kationsproble-

men implizit die folgenden Eigenschaften benutzt.

� Die Symmetrie von

?

=, d. h. s

?

= t ist gleichbedeutend zu t

?

= s.

� Die Assoziativit

�

at, Kommutativit

�

at und Idempotenz von ^ , d. h. P

1

^ (P

2

^ P

3

) =

(P

1

^ P

2

) ^ P

3

, P

1

^ P

2

= P

2

^ P

1

und P ^ P = P .

� Die Gleichheit von t

?

= t und T .
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� Die logischen Gleichungen P ^ T = P und P ^ F = F .

� Die Umbenennung von quanti�zierten Variablen, d. h. (9y)P = (9y

0

)fy 7! y

0

g(P ),

wenn y

0

nicht in P vorkommt.

Durch die Existenzquantoren werden die Variablen quanti�ziert, die nicht in den Termen

des urspr

�

unglichen Uni�kationsproblems enthalten waren und denen die L

�

osungssubsti-

tutionen keinen Term zuweisen sollen. Alle w

�

ahrend der Uni�kation neu eingef

�

uhrten

Variablen sind daher existenzquanti�ziert.

Zur Berechnung der E-L

�

osungen eines Uni�kationsproblems werden Regeln aufgestellt,

mit denen das Uni�kationsproblem bearbeitet werden kann. Eine Regel P �! P

0

hei�t

korrekt, wenn alleE-L

�

osungen von P

0

auch E-L

�

osungen von P sind; sie hei�t vollst

�

andig,

wenn alle E-L

�

osungen von P auch E-L

�

osungen von P

0

sind. Eine Regel P �! P

0

ist genau

dann vollst

�

andig und korrekt, wenn P und P

0

�

aquivalent sind.

Da es im allgemeinen unendlich viele E-L

�

osungen zu einem Uni�kationsproblem geben

kann, beschr

�

ankt man sich auf Teilmengen von E-L

�

osungen.

De�nition 1.3 Eine Menge von E-L

�

osungen U zu einem Uni�kationsproblem P hei�t

vollst

�

andig, wenn f

�

ur jede E-L

�

osung � von P ein � 2 U existiert mit � �

E

� [V ar(P )].

Sie hei�t minimal, wenn sie vollst

�

andig ist und wenn f

�

ur alle �; � 2 U mit � 6= � weder

� �

E

�[V ar(P )] noch � �

E

�[V ar(P )] gilt.

Gesucht werden bei der Uni�kation also vollst

�

andige oder besser noch minimale Mengen

von E-L

�

osungen. Die Elemente einer minimalen Menge sind entsprechend der folgenden

De�nition allgemeinste Uni�katoren.

De�nition 1.4 Eine E-L

�

osung � von P ist allgemeinster E-Uni�kator von P , wenn

es keine E-L

�

osung � f

�

ur P gibt mit � <

E

�[V ar(P )].

Uni�kationsprobleme dienen als Datenstruktur des Uni�kationsalgorithmus, der aber E-

L

�

osungen, d. h. Substitutionen, als Ergebnis liefern soll. Deshalb wird die Form eines

Uni�kationsproblems de�niert, die einer E-L

�

osung entspricht und die den Endzustand

der Regeltransformation auf Uni�kationsproblemen im Algorithmus darstellt.

De�nition 1.5 Ein Uni�kationsproblem P ist in gel

�

oster Form, wenn P � T oder P �

F oder P � (9y

1

; : : : ; y

q

)x

1

?

= t

1

^ : : : ^ x

n

?

= t

n

, wobei fx

1

; : : : ; x

n

g \ fy

1

; : : : ; y

q

g = ;

und jedes x

i

genau einmal in P vorkommt.

Lemma 1.2 Sei P � (9y

1

; : : : ; y

q

)x

1

?

= t

1

^ : : : ^ x

n

?

= t

n

ein Uni�kationsproblem in

gel

�

oster Form. Dann ist � = fx

1

7! t

1

; : : : ; x

n

7! t

n

g ein allgemeinster E-Uni�kator von

P und f�g ist eine minimale Menge von E-L

�

osungen von P .
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Beweis: F

�

ur jede E-L

�

osung �

0

gibt es nach der De�nition von E-L

�

osungen eine Substi-

tution � = fy

1

7! s

1

; : : : ; y

q

7! s

q

g, die den quanti�zierten Variablen Terme zuweist, so

da� �

0

(�(x

i

)) =

E

�

0

(�(t

i

)). Da nach De�nition x

i

=2 fy

1

; : : : ; y

q

g, gilt au�erdem �(x

i

) = x

i

.

Daraus folgt nun

�

0

(x

i

) =

E

�

0

(�(x

i

)) =

E

�

0

(�(t

i

)) =

E

�

0

� �(t

i

)

=

E

�

0

� �(�(x

i

)) f

�

ur alle x

i

2 fx

1

; : : : ; x

n

g:

F

�

ur jede andere Variable z 2 V ar(P ) n fx

1

; : : : ; x

n

g gilt �(z) = z und �(z) = z, weil

V ar(P ) \ fy

1

; : : : ; y

q

g = ;. Daher gilt

�

0

(z) =

E

�

0

(�(z)) =

E

�

0

� �(�(z)) f

�

ur alle z 2 V ar(P ) n fx

1

; : : : ; x

n

g:

Aus beiden Gleichungen folgt � �

E

�

0

[V ar(P )] und damit die Behauptung. 2

Um die Komplexit

�

at zu verringern, wird im Algorithmus haupts

�

achlich mit der im fol-

genden de�nierten, sequentiell gel

�

osten Form gearbeitet.

De�nition 1.6 Ein Uni�kationsproblem P ist in sequentiell gel

�

oster Form, wenn

P � T oder P � F oder P � (9y

1

; : : : ; y

q

)x

1

?

= t

1

^ : : : ^ x

n

?

= t

n

, wobei f

�

ur alle

i; j 2 f1; : : : ; ng gilt:

1. Ist x

i

= x

j

, so ist i = j

2. Ist x

i

2 V ar(t

j

), so ist i > j

3. Ist x

i

2 fy

1

; : : : ; y

q

g, so existiert ein j < i mit x

i

2 V ar(t

j

).

Die erste Bedingung fordert, da� die Uni�kation wirklich gel

�

ost wurde. Die zweite garan-

tiert, da� kein Zyklus vorkommt und die Dritte verhindert das Auftreten von unn

�

otigen

neuen Variablen.

Es ist einfach, aus einer sequentiell gel

�

osten Form eine gel

�

oste Form zu machen. Man

wendet so lange wie m

�

oglich die beiden folgenden Regeln an.

Regel Rep (Termersetzung)

(9y

1

; : : : ; y

q

)x

?

= s ^ P �!

Rep

(9y

1

; : : : ; y

q

)x

?

= s ^ fx 7! sg(P );

wenn x 2 V ar(P ) und s =2 X und x =2 V ar(s) oder wenn x 2 V ar(P ) und

s 2 X und dabei x 2 fy

1

; : : : ; y

q

g oder s =2 fy

1

; : : : ; y

q

g.

Der Zusatz, da� x quanti�ziert oder s frei ist, verhindert, da� eine freie Variable durch

eine quanti�zierte ersetzt wird. Die Regel Rep ist korrekt und vollst

�

andig, weil =

E

eine

Kongruenzrelation ist.

Da ein Existenzquantor mit seiner Variablen

�

uber

�

ussig ist, wenn die quanti�zierte Va-

riable y nur einmal im Uni�kationsproblem in einer Gleichung y

?

= s vorkommt, braucht

man die folgende Regel.
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Regel EQE (Elimination von Existenzquantoren)

(9y; y

1

; : : : ; y

q

)y

?

= s ^ P �!

EQE

(9y

1

; : : : ; y

q

)P;

wenn y =2 V ar(P ) und y =2 V ar(s).

Die Regel EQE ist vollst

�

andig wegen der De�nition von E-L

�

osungen f

�

ur ^ . Sie ist korrekt,

weil jede Substitution eine E-L

�

osung von (9x)x

?

= s mit x =2 V ar(s) ist. Beide Regeln

erhalten also die Menge der E-L

�

osungen f

�

ur das Uni�kationsproblem. Die Anwendung

beider Regeln auf ein Uni�kationsproblem terminiert, weil EQE die Anzahl der Gleichun-

gen reduziert und weil Rep die Anzahl der Gleichungen nicht erh

�

oht und die Anzahl der

Variablen, die mehr als zweimal in den Gleichungen vorkommen, reduziert. Das Resultat

der Anwendung ist ein Uni�kationsproblem in gel

�

oster Form, weil sonst noch eine der

beiden Regeln anwendbar w

�

are. Diese gel

�

oste Form ist eindeutig, da jede Variable nur

durch einen Term ersetzt werden kann und sich die Reihenfolge der Ersetzung auf das

Ergebnis nicht auswirkt.

Jeder sequentiell gel

�

osten Form ist also genau eine gel

�

oste Form und ein allgemeinster

E-Uni�kator zugeordnet.

Beispiel 1.2 Dieses Beispiel zeigt, wie aus einer sequentiell gel

�

osten Form mit den Regeln

Rep und EQE eine gel

�

oste Form hergeleitet wird. Die erste Form der Ableitung ist keine

gel

�

oste Form, weil y

1

und y

2

nicht frei sind und z

2

mehr als einmal darin vorkommt; es

ist aber eine sequentiell gel

�

oste Form.

(9y

1

; y

2

) z

1

?

= y

1

+ z

2

+ z

3

^ z

2

?

= f(y

1

) ^ y

1

?

= f(y

2

) ^ y

2

?

= z

3

�!

Rep

(9y

1

; y

2

) z

1

?

= y

1

+ z

2

+ z

3

^ z

2

?

= f(y

1

) ^ y

1

?

= f(z

3

) ^ y

2

?

= z

3

�!

EQE

(9y

1

) z

1

?

= y

1

+ z

2

+ z

3

^ z

2

?

= f(y

1

) ^ y

1

?

= f(z

3

)

�!

Rep

(9y

1

) z

1

?

= f(z

3

) + z

2

+ z

3

^ z

2

?

= f(f(z

3

)) ^ y

1

?

= f(z

3

)

�!

EQE

z

1

?

= f(z

3

) + z

2

+ z

3

^ z

2

?

= f(f(z

3

))

�!

Rep

z

1

?

= f(z

3

) + f(f(z

3

)) + z

3

^ z

2

?

= f(f(z

3

))

Auf diese letzte Form der Ableitung lassen sich die Regeln Rep und EQE nicht mehr

anwenden und es handelt sich um eine gel

�

oste Form. Die Substitution dazu ist fz

1

7!

f(z

3

) + f(f(z

3

)) + z

3

; z

2

7! f(f(z

3

))g. Man beachte, da� man im ersten Schritt der Ab-

leitung die Regel Rep nur so anwenden darf, da� y

2

durch z

3

ersetzt wird. Umgekehrt, z

3

durch y

2

zu ersetzen, ist nicht m

�

oglich, da z

3

frei ist und y

2

nicht.

De�nition 1.7 Eine Menge von (sequentiell) gel

�

osten Formen f

�

ur ein Uni�kationspro-

blem P hei�t vollst

�

andige (bzw. minimale) Menge von gel

�

osten Formen oder

sequentiell gel

�

osten Formen, wenn die zugeh

�

origen allgemeinsten E-Uni�katoren ei-

ne vollst

�

andige (bzw. minimale) Menge von E-L

�

osungen f

�

ur P ist.

Ein Uni�kationsproblem P

0

ist eine (sequentiell) gel

�

oste Form von P , wenn es ein Element

einer vollst

�

andigen Menge von (sequentiell) gel

�

osten Formen von P ist.
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In der Uni�kationshierarchie nach Siekmann [22] klassi�ziert man Theorien danach, wie

gro� eine minimale Menge von (sequentiell) gel

�

osten Formen bzw. E-L

�

osungen werden

kann und ob so eine Menge

�

uberhaupt existiert.

De�nition 1.8 Der Uni�kationstyp einer Theorie ist

unit

�

ar, wenn zu jedem Uni�kationsproblem dieser Theorie eine minimale Menge von

E-L

�

osungen existiert, die h

�

ochstens ein Element hat,

�nit

�

ar, wenn immer eine solche Menge existiert, die endlich ist,

in�nit

�

ar, wenn immer eine solche Menge existiert und

null, wenn es ein Uni�kationsproblem dieser Theorie gibt, f

�

ur das keine minimale Menge

von E-L

�

osungen existiert.

Im allgemeinen ist der Uni�kationstyp einer Theorie unentscheidbar (siehe [17]), aber in

vielen F

�

allen kann man ihn bestimmen. Die Theorien E

0

[ AC

1

[ : : : [ AC

n

und AC

sind �nit

�

ar und nicht unit

�

ar. Dies wird in Kapitel 2 und 3 deutlich. F

�

ur die Uni�kations-

probleme mit Termen aus T (AC [ F

0

;X ) oder aus T (f+g;X ) mit + 2 AC gibt es also

immer eine endliche minimale Menge von sequentiell gel

�

osten Formen und diese Menge

kann mehr als ein Element enthalten.



Kapitel 2

Allgemeine AC-Uni�kation

2.1 Einf

�

uhrung

Unter allgemeiner E-Uni�kation versteht man das L

�

osen von Uni�kationsproblemen,

die aus den freien Funktionssymbolen und den Funktionssymbolen einer oder mehrerer

Instanzen von E aufgebaut sind. Elementare E-Uni�kation hingegen ist das L

�

osen von

Uni�kationsproblemen, die nur Funktionssymbole der Theorie E enthalten. Von Bedeu-

tung ist auch noch die elementare E-Uni�kation mit Konstanten, bei der in den

Uni�kationsproblemen auch noch freie Konstanten erlaubt sind.

In diesem Kapitel soll ein Algorithmus zur allgemeinen AC-Uni�kation, d. h. der Uni-

�kation von Termen aus T (AC [ F

0

;X ) vorgestellt werden. Dabei treten, wie bei jeder

Uni�kation modulo einer Theorie E = E

0

[

�

: : :[

�

E

n

, zwei Hauptprobleme auf.

1. Die elementare E

h

-Uni�kation, d. h. die Uni�kation von Termen aus T (F

h

;X ) mo-

dulo E

h

.

2. Die Kombination der verschiedenen elementaren Uni�kationsalgorithmen f

�

ur die

Teiltheorien E

0

; : : : ; E

n

.

Der erste Punkt wird f

�

ur die AC-Theorie in Kapitel 3 behandelt. Zum zweiten Punkt

wird in Abschnitt 2.2 das Kombinationsverfahren von A. Boudet [3] vorgestellt, das f

�

ur

die Kombination regul

�

arer, kollapsfreier Theorien geeignet ist. Anschlie�end werden dann

f

�

ur die allgemeineAC-Uni�kation spezielle Bedingungen aufgestellt, aus denen sich ergibt,

da� ein wesentlicher Bestandteil des Kombinationsverfahrens, die Variablenabstraktion,

nicht mehr explizit ben

�

otigt wird. Sei E = E

0

[

�

: : :[

�

E

n

also die Vereinigung regul

�

arer, kol-

lapsfreier Theorien (im hier betrachteten Fall die freie Theorie und mehrere AC-Theorien).

De�nition 2.1 Eine Gleichung s

?

= t hei�t variabel, wenn s; t 2 X ; sie hei�t echt, wenn

s; t =2 X . Ein Term t ist pur in einer Theorie E

h

, wenn t 2 T (F

h

;X ) und eine Gleichung

s

?

= t ist pur in E

h

, wenn s und t pur in E

h

sind. Gibt es f

�

ur einen Term t (oder eine

Gleichung s

?

= t) kein h mit t (bzw. s

?

= t) pur in E

h

, so hei�t t (bzw. s

?

= t) heterogen.

14
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Ein Uni�kationsproblem wird f

�

ur den Kombinationsalgorithmus als

P � (9y

1

; : : : ; y

q

)P

V

^ P

H

^ P

0

^ P

1

^ : : : ^ P

n

dargestellt, wobei

P

V

die Konjunktion der variablen Gleichungen,

P

H

die Konjunktion der heterogenen Gleichungen und

P

h

f

�

ur h 2 f0; : : : ; ng die Konjunktion der nicht-variablen Gleichungen ist, die pur in der

Theorie E

h

sind.

Die P

h

werden zus

�

atzlich noch in P

h

= P

u

h

^ P

e

h

, die unechten und echten, nicht-variablen

Gleichungen aufgeteilt.

2.2 Der Kombinationsalgorithmus f

�

ur regul

�

are, kol-

lapsfreie Theorien

Der Kombinationsalgorithmus startet mit einem beliebigen Uni�kationsproblem und lie-

fert eine vollst

�

andige Menge von sequentiell gel

�

osten Formen. Er besteht aus Regeln, die

in beliebiger Reihenfolge angewendet werden k

�

onnen. Lediglich bei der Anwendung der

Regel E-Res ist darauf zu achten, da� alle M

�

oglichkeiten dieser Regel angewendet werden.

Die erste Regel sorgt daf

�

ur, da� die heterogenen Gleichungen in pure

�

uberf

�

uhrt werden;

dies geschieht durch Variablenabstraktion.

Regel VA (Variablenabstraktion)

s[s

1

]

p

?

= t �!

VA

(9y)s[p y]

?

= t ^ y

?

= s

1

;

wenn s

1

ein Fremdterm in s[s

1

]

p

und y eine neue Variable ist.

Die durch diese Regel neu eingef

�

uhrten Variablen y hei�en Abstraktionsvariablen.

Durch sukzessive Variablenabstraktion werden pure Terme erzeugt. Die Gleichungen, in

denen beide Terme pur in derselben Theorie E

i

geworden sind, werden in P

i

gesammelt.

Ein pures Teilproblem P

i

kann dann mit der folgenden Regel unter Benutzung eines

Algorithmus zur elementaren E

i

-Uni�kation gel

�

ost werden.

Regel E-Res

P

h

�!

E-Res

P

0

h

;

wenn P

h

nicht in sequentiell gel

�

oster Form vorliegt und P

0

h

eine sequentiell

gel

�

oste Form von P

h

ist.
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Diese Regel ist o�ensichtlich korrekt, d. h. das neu erzeugte Uni�kationsproblem hat keine

E-L

�

osungen, die das urspr

�

ungliche nicht hatte; es k

�

onnen aber L

�

osungen fehlen, was nicht

�

uberrascht, da E

h

nicht unit

�

ar sein mu� (AC ist �nit

�

ar) und eine sequentiell gel

�

oste Form

genau einer E-L

�

osung entspricht. Damit diese Regel vollst

�

andig ist, ist sie daher immer

mit allen Elementen einer vollst

�

andigen Menge von sequentiell gel

�

osten Formen f

�

ur P

h

parallel durchzuf

�

uhren, d. h. es �ndet eine Aufspaltung der Ableitung statt.

In einer kollapsfreien Theorie kann eine Gleichung s

?

= t mit nicht-variablen Termen s

und t keine L

�

osung haben, wenn s und t Kopfsymbole aus verschiedenen Theorien haben.

Daher kann man die folgenden Regeln anwenden.

Regel Conict 1

s

?

= t �!

Conict1

F;

wenn s(�) 2 F

i

und t(�) 2 F

j

und i 6= j.

Regel Conict 2

x

?

= s ^ x

?

= t �!

Conict2

F;

wenn s(�) 2 F

i

und t(�) 2 F

j

und i 6= j.

Der normale Occur-Check der freien Theorie gilt f

�

ur regul

�

are, kollapsfreie Theorien im All-

gemeinen nicht, da z. B. das Uni�kationsproblem x

?

= f(x) f

�

ur die Theorie E = fa = f(a)g

die L

�

osung fx 7! ag hat. Es gilt aber eine schw

�

achere Fassung, die zusammengesetzte Zy-

klen mit Operatoren aus verschiedenen Theorien verbietet:

Regel Check

�

P �!

Check

�

F;

wenn P einen zusammengesetzten Zyklus x

1

?

= s

1

[x

2

] ^ x

2

?

= s

2

[x

3

] ^ : : : ^

x

n

?

= s

n

[x

1

] besitzt, f

�

ur den i; j 2 f1; : : : ; ng existieren mit s

i

(�) 2 F

k

und

s

j

(�) 2 F

l

und k 6= l.

Da es sich im hier behandelten Fall, der Kombination von AC-Theorien und der freien

Theorie, nur um simple Theorien handelt, kann der Occur-Check wieder versch

�

arft werden

und eine Gleichung x

?

= s mit x 2 V ar(s) sofort als unl

�

osbar erkannt werden, weil es nach

der De�nition einer simplen Theorie keinen Term t geben kann, f

�

ur den fx 7! tgx =

E

fx 7! tgs, also t =

E

s[t] gilt. Die Berechnung kann also abgebrochen werden, wenn ein

Zyklus x

1

?

= s

1

[x

2

] ^ : : : ^ x

n

?

= s

n

[x

1

] mit einem s

i

=2 X existiert.

Da der Algorithmus nur eine sequentiell gel

�

oste Form berechnen soll, kann auf eine Er-

setzung von Variablen durch Terme (wie in Rep) verzichtet werden. Dieser Verzicht ist

f

�

ur die Terminierung des Algorithmus notwendig. Ben

�

otigt wird lediglich eine Ersetzung

durch Variablen.
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Regel Var-Rep

(9y

1

; : : : ; y

q

)x

?

= y ^ P �!

Var-Rep

(9y

1

; : : : ; y

q

)x

?

= y ^ fx 7! yg(P );

wenn x; y 2 V ar(P ) und x ist existenzquanti�ziert oder y ist frei.

Auch hier darf wie bei der Regel Rep eine freie Variable nicht durch eine quanti�zierte

ersetzt werden.

Zu den in diesem Kapitel vorgestellten Regeln kommt noch die Regel EQE aus Kapitel

1. Die Menge der Regeln S = fVA;E-Res;Conict1;Conict2;Check

�

;Var-Rep;EQEg er-

h

�

alt die Menge der L

�

osungen f

�

ur ein Uni�kationsproblem, terminiert f

�

ur jede Eingabe und

liefert eine Menge von sequentiell gel

�

osten Formen. F

�

ur Beweise siehe [2, Vollst

�

andigkeit:

S. 45 �.; Terminierung: S. 47 �.].

Beispiel 2.1 In diesem Beispiel soll gezeigt werden, wie der Kombinationsalgorithmus

die Terme z

1

+f(z

3

) und z

2

+f(z

1

) uni�ziert. Dabei ist + 2 F

1

ein AC-Symbol, a; f 2 F

0

sind freie Symbole und z

i

; v

i

; u

i

2 X Variablen.

P � z

1

+ f(z

3

)

?

= z

2

+ f(z

1

)

2

�!

VA

(9v

1

; v

2

) z

1

+ v

1

?

= z

2

+ v

2

^ v

1

?

= f(z

3

) ^ v

2

?

= f(z

1

)

Nun kann auf z

1

+ v

1

?

= z

2

+ v

2

die Regel AC-Res angewendet werden. Das Ergebnis

sind sieben gel

�

oste Formen, die alle bearbeitet werden m

�

ussen. Hier soll dies f

�

ur drei von

diesen Formen gezeigt werden.

1: �!

AC-Res

(9v

1

; v

2

; u

1

; u

2

; u

3

) z

1

?

= u

1

^ v

1

?

= u

2

+ u

3

^ z

2

?

= u

1

+ u

2

^ v

2

?

= u

3

^ v

1

?

= f(z

3

) ^ v

2

?

= f(z

1

)

�!

Conict2

F

Die Regel Conict2 konnte auf die beiden Gleichungen v

1

?

= u

2

+ u

3

und v

1

?

= f(z

3

)

angewendet werden.

2: �!

AC-Res

(9v

1

; v

2

; u

1

; u

2

; u

3

) z

1

?

= u

1

+ u

2

^ v

1

?

= u

3

^ z

2

?

= u

1

+ u

3

^ v

2

?

= u

2

^ v

1

?

= f(z

3

) ^ v

2

?

= f(z

1

)

�!

Check

�

F

In diesem Fall entsteht der zusammengesetzte Zyklus z

1

?

= u

1

+u

2

^ u

2

?

= v

2

^ v

2

?

= f(z

1

),

so da� die Regel Check

�

angewendet werden kann.

3: �!

AC-Res

(9v

1

; v

2

; u

1

; u

2

) z

1

?

= u

1

^ v

1

?

= u

2

^ v

1

?

= f(z

3

) ^ v

2

?

= f(z

1

)

3

�!

Var-Rep

(9v

1

; v

2

; u

1

; u

2

) z

1

?

= u

1

^ v

1

?

= u

2

^ z

2

?

= z

1

^ v

2

?

= u

2

^ u

2

?

= f(z

3

) ^ u

2

?

= f(z

1

)

3

�!

EQE

(9u

2

) z

2

?

= z

1

^ u

2

?

= f(z

3

) ^ u

2

?

= f(z

1

)

�!

E

0

-Res

(9u

2

) z

2

?

= z

1

^ z

3

?

= z

1

^ u

2

?

= f(z

1

)

�!

EQE

z

2

?

= z

1

^ z

3

?

= z

1

Dies ist der einzige Fall aus den sieben gel

�

osten Formen der AC-Uni�kation, der nicht ab-

bricht und zu einer L

�

osung f

�

uhrt. Im ersten Schritt werden durch dreimaliges Ausf

�

uhren

der Regel Var-Rep die Substitutionen fu

1

7! z

1

g, fv

1

7! u

2

g und fv

2

7! u

2

g auf den jewei-

ligen Rest des Uni�kationsproblems angewendet. Anschlie�end werden die so

�

uber

�

ussig

gewordenen drei Variablen u

1

, v

1

und v

2

mit der Regel EQE entfernt. Danach wird das
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in der freien Theorie neu entstandene Teilproblem mit der Regel E

0

-Res gel

�

ost und zum

Schlu� die danach

�

uber

�

ussige Variable u

2

gel

�

oscht. Da das Ergebnis schon eine gel

�

oste

Form ist, kann die Substitution sofort ohne eine Transformation mit den Regeln Rep und

EQE gebildet werden. Das Ergebnis, das der Kombinationsalgorithmus liefert, ist also

fz

2

7! z

1

; z

3

7! z

1

g.

Das folgende Beispiel zeigt, da� der Algorithmus nur f

�

ur regul

�

are, kollapsfreie Theorien

geeignet ist.

Beispiel 2.2 Das Uni�kationsproblem P = x

?

= +(y; z) ^ y

?

= f(x) mit F

0

= ffg

und F

1

= f+; 0g kann mit der Regel Check

�

abgebrochen werden. F

�

ur die nicht regul

�

are

Theorie E

1

= f+(x; x) = 0g existiert aber die L

�

osung fx 7! 0; y 7! f(0); z 7! f(0)g.

Das Uni�kationsproblem P = f(x)

?

= +(y; z) mit F

0

= ffg und F

1

= f+; 0g kann mit

der Regel Conict1 zum Abbruch gef

�

uhrt werden. Es hat f

�

ur die nicht kollapsfreie Theorie

E

1

= f+(x; 0) = xg aber die L

�

osung fy 7! f(x); z 7! 0g.

2.3 Bedingungen f

�

ur elementare AC-Uni�kation

F

�

ur die Variablen eines puren Teilproblems (insbesondere f

�

ur die Abstraktionsvariablen)

gelten im gesamten Uni�kationsproblem bestimmte Bedingungen, die den Suchraum f

�

ur

die L

�

osungen beschr

�

anken. Deshalb ist es sinnvoll, diese Bedingungen bei der L

�

osung eines

solchen Teilproblems durch elementare AC-Uni�kation mit der Regel E-Res einzubezie-

hen. So f

�

uhrt es z. B. zu einem ergebnislosen Abbruch des Berechnungspfades, wenn einer

Variablen, der im urspr

�

unglichen Uni�kationsproblem schon ein Term zugewiesen wurde,

mit der Regel E-Res ein neuer Term zugewiesen wird, der mit dem ersten Term nicht uni-

�zierbar ist. Solche Bedingungen gelten in

�

ahnlicher Weise auch f

�

ur andere Theorien, sind

aber wegen der speziellen Form des Ergebnisses der elementaren AC-Uni�kation f

�

ur allge-

meine AC-Uni�kation besonders wirkungsvoll und sollen im folgenden f

�

ur diese Theorie

vorgestellt werden. Sei E = AC

1

[ : : : [ AC

n

also eine Kombination von AC-Theorien

mit den AC-Symbolen F

i

= f+

i

g. Au�erdem enthalte die Signatur weiterhin die freien

Funktionssymbole F

0

.

Ein Uni�kationsproblem habe die Form

P

0

� (9y

1

; : : : ; y

q

)P

V

^ P

0

^ P

1

^ : : : ^ P

n

:

Dabei sind

P

h

f

�

ur h 2 f0; : : : ; ng die Gleichungen s

?

= t mit s(�); t(�) 2 F

h

[ X und s =2 X oder

t =2 X und

P

V

die Gleichungen s

?

= t mit zwei Variablen s; t 2 X .
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Im Gegensatz zu vorher werden in den P

h

nun nicht mehr die puren Gleichungen ge-

sammelt, sondern die Gleichungen werden nach der Theorie des Kopfsymbols der beiden

Terme sortiert. Ein Uni�kationsproblem in einer anderen Form, d. h. mit einer Gleichung,

bei der die Kopfsymbole der beiden Terme zu verschiedenen Theorien geh

�

oren, kann mit

der Regel Conict1 sofort als unl

�

osbar erkannt werden.

Als erstes sollten immer so weit wie m

�

oglich die Regeln Var-Rep und EQE auf die Glei-

chungen in P

V

angewandt werden. Ist dies geschehen, sollte als n

�

achstes das Uni�kations-

problem P

0

gel

�

ost werden, weil dies von geringerer Komplexit

�

at ist, als das L

�

osen eines

AC-Problems. Sind diese beiden Schritte bereits durchgef

�

uhrt, kann ein Teilproblem P

h

mit h > 0 ausgesucht werden, das als n

�

achstes mit elementarer AC-Uni�kation gel

�

ost

werden soll.

Zuerst wird f

�

ur die Fremdterme in den Termen von P

h

mit der Regel VA Variablenab-

straktion durchgef

�

uhrt, so da� ein Uni�kationsproblem

P

1

� (9y

1

; : : : ; y

q

; v

1

; : : : ; v

l

)P

p

h

^ P

a

h

^ P

0

mit

P

0

� P

V

^ P

0

^ : : : ^ P

h�1

^ P

h+1

^ : : : ^ P

n

entsteht. Dabei sind P

a

h

die neu entstanden Gleichungen der Form v

i

?

= r

i

mit den Abstrak-

tionsvariablen V = fv

1

; : : : ; v

l

g, und P

p

h

ist ein pures Uni�kationsproblem in AC

h

, das mit

der Regel E-Res gel

�

ost werden kann. Seien Z = fz

1

; : : : ; z

k

g = V ar(P

p

h

) n V � Arg

+

h

(P

p

h

)

die restlichen Variablen in P

p

h

. Eine gel

�

oste Form zu P

p

h

, wie sie der Algorithmus in Kapitel

3 liefert, hat die Gestalt

P

s

h

� (9u

1

; : : : ; u

p

)z

1

?

= s

1

^ : : : ^ z

k

?

= s

k

^ v

1

?

= t

1

^ : : : ^ v

l

?

= t

l

mit s

i

; t

i

2 T (f+

h

g;U) und den neuen Variablen U = fu

1

; : : : ; u

p

g, d. h. jeder Variablen

des Uni�kationsproblems wird eine neue Variable oder ein AC-Term mit neuen Variablen

aus U als Argumente zugewiesen. Das gesamte Uni�kationsproblem hat dann die Form

P

2

� (9y

1

; : : : ; y

q

; v

1

; : : : ; v

l

; u

1

; : : : ; u

p

)P

s

h

^ P

a

h

^ P

0

:

Dadurch, da� P

s

h

nun im Kontext von P

a

h

und P

0

weiter behandelt werden mu�, ergeben

sich f

�

ur die gel

�

osten Formen P

s

h

Bedingungen, damit sie zu einer L

�

osung f

�

uhren k

�

onnen. In

den n

�

achsten Unterabschnitten werden diese Bedingungen aufgez

�

ahlt und am folgenden

Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 2.3 Das Uni�kationsproblem, das im Rest des Kapitels als Beispiel dienen soll,

ist P

0

� z

1

+ f(a)

?

= z

2

+ z

3

+ g(b) ^ z

3

?

= f(z

4

). Dabei ist + 2 F

1

ein AC-Symbol,

a; b; f; g 2 F

0

sind freie Symbole und z

i

; v

i

; u

i

2 X Variablen. Durch zweimaliges Anwen-

den der Regel VA erh

�

alt man

P

1

� (9v

1

; v

2

; v

3

)z

1

+ v

1

?

= z

2

+ z

3

+ v

2

^ z

3

?

= f(z

4

) ^ v

1

?

= f(a) ^ v

2

?

= g(b):

Die vollst

�

andige Menge von sequentiell gel

�

osten Formen f

�

ur das in AC

+

pure Uni�ka-

tionsproblem P

p

+

� z

1

+ v

1

?

= z

2

+ z

3

+ v

2

hat 25 Elemente. Eins dieser Elemente ist

P

s

1

+

� (9u

1

; u

2

; u

3

)z

1

?

= u

1

^ v

1

?

= u

2

+ u

3

^ z

2

?

= u

1

^ z

3

?

= u

2

^ v

3

?

= u

3

:
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2.3.1 Bedingungen f

�

ur Abstraktionsvariablen

Die Abstraktionsvariablen v

i

sind in P

2

existenzquanti�ziert und kommen genau zweimal

darin vor; einmal in der Gleichung v

i

= t

i

und einmal in der Gleichung v

i

?

= r

i

. Da v

i

?

= r

i

durch Variablenabstraktion entstanden ist, d. h. r

i

in einem Term mit +

h

als Kopfsymbol

ein Fremdterm war, gilt r

i

(�) 6= +

h

. Wird einer Abstraktionsvariablen v

i

ein Term t

i

mit

dem AC-Kopfsymbol +

h

zugewiesen, hat dieser L

�

osungszweig keine E-L

�

osung, da die

Regel Conict2 auf v

i

?

= t

i

und v

i

?

= r

i

anwendbar ist. Den Abstraktionsvariablen d

�

urfen

also nur Variablen zugewiesen werden.

Bedingung 2.1

v

?

= t) F;

wenn v eine Abstraktionsvariable ist und t =2 X .

Beispiel 2.4 Im obigen Beispiel f

�

allt die L

�

osung P

s

1

+

weg, weil der Abstraktionsvariablen

v

1

ein AC-Term zugewiesen wird (auf die Gleichungen v

1

?

= u

2

+ u

3

und v

1

?

= f(a) kann

die Regel Conict2 angewendet werden).

Aus dieser Bedingung, die f

�

ur die gel

�

osten Formen purer AC-Probleme nur eine bestimmte

Gestalt zul

�

a�t, ergeben sich Konsequenzen f

�

ur das gesamte Uni�kationsproblem. Eine

gel

�

oste Form kann also nur die Gestalt

P

s

h

� (9u

1

; : : : ; u

p

)z

1

?

= s

1

^ : : : ^ z

k

?

= s

k

^ v

1

?

= u

j

1

^ : : : ^ v

l

?

= u

j

l

mit s

i

2 T (f+

h

g;U) und u

j

i

2 U = fu

1

; : : : ; u

p

g haben. Da den Abstraktionsvariablen v

i

nach Bedingung 2.1 nur Variablen zugewiesen werden d

�

urfen, kann man nun im gesamten

Uni�kationsproblem f

�

ur die v

i

l-mal die Regeln Var-Rep anwenden und so jedes v

i

in den

durch Variablenabstraktion entstandenen Gleichungen v

i

?

= r

i

durch u

j

i

ersetzen. Danach

kommt jedes v

i

nur noch einmal in der Gleichung v

i

?

= u

j

i

im Uni�kationsproblem vor.

Deshalb kann man durch l-maliges Anwenden von EQE alle Abstraktionsvariablen in V

aus dem Uni�kationsproblem entfernen. Das gesamte Uni�kationsproblem hat dann die

Form

P

3

� (9u

1

; : : : ; u

p

; y

1

; : : : ; y

q

)z

1

?

= s

1

^ : : : ^ z

k

?

= s

k

^ u

i

1

?

= r

1

^ : : : ^ u

i

l

?

= r

l

^ P

0

:

Nun noch einmal die Schritte im

�

Uberblick.
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P

0

h

� P

h

l

�!

VA

P

1

h

� (9v

1

; : : : ; v

l

) P

p

h

^ v

1

?

= r

1

^ : : : ^ v

l

?

= r

l

�!

AC

h

-Res

P

2

h

� (9v

1

; : : : ; v

l

; u

1

; : : : ; u

p

) z

1

?

= s

1

^ : : : ^ z

k

?

= s

k

^

v

1

?

= u

i

1

^ : : : ^ v

l

?

= u

i

l

^

v

1

?

= r

1

^ : : : ^ v

l

?

= r

l

l

�!

Var-Rep

P

2

0

h

� (9v

1

; : : : ; v

l

; u

1

; : : : ; u

p

) z

1

?

= s

1

^ : : : ^ z

k

?

= s

k

^

v

1

?

= u

i

1

^ : : : ^ v

l

?

= u

i

l

^

u

i

1

?

= r

1

^ : : : ^ u

i

l

?

= r

l

l

�!

EQE

P

3

h

� (9u

1

; : : : ; u

p

) z

1

?

= s

1

^ : : : ^ z

k

?

= s

k

^

u

i

1

?

= r

1

^ : : : ^ u

i

l

?

= r

l

Dieses Schema zeigt, wie durch Ausnutzung von Bedingung 2.1 alle Abstraktionsvariablen,

die zur Anwendung der elementaren AC-Uni�kation ben

�

otigt wurden, wieder verschwin-

den. Die so aus P

h

entstandene Form P

3

h

hei�t AC

+

h

-gel

�

oste Form zu P

h

. Die dabei

durchgef

�

uhrten Schritte werden in einer neuen Regel zusammengefa�t.

Regel C-AC-Res (Constraint AC-Res)

P

h

) P

s

h

;

wenn s(�); t(�) 2 F

h

[X f

�

ur alle s

?

= t in P

h

und P

s

h

eine AC

+

h

-gel

�

oste Form

zu P

h

ist.

Da diese Regel vollst

�

andig aus Regeln aus S zusammengesetzt ist,

�!

C-AC-Res

=

l

�!

VA

�!

AC-Res

l

�!

Var-Rep

l

�!

EQE

;

ist auch die Regelmenge S [ fC-AC-Resg korrekt, terminierend und vollst

�

andig. Da au-

�erdem C-AC-Res immer anwendbar ist, wenn E-Res auf eine AC-Theorie anwendbar

ist (l = 0), kann E-Res auf die Regel E

0

-Res zur Uni�kation freier Terme reduziert wer-

den. Die Regelmenge S

0

= fVA; E

0

-Res;C-AC-Res;Conict1;Conict2;Check

�

;Var-Rep;

EQEg erh

�

alt also auch die Menge der L

�

osungen f

�

ur ein Uni�kationsproblem, terminiert

f

�

ur jede Eingabe und liefert eine vollst

�

andige Menge von sequentiell gel

�

osten Formen.

Statt eines normalen Algorithmus zur elementaren AC-Uni�kation, wird f

�

ur die Regel

C-AC-Res nun ein Algorithmus ben

�

otigt, der AC-gel

�

oste Formen liefert. Dieser Algorith-

mus ist in gewisser Weise weiterhin elementar, da die Uni�kation nur f

�

ur ein AC-Symbol

durchgef

�

uhrt wird. Das zu l

�

osende Uni�kationsproblem kann aber auch Fremdterme, d. h.

Symbole aus anderen Theorien enthalten. Diese Fremdterme werden dann aber nicht

untereinander uni�ziert, sondern nur

�

uber Variablen gleichgesetzt. Die Uni�kation der

Fremdterme wird dann vom Kombinationsalgorithmus weiter bearbeitet. In Kapitel 3

wird gezeigt, wie sich ein Algorithmus zur elementaren AC-Uni�kation einfach zu einem
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Algorithmus zur elementaren AC-Uni�kation mit Fremdtermen modi�zieren l

�

a�t. In die-

sem modi�zierten Algorithmus, der durch die Regel C-AC-Res aufgerufen wird, werden

die Abstraktionsvariablen nicht mehr ben

�

otigt, so da� auf ihre Erzeugung ganz verzichtet

werden kann. Eine Variablenabstraktion �ndet implizit aber immer noch statt, was sich

darin bemerkbar macht, da� zwei Fremdterme nicht direkt gleichgesetzt werden, sondern

nur

�

uber eine durch die elementare AC-Uni�kation eingef

�

uhrte Variable.

Beispiel 2.5 Im obigen Beispiel kann die Regel C-AC-Res nun direkt auf das Uni�ka-

tionsproblem z

1

+ f(a)

?

= z

2

+ z

3

+ g(b) angewendet werden, ohne da� eine Variablenab-

straktion n

�

otig ist. Es gibt dann noch 5 L

�

osungen. Drei dieser L

�

osungen sind

P

s

2

+

� (9u

1

; u

2

; u

3

; u

4

) z

1

?

= u

1

+ u

2

+ u

3

^ f(a)

?

= u

4

^

z

2

?

= u

1

^ z

3

?

= u

2

+ u

4

^ g(b)

?

= u

3

P

s

3

+

� (9u

1

; u

2

; u

3

) z

1

?

= u

1

+ u

2

^ f(a)

?

= u

3

^

z

2

?

= u

1

^ z

3

?

= u

2

^ g(b)

?

= u

3

P

s

4

+

� (9u

1

; u

2

; u

3

) z

1

?

= u

1

+ u

2

^ f(a)

?

= u

3

^

z

2

?

= u

1

^ z

3

?

= u

3

^ g(b)

?

= u

2

:

Alle diese L

�

osungen m

�

ussen in P

0

f

�

ur z

1

+ f(a)

?

= z

2

+ z

3

+ g(b) eingesetzt werden.

2.3.2 Bedingungen f

�

ur freie Variablen

Auch f

�

ur die

�

ubrigen Variablen l

�

a�t sich eine

�

ahnliche Bedingung aufstellen wie f

�

ur die Ab-

straktionsvariablen, wenn ihnen im

�

ubrigen Uni�kationsproblem P

0

ein Term zugewiesen

wird.

Gibt es f

�

ur eine Variable z

i

2 Z eine Gleichung z

i

?

= t in P

0

, so k

�

onnen w

�

ahrend der

elementaren AC-Uni�kation alle L

�

osungspfade abgebrochen werden, die z

i

einen Term s

i

zuweisen, der mit t nicht uni�zierbar ist.

�

Uber die Gestalt von t lassen sich aber noch

weitere Aussagen machen. Es gilt t(�) =2 F

h

, da sonst die Gleichung z

i

?

= t in P

h

und

nicht in P

0

seien m

�

u�te. Ist t 2 V, hat diese Bedingung

�

uberhaupt keine Wirkung, da eine

Variable mit jedem Term uni�zierbar ist. Der Test auf Uni�zierbarkeit zwischen t und s

i

reduziert sich also lediglich auf die

�

Uberpr

�

ufung der Existenz einer Gleichung z

i

?

= t in P

0

mit nicht-variablem t. Existiert so ein z

i

?

= t, dann gilt t(�) 2 F

j

mit j 6= h, woraus sofort

folgt, da� t und s

i

nicht uni�zierbar sind.

Bedingung 2.2

z

?

= s) F;

wenn s =2 X und ein z

?

= t in P

0

existiert mit t =2 X .

Beispiel 2.6 Im obigen Beispiel f

�

allt die L

�

osung P

s

2

+

weg, weil der Variablen z

3

ein AC-

Term zugewiesen wird, obwohl es in P

0

die Gleichung z

3

?

= f(z

4

) gibt (auf die Gleichungen

z

3

?

= u

2

+ u

4

und z

3

?

= f(z

4

) kann die Regel Conict2 angewendet werden).
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Zur

�

Uberpr

�

ufung dieser Bedingung wird dem elementaren Algorithmus die Existenz sol-

cher Terme f

�

ur die Variablen in P

h

�

ubergeben. Den Variablen, f

�

ur die solch ein Term

existiert, d

�

urfen dann nur Variablen und kein AC-Term zugewiesen werden.

2.3.3 Bedingungen f

�

ur Gleichsetzungen durch neue Variablen

Eine weitere fr

�

uh zu erkennende Situation, in der das gerade bearbeitete Uni�kations-

problem keine L

�

osungen mehr haben kann, tritt auf, wenn Terme aus fr

1

; : : : ; r

l

g oder

Variablen in P

h

untereinander gleichgesetzt werden, indem ihnen das gleiche u

i

zugewiesen

wird. Zur Motivation soll dies erst an einem Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel 2.7 Die L

�

osung P

s

3

+

im obigen Beispiel f

�

uhrt zu keiner E-L

�

osung, da den Fremd-

termen f(a) und g(b) die gleiche Variable u

3

zugewiesen wird, obwohl sie nicht uni�zierbar

sind (auf die Gleichungen u

3

?

= f(a) und u

3

?

= g(b) kann die Regel Conict2 angewendet

werden). Eine

�

ahnliche Situation tritt in L

�

osung P

s

4

+

auf, da f(a) und der Variablen z

3

,

der im

�

ubrigen Uni�kationsproblem noch der Term f(z

4

) zugeordnet ist, die gleiche Va-

riable u

3

zugewiesen wird. Nach Anwendung von Var-Rep mit fu

3

7! z

3

g erh

�

alt man die

Gleichungen z

3

?

= f(a) und z

3

?

= f(z

4

). Da die beiden Terme f(a) und f(z

4

) uni�zierbar

sind, kann man diese Ableitung jedoch nicht abbrechen.

Zu jedem u

i

2 U wird die Termmenge

Q

i

= fr

j

j u

i

?

= r

j

in P

3

g [ ft j z

j

?

= u

i

in P

3

und z

j

?

= t in P

0

g

betrachtet. P

3

hat keine L

�

osungen, wenn sich die Terme in einem dieser Q

i

nicht mitein-

ander uni�zieren lassen. Man kann also L

�

osungen P

s

h

au�er acht lassen, die zwei Variablen

oder Fremdtermen dieselbe neue Variable zuweisen, obwohl die Fremdterme selbst oder

die den Variablen in P

0

zugewiesenen Terme nicht miteinander uni�zierbar sind.

Bedingung 2.3

P

s

h

) F;

wenn ein Q

i

= fr

j

j u

i

?

= r

j

in P

s

h

g [ ft j z

j

?

= u

i

in P

s

h

und z

j

?

= t in P

0

g

existiert, das nicht uni�zierbar ist.

Zu jeder Variablen z

i

wird dem elementaren AC-Uni�kationsalgorithmus zur

�

Uberpr

�

ufung

dieser Bedingung die Menge R

0

z

i

= ft j z

i

= t in P

0

und t =2 Xg

�

ubergeben. Damit ist auch

gleichzeitig die Bedingung 2.2, die Existenz eines nicht-variablen Terms t

�

uberpr

�

ufbar.

Da der Test auf Uni�zierbarkeit sehr aufwendig sein kann, versucht man, ihn durch einen

einfacheren zu ersetzen. Dies ist m

�

oglich, da durch die negative Formulierung der Be-

dingung nicht getestet werden mu�, ob Q

i

wirklich uni�zierbar ist, sondern nur, ob es

nicht uni�zierbar ist. Anstatt die Uni�kation wirklich durchzuf

�

uhren, reicht es also, ein

viel einfacheres Kriterium zu benutzen. In Kapitel 3 wird diese Bedingung daher einfach



24 KAPITEL 2. ALLGEMEINE AC-UNIFIKATION

zu einem Test der Kopfsymbole der Terme in Q

i

reduziert. Durch diese Vereinfachung

k

�

onnen dann zwar weniger L

�

osungspfade fr

�

uhzeitig abgebrochen werden, aber man ver-

meidet die aufwendige Durchf

�

uhrung der Uni�kation. Wird ein aufwendigerer Test, wie

z. B. die Uni�kation selbst durchgef

�

uhrt, sollte auch bei einem positiven Ergebnis versucht

werden, die berechnete Information, wie z. B. die Uni�katoren, zu speichern, da sie bei

der sp

�

ater noch durchzuf

�

uhrenden Uni�kation der Terme in Q

i

benutzt werden kann. In

Kapitel 5 wird hierauf n

�

aher eingegangen.

Beispiel 2.8 Im obigen Beispiel f

�

uhrt nur die L

�

osung P

s

4

+

zu einem Ergebnis. Nach

Durchf

�

uhrung der Variablenersetzung und Quantorenelimination erh

�

alt man mit ihr die

Form

(9u

1

; u

2

; u

3

)z

1

?

= u

1

+ u

2

^ z

2

?

= u

1

^ u

3

?

= f(a) ^ u

3

?

= f(z

4

) ^ u

2

?

= g(b);

die nach der Anwendung von E

0

-Res auf die Gleichungen mit freien Termen zu der se-

quentiell gel

�

osten Form

(9u

2

)z

1

?

= z

2

+ u

2

^ z

3

?

= f(a) ^ z

4

?

= a ^ u

2

?

= g(b)

wird. Nach Anwendung von Rep und EQE erh

�

alt man die gel

�

oste Form

z

1

?

= z

2

+ g(b) ^ z

3

?

= f(a) ^ z

4

?

= a:

2.3.4 Zusammenfassung

Die in diesem Abschnitt gezeigten drei Bedingungen f

�

uhren dazu, da� auf die Abstrak-

tionsvariablen f

�

ur die elementare AC-Uni�kation im Kombinationsalgorithmus ganz ver-

zichtet werden kann. Au�erdem f

�

uhren sie dazu, da� viele AC-gel

�

oste Formen schon in der

elementaren AC-Uni�kation f

�

ur das gesamte Uni�kationsproblem als ergebnislos erkannt

werden k

�

onnen. Dies bedeutet nicht nur, da� diese Formen nach ihrer Berechnung nicht an

den Kombinationsalgorithmus

�

ubergeben werden, sondern da� w

�

ahrend der elementaren

AC-Uni�kation ihre Berechnung fr

�

uhzeitig abgebrochen werden kann.



Kapitel 3

Elementare AC-Uni�kation

3.1 Elementare AC-Uni�kation

Elementare AC-Uni�kation ist die Uni�kation von Termen aus T (f+g;X ) mit + 2 AC.

Gegeben ist also ein Uni�kationsproblem P � s

1

?

= t

1

; : : : ; s

m

?

= t

m

mit s

i

; t

i

2 T (f+g;X )

und gesucht wird eine vollst

�

andige Menge von sequentiell gel

�

osten Uni�kationsproblemen.

Der hier vorgestellte Algorithmus liefert die Uni�kationsprobleme sogar in gel

�

oster Form.

Als erstes werden die zu P geh

�

orenden diophantischen Gleichungen aufgestellt. Seien

fz

1

; : : : ; z

n

g = Arg

+

(P ) = V ar(P ) die AC-Argumente von + in P und d(z

i

; fs

j

?

= t

j

g)

die Anzahl der Auftreten von z

i

in s

j

minus der Anzahl der Auftreten von z

i

in t

j

. Dann

sind die diophantischen Gleichungen von P

2

6

6

4

d(z

1

; fs

1

= t

1

g) : : : d(z

n

; fs

1

= t

1

g)

.

.

.

.

.

.

d(z

1

; fs

m

= t

m

g) : : : d(z

n

; fs

m

= t

m

g)

3

7

7

5

0

B

B

@

x

1

.

.

.

x

n

1

C

C

A

=

~

0

m

;

die als A~x =

~

0 mit den Unbekannten ~x = (x

1

; : : : ; x

n

) bezeichnet werden.

Beispiel 3.1 Die zu z

1

+ z

1

?

= z

3

+ z

4

^ z

1

+ z

2

?

= z

3

+ z

4

+ z

4

mit z

1

; z

2

; z

3

; z

4

2 X

geh

�

orenden diophantischen Gleichungen sind

"

2 0 �1 �1

1 1 �1 �2

#

0

B

B

B

@

x

1

x

2

x

3

x

4

1

C

C

C

A

=

 

0

0

!

mit

0

B

B

B

@

x

1

x

2

x

3

x

4

1

C

C

C

A

= ~x:

Die nat

�

urlichzahligen L

�

osungen eines solchen Gleichungssystems sind

S(A) = f~s 2 IN

n

j A~s =

~

0g:

25
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F

�

ur die AC-Uni�kation interessieren nur die minimalen L

�

osungen, d. h. die L

�

osungen

ungleich null, f

�

ur die keine kleinere L

�

osung ungleich null existiert:

�S(A) = f~s 2 S(A) j ~s 6=

~

0 und es existiert kein

~

t 2 S(A) mit

~

0 <

~

t < ~sg:

Diese Menge ist immer endlich. Algorithmen zu ihrer Berechnung werden in Kapitel 4

vorgestellt.

Beispiel 3.2 Die Menge der minimalen L

�

osungen wird in den Beispielen zur besseren

Lesbarkeit in Tabellenform untereinander und zusammen mit den AC-Argumenten und

der Matrix der diophantischen Gleichung dargestellt. Im obigen Beispiel also

Arg

+

(P ) = f z

1

z

2

z

3

z

4

g

A =

"

2 0 �1 �1

1 1 �1 �2

#

�S(A) = f( 1 3 0 2 ) (~s

1

)

( 1 1 2 0 ) (~s

2

)

( 1 2 1 1 )g: (~s

3

)

Auch (2 3 3 1) ist eine L

�

osung, ist aber nicht minimal, da ~s

2

< (2 3 3 1).

Im n

�

achsten Schritt werden bestimmte Teilmengen der Menge der minimalen L

�

osungen

�S(A) bestimmt. Eine Teilmenge S = f~s

1

; : : : ; ~s

p

g � �S(A) ist gro� genug, wenn jede

"

Spalte\ in der Tabellennotation wie im obigen Beispiel in mindestens einer L

�

osung in S

gr

�

o�er null ist, d. h. wenn

p

X

j=1

~s

j

(i) > 0 f

�

ur alle i 2 f1; : : : ; ng: (3.1)

Im letzten Schritt werden dann die gel

�

osten Uni�kationsprobleme zu S aufgestellt. Dabei

entspricht jeder Teilmenge, die gro� genug ist, genau ein gel

�

ostes Uni�kationsproblem.

Zuerst wird jeder L

�

osung ~s

i

eine neue Variable u

i

zugeordnet. Die gel

�

oste Form zu einer

Teilmenge S = f~s

1

; : : : ; ~s

p

) ist dann

P

s

� (9u

1

; : : : ; u

p

)z

1

?

= u

~s

1

(1)

1

+ : : :+ u

~s

p

(1)

p

^ : : : ^ z

n

?

= u

~s

1

(n)

1

+ : : :+ u

~s

p

(n)

p

:

Dabei ist u

0

i

+ t = t und u

n+1

i

= u

i

+ u

n

i

. Die Bedingung, da� S gro� genug ist, sorgt

daf

�

ur, da� dies sinnvoll ist und kein

"

leerer\ Term auftritt. Die gel

�

osten Formen aller

Teilmengen, die gro� genug sind, sind eine vollst

�

andige Menge von gel

�

osten Formen f

�

ur

P .

Beispiel 3.3 Die Teilmengen, die im Beispiel gro� genug sind, sind f~s

3

g; f~s

1

; ~s

3

g, f~s

2

;

~s

3

g, f~s

1

; ~s

2

g und f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g. Werden ~s

1

; ~s

2

; ~s

3

die Variablen u

1

; u

2

; u

3

zugeordnet, so ist

die gel

�

oste Form zu f~s

2

; ~s

3

g

(9u

2

; u

3

)z

1

?

= u

2

+ u

3

^ z

2

?

= u

2

+ u

3

+ u

3

^ z

3

?

= u

2

+ u

2

+ u

3

^ z

4

?

= u

3

:
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3.2 Elementare AC-Uni�kation mit Fremdtermen

Sei nun P � s

1

?

= t

1

^ : : : ^ s

m

?

= t

m

mit s

i

; t

i

2 T (�;X ), aber weiterhin

s

i

(�); t

i

(�) 2 X [ F

h

. Die Fremdterme in P seien fr

1

; : : : ; r

l

g = Arg

+

(P ) n X . Ersetzt

man diese Terme durch die Abstraktionsvariablen fv

1

; : : : ; v

l

g so kann man den obigen

Algorithmus zur elementaren AC-Uni�kation benutzen, wenn man anschlie�end die Glei-

chungen v

1

?

= r

1

; : : : ; v

l

?

= r

l

zum Uni�kationsproblem hinzuf

�

ugt. In diesem Abschnitt soll

nun aber gezeigt werden, wie man die in Kapitel 2 gezeigten Bedingungen einh

�

alt und da-

durch auf die Abstraktionsvariablen verzichten kann.

�

Ahnliche Bedingungen sind zum Teil

auch schon in [23], [8] und [16] vorgeschlagen worden. Aber die Bedingungen in [16], die

den hier vorgestellten am n

�

achsten kommen, beziehen sich auf den (h

�

au�g auftretenden)

Spezialfall, da� jedes AC-Argument nur einmal vorkommt. Bei allen drei Verfahren wer-

den au�erdem die Bedingungen nicht an den Algorithmus zum L

�

osen der diophantischen

Gleichungen weitergegeben, und sie beziehen sich nur auf ein Termpaar, das uni�ziert

werden soll. F

�

ur die AC-Theorie ist es aber wichtig, auch Mengen von Termpaaren mit

der elementaren Uni�kation l

�

osen zu k

�

onnen, wie in Kapitel 5 gezeigt wird.

Seien fa

1

; : : : ; a

n

g = Arg

+

(P ) die AC-Argumente der Terme in P . Die diophantischen

Gleichungen werden nun wie oben aufgestellt:

2

6

6

4

d(a

1

; fs

1

= t

1

g) : : : d(a

n

; fs

1

= t

1

g)

.

.

.

.

.

.

d(a

1

; fs

m

= t

m

g) : : : d(a

n

; fs

m

= t

m

g)

3

7

7

5

0

B

B

@

x

1

.

.

.

x

n

1

C

C

A

= 0

m

:

Bedingung 2.1, die besagt, da� einer Abstraktionsvariablen nur eine Variable zugewiesen

werden darf, kann man einhalten, indem man eine zus

�

atzliche Anforderung an die Teil-

mengen stellt. Eine Teilmenge von L

�

osungen S � �S(A) ist f

�

ur Fremdterme klein

genug, wenn jede zu einem Fremdterm geh

�

orende Spalte genau eine 1 und sonst nur 0

enth

�

alt:

X

~s

i

2S

~s

i

(j) = 1 f

�

ur alle j mit a

j

=2 X : (3.2)

Nun werden nur noch zu den Teilmengen, die gro� genug und f

�

ur Fremdterme klein genug

sind, gel

�

oste Formen aufgestellt. Da nun in einer gel

�

osten Form zu einer Teilmenge den

Fremdtermen fr

1

; : : : ; r

l

g durch die Uni�kation nur Variablen zugewiesen werden, kann

auf die Variablenabstraktion verzichtet werden und man erh

�

alt die von der Regel C-AC-

Res in Kapitel 2 geforderte AC-gel

�

oste Form des Uni�kationsproblems.

Beispiel 3.4 F

�

ur P � z

1

+ z

2

?

= a + f(z

3

) mit z

1

; z

2

; z

3

2 X ; a; f 2 F

0

sind die AC

+

-

Argumente, die Matrix der diophantischen Gleichungen und die Menge der minimalen
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L

�

osungen aus der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Arg

+

(P ) = f z

1

z

2

a f(z

3

)g

A = [ 1 1 �1 �1 ]

�S(A) = f( 1 0 1 0 ) (~s

1

)

( 0 1 0 1 ) (~s

2

)

( 1 0 0 1 ) (~s

3

)

( 0 1 1 0 )g (~s

4

)

Die einzigen Teilmengen, die gro� genug und f

�

ur Fremdterme klein genug sind, sind f~s

1

; ~s

2

g

und f~s

3

; ~s

4

g mit den AC

+

-gel

�

osten Formen

(9u

1

; u

2

)z

1

?

= u

1

^ z

2

?

= u

2

^ u

1

?

= a ^ u

2

?

= f(z

3

) und

(9u

3

; u

4

)z

1

?

= u

3

^ z

2

?

= u

4

^ u

4

?

= a ^ u

3

?

= f(z

3

):

Es gibt sieben Teilmengen, die gro� genug sind. Die zus

�

atzlichen f

�

unf Teilmengen sind aber

nicht nach Gleichung 3.2 f

�

ur Fremdterme klein genug und f

�

ur sie braucht daher keine

gel

�

oste Form aufgestellt zu werden. So enth

�

alt z. B. f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g in der vierten Spalte,

der der Fremdterm f(z

3

) zugeordnet ist, in ~s

2

und ~s

3

einen Wert ungleich null, d. h.

~s

1

(4) + ~s

2

(4) + ~s

3

(4) > 1. Das mit dieser Teilmenge erzeugte Uni�kationsproblem h

�

atte

die Gleichung u

2

+ u

3

?

= f(z

3

) enthalten, die keine E-L

�

osung hat.

Nun sollen auch noch die restlichen Bedingungen aus Kapitel 2 ber

�

ucksichtigt werden. Da-

zu wird dem Algorithmus zu jeder Variablen z 2 Arg

+

(P )\X eine Termmenge R

0

z

�

uberge-

ben. Diese enth

�

alt die nicht-variablen Terme, mit denen z im

�

ubrigen Uni�kationsproblem

vor Aufruf der elementaren AC-Uni�kation gleichgesetzt wurde. Jedem AC-Argument a

j

(und damit jeder Spalte in der Matrix der diophantischen Gleichungen) wird nun eine

Termmenge R

j

zugeordnet. Ist a

j

= z eine Variable, so ist R

j

= R

0

z

; sonst ist a

j

ein

Fremdterm und R

j

= fa

j

g.

F

�

ur die Terme t 2 R

j

gilt t(�) 2 F

i

mit i 6= h. F

�

ur alle Variablen z

j

, denen eine nicht-

leere Termmenge zugeordnet ist, kann nach Bedingung 2.2 dieselbe Anforderung an die

passenden Teilmengen gestellt werden, wie f

�

ur die Abstraktionsvariablen. Diesen Variablen

darf durch die elementare AC-Uni�kation nur eine Variable zugewiesen werden und daher

mu� eine Spalte, der eine solche Variable zugeordnet ist, genau eine 1 und sonst nur 0

enthalten. Eine Teilmenge S von L

�

osungen ist also klein genug, wenn

X

~s

i

2S

~s

i

(j) � 1 f

�

ur alle j mit R

j

6= ;: (3.3)

Man beachte, da� durch die De�nition von R

j

f

�

ur Fremdterme a

j

diese Gleichung die

Gleichung 3.2 subsumiert und damit eine Menge von L

�

osungen, die klein genug ist, auch

klein genug f

�

ur Fremdterme ist.

Eine Teilmenge ist passend, wenn sie gro� genug (Gleichung 3.1) und klein genug ist.

Um eine vollst

�

andige Menge von gel

�

osten Formen f

�

ur das gesamte Uni�kationsproblem

zu erhalten, brauchen hier nur die passenden Teilmengen betrachtet zu werden.
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Bedingung 2.3 besagt, da� die implizit

�

uber eine Variable u

i

gleichgesetzten Terme uni�-

zierbar sein m

�

ussen, um zu einer L

�

osung zu f

�

uhren. Auf diese Art gleichgesetzt, werden

alle Terme, die den Spalten zugeordnet sind, die in der L

�

osung ~s

i

ungleich 0 ist. Die Menge

dieser Terme ist Q

i

= ft j t 2 R

j

; ~s

i

(j) > 0g. Sind die Terme in Q

i

nicht miteinander

uni�zierbar, kann eine Teilmenge, die ~s

i

enth

�

alt, nicht zu einer L

�

osung f

�

uhren.

Beispiel 3.5 F

�

ur

P � z

1

+ z

1

+ z

2

?

= z

3

+ f(z

4

) + g(z

5

) ^ z

2

?

= f(z

6

)

mit z

i

2 X , g; f 2 F

0

wird die elementare AC-Uni�kation mit

P

+

� z

1

+ z

1

+ z

2

?

= z

3

+ f(z

4

) + g(z

5

) und R

z

1

= R

z

3

= ;; R

z

2

= ff(z

6

)g

aufgerufen. Die AC

+

-Argumente, die zugeordneten Termmengen, die Matrix der diophan-

tischen Gleichungen und die Menge der minimalen L

�

osungen sind in der folgenden Tabelle

zu sehen.

Arg

+

(P ) = f z

1

z

2

z

3

f(z

4

) g(z

5

) g

R

j

; ff(z

6

)g ; ff(z

4

)g fg(z

5

)g

A = [ 2 1 �1 �1 �1 ]

�S(A) = f( 1 0 2 0 0 ) (~s

1

)

( 1 0 0 2 0 ) (~s

2

)

( 1 0 0 0 2 ) (~s

3

)

( 1 0 1 1 0 ) (~s

4

)

( 1 0 1 0 1 ) (~s

5

)

( 1 0 0 1 1 ) (~s

6

)

( 0 1 1 0 0 ) (~s

7

)

( 0 1 0 1 0 ) (~s

8

)

( 0 1 0 0 1 )g (~s

9

)

Die Menge f~s

5

; ~s

7

; ~s

8

g ist keine passende Teilmenge, weil sie nach 3.3 nicht klein genug

ist. Die zweite Spalte, der eine nicht leere Termmenge zugeordnet ist, enth

�

alt in ~s

7

und

~s

8

einen Wert ungleich null, d. h. ~s

5

(2) + ~s

7

(2) + ~s

8

(2) > 1. Ein aus dieser Teilmenge

berechnetes Uni�kationsproblem h

�

atte die Gleichungen z

2

?

= u

7

+u

8

enthalten. Zusammen

mit der Gleichung z

2

?

= f(z

6

) aus dem urspr

�

unglichen Uni�kationsproblem h

�

atte f

�

ur diesen

Berechnungspfad keine E-L

�

osung existiert.

Die den L

�

osungen ~s

6

und ~s

9

zugeordneten Termmengen Q

6

= ff(z

4

); g(z

5

)g und Q

9

=

ff(z

6

); g(z

5

)g sind nicht uni�zierbar. Diese beiden L

�

osungen k

�

onnen also in keiner passen-

den Teilmenge vorkommen. K

�

ame z. B. ~s

6

in einer Teilmenge vor, so enthielte das daraus

entstandene Uni�kationsproblem die Gleichungen u

6

?

= f(z

4

) und u

6

?

= g(z

5

), die keine

E-L

�

osung haben.

Die L

�

osungen ~s

2

und ~s

3

k

�

onnen ebenfalls in keiner passenden Teilmenge vorkommen.

Eine Teilmenge S, die ~s

2

oder ~s

3

enth

�

alt, ist nicht klein genug, weil

P

~s

i

2S

~s

i

(4) > 1

bzw.

P

~s

i

2S

~s

i

(5) > 1, da ~s

2

(4) = 2 > 1 und ~s

3

(5) = 2 > 1.
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Die passenden Teilmengen in diesem Beispiel sind f~s

5

; ~s

8

g; f~s

4

; ~s

5

; ~s

7

g; f~s

1

; ~s

5

; ~s

8

g und

f~s

1

; ~s

4

; ~s

5

; ~s

7

g. Die AC

+

-gel

�

oste Form zu f~s

5

; ~s

8

g ist

(9u

5

; u

8

)x

1

?

= u

5

^ x

2

?

= u

8

^ z

3

?

= u

5

^ u

8

?

= f(z

4

) ^ u

5

?

= g(z

5

)

Ohne die Bedingungen 2.1, 2.2 und 2.3 h

�

atte es 19 passende Teilmengen gegeben.

Eine L

�

osung ~s

i

, der eine nicht uni�zierbare Termmenge Q

i

zugeordnet ist oder die eine

Spalte j mit einer nicht leeren Termmenge R

j

hat, die einen Wert gr

�

o�er 1 enth

�

alt, kann

in keiner passenden Teilmenge enthalten sein und braucht daher vom Algorithmus zum

L

�

osen der diophantischen Gleichungen auch gar nicht erzeugt zu werden. An jede L

�

osung

~s

i

k

�

onnen also die folgenden Bedingungen gestellt werden.

Bedingung 3.1

~s

i

(j) < 2

f

�

ur alle j mit R

j

6= ;

Bedingung 3.2

Q

i

= ft j t 2 R

j

; ~s

i

(j) > 0g

ist uni�zierbar.

Die Termmengen R

j

m

�

ussen also auch dem Algorithmus zum L

�

osen der diophantischen

Gleichungen

�

ubergeben werden, damit dieser die Bedingungen

�

uberpr

�

ufen kann und nur

die minimalen L

�

osungen liefert, die sie erf

�

ullen. In der Praxis wird man den Test auf

Uni�zierbarkeit aus Komplexit

�

atsgr

�

unden auf einen einfacheren Test reduzieren und z. B.

nur testen, ob Q

i

Terme mit verschiedenen Kopfsymbolen enth

�

alt. Dem Algorithmus zum

L

�

osen der diophantischen Gleichungen wird dann f

�

ur jede Spalte j ein Kopfsymbol f

j

2 �

aus R

j

�

ubergeben (die Terme in R

j

haben alle dasselbe Kopfsymbol, weil sonst die Regel

Conict2 anwendbar war). Wenn R

j

= ; ist, wird ein Platzhalter f

j

= � =2 �

�

ubergeben.

F

�

ur jede L

�

osung ~s

i

wird dann

�

uberpr

�

uft, ob allen Spalten mit einem Wert ungleich null

dasselbe Funktionssymbol zugeordnet ist.

Bedingung 3.2'

f

j

= f

k

f

�

ur alle j; k mit ~s

i

(j) > 0; ~s

i

(k) > 0 und f

j

; f

k

2 �



Kapitel 4

L

�

osen diophantischer

Gleichungssysteme

In diesem Kapitel geht es um das L

�

osen eines diophantischen Gleichungssystems A~x = 0

n

mit den Unbekannten ~x mit L

�

osungen aus IN

n

. Gegeben ist die m � n-Matrix A mit

ganzzahligen Koe�zienten, und gesucht werden die L

�

osungen S(A) = f~s 2 IN

n

j A~s =

0

n

g. Da man nicht alle diese unendlich vielen L

�

osungen aufstellen kann, berechnet man

nur die minimalen L

�

osungen

�S(A) = f~s 2 S(A) j ~s 6= 0

n

und es gibt keine L

�

osung

~

t 2 S(A) mit 0

n

<

n

~

t <

n

~sg:

Die nicht minimalen L

�

osungen ergeben sich dann als Linearkombination der Vektoren aus

�S(A):

S(A) =

8

<

:

X

~s2�S(A)

a

~s

~s j a

~s

2 IN

9

=

;

:

Das Verfahren von Contejean und Devie [6] arbeitet auf eine sehr einfache Art und Weise.

Die Vektoren des IN

n

werden aufgez

�

ahlt bis alle minimalen L

�

osungen gefunden sind. Die

Verfahren von Domenjoud [7] und Pottier [19] arbeiten nach einem anderen Prinzip. Bei

ihnen wird zuerst der L

�

osungsuntervektorraum der diophantischen Gleichungen in QI

n

bzw.

ZZ

n

berechnet. Dann werden in diesen Untervektorr

�

aumen die minimalen nat

�

urlichzahligen

L

�

osungen gesucht.

4.1 Verfahren von Contejean und Devie

Dem Verfahren von Contejean und Devie [6] liegt das Verfahren von Fortenbacher und

Clausen [5] zugrunde. W

�

ahrend in [5] nur das L

�

osen einer diophantischen Gleichung be-

schrieben ist (A ist eine 1 � n-Matrix), wird in [6] dieses Verfahren auf Systeme von

diophantischen Gleichungen erweitert. Die Idee, auf der diese Verfahren beruhen, besteht

darin, die Vektoren aus IN

n

aufzuz

�

ahlen und dabei zu testen, welche von ihnen minimale

31
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�

OSEN DIOPHANTISCHER GLEICHUNGSSYSTEME

L

�

osungen des diophantischen Gleichungssystems sind. Um sicherzustellen, da� der Algo-

rithmus terminiert, werden dazu Schranken ben

�

otigt, die den Bereich, aus dem Vektoren

aufgez

�

ahlt werden, begrenzen.

Die erste bei diesem wie auch bei vielen anderen Verfahren verwendete Schranke entsteht

aus der Beschr

�

ankung auf minimale L

�

osungen: Vektoren, die gr

�

o�er sind als eine mini-

male L

�

osung, brauchen nicht betrachtet zu werden, da diese Vektoren keine minimalen

L

�

osungen sein k

�

onnen. Die zweite, entscheidende Schranke begrenzt den Suchraum auf

Vektoren, die nicht

"

zu weit davon entfernt sind\, eine L

�

osung zu sein.

Um diesen

"

Abstand\ messen zu k

�

onnen, wird zu einer m� n-Matrix A f

�

ur die Vektoren

~a 2 IN

n

, ~a = (a

1

; : : : ; a

n

) der Defekt

~

d

A

(~a) 2 ZZ

m

betrachtet. Er ist de�niert durch

~

d

A

(~a) = A~a;

d. h. f

�

ur die i-te Komponente mit i 2 f1; : : : ; mg gilt

~

d

A

(~a)(i) =

n

X

j=1

A

j

(i)~a(j):

Ein Vektor ~a 2 IN

n

ist genau dann eine L

�

osung, wenn der Defekt

~

d

A

(~a) der Nullvektor

0

m

ist. Da der Defekt eines Einheitsvektors gleich der jeweiligen Spalte in der Matrix

der diophantischen Gleichungen ist,

~

d

A

(~e

j

) = A

j

, sind die Defekte der Einheitsvektoren

D = f

~

d

A

(~e

1

); : : : ;

~

d

A

(~e

n

)g von besonderer Bedeutung. Au�erdem gilt f

�

ur den Defekt von

zwei Vektoren

~

d

A

(~a) +

~

d

A

(

~

b) =

~

d

A

(~a+

~

b).

4.1.1 Aufz

�

ahlen der Vektoren

Das Aufz

�

ahlen der Vektoren aus IN

n

geschieht, indem ausgehend von 0

n

die Komponenten

nacheinander um eins erh

�

oht werden bis eine L

�

osung f

�

ur die diophantischen Gleichungen

erreicht ist. Das entspricht dem sukzessiven Addieren von Vektoren aus D bis das Er-

gebnis gleich 0

m

ist. Die Reihenfolge des Aufz

�

ahlens entspricht der Breitensuche in einem

Baum, in dem jedem Knoten ein Vektor aus IN

n

und der zugeh

�

orige Defekt zugeordnet ist.

Jeder Knoten hat n Nachfolger, deren Vektoren in jeweils einer Komponente gegen

�

uber

dem Vorg

�

anger um eins erh

�

oht sind. Der Wurzel ist (0

n

; 0

m

) zugeordnet und den Nachfol-

gern eines Knoten, dem (~a;

~

d

A

(~a)) zugeordnet ist, sind (~a + ~e

1

;

~

d

A

(~a) +

~

d

A

(~e

1

)); : : : ; (~a +

~e

n

;

~

d

A

(~a) +

~

d

A

(~e

n

)) zugeordnet. F

�

ur jeden Knoten mit (~a;

~

d

A

(~a)) und jeden seiner Nach-

folger mit (~a

0

;

~

d

A

(~a

0

)) gilt ~a <

n

~a

0

.

Der entscheidende Punkt ist nun, welche Knoten mit den darunter liegenden Teilb

�

aumen

wegen der Schranken nicht betrachtet werden m

�

ussen. Die erste Schranke ist trivial.

I. Sind mehreren Knoten dieselben Vektoren zugeordnet, braucht nur einer

dieser Knoten weiter betrachtet zu werden.
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Da f

�

ur einen Knoten mit (~a;

~

d

A

(~a)) die Tiefe im Suchbaum gleich der L

�

ange l(~a) ist, kann

ein Knoten mit denselben Vektoren nur in derselben Tiefe vorkommen. Zur Einhaltung

dieser Schranke ist bei der Behandlung eines Knotens also nur zu testen, ob in der aktuellen

Tiefe des Suchbaums bereits ein Knoten mit diesen Vektoren betrachtet wurde.

Die n

�

achsten beiden Schranken ergeben sich aus der Tatsache, da� nur minimale L

�

osungen

gesucht werden.

II. Ein Knoten mit (~a;

~

d

A

(~a)) und

~

d

A

(~a) = 0

m

braucht nicht weiter betrachtet

zu werden.

Da ein Vektor mit Defekt

~

d

A

(~a) = 0

m

eine L

�

osung ist, brauchen seine Nachfolger nicht

betrachtet zu werden, weil sie keine minimalen L

�

osungen sein k

�

onnen. Der Vektor ~a mu�

nur in die Menge der bereits gefundenen minimalen L

�

osungen aufgenommen werden.

III. Ein Knoten mit (~a;

~

d

A

(~a)) braucht nicht weiter betrachtet zu werden,

wenn eine minimale L

�

osung ~s mit ~s <

n

~a existiert.

Da Breitensuche benutzt wird, hat man, wenn man einen Vektor untersucht, bereits alle

kleineren Vektoren bearbeitet und somit auch alle kleineren L

�

osungen bereits gefunden.

Man mu� zum Testen von Schranke III also nur

�

uberpr

�

ufen, ob der aktuelle Vektor gr

�

o�er

ist als eine der bisher gefundenen L

�

osungen. Diese Schranke verhindert auch, da� L

�

osungen

gefunden werden, die nicht minimal sind.

W

�

ahrend die ersten drei Schranken trivial sind und in

�

ahnlicher Form in den meisten

anderen Algorithmen vorkommen, enth

�

alt die vierte Schranke den eigentlichen Kern des

Verfahrens. Mit ihr soll erreicht werden, da� der Defekt bei jedem Schritt auf den Null-

punkt zuwandert. Dazu wird der Vektorraum ZZ

m

, in dem sich der Defekt bewegt, durch

eine Hyperebene, die senkrecht auf dem alten Defekt

~

d

A

(~a) steht, in zwei Halbr

�

aume

geteilt (siehe Abbildung 4.1). Der neue Defekt

~

d

A

(~a + ~e

j

) mu� nun in dem Halbraum

liegen, in dem auch der Nullpunkt liegt. Dies wird durch die Bedingung

~

d

A

(~a) �

~

d

A

(~e

j

) < 0

ausgedr

�

uckt, wobei � das Skalarprodukt zweier Vektoren ist.

IV. F

�

ur einen Knoten mit (~a;

~

d

A

(~a)) brauchen nur die Nachfolger betrachtet

werden, denen (~a+ ~e

j

;

~

d

A

(~a+ ~e

j

)) mit

~

d

A

(~a) �

~

d

A

(~e

j

) < 0 zugeordnet ist.

In Abbildung 4.2 steht der Algorithmus zur Berechnung der minimalen L

�

osungen, in

dem die vier Schranken benutzt werden. Der Algorithmus ist korrekt, vollst

�

andig und

terminiert. F

�

ur Beweise siehe [6].

4.1.2 Zus

�

atzliche Schranken

Nun sollen die Bedingungen 3.1 und 3.2 aus Kapitel 3 in den Algorithmus

�

ubernommen

werden. Wie in Kapitel 3 beschrieben, wird dem Algorithmus dazu zu jeder Spalte ein
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Abbildung 4.1: Der durch

~

d

A

(~a) �

~

d

A

(~e

j

) < 0 f

�

ur

~

d

A

(~a+ ~e

j

) verbotene Halbraum.

Wert f

j

�

ubergeben, der entweder ein Funktionssymbol aus � oder ein Platzhalter � =2 �

ist. Um die Bedingungen einzuhalten, werden Schranken aufgestellt, die zu den bisherigen

Schranken hinzukommen.

Bedingung 3.1 ist einfach durch eine Schranke auszudr

�

ucken.

V. Ein Knoten mit (~a;

~

d

A

(~a)) braucht nicht weiter betrachtet zu werden,

wenn er eine Komponente j mit ~a(j) > 1 enth

�

alt, f

�

ur die f

j

2 � gilt.

Diese Schranke verhindert, da� eine L

�

osung erzeugt wird, die nie die Gleichung 3.3 erf

�

ullen

kann, weil sie in einer Spalte, der Fremdterme zugeordnet sind, einen Wert gr

�

o�er 1

enth

�

alt. Im Algorithmus mu� getestet werden, ob der gerade erh

�

ohte Wert einer Kompo-

nente gr

�

o�er als 1 ist, wenn dieser Komponente ein Funktionssymbol zugeordnet ist.

Bedingung 3.2' wird durch die folgende Schranke eingehalten.

VI. Ein Knoten mit (~a;

~

d

A

(~a)) braucht nicht weiter betrachtet zu werden,

wenn er zwei Komponenten j und k mit ~a(j) > 0, ~a(k) > 0 enth

�

alt,

f

�

ur die f

j

; f

k

2 � und f

j

6= f

k

gilt.

Diese Schranke verhindert, da� L

�

osungen berechnet werden, die sp

�

ater dazu f

�

uhren, da�

einer Variablen zwei Terme zugewiesen werden, die verschiedene Kopfsymbole haben und

damit nicht uni�zierbar sind. Im Algorithmus wird dann

�

uberpr

�

uft, ob der Komponente,

deren Wert gerade erh

�

oht wurde, ein Funktionssymbol zugeordnet ist. Ist dies der Fall, so

darf den anderen Komponenten mit einem Wert gr

�

o�er null nur dieses Funktionssymbol

oder � zugeordnet sein.

Der Algorithmus aus Abbildung 4.2 wird durch die Erg

�

anzungen dieses Abschnitts ge

�

an-

dert, indem hinter den ersten vier Schranken I.{IV. die folgenden beiden Zeilen eingef

�

ugt

werden.

V. ~a(j) < 2 oder f

j

= � 2 � und

VI. f

j

= � oder f

�

ur alle k 2 f1; : : : ; ng mit ~a(k) > 0 gilt f

k

= � oder f

k

= f

j
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1. V

0

:= f(~e

1

;

~

d

A

(~e

1

)); : : : ; (~e

n

;

~

d

A

(~e

n

))g;M := ;; i := 0:

2. i := i+ 1;V

i

:= ;.

3. F

�

ur alle (~a;

~

d

A

(~a)) 2 V

i�1

F

�

ur alle ~e

j

2 f~e

1

; : : : ; ~e

n

g

Wenn I. (~a+ ~e

j

;

~

d

A

(~a + ~e

j

)) =2 V

i

und

II.

~

d

A

(~a+ ~e

j

) 6= 0

m

und

III. ~s 6<

n

~a + ~e

j

f

�

ur alle ~s 2M und

IV.

~

d

A

(~a) �

~

d

A

(~e

j

) < 0 dann

V

i

:= V

i

[ f(~a+ ~e

j

;

~

d

A

(~a+ ~e

j

))g.

Wenn

~

d

A

(~a+ ~e

j

) = 0

m

dann

M := M [ f~a+ ~e

j

g.

4. Wenn V

i

6= ; dann

weiter mit Schritt 2

sonst

Stopp. M ist die Menge der minimalen L

�

osungen �S(A).

Abbildung 4.2:Algorithmus von E. Contejean und H. Devie zur Berechnung der minimalen

L

�

osungen �S(A)

Die Schranke VI kann e�zienter getestet werden, wenn den Knoten noch ein zus

�

atzlicher

Wert f(~a) zugeordnet wird, der f

�

ur die Wurzel mit dem Null-Vektor der Platzhalter � ist

und der auf ein Funktionssymbol f

j

gesetzt wird, wenn die j-te Komponente mit f

j

2 �

gr

�

o�er null wird. Dann mu� beim Erh

�

ohen des Wertes einer Komponente k nur getestet

werden, ob f(~a) und f

k

gleich sind, wenn es Funktionssymbole sind.
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4.2 Verfahren von Domenjoud

Im Verfahren von Domenjoud wird zuerst der Untervektorraum von QI

n

bestimmt, der

der L

�

osungsraum zu den diophantischen Gleichungen A~x = 0

n

ist, wobei A weiterhin

eine m � n-Matrix ist. Dies geschieht, indem die minimalen L

�

osungen aus IN

n

berechnet

werden, deren Tr

�

agermenge

1

bez

�

uglich der Teilmengenordnung minimal ist.

S

0

(A) =

n

~s 2 �S(A) j es gibt kein

~

t 2 �S(A) mit C(

~

t) � C(~s)

o

Die Vektoren aus S

0

(A) lassen sich im Gegensatz zu den restlichen Vektoren aus �S(A)

direkt aus der Matrix A berechnen. Dazu bildet man f

�

ur alle Teilmengen fi

1

; : : : ; i

m+1

g �

f1; : : : ; ng der Kardinalit

�

at m+ 1 mit A = fA

i

1

; : : : ; A

i

m+1

g die Determinante

D(A) =

�

�

�

�

�

"

~e

i

1

: : : ~e

i

m+1

A

i

1

: : : A

i

m+1

#

�

�

�

�

�

=

m+1

X

j=1

(�1)

j+1

~e

i

j

�

�

�

h

A

i

1

: : : A

i

j�1

A

i

j+1

: : : A

i

m+1

i

�

�

� :

Das Ergebnis ist ein Vektor aus ZZ

n

, da in der Matrix neben den Zahlen aus A auch Ein-

heitsvektoren des IN

n

stehen. Ist D(A) ein Vektor ungleich Null, dessen Komponenten alle

das gleiche Vorzeichen haben, teilt man ihn durch den gr

�

o�ten gemeinsamen Teiler seiner

Komponenten und erh

�

alt so einen Vektor aus S

0

(A). Tut man dies f

�

ur alle Teilmengen A,

erh

�

alt man S

0

(A).

Beispiel 4.1 F

�

ur die Matrix

A =

"

1 2 �1 �1 �1

2 1 �1 �1 �1

#

gibt es

�

5

3

�

= 10 dreielementige Teilmengen ihrer Spalten. F

�

ur die ersten drei Spalten

A = fA

1

; A

2

; A

3

g erh

�

alt man

D(A) =

�

�

�

�

�

�

�

~e

1

~e

2

~e

3

1 2 �1

2 1 �1

�

�

�

�

�

�

�

= �1~e

1

� 1~e

2

� 3~e

3

= (�1 � 1 � 3 0 0):

Da alle Komponenten das gleiche Vorzeichen haben, ist (1 1 3 0 0) ein Vektor aus S

0

(A).

Nur f

�

ur A = fA

1

; A

2

; A

4

g und A = fA

1

; A

2

; A

5

g haben ebenfalls alle Komponenten von

D(A) das gleiche Vorzeichen. Man erh

�

alt

S

0

(A) = f(1 1 3 0 0); (1 1 0 3 0); (1 1 0 0 3)g:

Die Vektoren aus S

0

(A) bestimmen den Untervektorraum der L

�

osungen aus QI

n

f

�

ur die

diophantischen Gleichungen. Alle anderen L

�

osungen aus QI

n

sind dann Linearkombinatio-

nen von Vektoren aus S

0

(A) mit rationalen Koe�zienten. Die Vektoren aus S(A), d. h.

1

Die Tr

�

agermenge C(~s) eines Vektors ~s ist die Menge der Indizes, deren Komponente einen Wert

ungleich Null hat: C(~s) = fi j ~s(i) 6= 0g.
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die L

�

osungsvektoren aus IN

n

, sind Linearkombinationen von linear unabh

�

angigen Vektoren

aus S

0

(A) mit positiven rationalen Koe�zienten(siehe [7]).

S(A) =

8

<

:

X

~s2S

0

(A)

�

~s

~s 2 IN

n

j �

~s

2 QI

+

9

=

;

:

Nun m

�

ussen also noch die restlichen minimalen nat

�

urlichzahligen L

�

osungen aus �S(A)

in dem von S

0

(A) in QI

n

aufgespannten Untervektorraum gesucht werden. Das Problem

besteht darin, alle Kombinationen der �

~s

zu �nden, so da� die Linearkombination ein

ganzzahliger Vektor ist. Da man nur die minimalen L

�

osungen �S(A) sucht, gen

�

ugt es,

0 � �

~s

< 1 zu betrachten. Ein Vektor aus einer Linearkombination mit einem �

~s

� 1 ist

gr

�

o�er als ~s und daher nicht minimal. (Aber auch Linearkombinationen, bei denen �

~s

< 1

gilt, k

�

onnen zu nicht minimalen L

�

osungen f

�

uhren.) Um das im folgenden beschriebene

Verfahren durchf

�

uhren zu k

�

onnen, werden nur die Linearkombinationen von bez

�

uglich QI

linear unabh

�

angigen Vektoren aus S

0

(A) betrachtet. Dies f

�

uhrt allerdings dazu, da� alle

Teilmengen von S

0

(A) betrachtet werden m

�

ussen, die linear unabh

�

angig und bez

�

uglich

der Teilmengenordnung maximal sind.

Sei M eine Matrix, deren Spalten k linear unabh

�

angige Vektoren aus S

0

(A) sind. Ge-

sucht werden alle

~

l = (�

M

1

: : : �

M

k
) 2 [0 : : : 1[

k

, so da� ~s = M

~

l nat

�

urlichzahlig ist. Um

diese zu �nden, wird M zuerst durch ganzzahlige elementare Zeilenumformungen in die

Form

h

T

0

i

gebracht, wobei T eine quadratische obere Dreiecksmatrix mit positiven Zah-

len auf der Diagonalen ist. Ganzzahlige elementare Umformungen einer Matrix sind die

Vertauschung zweier Zeilen, die Multiplikation aller Elemente einer Zeile mit �1 und die

Addition einer mit einer ganzen Zahl multiplizierten Zeile zu einer anderen Zeile. Die

Transformation einer Matrix mit solchen Umformungen entspricht der Multiplikation mit

einer unimodularen Matrix U (jU j = �1), also UM =

h

T

0

i

.

Es gilt ~s = M

~

l 2 ZZ

n

genau dann, wenn T

~

l = ~x 2 ZZ

k

. Da T eine Matrix ist die aus linear

unabh

�

angigen Vektoren besteht, ist T invertierbar, d. h. T

�1

existiert. Durch Umformen

erh

�

alt man die Gleichung

~

l = T

�1

~x, wobei ~x ein ganzzahliger Vektor ist. Da nun ein Weg

existiert,

~

l zu berechnen, braucht man noch eine Einschr

�

ankung auf eine endliche Menge

von zu betrachtenden Vektoren ~x, um alle

~

l bestimmen zu k

�

onnen. Man erh

�

alt diese

Einschr

�

ankung durch die Begrenzung auf die minimalen L

�

osungen, d. h. auf

~

l 2 [0 : : : 1[

k

.

Daher setzt man

~

l = T

�1

~x � bT

�1

~xc setzen, wobei bxc die streichende Rundung ist.

Da M

~

l

1

= M(T

�1

~x) ganzzahlig ist (nach Konstruktion von T ) und M

~

l

2

= MbT

�1

~xc

ganzzahlig ist (bT

�1

~xc und M sind ganzzahlig) ist auch M

~

l =M(

~

l

1

~

l

2

) ganzzahlig.

Sei d = jT j die Determinate von T , d. h. das Produkt der Zahlen auf der Diagonalen von

T und

~

d = (T

1

(1) : : : T

k

(k)) 2 IN

k

der Vektor der Diagonalen. Dann ist d ein gemeinsames

Vielfaches der Nenner in T

�1

und damit sind alle Elemente in dT

�1

und dT

�1

~x ganzzahlig.

Daher gilt

~

l = T

�1

~x�bT

�1

~xc =

1

d

[dT

�1

~x]

d

, wobei [n]

d

der positive Rest der ganzzahligen

Division von n durch d ist.

Da zu jedem ~x 2 ZZ

k

ein ~x

0

2 ZZ

k

mit 0

k

<

k

~x

0

�

~

d existiert, f

�

ur das [dT

�1

~x]

d

= [dT

�1

~x

0

]

d

gilt (siehe [19]), gen

�

ugt es, um alle

~

l zu erhalten, f

�

ur ~x Vektoren einzusetzen, die 0

k

<

k
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~x

0

�

~

d erf

�

ullen, deren Komponenten also alle kleiner sind als die entsprechenden Werte auf

der Diagonale von T . F

�

ur alle so berechnete

~

l istM

~

l eine ganzzahlige L

�

osung von A~x = 0

n

und berechnet man f

�

ur alle Mengen von linear unabh

�

angigen Vektoren aus S

0

(A) nach

diesem Verfahren die neuen L

�

osungen, erh

�

alt man eine Menge, die die restlichen minimalen

L

�

osungen aus �S(A) enth

�

alt. Da nicht alle der so berechneten L

�

osungen minimal sind,

mu� man die nicht minimalen noch aussortieren.

�S(A) � S

0

(A) [ fM

~

l j die Spalten von M sind linear unabh

�

angige

Vektoren aus S

0

(A);

UM =

�

T

0

�

mit unimodularem U;

~

l =

1

d

[dT

�1

~x]

d

mit ~x�

~

d und ~x 2 IN

k

g

Der gesamte Algorithmus ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Durch eine geschickte Wahl des

Zeitpunkts der Multiplikation und Division mit d kann man im Programm das Rechnen

mit Br

�

uchen oder gar Gleitkommazahlen vermeiden. F

�

uhrt man schon w

�

ahrend der Inver-

tierung von T die Multiplikation mit d durch, treten keine Br

�

uche auf, da dT

�1

ganzzahlig

ist. Um bei der Berechnung von

~

l Br

�

uche zu vermeiden, f

�

uhrt man die Division durch d

erst nach der Multiplikation von d

~

l mitM durch. Man berechnet also erst M(d

~

l) und teilt

dann durch d. Das Ergebnis der Division ist ein ganzzahliger L

�

osungsvektor.

Beispiel 4.2 (Fortsetzung von Beispiel 4.1) Da die drei Vektoren aus S

0

(A) linear un-

abh

�

angig sind, kann man sie direkt zu einer Matrix zusammenfassen. Durch elementare

Zeilentransformation oder gleichbedeutend durch Multiplikation mit der unimodularen

Matrix U erh

�

alt man

h

T

0

i

:

UM =

2

6

6

6

6

6

6

4

1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

�1 1 0 0 0

�3 0 1 1 1

3

7

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

6

6

4

1 1 1

1 1 1

3 0 0

0 3 0

0 0 3

3

7

7

7

7

7

7

5

=

2

6

6

6

6

6

6

4

1 1 1

0 3 0

0 0 3

0 0 0

0 0 0

3

7

7

7

7

7

7

5

;

also T =

2

6

4

1 1 1

0 3 0

0 0 3

3

7

5

; d = 9 und T

�1

=

1

9

2

6

4

9 �3 �3

0 3 0

0 0 3

3

7

5

:

F

�

ur alle ~x � (1 3 3) mu� nun

~

l

1

d

[dT

�1

~x]

d

und danach ~s = M

~

l berechnet werden. F

�

ur

~x = (0 1 0), einen dieser acht Vektoren, erh

�

alt man

~

l =

1

9

2

6

4

2

6

4

9 �3 �3

0 3 0

0 0 3

3

7

5

0

B

@

0

1

0

1

C

A

3

7

5

9

=

1

9

2

6

4

0

B

@

�3

3

0

1

C

A

3

7

5

9

=

1

9

0

B

@

6

3

0

1

C

A

und

~s = M

~

l =

1

9

(9 9 18 9 0) = (1 1 2 1 0):
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1. S := ;; V := ;:

2. F

�

ur alle fA

i

1

; : : : ; A

i

m+1

g � fA

1

; : : : ; A

n

g

D(A) :=

�

�

�

�

�

~e

i

1

: : : ~e

i

m+1

A

i

1

: : : A

i

m+1

�

�

�

�

�

;

Wenn D(A) 2 IN

n

oder �D(A) 2 IN

n

dann

S := S [ fD(A)� ggt(fD(A)(1); : : : ; D(A)(n)g)g.

3. F

�

ur alle maximalen Mengen von linear unabh

�

angigen Vektoren f~m

1

; : : : ; ~m

k

g � S

M := [~m

1

: : : ~m

k

];

Transformiere durch ganzzahlige elementare Zeilentransformation M zu

h

T

0

i

mit T obere Dreiecksmatrix mit positiven Zahlen auf der Diagonalen;

Berechne T

�1

, die Inverse von T ;

d := jT j;

~

d := (T

1

(1) : : : T

k

(k));

F

�

ur alle ~x 2 IN

k

mit 0 <

k

~x�

~

d

~

l :=

1

d

[dT

�1

~x]

d

;

V := V [ fM

~

lg:

4. F

�

ur alle ~s 2 V

Wenn kein

~

t in S [ V existiert mit

~

t <

n

~s dann

S := S [ f~sg.

5. Stopp. S ist �S(A), die Menge der minimalen L

�

osungen.

Abbildung 4.3: Algorithmus von E. Domenjoud zur Berechnung der minimalen L

�

osungen

�S(A)

Sieben der acht so berechneten L

�

osungen sind minimal. Zusammen mit den L

�

osungen aus

S

0

(A) erh

�

alt man schlie�lich

�S(A) = f ( 1 1 3 0 0 ); ( 1 1 0 3 0 ); ( 1 1 0 0 3 );

( 1 1 2 1 0 ); ( 1 1 2 0 1 ); ( 1 1 1 2 0 );

( 1 1 0 2 1 ); ( 1 1 1 0 2 ); ( 1 1 0 1 2 );

( 1 1 1 1 1 )g:

4.2.1 Optimierung der Aufz

�

ahlung

Der gr

�

o�te Aufwand im Verfahren von Domenjoud liegt im h

�

au�gen Durchlaufen der

Schleife in Schritt 3, wenn q, die Anzahl der Vektoren in S

0

(A), gr

�

o�er ist als p, die Di-

mension des L

�

osungsraums. Die h

�

au�ge Wiederholung ist notwendig, weil die Zeilentrans-

formation von M und die anschlie�ende Invertierung von T nur mit linear unabh

�

angigen

Vektoren durchgef

�

uhrt werden k

�

onnen. Aus diesem Grund m

�

ussen diese Schritte f

�

ur alle

maximalen Teilmengen von linear unabh

�

angigen Vektoren aus S

0

(A) durchgef

�

uhrt werden.

Dies ist mindestens

�

q

p

�

-mal, n

�

amlich f

�

ur alle p-elementigen Teilmengen S = f~s

1

; : : : ; ~s

p

g �

S

0

(A) notwendig, da mehr als p Vektoren aus S

0

(A) immer linear abh

�

angig sind. Ist eine

solche Teilmenge aus S

0

(A) nicht linear unabh

�

angig, sind noch mehr Schleifendurchl

�

aufe
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n

�

otig. Statt dieser einen Menge m

�

ussen dann wieder alle ihre linear unabh

�

angigen Teil-

mengen betrachtet werden. Dies sind analog zu oben mindestens p Teilmengen, n

�

amlich

alle Teilmengen mit p� 1 Elementen.

Die in der Schleife in Schritt 3 durchgef

�

uhrte Operation entspricht der Suche aller ganz-

zahligen Vektoren in dem von den Vektoren f~s

1

; : : : ; ~s

k

g aufgespannten Hyperspat

P (S) =

(

k

X

i=1

�

i

~s

i

j �

i

2 [0 : : : 1[

)

:

Da sich diese Hyperspate f

�

ur die verschiedenen Teilmengen von S

0

(A)

�

uberschneiden,

werden die gesuchten L

�

osungen mehrfach aufgez

�

ahlt.

Die Anzahl der Schleifendurchl

�

aufe in Schritt 3 kann am einfachsten verringert werden, in-

dem die Anzahl der Vektoren aus S

0

(A), die f

�

ur diesen Schritt betrachtet werden m

�

ussen,

verringert wird. Dies kann im allgemeinen Anwendungsfall nur f

�

ur eine sehr eingeschr

�

ank-

te Menge von Vektoren getan werden. Im speziellen Fall der AC-Uni�kation tritt diese

Situation aber sehr h

�

au�g ein.

F

�

ur die AC-Uni�kation haben die minimalen L

�

osungen der diophantischen Gleichungen

h

�

au�g die H

�

ohe eins, d. h. die Komponenten sind entweder 0 oder 1. Mit so einem Vektor

~m

i

mit h(~m

i

) = 1 braucht die Transformation in Schritt 3 des Algorithmus nicht durch-

gef

�

uhrt zu werden. Dazu wird gezeigt, da� eine damit berechnete L

�

osung ~s entweder nicht

von ~m

i

abh

�

angt oder nicht minimal ist. Ist

~

l(i), der Koe�zient von ~m

i

bei der Linearkom-

bination zur Erzeugung von ~s, gr

�

o�er Null, so mu� ~m

i

�

n

~s gelten, da alle anderen Werte

der Linearkombination positiv sind, ~s ganzzahlig ist und ~m

i

die H

�

ohe eins hat. In diesem

Fall ist ~s also nicht minimal. Sonst ist

~

l(i) = 0, d. h. zur Berechnung von ~s wird ~m

i

nicht

ben

�

otigt und ~s kann in Schritt 3 auch durch f~m

1

; : : : ; ~m

k

g n f~m

i

g berechnet werden. Alle

L

�

osungen in S

0

(A) mit H

�

ohe eins k

�

onnen in Schritt 3 also au�er acht gelassen werden, und

die Berechnung mu� nur

"

F

�

ur alle maximalen Mengen von linear unabh

�

angigen Vektoren

f~m

1

; : : : ; ~m

k

g � V mit h(~m

i

) > 1\ durchgef

�

uhrt werden.

Diese Einschr

�

ankung ist sehr speziell und wird im allgemeinen Anwendungsfall nur selten

zutre�en. F

�

ur die AC-Uni�kation treten aber

�

uberwiegend L

�

osungen der H

�

ohe 1 auf, wie

in [16] angesprochen wird. Daher kann durch diese Einschr

�

ankung die Bearbeitungszeit

in vielen F

�

allen erheblich gesenkt werden (siehe Beispiele im Anhang).

W

�

ahrend mit der vorhergehenden Optimierung die Anzahl der zu betrachtenden L

�

osungen

aus S

0

(A) verringert wurde, soll nun ein erster Ansatz vorgestellt werden, mit dem die

Anzahl der zu betrachtenden Teilmengen verringert wird, indem die oben angesprochene

�

Uberschneidung der Hyperspate vermieden wird. Wenn die Dimension des L

�

osungsraums

der diophantischen Gleichungen q = 3 ist, kann damit die Komplexit

�

at des Algorithmus

verringert werden.

Zuerst werden einige Eigenschaften der Vekoren in S

0

(A) aufgez

�

ahlt, die sp

�

ater ben

�

otigt

werden. F

�

ur zwei Vektoren ~s;

~

t 2 S

0

(A) mit ~s 6=

~

t gilt

1. ~s;

~

t 2 IN

n

, d. h. die Vektoren in S

0

(A) sind nat

�

urlichzahlige Vektoren;
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2. ~s 6<

n

~

t und

~

t 6<

n

~s, d. h. die Vektoren in S

0

(A) sind minimal bez

�

uglich <

n

;

3. C(~s) 6� C(

~

t) und C(

~

t) 6� C(~s), d. h. die Tr

�

agermengen der Vektoren in S

0

(A) sind

minimal bez

�

uglich der Teilmengenbeziehung.

4. C(~s) 6= C(

~

t), d. h. die Tr

�

agermengen der Vektoren in S

0

(A) sind paarweise verschie-

den.

Die ersten drei Eigenschaften gelten wegen der De�nition von S

0

(A); die vierte, weil es

sonst eine L

�

osung mit kleinerer Tr

�

agermenge g

�

abe, wie man sich leicht

�

uberlegen kann.

Im folgenden sei nun die Dimension des L

�

osungsraums der diophantischen Gleichungen,

d. h. die Dimension bez

�

uglich QI von S

0

(A) ist q = 3. Dann gilt, da� mehr als drei Vektoren

aus S

0

(A) bez

�

uglich QI immer linear abh

�

angig sind.

Das folgende Lemma zeigt eine wichtige Eigenschaft f

�

ur die Vektoren in S

0

(A). Es be-

sagt, da� ein Vektor ~s

4

2 S

0

(A) nicht eine Linearkombination von drei anderen Vektoren

~s

1

; ~s

2

; ~s

3

2 S

0

(A) mit positiven Koe�zienten sein kann.

Lemma 4.1 F

�

ur vier verschiedene Vektoren ~s

1

; ~s

2

; ~s

3

; ~s

4

2 S

0

(A) gibt es eindeutige �

1

,

�

2

, �

3

mit ~s

4

= �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

+ �

3

~s

3

, �

i

< 0 f

�

ur genau ein i 2 f1; 2; 3g und �

i

6= 0 f

�

ur alle

i 2 f1; 2; 3g.

Beweis: Da S

0

(A) die Dimension drei hat, gibt es �

1

; �

2

; �

3

mit ~s

4

= �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

+ �

3

~s

3

.

Beweis zu �

i

6= 0 f

�

ur alle i 2 f1; 2; 3g:

Wenn f

�

ur zwei oder drei i �

i

= 0 gilt, so ist dies ein Widerspruch zur Minimalit

�

at der

Vektoren in S

0

(A) bez

�

uglich <

n

, weil sonst ~s

4

= 0

n

oder ~s

4

= �

j

~s

j

und damit ~s

4

<

n

~s

j

,

~s

4

>

n

~s

j

oder ~s

4

= ~s

j

w

�

are. Ist genau ein �

i

= 0, z. B. �

3

= 0 so gilt

~s

4

= �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

Angenommen �

1

> 0 und �

2

> 0. F

�

ur die Tr

�

agermenge von ~s

4

gilt dann C(~s

1

) � C(~s

4

),

weil C(~s

1

) 6= C(~s

2

). Dies widerspricht der Voraussetzung, da� die Vektoren in S

0

(A) eine

minimale Tr

�

agermenge haben. Angenommen �

1

; �

2

< 0. Dies f

�

uhrt zu einem Widerspruch

zu der Voraussetzung, da� ~s

4

2 IN

n

. Angenommen �

1

> 0 und �

2

< 0. Weil die Tr

�

ager-

mengen von ~s

1

und ~s

2

verschieden und bez

�

uglich der Teilmengenordnung unvergleichbar

sind, existiert ein j mit ~s

1

(j) = 0 und ~s

2

(j) > 0 und damit ~s

4

(j) < 0. Dies ist ein Wider-

spruch zu der Voraussetzung, da� ~s

4

2 IN

n

. Der Fall �

1

< 0 und �

2

> 0 ist analog zum

letzten Fall und damit ist gezeigt, da� in allen F

�

allen ein Widerspruch auftritt. Also gilt

�

i

6= 0 f

�

ur alle i 2 f1; 2; 3g.

Beweis zu �

1

; �

2

; �

3

sind eindeutig:

Angenommen es gibt �

1

; �

2

; �

3

mit ~s

4

= �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

+ �

3

~s

3

und f�

1

; �

2

; �

3

g 6= f�

1

; �

2

; �

3

g.

Dann gilt (�

1

� �

1

)~s

1

+ (�

2

� �

2

)~s

2

+ (�

3

� �

3

)~s

3

= 0

n

. Ist z. B. �

1

6= �

1

so folgt aus

~s

1

=

�

2

� �

2

�

1

� �

1

~s

2

+

�

3

� �

3

�

1

� �

1

~s

3

~s

4

=

 

�

2

+ �

1

�

2

� �

2

�

1

� �

1

!

~s

2

+

 

�

3

+ �

1

�

3

� �

3

�

1

� �

1

!

~s

3

:



42 KAPITEL 4. L

�

OSEN DIOPHANTISCHER GLEICHUNGSSYSTEME

Dies ist ein Widerspruch zum schon bewiesenen Teil des Lemmas, da� �

i

6= 0 f

�

ur alle �

i

.

Beweis zu �

i

< 0 f

�

ur genau ein i 2 f1; 2; 3g:

Angenommen �

i

> 0 f

�

ur alle i 2 f1; 2; 3g. Wie oben f

�

uhrt dies zu einem Widerspruch zu

der Voraussetzung, da� ~s

4

eine minimale Tr

�

agermenge hat.

Angenommen �

i

< 0 f

�

ur genau zwei i 2 f1; 2; 3g, z. B. �

1

> 0 und �

2

; �

3

< 0. Dann gilt

die gleiche Argumentation, weil �

1

~s

1

= (��

2

)~s

2

+ (��

3

)~s

3

+ ~s

4

mit �

1

; (��

2

); (��

3

) > 0.

Angenommen �

i

< 0 f

�

ur alle i 2 f1; 2; 3g. Dann gilt ~s

4

=2 IN

n

, da ~s

1

; ~s

2

; ~s

3

2 IN

n

. Dies

widerspricht der Voraussetzung, da� die Vektoren in S

0

(A) nat

�

urlichzahlige Vektoren sind.

Es bleibt also nur die M

�

oglichkeit, da� �

i

< 0 f

�

ur genau ein i 2 f1; 2; 3g. 2

Eine Folgerung aus dem Lemma ist, da� drei Vektoren aus S

0

(A) immer linear unabh

�

angig

sind, weil dies sonst zu einem Widerspruch zu �

i

6= 0 f

�

uhren w

�

urde.

Nun soll f

�

ur den Fall, da� S

0

(A) genau vier Vektoren enth

�

alt, gezeigt werden, wie die

Anzahl der zu betrachtenden Mengen von linear unabh

�

angigen Vektoren von vier auf zwei

halbiert werden kann. Sei also S

0

(A) = f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

; ~s

4

g. Dann gilt bei einer entsprechenden

Numerierung nach Lemma 4.1

�

1

~s

1

+ �

2

~s

2

= �

3

~s

3

+ ~s

4

mit �

i

> 0: (4.1)

Im Algorithmus aus Abbildung 4.3 m

�

ussen nun alle vier Mengen P

i

= P (f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

; ~s

4

g n

f~s

i

g) mit i 2 f1; 2; 3; 4g nach ganzzahligen Vektoren durchsucht werden. In Abbildung

4.4 soll die Lage der vier Vektoren im dreidimensionalen Raum verdeutlicht werden.

�

�

�

�

�

�

c

c

c

c

c

c

c

c

"

"

"

"

"

"

"

"Z

Z

Z

Z

Z

Z

~s

1

~s

2

~s

3

~s

4

P

1

P

2

P

3

P

4

Abbildung 4.4: Schnitt durch die von ~s

1

; ~s

2

; ~s

3

; ~s

4

aufgespannten Spate.

Die Abbildung zeigt einen Schnitt durch den Raum und die aufgespannten Spate. An

den Ecken des Vierecks sind die Schnittpunkte der vier Vektoren mit der Ebene. Wegen

Gleichung 4.1 m

�

ussen die vier Vektoren genau wie abgebildet angeordnet sein. Wie man

sieht,

�

uberschneiden sich die vier Spate und in der Schnitt

�

ache gilt P

1

[ P

2

= P

3

[ P

4

.

Im allgemeinen gilt dies jedoch nicht. Es gilt aber, wie das folgende Lemma zeigt, da� ein

ganzzahliger Vektor, der in P

1

[ P

2

und nicht in P

3

[ P

4

liegt, nicht minimal bez

�

uglich

<

n

sein kann. Dies bedeutet, da� alle minimalen Vektoren in P

1

[ P

2

auch in P

3

[ P

4
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sind. Man braucht also nur P

3

und P

4

zu durchsuchen, um alle minimalen, ganzzahligen

Vektoren in P

1

[ P

2

[ P

3

[ P

4

zu erhalten.

Lemma 4.2

Aus ~s 2 P (f~s

2

; ~s

3

; ~s

4

g) und �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

= �

3

~s

3

+ ~s

4

mit �

i

> 0 folgt

~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g) oder ~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

; ~s

4

g) oder ~s nicht minimal zu f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

; ~s

4

g:

Beweis: Aus ~s 2 P

1

= P (f~s

2

; ~s

3

; ~s

4

g), folgt

~s = �

2

~s

2

+ �

3

~s

3

+ �

4

~s

4

mit �

i

2 [0 : : : 1[:

Setzt man

~s

4

= �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

� �

3

~s

3

bzw. ~s

3

=

�

1

�

3

~s

1

+

�

2

�

3

~s

2

�

1

�

3

~s

4

in diese Gleichung ein, so erh

�

alt man

~s = �

4

�

1

~s

1

+ (�

2

+ �

4

�

2

)~s

2

+ (�

3

� �

4

�

3

)~s

3

(4.2)

= �

3

�

1

�

3

~s

1

+ (�

2

+ �

3

�

2

�

3

)~s

2

+ (�

4

� �

3

1

�

3

)~s

4

(4.3)

I. Fall: �

3

� �

4

�

3

In diesem Fall sind alle drei Koe�zienten in 4.2 gr

�

o�er oder gleich Null. Sind alle drei

kleiner 1, liegt ~s in P

4

; ist einer gr

�

o�er oder gleich 1, ist ~s gr

�

o�er als der zugeh

�

orige

Vektor und damit nicht minimal.

II. Fall: �

3

< �

4

�

3

, also �

4

> �

3

1

�

3

In diesem Fall sind die Koe�zienten in 4.3 alle positiv. Analog zum ersten Fall liegt ~s

dann in P

3

oder ist nicht minimal.

Aus den beiden F

�

allen folgt die Behauptung. 2

Da f

�

ur ~s 2 P

2

das Lemma analog gilt und umgekehrt auch aus ~s 2 P

3

oder ~s 2 P

4

folgt,

da� ~s 2 P

1

oder ~s 2 P

2

oder ~s nicht minimal ist, gilt f

�

ur alle minimalen, ganzzahligen

Vektoren ~s 2 P

1

[ P

2

[ P

3

[ P

4

, da� sowohl ~s 2 P

1

[ P

2

als auch ~s 2 P

3

[ P

4

gilt. Man

braucht also nur P

1

und P

2

oder P

3

und P

4

zu durchsuchen.

Nun soll dieses Verfahren auf F

�

alle

�

ubertragen werden, in denen S

0

(A) mehr als vier

Vektoren enth

�

alt. Man w

�

ahlt dazu drei Vektoren ~s

1

; ~s

2

; ~s

3

2 S

0

(A) aus. F

�

ur alle anderen

Vektoren ~s 2 S

0

(A) gilt nach Lemma 4.1

~s = �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

+ �

3

~s

3

mit �

i

< 0 f

�

ur genau ein i 2 f1; 2; 3g:

Die

�

ubrigen Vektoren aus S

0

(A) werden nach Lemma 4.1 eindeutig in die drei Mengen

S

0

1

, S

0

2

und S

0

3

aufgeteilt. Sie sind de�niert durch

S

0

i

= f~s 2 S

0

(A) n f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g j ~s = �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

+ �

3

~s

3

mit �

i

< 0 und �

j

> 0 f

�

ur j 6= ig:

Au�erdem wird S

i

= S

0

i

[f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

gnf~s

i

g de�niert. Es gilt S

0

1

[

�

S

0

2

[

�

S

0

3

[

�

f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g = S

0

(A).

Berechnet man alle ganzzahligen Vektoren aus P (f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g) und die in P (S

1

), P (S

2

) und

P (S

3

), so erh

�

alt man nach dem folgenden Lemma alle ganzzahligen Vektoren in P (S

0

(A)).
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Lemma 4.3 F

�

ur alle

~

t

1

;

~

t

2

;

~

t

3

2 S

0

(A) und ~s 2 P (f

~

t

1

;

~

t

2

;

~

t

3

g) gilt ~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g) oder

~s 2 P (S

i

) f

�

ur ein i 2 f1; 2; 3g oder ~s ist bez

�

uglich >

n

nicht minimal zu S

0

(A).

Beweis: Das Lemma wird durch eine Fallunterscheidung nach der Anzahl der Vektoren

aus f

~

t

1

;

~

t

2

;

~

t

3

g, die in f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g sind, bewiesen. Dabei seien

~

t

1

;

~

t

2

;

~

t

3

und ~s

1

; ~s

2

; ~s

3

in Fall

II und III so numeriert, da�

~

t

1

= ~s

1

bzw.

~

t

1

= ~s

1

und

~

t

2

= ~s

2

.

I. Fall: f

~

t

1

;

~

t

2

;

~

t

3

g = f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g

Es folgt sofort ~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g).

II. Fall:

~

t

1

= ~s

1

,

~

t

2

= ~s

2

,

~

t

3

=2 f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g

1. Ist

~

t

3

2 S

0

1

, so gilt

~

t

3

= �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

+ �

3

~s

3

mit �

1

< 0. Nach Lemma 4.2 folgt aus

~s 2 P (f

~

t

3

; ~s

1

; ~s

2

g und

~

t

3

+ (��

1

)~s

1

= �

2

~s

2

+ �

3

~s

3

mit (��

1

); �

2

; �

3

> 0

~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g) oder ~s 2 P (f

~

t

3

; ~s

2

; ~s

3

g) oder ~s nicht minimal.

Daraus folgt die Behauptung, da f~s

2

; ~s

3

;

~

t

3

g � S

1

.

2. Ist

~

t

3

2 S

0

2

, so folgt die Behauptung analog zu 1.

3. Ist

~

t

3

2 S

0

3

, so gilt f

~

t

1

;

~

t

2

;

~

t

3

g � S

3

und damit ~s 2 P (S

3

).

III. Fall:

~

t

1

= ~s

1

,

~

t

2

;

~

t

3

=2 f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g

Nach Lemma 4.1 gelten

~

t

2

= �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

+ �

3

~

t

3

mit genau einem �

i

< 0;

~

t

3

= �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

+ �

3

~s

3

mit genau einem �

i

< 0:

Durch Einsetzen erh

�

alt man

~

t

2

= (�

1

+ �

3

�

1

)~s

1

+ (�

2

+ �

3

�

2

)~s

2

+ (�

3

�

3

)~s

3

: (4.4)

Nun folgt eine Fallunterscheidung, in welchen S

i

sich

~

t

2

und

~

t

3

be�nden.

1.

~

t

2

;

~

t

3

2 S

0

1

Nach der De�nition von S

0

1

gilt dann �

3

> 0 und �

3

�

3

> 0. Daraus folgt �

3

> 0 also

entweder �

1

< 0 oder �

2

< 0. Sei also �

1

< 0 (f

�

ur �

2

< 0 gilt der Beweis analog).

Dann folgt nach Lemma 4.2 aus

~s 2 P (f~s

1

;

~

t

2

;

~

t

3

g) und

~

t

2

+ (��

1

)~s

1

= �

2

~s

2

+ �

3

~

t

3

mit (��

1

); �

2

; �

3

> 0

~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

;

~

t

3

g) oder ~s 2 P (f~s

2

;

~

t

2

;

~

t

3

g) oder ~s nicht minimal.

Daraus folgt die Behauptung, da f~s

2

;

~

t

2

;

~

t

3

g � S

1

und f

�

ur ~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

;

~

t

3

g) die

Behauptung schon in Fall II bewiesen wurde.

2.

~

t

2

;

~

t

3

2 S

0

2

Da ~s

1

=

~

t

1

2 S

2

folgt ~s 2 P (S

2

).
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3.

~

t

2

2 S

0

1

,

~

t

3

2 S

0

3

Nach der De�nition von S

0

1

und S

0

3

gilt dann �

3

�

3

> 0 und �

3

< 0. Daraus folgt

�

3

< 0 also �

1

; �

2

> 0. Dann folgt nach Lemma 4.2 aus

~s 2 P (f~s

1

;

~

t

2

;

~

t

3

g) und

~

t

2

+ (��

3

)

~

t

3

= �

1

~s

1

+ �

2

~s

2

mit �

1

; �

2

; (��

3

) > 0

~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

;

~

t

2

g) oder ~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

;

~

t

3

g) oder ~s nicht minimal.

Daraus folgt die Behauptung, da f

�

ur ~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

;

~

t

2

g) und ~s 2 P (f~s

1

; ~s

2

;

~

t

3

g) die

Behauptung schon in Fall II bewiesen wurde.

4.

~

t

2

2 S

0

2

,

~

t

3

2 S

0

3

In diesem Fall gilt der Beweis aus 3, da auch hier �

3

< 0 und �

3

�

3

> 0 gelten.

Die F

�

alle

~

t

2

;

~

t

3

2 S

0

3

und

~

t

2

2 S

0

1

,

~

t

3

2 S

0

2

sind analog zu 2 bzw. 3 zu beweisen, da sich

die verwendeten Eigenschaften von Vektoren aus S

0

2

und S

0

3

genau analog verhalten.

IV. Fall:

~

t

1

;

~

t

2

;

~

t

3

=2 f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g

Nach Lemma 4.1 gilt

~s

1

= �

1

~

t

1

+ �

2

~

t

2

+ �

3

~

t

3

mit genau einem �

i

< 0

Ist �

1

< 0 so folgt nach Lemma 4.2 aus

~s 2 P (f

~

t

1

;

~

t

2

;

~

t

3

g) und

1

�

3

~s

1

+

 

�

�

1

�

3

!

~

t

1

=

�

2

�

3

~

t

2

+

~

t

3

mit

1

�

3

;

 

�

�

1

�

3

!

;

�

2

�

3

> 0

~s 2 P (f~s

1

;

~

t

1

;

~

t

2

g) oder ~s 2 P (f~s

1

;

~

t

1

;

~

t

3

g) oder ~s nicht minimal.

Daraus folgt die Behauptung, da f

�

ur ~s 2 P (f~s

1

;

~

t

1

;

~

t

2

g) und ~s 2 P (f~s

1

;

~

t

1

;

~

t

2

g) die

Behauptung schon in Fall III bewiesen wurde. F

�

ur �

2

< 0 und �

3

< 0 gilt der Beweis

analog.

Mit den gezeigten vier F

�

allen folgt die Behauptung. 2

Lemma 4.3 zeigt wie die Anzahl der zu betrachtenden Teilmengen von S

0

(A) gesenkt wer-

den kann und liefert auch die Struktur f

�

ur einen Algorithmus. Nach der Berechnung von

S

0

(A) w

�

ahlt man drei Vektoren f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g � S

0

(A) aus und verteilt die restlichen Vekto-

ren auf S

0

1

, S

0

2

und S

0

3

. Dann berechnet man die ganzzahligen Vektoren in P (f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g)

und wendet die gleiche Methode auf S

1

, S

2

und S

3

an. Wenn eine dieser drei Men-

gen nur zwei Vektoren enth

�

alt, braucht sie nicht weiter betrachtet zu werden, da dann

P (S

i

) � P (f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g) weil S

i

� f~s

1

; ~s

2

; ~s

3

g. Ist jS

i

j = q

i

und jS

0

(A)j = q = q

1

+q

2

+q

3

�3,

so gilt f

�

ur a

q

, die Anzahl der nach der Methode aus Lemma 4.3 zu bearbeitenden Teil-

mengen, a

2

= 0 und a

q

= a

q

1

+ a

q

2

+ a

q

3

+ 1. Die L

�

osung f

�

ur diese rekursive Formel ist

a

q

= q � 2. Im Algorithmus in Abbildung 4.3 m

�

ussen

�

q

3

�

Teilmengen bearbeitet werden,

da alle dreielementigen Teilmengen von S

0

(A) betrachtet werden m

�

ussen. Durch das Ver-

fahren aus Lemma 4.3 kann die Anzahl der zu bearbeitenden Teilmengen also von

�

q

3

�

auf

q � 2 gesenkt werden.
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4.2.2 Bedingungen der AC-Uni�kation

Auch f

�

ur dieses Verfahren soll versucht werden, die Bedingungen 3.1 und 3.2 einzuhalten.

Bedingung 3.1, die besagt, da� eine Spalte, der ein Fremdterm zugeordnet ist, keinen Wert

gr

�

o�er 1 enthalten darf, ist nur schwer w

�

ahrend des Algorithmus zu testen. Ein einfaches

Gegenbeispiel zeigt, da� die Vektoren in S

0

(A), die diese Bedingung nicht erf

�

ullen, in

Schritt 3 nicht weggelassen werden d

�

urfen.

Beispiel 4.3 F

�

ur A = [1 1 � 2] ist die L

�

osungsmenge S

0

(A) = f(2 0 1); (0 2 1)g.

Sind den ersten beiden Spalten Fremdterme zugeordnet, so erf

�

ullen beide Vektoren nicht

Bedingung 3.1. Die in Schritt 3 des Algorithmus aus diesen beiden Vektoren entstandene

L

�

osung (1 1 1) erf

�

ullt sie aber und mu� dem Algorithmus zur elementaren AC-Uni�kation

als Ergebnis geliefert werden.

Damit ist die wirkungsvollste Verbesserung, die Verringerung der Vektoren in V , nicht

m

�

oglich. W

�

ahrend der Berechnungen in Schritt 3 selbst ist eine wirkliche Verbesserung

nur schwer vorstellbar. Zwar ist es m

�

oglich, f

�

ur die Komponenten von

~

l Maximalwerte

anzugeben (im obigen Beispiel w

�

aren das f

�

ur die beiden Vektoren jeweils 1=2), aber eine

wirkliche Verbesserung ist nur durch eine Einschr

�

ankung der zu betrachtenden ~x denkbar.

Diese ist aber wegen der komplizierten Berechnung von

~

l (positive und negative Werte in

T

�1

, Bildung des Divisionsrestes) wohl kaum m

�

oglich. Die L

�

osungen, die Bedingung 3.1

verletzen, k

�

onnen also erst nach ihrer Berechnung aussortiert werden.

Bedingung 3.2 l

�

a�t sich einfacher einhalten. Nach ihr d

�

urfen alle L

�

osungen au�er acht

gelassen werden, bei denen die Fremdterme, die den Spalten mit einem Wert gr

�

o�er 0

zugewiesen sind, nicht uni�zierbar sind. Benutzt man einen Vektor ~m

i

, der Bedingung

3.2 nicht erf

�

ullt, in Schritt 3 zur Berechnung von

~

l und ist die zugeh

�

orige Komponente

~

l(i) > 0, so erf

�

ullt auch das Ergebnis der Linearkombination ~s = M

~

l die Bedingung 3.2

nicht. Ist

~

l(i) = 0, so h

�

angt das Ergebnis nicht von diesem Vektor ab. Es ist also m

�

oglich,

alle Vektoren aus S

0

(A), die Bedingung 3.2 nicht erf

�

ullen, schon vor Schritt 3 wegzulassen.

So kann die in Schritt 3 zu betrachtende Menge von Vektoren verkleinert werden, was die

Berechnung erheblich beschleunigt.

In Abbildung 4.5 ist der verbesserte Algorithmus abgebildet.
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1. S := ;; V := ;:

2. F

�

ur alle fA

i

1

; : : : ; A

i

m+1

g � fA

1

; : : : ; A

n

g

D(A) :=

�

�

�

�

�

~e

i

1

: : : ~e

i

m+1

A

i

1

: : : A

i

m+1

�

�

�

�

�

;

Wenn D(A) 2 IN

n

oder �D(A) 2 IN

n

und

f

i

= f

j

f

�

ur alle i und j mit f

i

; f

j

2 � und D(A)(i); D(A)(j) > 0 dann

S := S [ fD(A)� ggt(fD(A)(1); : : : ; D(A)(n)g)g.

3. F

�

ur alle maximalen Mengen von linear unabh

�

angigen Vektoren

f~m

1

; : : : ; ~m

k

g � V mit h(~m

i

) > 1

M := [~m

1

: : : ~m

k

];

Transformiere durch ganzzahlige elementare Zeilentransformation M zu

h

T

0

i

mit T obere Dreiecksmatrix mit positiven Zahlen auf der Diagonalen;

Berechne T

�1

, die Inverse von T ;

d := jT j;

~

d := (T

1

(1) : : : T

k

(k));

F

�

ur alle ~x 2 IN

k

mit 0 <

k

~x�

~

d

~

l :=

1

d

[dT

�1

~x]

d

;

V := V [ fM

~

lg:

4. F

�

ur alle ~s 2 V

Wenn kein

~

t in S [ V existiert mit

~

t <

n

~s und

~s(i) < 2 f

�

ur alle i mit f

i

2 � und

f

i

= f

j

f

�

ur alle i und j mit f

i

; f

j

2 � und ~s(i); ~s(j) > 0 dann

S := S [ f~sg.

5. Stopp. S ist �S(A), die Menge der minimalen L

�

osungen.

Abbildung 4.5: Algorithmus von E. Domenjoud zur Berechnung der minimalen L

�

osungen

�S(A) mit Optimierungen
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4.3 Verfahren von Pottier

Das Verfahren von Pottier [19] ist das komplizierteste der drei hier vorgestellten. Bei ihm

werden die diophantischen Gleichungen in Polynomen kodiert. Mit einem Vervollst

�

andi-

gungsverfahren erh

�

alt man eine Gr

�

obner-Basis f

�

ur das von diesen Polynomen gebildete

Ideal. Die Gr

�

obner-Basis liefert ein Regelsystem, mit dem alle L

�

osungen aus S(A) mit

aufsteigender L

�

ange aufgez

�

ahlt werden k

�

onnen. Die Regeln des Regelsystems entsprechen

Vektoren des ZZ

n

und generieren den Untervektorraum des ZZ

n

, der die L

�

osungen der

diophantischen Gleichungen enth

�

alt.

4.3.1 Kodierung der diophantischen Gleichungen in Polynomen

Die Idee beim Verfahren von Pottier besteht darin Gleichungen der Form

A~y + ~z =

0

B

B

@

t

.

.

.

t

1

C

C

A

mit

0

B

B

@

t

.

.

.

t

1

C

C

A

; ~z 2 IN

m

und ~y 2 IN

n

durch Polynome

�

uber einem Ring K[T; Z

1

; : : : ; Z

m

; Y

1

; : : : ; Y

n

] zu repr

�

asentieren. Zur Ver-

einfachung der Schreibweise ist Z

~a

= Z

~a(1)

1

: : : Z

~a(m)

m

und Y

~

b

= Y

~

b(1)

1

: : : Y

~

b(n)

n

f

�

ur ~a 2 IN

m

und

~

b 2 IN

n

. F

�

ur einen Vektor ~c 2 ZZ

k

ist ~c

+

(bzw. ~c

�

) der Vektor, der die positiven (bzw.

den Betrag der negativen) Komponenten von ~c enth

�

alt, d. h. ~c = ~c

+

�~c

�

und ~c

+

;~c

�

2 IN

k

.

Alle Polynome des folgenden Algorithmus bestehen aus zwei Monomen mit den Koe�zi-

enten 1 und �1, haben die Form T

t

Z

~z

+

Y

~y

+

� Z

~z

�

Y

~y

�

mit ~z 2 IN

m

, ~y 2 IN

n

und erf

�

ullen

die Bedingung A~y+ ~z = t

m

. Da in den Polynomen nur positive Exponenten erlaubt sind,

m

�

ussen die positiven und negativen Komponenten der Vektoren getrennt werden und in

zwei verschiedenen Monomen repr

�

asentiert werden.

Als erstes wird f

�

ur jede Spalte A

j

von A ein Polynom aufgestellt. Dies hat die Form

P

j

= Z

A

j

+

� Y

j

Z

A

j

�

f

�

ur j 2 f1; : : : ; mg

und stellt die Gleichung A(�~e

j

) + A

j

= 0

m

dar. Damit die Vervollst

�

andigung arbeiten

kann, ben

�

otigt man noch ein zus

�

atzliches Polynom:

P

0

= TZ

1

: : : Z

m

� 1:

Diese m + 1 Polynome bilden das Ideal I. Gesucht wird jetzt die Spur auf dem Ring

K[Y

1

; : : : ; Y

n

], d. h. das Unterideal J , das die Polynome enth

�

alt, die kein Z

i

oder T

enthalten. Dies sind die Polynome T

t

Z

~z

+

Y

~y

+

� Z

~z

�

Y

~y

�

mit t = 0 und ~z = 0

m

. Nach der

oben genannten Gleichung, die die Polynome des Ideals I erf

�

ullen, ist daher A~y = 0

n

. Die

Polynome des Ideals J entsprechen also den ganzzahligen L

�

osungen der diophantischen

Gleichungen.
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Der Grad eines Monoms ist die Summe seiner Exponenten, also deg(T

t

Z

~z

Y

~y

) = t+ l(~z)+

l(~y). Auf zwei Monomen m

1

= T

t

1

Z

~z

1

Y

~y

1

und m

2

= T

t

2

Z

~z

2

Y

~y

2

ist die Ordnung >

m

de�niert durch

m

1

>

m

m

2

genau dann, wenn t

1

> t

2

oder

t

1

= t

2

und ~z

1

>

lex

~z

2

oder

t

1

= t

2

; ~z

1

= ~z

2

und deg(m

1

) > deg(m

2

) oder

t

1

= t

2

; ~z

1

= ~z

2

; deg(m

1

) = deg(m

2

) und ~y

1

>

lex

~y

2

:

Um eine Basis f

�

ur J zu erhalten, wird durch Vervollst

�

andigung mit der oben de�nierten

Reduktionsordnung >

m

eine Gr

�

obner-Basis B

I

f

�

ur I bestimmt. Wegen der benutzten

Reduktionsordnung ist dann B

J

, die Teilmenge von Polynomen aus B

I

, in denen kein Z

i

oder T vorkommt, eine Gr

�

obner-Basis f

�

ur J . Sei B

J

= fY

~a

1

� Y

~

b

1

; : : : ; Y

~a

p

� Y

~

b

p

g diese

Basis, wobei Y

~a

i

jeweils das gr

�

o�ere Monom bez

�

uglich >

m

ist. Dies ist ohne Beschr

�

ankung

der Allgemeinheit m

�

oglich, da P in B

J

durch �P ausgewechselt werden kann.

Beispiel 4.4 F

�

ur die Matrix

A =

"

1 2 �1 �1 �1

2 1 �1 �1 �1

#

werden die Polynome

P

0

= TZ

1

Z

2

� 1 P

3

= 1� Y

3

Z

1

Z

2

P

1

= Z

1

Z

2

2

� Y

1

P

4

= 1� Y

4

Z

1

Z

2

P

2

= Z

1

2

Z

2

� Y

2

P

5

= 1� Y

5

Z

1

Z

2

aufgestellt. Durch die Vervollst

�

andigung erh

�

alt man

B

I

= fZ

1

� Y

2

Y

4

; Z

2

� Y

1

Y

4

; T � Y

4

g [ B

J

mit

B

J

= fY

1

Y

2

Y

4

3

� 1; Y

3

� Y

4

; Y

2

� Y

4

g:

4.3.2 Aufz

�

ahlen der L

�

osungen

Die Vektoren ~s

i

= ~a

i

�

~

b

i

2 ZZ

n

f

�

ur i 2 f1; : : : ; pg sind L

�

osungen der diophantischen Glei-

chungen und sie generieren den Untervektorraum des ZZ

n

, der alle L

�

osungen enth

�

alt. In

diesem Untervektorraum m

�

ussen nun noch die minimalen nat

�

urlichzahligen L

�

osungen ge-

sucht werden. Dazu wird das Regelsystem R mit den Regeln Y

~a

i

! Y

~

b

i

f

�

ur i 2 f1; : : : ; pg

aufgestellt. Die Reduktionsrelation zu R wird mit �! bezeichnet und ihre reexive, tran-

sitive H

�

ulle mit

�

�!.

Weil B

J

eine Gr

�

obner-Basis ist, gilt ~x 2 IN

n

genau dann in S(A), wenn Y

~x

�

�! 1. Wendet

man die Regeln aus R in umgekehrter Reihenfolge an, erh

�

alt man einen Algorithmus, der

beginnend mit Y

0

n

= 1 alle L

�

osungen in S(A) aufz

�

ahlt. Sei �!

�1

die inverse Reduktions-

relation zu �!. Dann erh

�

alt man alle L

�

osungen aus S(A) indem man den Baum aufbaut,
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den man durch Reduktion von 1 mit �!

�1

erh

�

alt. Da die Reduktionsrelation entspre-

chend gew

�

ahlt ist, werden die Monome mit aufsteigendem Grad bzw. die Vektoren mit

aufsteigender L

�

ange aufgez

�

ahlt. Dies liefert die M

�

oglichkeit die Aufz

�

ahlung abzubrechen,

da man f

�

ur die L

�

ange der minimalen L

�

osungen aus �S(A) eine obere Grenze angeben

kann. Die Aufz

�

ahlung an einem Knoten des Baumes kann also gestoppt werden, wenn der

Vektor an diesem Knoten die Grenze

�

uberschreitet.

In [19] wird die folgende Schranke f

�

ur die L

�

ange der minimalen L

�

osungen vorgestellt,

wobei r der Rang der Matrix ist.

F

�

ur alle ~s 2 �S(A) gilt l(~s � (1 +max

i

f

X

j

ja

ij

jg)

r

= B

Da die Zeilen von A in der AC-Uni�kation eigentlich immer linear unabh

�

angig sind, kann

man auf die aufwendige Berechnung von r verzichten und stattdessen m, die Anzahl der

Zeilen verwenden.

Der Algorithmus ist in Abbildung 4.6 dargestellt und berechnet �S(A).

Beispiel 4.5 Beim Aufz

�

ahlen mit den Regeln

1!

�1

Y

1

Y

2

Y

4

3

; Y

4

!

�1

Y

3

und Y

4

!

�1

Y

2

werden 93 L

�

osungen betrachtet. Die minimalen L

�

osungen sind

S

0

(A) = f ( 1 1 3 0 0 ); ( 1 1 0 3 0 ); ( 1 1 0 0 3 );

( 1 1 2 1 0 ); ( 1 1 2 0 1 ); ( 1 1 1 2 0 );

( 1 1 0 2 1 ); ( 1 1 1 0 2 ); ( 1 1 0 1 2 );

( 1 1 1 1 1 )g:

4.4 Vergleich der Verfahren

Beim Vergleich der drei Verfahren mu� man zwischen einem allgemeinen Anwendungsfall

und der speziellen Anwendung f

�

ur die AC-Uni�kation unterscheiden. Im Gegensatz zur

allgemeinen Anwendung treten bei der Anwendung f

�

ur die AC-Uni�kation meist nur klei-

ne Zahlen auf und entsprechend sind auch die L

�

osungen in diesem Fall kleiner. Dies ist

von Bedeutung, da jedes der drei Verfahren einen Teil enth

�

alt, in dem minimale L

�

osungen

durch Aufz

�

ahlen von Vektoren gefunden werden. Die Gr

�

o�e des Bereichs, in dem Vektoren

aufgez

�

ahlt werden, d. h. die Anzahl der zu betrachtenden Vektoren, h

�

angt von der Gr

�

o�e

der L

�

osungen bzw. von der Gr

�

o�e der Zahlen in der Matrix A ab. Je gr

�

o�er die L

�

osungen

sind, desto mehr Zeit nimmt daher der Aufz

�

ahlungsanteil in den Verfahren ein. W

�

ahrend

das Verfahren von Contejean und Devie nur aus einem Aufz

�

ahlungsteil besteht, kann man

die Verfahren von Domenjoud und von Pottier in drei Teile unterteilen. Im ersten Teil

wird eine Basis f

�

ur die L

�

osungen berechnet (Schritt 1 bis 2 im Verfahren von Domen-

joud und Schritt 1 bis 3 im Verfahren von Pottier). Dann werden im zweiten Teil durch
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1. P

0

:= TZ

1

: : : Z

m

� 1;

F

�

ur j := 1 bis m

P

j

:= Z

A

j

+

� y

j

Z

A

j

�

.

2. Bilde durch Vervollst

�

andigung von fP

0

; : : : ; P

m

g mit der Reduktionsordnung >

m

die Gr

�

obner-Basis B

I

3. B

J

:= fP 2 B

I

j in P kommt kein Z

i

oder T vorg;

R ist das Regelsystem zu B

J

;

�!

�1

ist die inverse Relation zur Reduktionsrelation �! zu R.

4. S := ;; S

0

:= f0

n

g; i := 0. (Beachte: X

0

n

= 1)

5. Solange S

i

6= ;

S := S [ S

i

; S

i+1

:= ;;

F

�

ur alle ~s 2 S

i

F

�

ur alle

~

t mit ~s �!

�1

~

t

Wenn

~

t =2 S [ S

i+1

und l(

~

t) < B dann

S

i+1

:= S

i+1

[ f

~

tg;

i := i+ 1.

6. V := ;;

F

�

ur alle ~s 2 V

Wenn kein

~

t in S existiert mit

~

t <

n

~s dann

V := V [ f~sg.

6. Stopp. V ist �S(A), die Menge der minimalen L

�

osungen.

Abbildung 4.6: Algorithmus von L. Pottier zur Berechnung der minimalen L

�

osungen

�S(A)

Aufz

�

ahlen die restlichen L

�

osungen bestimmt (Schritt 3 bzw. Schritt 4 und 5). Zuletzt

werden dann die nicht minimalen L

�

osungen aussortiert (Schritt 4 bzw. Schritt 6). Das

Verfahren von Contejean und Devie ben

�

otigt diesen dritten Teil nicht, da nur minimale

L

�

osungen gefunden werden; es verwendet den ersten Teil nicht, da einfach alle Vektoren

und nicht nur die L

�

osungen aufgz

�

ahlt werden.

Das Verfahren von Contejean und Devie ist im allgemeinen Anwendungsfall schlechter als

das Verfahren von Domenjoud. Weil bei ihm alle Vektoren, die kleiner als die minimalen

L

�

osungen sind, aufgez

�

ahlt werden, ist es bei Problemen mit gro�en L

�

osungen deutlich

langsamer (siehe die letzten vier Beispiele in Tabelle A.1 im Anhang). Im speziellen An-

wendungsfall der AC-Uni�kation sind die Zahlen in A und die L

�

osungen aber meistens

klein. In diesem Fall ist das Verfahren von Contejean und Devie manchmal schneller als

das von Domenjoud. Weil sich die Fremdtermbedingungen besser als beim Verfahren von

Domenjoud ausnutzen lassen, sind beide Verfahren f

�

ur die AC-Uni�kation mit Benutzung

der Fremdtermbedingungen im Durchschnitt ungef

�

ahr gleich schnell (siehe Tabelle A.3).

Wegen seiner Einfachheit ist das Verfahren von Contejean und Devie leicht zu implemen-

tieren, was einen zus

�

atzlichen Vorteil scha�t.

Die Bearbeitungszeit beim Verfahren von Domenjoud ist wesentlich weniger von der Gr

�

o�e
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der Zahlen in A oder in den L

�

osungen abh

�

angig. Diese spielt nur in Schritt 3 durch die

Gr

�

o�e von D, der Diagonalen von T , eine Rolle. Die Zahlen auf der Diagonalen entstehen

durch die Matrizentransformation, und ihre Gr

�

o�e h

�

angt von der Gr

�

o�e der L

�

osungen aus

S

0

(A) ab. Je gr

�

o�erD ist, desto mehr Vektoren ~xm

�

ussen f

�

ur die Berechnung der restlichen

L

�

osungen betrachtet werden. Viel entscheidender als die Gr

�

o�e der Zahlen ist f

�

ur die

Dauer des Verfahrens jedoch die Anzahl der zu betrachtenden Teilmengen der Spalten

von A im ersten Teil und die Anzahl der linear unabh

�

angigen Teilmengen von S

0

(A) im

zweiten Teil. Da sich dies auch schon bei Problemen mit kleinen Zahlen auswirken kann,

ist das urspr

�

ungliche Verfahren von Domenjoud f

�

ur die AC-Uni�kation manchmal sehr

viel schlechter als das Verfahren von Contejean (sihe Tabelle A.1). Durch die einfache

Optimierung, die beim Auftreten von Vektoren der H

�

ohe eins m

�

oglich ist, l

�

a�t sich das

Verfahren so beschleunigen, da� es f

�

ur das L

�

osen der diophantischen Gleichungen fast

immer das schnellste ist (siehe Spalte 5 in Tabelle A.1). Da die Fremdtermbedingungen

nicht so e�zient ausgenutzt werden k

�

onnen, wird dieser Vorsprung f

�

ur das L

�

osen der

diophantischen Gleichungen mit den Bedingungen dann aber wieder vom Verfahren von

Contejean und Devie ausgeglichen (siehe Tabelle A.3), so da� die beiden Verfahren hier

gleich gut geeignet sind.

Ein Vorteil der Verfahren von Domenjoud und Pottier ist, da� schon nach dem ersten

Bearbeitungsteil erkannt werden kann, ob es

�

uberhaupt nat

�

urlichzahlige L

�

osungen gibt

(siehe die letzte Zeile in Tabelle A.1). Ist beim Verfahren von Domenjoud S

0

(A) = ; oder

gibt es beim Verfahren von Pottier keine Regel der Form Y

~a

! 1, kann die Aufz

�

ahlung

nicht gestartet werden und es existieren keine nat

�

urlichzahligen L

�

osungen. Da es bei der

AC-Uni�kation so gut wie gar nicht vorkommt, da� die diophantischen Gleichungen keine

L

�

osung haben, spielt dieser Vorteil hier keine Rolle.

Die l

�

angsten Bearbeitungszeiten ben

�

otigt das Verfahren von Pottier (siehe Spalte 6 in Ta-

belle A.1). Dabei sind sowohl der erste Teil, die Erzeugung der Basis durch Vervollst

�

andi-

gung, als auch der zweite Teil, die Aufz

�

ahlung der L

�

osungen mit dem Regelsystem, den

jeweiligen Teilen des Verfahrens von Domenjoud unterlegen. Da auch die Fremdtermbe-

dingungen der AC-Uni�kation nicht ausgenutzt werden k

�

onnen, ist es das ungeeignetste

der drei hier vorgestellten Verfahren. Eine einfache Verbesserungsm

�

oglichkeit besteht in

der Verfeinerung der Schranke f

�

ur die L

�

ange der minimalen L

�

osungen. Einen Ansatz zur

Vereinfachung und damit vielleicht die M

�

oglichkeit zur Beschleunigung des Verfahrens

oder zur Ausnutzung der Fremdtermbedingungen bietet die Ver

�

anderung der Repr

�

asen-

tation weg von den Polynomen. Diese k

�

onnen durch Vektoren von ganzen Zahlen ersetzt

werden, da in der Implementierung ohnehin nur mit diesen gerechnet wird.



Kapitel 5

Wiederverwendung von

AC-L

�

osungen

Eine h

�

au�ge Vorgehensweise bei der Uni�kation besteht darin, ein Uni�kationsproblem

in Teilprobleme aufzuteilen, um diese einzeln besser l

�

osen zu k

�

onnen oder fr

�

uher schon

berechnete L

�

osungen f

�

ur ein Teilproblem wiederverwenden zu k

�

onnen. Typisch f

�

ur diese

Vorgehensweise ist das Uni�zieren zweier Substitutionen, das in der englischen Literatur

Merging genannt wird. Beim Merging werden die schon ermittelten Uni�katoren zweier

Uni�kationsprobleme verwendet, um die L

�

osungen f

�

ur das aus der Konjunktion dieser

beiden Teilprobleme bestehende Uni�kationsproblem zu berechnen.

In diesem Kapitel sollen einige Probleme aufgezeigt werden, die entstehen, wenn man ein

Uni�kationsproblem in zu kleine Teilprobleme aufteilt und diese einzeln l

�

ost. Der Kombi-

nationsalgorithmus erlaubt diese M

�

oglichkeit, weil die Regel E-Res nur auf einen Teil eines

Uni�kationsproblems angewendet werden mu�. Dadurch ist es m

�

oglich, ein Uni�kations-

problem in beliebig kleine Teilprobleme zu zerlegen, diese durch elementare E-Uni�kation

zu l

�

osen und anschlie�end die gel

�

osten Formen der Teilprobleme zu kombinieren und dabei

zu uni�zieren. Im ersten Abschnitt wird gezeigt, wann dies sinnvoll sein kann. Anschlie-

�end werden die Probleme gezeigt, die dabei bei Verwendung der AC-Theorie auftreten.

5.1 Motivation

In Kapitel 2 wird auf Seite 23 in Bedingung 2.3 Q

i

, eine Menge von Termen de�niert,

die uni�zierbar sein mu�. Es sind dies Fremdterme, die

�

uber eine durch die elementare

AC-Uni�kation neu eingef

�

uhrte Variable u

i

gleichgesetzt werden. In Kapitel 3 wird dann

deutlich, da� jeder L

�

osung der diophantischen Gleichungen ~s

i

2 �S(A) genau ein sol-

ches Q

i

zugeordnet ist. Die Forderung nach Uni�zierbarkeit in Bedingung 3.2 liefert ein

Abbruchkriterium f

�

ur die Erzeugung von L

�

osungen aus �S(A).

Aber auch wenn Q

i

uni�zierbar ist, kann die E�zienz gesteigert werden. Wenn ~s

i

in meh-

reren passenden Teilmengen vorkommt, tritt das Problem der Uni�kation von Q

i

auch in

53
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mehreren AC-gel

�

osten Formen auf. Es erscheint daher sinnvoll, dieses zu Q

i

geh

�

orende

Teilproblem einmal zu l

�

osen und die so berechneten L

�

osungen in allen Uni�kationspro-

blemen, in denen es auftaucht wiederzuverwenden; d. h. man wendet von vornherein in

allen AC-gel

�

osten Formen die Regel E-Res auf das zu Q

i

geh

�

orende Teilproblem an und

ersetzt es ohne neue Berechnung durch seine schon vorhandene gel

�

oste Form.

Beispiel 5.1 F

�

ur das Uni�kationsproblem P = f(z

1

; b) + z

3

+ z

4

?

= f(a; z

2

) + a + b mit

F

0

= ff; a; bg, F

1

= f+g und E

1

= AC

+

ist die Matrix der diophantischen Gleichungen

A = [1 1 1 � 1 � 1 � 1], wobei den Spalten die Terme f(z

1

; b), z

3

, z

4

, f(a; z

2

), a, b in

dieser Reihenfolge zugeordnet sind. Die AC

+

-gel

�

osten Formen sind

(9u

1

) u

1

?

= f(z

1

; b) ^ u

1

?

= f(a; z

2

) ^ z

3

?

= a ^ z

4

?

= b und

(9u

1

) u

1

?

= f(z

1

; b) ^ u

1

?

= f(a; z

2

) ^ z

3

?

= b ^ z

4

?

= a:

Die L

�

osung ~s

1

= (1 0 0 1 0 0) wurde in beiden verwendet und so taucht das zur entspre-

chenden Termmenge Q

1

= ff(z

1

; b); f(a; z

2

)g geh

�

orende Teilproblem P

Q

1

= (9u

1

)u

1

?

=

f(z

1

; b) ^ u

1

?

= f(a; z

2

) auch in beiden Formen auf. Anstatt P

Q

1

zweimal zu l

�

osen, ist es

sinnvoll, die Uni�kation nur einmal durchzuf

�

uhren und P

Q

1

durch die gefundene L

�

osung

in beiden Formen zu ersetzen. Die gel

�

oste Form zu P

Q

1

ist z

1

?

= a ^ z

2

?

= b und in die

beiden gel

�

osten Formen oben eingesetzt erh

�

alt man z

1

?

= a ^ z

2

?

= b ^ z

3

?

= a ^ z

4

?

= b

und z

1

?

= a ^ z

2

?

= b ^ z

3

?

= b ^ z

4

?

= a.

Treten in einer AC-gel

�

osten Form mehrere P

Q

i

auf, so m

�

ussen nach der Ersetzung der

P

Q

i

durch ihre gel

�

osten Formen diese uni�ziert werden. Dies entspricht dem Merging von

Substitutionen.

Beispiel 5.2 F

�

ur das Uni�kationsproblem P = f(z

1

; b)+(z

1

�z

2

)

?

= f(h(z

3

); z

2

)+(h(a)�b)

mit F

0

= ff; h; a; bg, F

1

= f+g, F

2

= f�g und E

1

= AC

+

, E

2

= AC

�

ist die Matrix der

diophantischen Gleichungen A = [1 1 � 1 � 1], wobei den Spalten in dieser Reihenfolge

die Terme f(z

1

; b), z

1

�z

2

, f(h(z

3

); z

2

) und h(a)�b zugeordnet sind. Die AC

+

-gel

�

oste Form

zu P ist

P

1

= (9u

1

; u

2

)u

1

?

= f(z

1

; b) ^ u

1

?

= f(h(z

3

); z

2

) ^ u

2

?

= z

1

� z

2

^ u

2

?

= h(a) � b

Diese ist aus den L

�

osungen ~s

1

= (1 0 1 0) und ~s

2

= (0 1 0 1) aufgebaut, denen die

Teilprobleme P

Q

1

= (9u

1

)u

1

?

= f(z

1

; b) ^ u

1

?

= f(h(z

3

); z

2

) und P

Q

2

= (9u

2

)u

2

?

= z

1

�z

2

^

u

2

?

= h(a) � b zugeordnet sind. Die gel

�

oste Form zu P

Q

1

ist z

1

?

= h(z

3

) ^ z

2

?

= b. Da P

Q

2

AC-Terme enth

�

alt, hat es eine mehrelementige Menge von gel

�

osten Formen fz

1

?

= h(a) ^

z

2

?

= b; z

1

?

= b ^ z

2

?

= h(a)g. Es ergeben sich durch das Ersetzen von P

Q

1

und P

Q

2

durch

ihre gel

�

osten Formen in P

1

zwei Uni�kationsprobleme:

P

2

= z

1

?

= h(z

3

) ^ z

2

?

= b ^ z

1

?

= h(a) ^ z

2

?

= b

P

3

= z

1

?

= h(z

3

) ^ z

2

?

= b ^ z

1

?

= b ^ z

2

?

= h(a)

W

�

ahrend P

3

keine E-L

�

osung hat, hat P

2

die gel

�

oste Form z

1

?

= h(a) ^ z

2

?

= b ^ z

3

?

= a.

Dieser Uni�kationsschritt entspricht dem Merging der Substitutionen fz

1

7! h(z

3

); z

2

7!

bg und fz

1

7! h(a); z

2

7! bg mit dem Ergebnis fz

1

7! h(a); z

2

7! b; z

3

7! ag.
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Eine weitere wichtige Anwendungsm

�

oglichkeit des Merging besteht bei der Resolutions-

methode. Hat man zu jedem einzelnen Literal einer Klausel alle Resolutionsm

�

oglichkeiten

mit den dazu n

�

otigen Substitutionen berechnet, kann man durch Merging dieser Sub-

stitutionen einen Uni�kator berechnen, mit dem man auf allen Literalen die Resolution

durchf

�

uhren kann.

Ein weiterer Fall, in dem schon berechnete E-L

�

osungen wiederverwendet werden, kommt

in vielen Uni�kationsalgorithmen vor. Dabei werden die schon berecheneten Uni�katoren

des ersten Uni�kationsproblems auf das zweite angewendet. Die so entstandenen Instanzen

werden gel

�

ost und die dabei aufgestellten Uni�katoren mit den Uni�katoren des ersten

Problems konkateniert. Dies geschieht z. B. bei der Uni�kation von freien Termen.

Die Motivation f

�

ur das Merging ist also die schon berechneten L

�

osungen f

�

ur Uni�kations-

probleme wieder benutzen zu k

�

onnen oder Probleme, die in mehreren Uni�kationsproble-

men als Teilproblem auftreten, nicht mehrfach berechnen zu m

�

ussen. Die naheliegendste

M

�

oglichkeit, dies zu tun, ist, die Substitutionen bzw. gel

�

osten Formen zu uni�zieren. Da�

dies ein sehr ine�zientes Verfahren sein kann, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 5.3 Die Uni�kationsprobleme P

1

= x

1

+x

2

?

= y

1

+y

1

und P

2

= y

1

+y

2

?

= x

1

+x

1

haben minimale Mengen von E-L

�

osungen mit jeweils f

�

unf Substitutionen. Um diese zu

mergen m

�

ussen 5 �5 = 25 Uni�kationsprobleme gel

�

ost werden. Da diese AC-Terme enthal-

ten, haben sie minimale L

�

osungsmengen mit mehreren Elementen. Insgesamt erh

�

alt man

so 186 Substitutionen als E-L

�

osungen f

�

ur P

1

^ P

2

. Diese Menge ist nicht minimal. Uni�-

ziert man dagegen P

1

^ P

2

direkt mit dem Algorithmus zur elementaren AC-Uni�kation

erh

�

alt man eine minimale Menge von f

�

unf E-L

�

osungen. Obwohl man so die schon be-

rechnete Information nicht benutzt hat, ist dieser Weg wesentlich schneller. Au�er dem

ist das so berechnete Ergebnis besser, weil die Menge minimal ist. Auch der Weg, die

L

�

osungssubstitution des einen Uni�kationsproblems auf das andere anzuwenden und die

so entstandenen Instanzen des Uni�kationsproblems zu l

�

osen, f

�

uhrt zu einem schlechteren

Ergebnis. Da es f

�

ur P

1

und P

2

jeweils f

�

unf L

�

osungen gibt, m

�

ussen f

�

unf Uni�kationspro-

bleme gel

�

ost werden, die in beiden F

�

allen zu 59 Uni�katoren f

�

uhren.

Dieses Beispiel zeigt, da� das Benutzen von schon berechneten L

�

osungssubstitutionen

f

�

ur die AC-Theorie wesentlich schlechter sein kann, als die Uni�kation ganz von vorn

mit den urspr

�

unglichen Termen zu beginnen. Gesucht wird nun ein Weg, mit dem man

einen Teil der schon berechneten Informationen wieder benutzen kann, aber trotzdem eine

minimale Menge von L

�

osungen erh

�

alt. Es soll also versucht werden, das Merging auf den

Zwischenergebnissen der AC-Uni�kation durchzuf

�

uhren.

5.2 Die Zwischenschritte der AC-Uni�kation

Als erstes werden die bei der AC-Uni�kation auftretenden Teilschritte und die dabei

entstehenden Zwischenergebnisse aufgez

�

ahlt. Die Zwischenergebnisse sind
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1. das Uni�kationsproblem P .

2. die Matrix der diophantischen Gleichungen A~x = 0.

3. eine Repr

�

asentation des L

�

osungsraumes S

0

(A) oder R.

4. die L

�

osungsmenge �S(A).

5. die passenden Teilmengen fP

1

; : : : ;P

n

g.

6. die minimale, vollst

�

andige Menge von sequentiell gel

�

osten Formen fP

s

1

; : : : ; P

s

n

g

bzw. E-L

�

osungen f�

1

; : : : ; �

n

g.

Der erste der dabei auftretenden Teilschritte ist das Aufstellen der diophantischen Glei-

chungen A~x = 0 aus dem Uni�kationsproblem P , das die Eingabe der Uni�kation ist. Im

n

�

achsten Schritt wird bei den Verfahren von Domenjoud und Pottier eine Darstellung f

�

ur

den Untervektorraum aller rationalen bzw. ganzzahligen L

�

osungen berechnet. Bei Domen-

joud ist dies die Menge der minimalen L

�

osungen mit minimaler Tr

�

agermenge S

0

(A) und

bei Pottier das Regelsystem R. Im dritten Schritt wird durch Aufz

�

ahlen die Menge der

minimalen, nat

�

urlichzahligen L

�

osungen bestimmt. Dazu werden Grenzen ben

�

otigt, die das

Aufz

�

ahlen terminieren. Bei Domenjoud und Pottier werden nur L

�

osungen aufgez

�

ahlt, die

auf ihre Minimalit

�

at

�

uberpr

�

uft werden m

�

ussen. Beim Verfahren von Contejean und Devie

werden alle Vektoren in aufsteigender Reihenfolge aufgez

�

ahlt, so da� nur noch

�

uberpr

�

uft

werden mu�, ob es sich um L

�

osungen handelt. Im vierten Schritt werden die passenden

Teilmengen der L

�

osungsmenge bestimmt und im letzten Schritt werden schlie�lich die

Uni�katoren zusammengesetzt. Hier noch einmal die Zwischenergebnisse der einzelnen

Schritte:

5.3 Weiterrechnen auf den Zwischenschritten

Da in jedem Zwischenergebnis der Teilschritte die gesamte Information enthalten ist, reicht

es f

�

ur das Mergen zweier Uni�kationsprobleme P

1

und P

2

aus, f

�

ur jedes Uni�kationspro-

blem eines der Zwischenergebnisse auszuw

�

ahlen. Aus diesen beiden Zwischenergebnissen

lassen sich dann die E-L

�

osungen f

�

ur die Konjunktion der beiden Uni�kationsprobleme

berechnen. Die einfachste M

�

oglichkeit ist, die Konjunktion der beiden Uni�kationspro-

blem, P

1

^ P

2

, zu l

�

osen. Benutzt man die beiden Mengen von seqentiell gel

�

osten Formen

fP

s

1

1

; : : : ; P

s

n

1

g und fP

s

1

2

; : : : ; P

s

m

2

g, so mu� man s

�

amtliche Kombinationen, d. h. die m �n

Uni�kationsprobleme

P

s

1

1

^ P

s

1

2

; : : : P

s

1

1

^ P

s

m

2

; : : : P

s

n

1

^ P

s

1

2

; : : : P

s

n

1

^ P

s

m

2

l

�

osen. Da� dies sehr ine�zient sein kann, wurde bereits im ersten Abschnitt des Kapitels

gezeigt. Auch das Anwenden der L

�

osungssubstitutionen f�

1

; : : : ; �

n

g des einen Uni�kati-

onsproblems auf das andere, d. h. das L

�

osen von �

1

(P

2

); : : : ; �

n

(P

2

) mit anschlie�ender

Konkatenation der neu berechneten E-L

�

osungen mit dem jeweilgen �

i

, kann sehr ine�zi-

ent sein. Alle anderen Kombinationen von Zwischenergebnissen liegen auf einer anderen
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Ebene, weil hier als Objekte nicht mehr nur Terme und Substitutionen auftreten son-

dern auch Zahlen, Vektoren und Matrizen. Es besteht nat

�

urlich bei jeder Kombination

die M

�

oglichkeit, die gegebenen Zwischenergebnisse getrennt weiter zu rechnen und die

so erhaltenen gel

�

osten Formen wie bei der direkten Verwendung der Endergebnisse zu

mergen. Ein e�zientes Verfahren zum Mergen m

�

u�te m

�

oglichst viel der schon berechne-

ten Information verwenden, ohne den oben beschriebenen Nachteil zu haben, der bei der

Verwendung der gel

�

osten Formen auftritt.

Eine Verwendung der beiden Matrizen A

1

und A

2

ist nat

�

urlich sehr einfach, da man sie nur

�

ubereinanderschreiben und A =

h

A

1

A

2

i

l

�

osen mu�, aber dies bringt kaum einen E�zienzge-

winn, da das Aufstellen der Matrizen keine aufwendige Operation ist. Der aufwendigste

Schritt ist das Aufz

�

ahlen beim Berechnen der minimalen L

�

osungen der diophantischen

Gleichungen. Dieser Schritt sollte daher m

�

oglichst nicht wiederholt werden. Dies ist aber

nicht m

�

oglich, da die Vektorraumbereiche, in denen bei den urspr

�

unglichen Uni�kations-

problemen und bei der Berechnung des Merge aufgez

�

ahlt wird, im allgemeinen verschieden

sind. Zwar ist der L

�

osungsvektorraum der diophantischen Gleichungen des Merge ein Un-

tervektorraum des L

�

osungsraumes der urspr

�

unglichen Uni�kationsprobleme, aber da nur

nat

�

urlichzahlige L

�

osungen gesucht werden, sind die Bereiche der minimalen L

�

osungen im

allgemeinen nicht gleich, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.4 Die diophantischen Gleichungen

[ 2 2 �3 ] ~x = 0

[ 3 �2 1 ] ~x = 0

haben die L

�

osungsmengen f(3; 0; 2); (0; 3; 2); (2; 1; 2); (1; 2; 2)g und f(2; 3; 0); (0; 1; 2); (1; 2;

1)g. Die L

�

osungsmenge f

�

ur den Merge dieser beiden Gleichungen

"

2 2 �3

3 �2 1

#

~x = 0

ist f(4; 11; 10)g. Diese L

�

osung ist aber bei keinem der Verfahren vorher schon aufgetreten.

Beim Verfahren von Contejean und Devie wird bei der L

�

osung der beiden Gleichungen

kein Vektor aufgez

�

ahlt, der gr

�

o�er als eine der minimalen L

�

osungen ist. Beim Verfahren

von Domenjoud werden bei der Aufz

�

ahlung nur die noch fehlenden minimalen und keine

�

uber

�

ussigen L

�

osungen aufgez

�

ahlt und beim Verfahren von Pottier betr

�

agt die Grenze f

�

ur

die L

�

ange der L

�

osungsvektoren in beiden F

�

allen 10.

Da alle Verfahren zum L

�

osen diophantischer Gleichungen mit einem Aufz

�

ahlungsteil ar-

beiten und die Bereiche, in denen die L

�

osungen von A

1

und A

2

und von A =

h

A

1

A

2

i

liegen,

im allgemeinen verschieden sind, ist es nur schwer vorstellbar, ein Verfahren zu �nden, das

aus �S(A

1

) und �S(A

2

) ohne Aufz

�

ahlung �S(A) berechnet. Das Aufz

�

ahlen mu� daher

beim Merging erneut durchgef

�

uhrt werden.

Da jeder L

�

osungsvektor aus �S(A) eine Linearkombination der L

�

osungsvektoren der ur-

spr

�

unglichen diophantischen Gleichungen ist

8~s 2 �S(A) : ~s =

X

~

t2�S(A

1

)

a

~

t

~

t; a

~

t

2 IN;
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kann man den Test, ob eine Teilmenge P � �S(A) passend ist, auf die schon durchgef

�

uhr-

ten Tests f

�

ur die Teilmengen von �S(A

1

) zur

�

uckf

�

uhren. Sei P

~s

= f

~

t 2 �S(A

1

)ja

~

t

> 0g.

P ist genau dann gro� bzw. klein genug, wenn

S

~s2P

P

~s

gro� bzw. klein genug ist. Man

braucht also die einzelnen Tests nicht mehr auf allen Komponenten der L

�

osungsvektoren

durchf

�

uhren, sondern mu� nur noch die Vereinigungsmenge bilden und

�

uberpr

�

ufen, wie

das Testergebnis f

�

ur diese Menge bei einem der urspr

�

unglichen Uni�kationsprobleme war.

Diese Methode bringt allerdings kaum einen Zeitgewinn, da die Berechnung der a

t

bzw.

P

~s

sehr zeitaufwendig ist. Aber selbst wenn die a

t

bzw. P

~s

durch die vorherigen Schritte

schon vorl

�

agen, w

�

urde diese Methode kaum einen Zeitgewinn bringen, da die normalen

Tests durch Kodierung der Teilmengen in Bitvektoren sehr schnell sind und nur einen

vernachl

�

assigbaren Anteil an der Gesamtzeit der AC-Uni�kation haben.



Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde gezeigt, wie ein e�zienter Algorithmus zur allgemeinen AC-

Uni�kation entwickelt werden kann. Die wichtigsten Bestandteile eines solchen Algorith-

mus sind ein Kombinationsverfahren, ein Verfahren zur elementaren AC-Uni�kation und

ein Verfahren zum L

�

osen diophantischer Gleichungen.

Als erstes wurde daher in Kapitel 2 das Verfahren von A. Boudet zur Uni�kation mehre-

rer regul

�

arer, kollapsfreier Theorien beschrieben und zur Kombination von AC-Theorien

mit der freien Theorie verwendet. Wegen der speziellen Form des Ergebnisses der ele-

mentaren AC-Uni�kation konnten in diesem Verfahren mehrere Schritte zu einem neuen

zusammengefa�t werden, so da� ein Bestandteil des Kombinationsverfahrens, die Abstrak-

tionsvariablen, nicht mehr ben

�

otigt werden. Gleichzeitig ergaben sich neue Bedingungen,

die die L

�

osungen der elementaren AC-Uni�kation erf

�

ullen m

�

ussen.

In Kapitel 3 wurde dann ein Verfahren zur elementaren AC-Uni�kation vorgestellt und

gezeigt, wie sich die Bedingungen aus Kapitel 2 darin realisieren lassen. Durch Einhalten

der Bedingungen kann das Aufstellen eines Teils der L

�

osungen, die im Kombinationsver-

fahren nicht zu einer L

�

osung f

�

uhren, fr

�

uhzeitig verhindert werden. Zus

�

atzlich wurde noch

gezeigt, wie sich neue Bedingungen f

�

ur die L

�

osungen der diophantischen Gleichungen, die

im Verfahren zur elementaren ACUni�kation ben

�

otigt werden, ergeben.

Zur L

�

osung der diophantischen Gleichungen wurden in Kapitel 4 drei Verfahren vorge-

stellt. Dabei wurde jeweils versucht die Bedingungen aus Kapitel 3 in die Algorithmen

einzubauen, was f

�

ur die drei Verfahren unterschiedlich gut gelang. Dem entsprechend sind

die Verfahren zur Verwendung in der AC-Uni�kation unterschiedlich gut geeignet.

Schlie�lich wurde in Kapitel 5 noch auf die Probleme eingegangen, die beim Wiederver-

wenden schon berechneter L

�

osungen der AC-Uni�kation entstehen. Dabei wurde klar, da�

die gebr

�

auchlichste Art dies zu tun, das Mergen der Substitutionen, zu sehr schlechten

Ergebnissen f

�

uhren kann und es h

�

au�g besser ist, die AC-Uni�kation ganz von vorn zu

beginnen und auf die schon berechneten Ergebnisse zu verzichten.

59



Anhang A

Laufzeitvergleiche

Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren, d. h. der auf dem Kombinationsverfahren aus

[2] beruhende Algorithmus zur allgemeinenAC-Uni�kation nach [3], das Verfahren zur ele-

mentaren AC-Uni�kation und die drei vorgestellten Verfahren zum L

�

osen diophantischer

Gleichungen von Contejean und Devie [6], Domenjoud [7] und Pottier [19], wurden mit

den in dieser Arbeit vorgestellten Bedingungen und Optimierungen auf einer Symbolics

3640 in Lisp implementiert. Dabei wurden bei der Implementierung der AC-Uni�kation

die in [3] vorgestellten Optimierungen ber

�

ucksichtigt, die in dieser Arbeit nicht noch ein-

mal beschrieben wurden. Es folgen einige Tabellen mit Beispielen, an denen die Wirkung

der in Kapitel 2 und 3 aufgestellten Bedingungen, die Zeitverteilung auf die einzelnen

Schritte der AC-Uni�kation und die Unterschiede zwischen den drei Verfahren zum L

�

osen

diophantischer Gleichungen gezeigt werden sollen.

Zur Berechnung der Laufzeiten wurde jedes Problem zehnmal gel

�

ost und der Durchschnitt

der zehn Laufzeiten gebildet. Die Angaben sind in Millisekunden.

In Tabelle A.1 stehen die Laufzeiten der drei vorgestellten Verfahren zur Berechnung der

minimalen L

�

osungsmenge von diophantischen Gleichungen. Dabei wurden keine Fremd-

terme

�

ubergeben und also auch keine der Bedingungen 3.1 oder 3.2 benutzt. In Spalte 5

ist ein Wert eingetragen, wenn es in S

0

(A) einen Vektor der H

�

ohe 1 gibt, d. h. wenn die f

�

ur

diesen Fall in Kapitel 4 beschriebene Optimierung m

�

oglich ist. Ein Punkt bedeutet, da�

diese Berechnung sehr lange dauert (mehr als 2 min.). Die ersten Beispiele sind typische

Probleme, die bei der AC-Uni�kation auftreten. Mit steigender Gr

�

o�e der Zahlen in A

wird ein Auftreten w

�

ahrend der AC-Uni�kation immer seltener und die letzten Beispiele

kommen bei der AC-Uni�kation

�

uberhaupt nicht vor.

In Tabelle A.3 stehen die Laufzeiten f

�

ur die Uni�kation einiger AC-Terme und die Zeiten,

die von den Verfahren zum L

�

osen der jeweiligen diophantischen Gleichungen mit Fremd-

termbedingungen ben

�

otigt wurden. Das Verfahren von Pottier ist dabei nicht ber

�

ucksich-

tigt, weil bei ihm die Fremdtermbedingungen nicht genutzt werden k

�

onnen und es einem

Vergleich mit den beiden anderen Verfahren nicht standh

�

alt. Beim Verfahren von Domen-

joud wurde die in Kapitel 4 beschriebene Optimierung benutzt, die m

�

oglich ist, wenn ein

Vektor in S

0

(A) die H

�

ohe 1 hat. In Spalte 2 steht die Anzahl der L

�

osungen in �S(A), die

60
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die Bedingungen 3.1 und 3.2 erf

�

ullen. In Spalte 3 steht die Anzahl der vom Algorithmus

berechneten AC-L

�

osungen. Die Gesamtzeit der AC-Uni�kation wurde mit dem Verfah-

ren von Domenjoud gemessen, da so wegen der bei diesem Verfahren meist konstanten

Bearbeitungszeit innerhalb eines Abschnitts (siehe unten) der Vergleich der Gesamtzeiten

besser m

�

oglich ist.

In den Uni�kationsproblemen sind x; y; z; u; v; w 2 X Variablen und a; b; c; d 2 C Kon-

stanten. Wie

�

ublich ist + 2 F

1

ein AC-Symbol und f 2 F

0

ein freies Symbol. Zur

�

Ubersichtlichkeit wurden als Fremdterme meistens Konstanten benutzt, da die Ergeb-

nisse bei Verwendung anderer Fremdterme im wesentlichen gleich sind. Die Matrix der

diophantischen Gleichungen A ist pro Abschnitt nur einmal abgebildet, weil sie f

�

ur alle

Beispiele eines Abschnitts gleich ist.

Zu jedem Uni�kationsproblem mit Fremdtermen steht in der ersten Zeile des jeweiligen

Abschnitts das Uni�kationsproblem, das durch Variablenabstraktion entstanden ist, und

die Werte in der ersten Zeile beziehen sich auf die L

�

osung dieses Problems ohne Bedin-

gungen. In den restlichen Zeilen des Abschnitts stehen dann Uni�kationsprobleme mit

Fremdtermen, die mit Beachtung der Bedingungen gel

�

ost wurden. Um die Wirkung der

Bedingungen beim Auftreten von Fremdtermen in einem Uni�kationsproblem zu sehen,

mu� man die Werte dieser Zeile also mit denen aus der ersten Zeile dieses Abschnitts

vergleichen.

Man sieht deutlich, wie die Anzahl der L

�

osungen und Uni�katoren und die Bearbeitungs-

zeit geringer werden, wenn die Uni�kationsprobleme ohne Variablenabstraktion und mit

den Fremdtermbedingungen gel

�

ost werden. Besonders im zweiten und vierten Abschnitt

wird deutlich, da� durch das Benutzen der Bedingungen schon bei nur einem Fremd-

term die Bearbeitungszeit erheblich gesenkt werden kann. Dabei wird auch deutlich, da�

die Gesamtbearbeitungszeit haupts

�

achlich von der Anzahl der Uni�katoren abh

�

angt und

da� beim Auftreten vieler Uni�katoren das Berechnen der passenden Teilmengen und das

anschlie�ende Aufstellen der Substitutionen den weitaus gr

�

o�ten Anteil an der Gesamt-

bearbeitungzeit hat, w

�

ahrend die Zeit zum L

�

osen der diophantischen Gleichungen einen

sehr kleinen Anteil hat.

In Spalte 4 und 5 kann man sehen, wie sich die Fremdtermbedingungen auf die Bear-

beitungszeiten der Verfahren von Contejean und Devie und von Domenjoud auswirken.

W

�

ahrend in der ersten Zeile jedes Abschnitts stets die Zeit angegeben ist, die zum L

�

osen

der diophantischen Gleichungen ohne Fremdterme und damit ohne Benutzung der Be-

dingungen ben

�

otigt werden, stehen in den darauf folgenden Zeilen die Zeiten, die sich

bei Benutzung der Bedingungen mit den jeweiligen Fremdtermen ergeben. W

�

ahrend man

beim Verfahren von Contejean und Devie erkennen kann, wie sich die Bearbeitungszei-

ten dadurch verringern, bleiben sie beim Verfahren von Domenjoud meist gleich. Dies

liegt daran, da� die Vektoren, die die bei diesem Verfahren benutzbare Fremdtermbedin-

gung 3.2 nicht erf

�

ullen, fast immer auch die H

�

ohe 1 haben und daher auch schon ohne

Fremdterme von der in diesem Fall m

�

oglichen Optimierung betro�en sind. Lediglich im

dritten Abschnitt kann man erkennen, wie sich die Bearbeitungszeit beim Verfahren von

Domenjoud durch Verwenden der Fremdtermbedingungen verringert.
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Tabelle A.1: Vergleich der drei Verfahren zum L

�

osen diophantischer Gleichungen

A (2) (3) ms (4) ms (5) ms (6) ms

h

1 1 �1 �1

i

4 19 74 13 534

h

1 1 1 �1 �1 �1

i

9 62 6730 45 11469

h

2 �1 �1

i

3 18 17 572

h

3 �1 �1

i

4 33 21 571

h

4 �1 �1

i

5 45 31 570

"

1 1 �1 �1

2 1 �1 �2

#

2 56 23 12 459

"

1 2 �2 �1

1 0 �2 0

#

2 66 21 602

"

1 2 �1 �1

2 1 �1 �1

#

4 147 26 539

"

1 2 �1 �1 �1

2 1 �1 �1 �1

#

10 374 99 1339

2

6

4

1 2 �1 0 �2 �1

1 �1 �2 2 0 1

2 0 1 �1 �2 0

3

7

5

13 14186 2102 1382 17391

"

1 2 �3 �2 �4

2 1 �3 2 5

#

10 1809 261 85673

"

10 �7 �8 3 �11

12 �9 �7 3 13

#

240 . 30000 .

"

�10 0 20 �1 �21

9 1 �17 2 19

#

0 . 15 .

Legende auf der n

�

achsten Seite
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Tabelle A.2: Legende zu Tabelle A.1

(2) Anzahl der L

�

osungen in �S(A).

(3) Bearbeitungszeit beim Verfahren von Contejean und Devie.

(4) Bearbeitungszeit beim Verfahren von Domenjoud.

(5) Bearbeitungszeit beim optimierten Verfahren von Domenjoud.

(6) Bearbeitungszeit beim Verfahren von Pottier.
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Tabelle A.3: Beispiele zur AC-Uni�kation

Anzahl Anzahl Contej. Domenj. Gesamt{

P bzw. A der L

�

os. der AC{ optimiert zeit

in �S(A) L

�

osungen Zeit in ms Zeit in ms in ms

x+ y = u+ v 4 7 19 15 98

h

1 1 �1 �1

i

a+ y

?

= u+ v 4 4 21 14 67

a+ b

?

= u+ v 4 2 21 16 45

a+ y

?

= c+ v 3 2 16 15 53

a + b

?

= c + v 2 0 12 15 35

a+ b

?

= a+ v 3 1 16 16 33

x + x + x

?

= u+ v + w 10 981 99 106 17219

h

3 �1 �1 �1

i

x+ x + x

?

= a + v + w 7 44 79 109 685

x + x+ x

?

= a+ b + w 3 2 40 101 138

x + x + x

?

= a + b+ c 0 0 18 99 105

x+ x + y

?

= u+ v + w 9 381 55 69 4791

h

2 1 �1 �1 �1

i

x+ x + y

?

= u+ v + w 6 8 38 47 145

x+ x + y

?

= u+ v + w 4 2 26 35 373

x+ y

?

= z + z ^

x + z

?

= u+ v

9 483 247 199 22427

"

1 1 �2 0 0

1 0 1 �1 �1

#

x+ a

?

= z + z ^

x + z

?

= u+ v

7 44 122 199 962

x+ a

?

= z + z ^

x + z

?

= b+ v

6 20 164 196 482

x+ y

?

= z + z ^

x + z

?

= b + c

2 0 116 193 218

a+ y

?

= z + z ^

a + z

?

= u+ v

5 8 115 195 330

x+ f(y)

?

= z + z ^

x+ z

?

= f(u) + v

4 4 114 194 275
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