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Abstract

This work investigates general AC-unification, i. e. unification in the combination of free
function symbols and free Abelian semigroups, whose function symbols fulfill associativity
and commutativity.

The three necessary parts of general AC-unification are presented: a combination algo-
rithm, a procedure for elementary AC-unification, and methods for solving systems of
diophantine equations. Starting with A. Boudet’s unification algorithm for the combina-
tion of regular and collapse-free theories, an efficient algorithm for general AC-unification
is developed, setting out conditions that must be fulfilled by the solutions of elemen-
tary AC-unification. These conditions are used by the procedure for elementary AC-
unification whereby further conditions are set out that must be fulfilled by the solutions
of the diophantine equations. Then three methods (those of E. Contejean and H. Devie,
E. Domenjoud, L. Pottier) for solving systems of diophantine equations are presented.
The three methods are compared and evaluated, trying to use the conditions efficiently.

Finally some problems which arise from the reuse of AC-unifiers in unification, such as
merging, are presented. It is shown that reusing AC-unifiers for partial problems is often
worse than solving the entire problem from the beginning.



Zusammenfassung

Diese Arbeit befafit sich mit allgemeiner AC-Unifikation, d. h. mit der Unifikation in der
Kombination von freien Funktionssymbolen mit freien Abelschen Halbgruppen, also mit
Funktionssymbolen, fiir die die Assoziativitit und die Kommutativitéit gilt.

Dabei werden die drei zur allgemeinen AC-Unifikation notwendigen Teile beschrieben,
d. h. ein Kombinationsverfahren, ein Verfahren zur elementaren AC-Unifikation und Ver-
fahren zum Losen diophantischer Gleichungssysteme. Ausgehend von dem Unifikationsal-
gorithmus zur Kombination von reguléren, kollapsfreien Theorien von A. Boudet wird ein
effizientes Verfahren zur allgemeinen AC-Unifikation entwickelt, indem Bedingungen auf-
gestellt werden, die die Losungen der elementaren AC-Unifikation erfiillen miissen. Diese
Bedingungen werden dann vom Verfahren zur elementaren AC-Unifikation benutzt, wo-
bei weitere Bedingungen aufgestellt werden, die von den Losungen der diophantischen
Gleichungen erfiillt werden miissen. Danach werden drei Verfahren (von E. Contejean
und H. Devie, E. Domenjoud, L. Pottier) zum Losen diophantischer Gleichungssysteme
beschrieben, fiir die versucht wird, diese Bedingungen moglichst effizient auszunutzen.
Anschliefilich werden die drei Verfahren verglichen und bewertet.

Abschlieflend werden noch einige Probleme vorgestellt, die beim Wiederverwenden von
AC-Unifikatoren in der Unifikation, wie z. B. beim Merging, auftreten. Dabei zeigt sich,
dafl das Wiederverwenden von AC-Unifikatoren fiir Teilprobleme haufig schlechtere Er-
gebnisse liefert als es das erneute Losen des Gesamtproblems tun wiirde.
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Kapitel 1

Einfiihrung und Definitionen

1.1 Motivation und Einleitung

Unifikation spielt in der Kiinstlichen Intelligenz seit der Beschreibung der Resolution
durch Robinson [20] 1965 eine tragende Rolle. Eine weitere wichtige Anwendung besteht
in der Termersetzung und der Vervollstindigung von Knuth und Bendix [15] von 1967. Die
Aufgabe der Unifikation in beiden Verfahren ist es, die Variablen zweier Terme durch eine
Substitution so zu belegen, daf3 die beiden Terme syntaktisch gleich werden und dadurch
eine Inferenzregel anwendbar wird. Da mit beiden Kalkiilen Sétze automatisch bewiesen
werden konnen, ist die Mathematik ein wichtiges Anwendungsgebiet.

In der Mathematik spielen Gleichungen eine Schliisselrolle. Sie dienen dazu, algebraische
Strukturen zu definieren, wie z. B. Monoide, Gruppen, Abelsche Gruppen usw. Da die
Behandlung der Gleichungen in der Resolution, z. B. durch Paramodulation, zu Komple-
xitéatsschwierigkeiten fiihrt, schlug Plotkin [18] 1972 vor, die Behandlung der Gleichungen,
oder eines Teils davon, in der Unifikation vorzunehmen. Diese Theorie- oder E-Unifikation
macht Terme nicht mehr syntaktisch gleich, sondern nur gleich beziiglich der Gleichheits-
theorie E, einer Menge von Gleichungen. Ein hiufig vorkommendes Beispiel dafiir ist
die Assoziativitat und Kommutativitit fiir ein Symbol +, d. h. E = {+(z,+(y,2)) =
+(+(z,y), 2), +(z,y) = +(y,z)}. Auch fiir die Vervollstindigung ist Theorieunifikation
sinnvoll, da bestimmte Gleichungen, die nicht richtbar sind, sonst nur durch eine komple-
xitétssteigernde Variante des Verfahrens behandelt werden kénnen.

Ein Nachteil der Theorieunifikation ist, dafl das Ergebnis gegeniiber der syntaktischen Uni-
fikation komplizierter wird. Bei der syntaktischen Unifikation reicht eine Substitution, der
allgemeinste Unifikator, aus, um alle, meist unendlich viele, Losungen zu représentieren,
weil es immer genau eine Losungssubstitution gibt, die beziiglich der Instanzenordnung
(Definition Seite 7) minimal ist. In der Theorieunifikation hingegen gibt es im allgemei-
nen mehrere minimale Losungen, so dafl das Ergebnis der Unifikation gew6hnlich eine
Menge von Substitutionen ist. Durch die Unifikationshierarchie nach Siekmann [22] (De-
finition auf Seite 13) werden die Theorien danach klassifiziert, welche Kardinalitét diese
Menge haben kann und ob sie {iberhaupt existiert. Dieser Unifikationstyp ist im allgemei-
nen unentscheidbar [17] und héngt auer von der Theorie, unter der unifiziert wird, auch
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4 KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND DEFINITIONEN

noch davon ab, ob nur ein Termpaar oder mehrere Paare unifiziert werden sollen und ob
die Terme neben den Funktionssymbolen der Theorie auch noch freie Funktionssymbole
enthalten.

Um Terme unifizieren zu kénnen, die Symbole aus verschiedenen Theorien oder freie
Symbole enthalten, ben6tigt man ein Kombinationsverfahren, das die Algorithmen fiir die
verschiedenen Theorien und die syntaktische Unifikation benutzt. Die ersten impliziten
Kombinationsverfahren wurden fiir die Kombination von freien Symbolen mit Symbolen,
fir die die Assoziativitdt und Kommutativitét gelten, in [24] und [10] beschrieben. Fiir
Theorien mit bestimmten Eigenschaften haben Kirchner [14], Herold [11], Tidén [25] und
Yelick [26] Kombinationsverfahren vorgestellt. Die Verfahren von Schmidt-Schauf3 [21]
und Boudet [2] erlauben die Kombination von beliebigen Theorien mit disjunkten Mengen
von Funktionssymbolen. Da der Algorithmus von Boudet regelbasiert ist, erlaubt er eine
besonders flexible Kontrolle und ist daher eine Grundlage fiir diese Arbeit.

Die Theorie der freien Abelschen Halbgruppe, kurz AC-Theorie, ist die Theorie, in der
fiir ein Funktionssymbol die Assozitivitit (z + (y + z) = (z +y) + z) und die Kommuta-
tivitat (r +y = y + ) gilt. Sie reprisentiert die Datenstruktur der Multimenge und wird
in der englischen Literatur hiufig als ,bag“ bezeichnet. Sie ist wie kaum eine andere fiir
die Theorieunifikation untersucht worden [23, 24, 8, 16, 10]. Dies liegt einerseits daran,
daf} sie in der Mathematik eine bedeutende Rolle spielt, weil sie fiir die wichtigsten Funk-
tionen gilt (Addition und Multiplikation von Zahlen, Vereinigung und Durchschnitt von
Mengen, Disjunktion und Konjunktion in der Boolschen Algebra) und die Grundlage fiir
viele algebraische Strukturen ist (Abelsche Gruppen, Ringe, ...). Andererseits ist sie fiir
die Vervollstindigung von grofler Bedeutung, weil die Kommutativitit nicht richtbar ist
und auch die Assoziativitdt nicht mehr richtbar ist, wenn die Kommutativitéit in der Uni-
fikation behandelt wird. Erweiterte Theorien, die noch zusétzliche Gleichungen enthalten,
werden seltener benutzt, weil die Unifikationsalgorithmen meist komplizierter werden und
fiir die Vervollstdndigung immer weniger Gleichungen richtbar sind.

Der erste Algorithmus zur Unifikation von Termen, die ein AC-Symbol und sonst nur
Konstanten und Variablen enthalten, wurde 1975 von Stickel [23] angegeben. Von Stickel
[24] und Herold und Siekmann [10] wurden spéter zwei verschiedene Verfahren vorgestellt,
die Terme mit mehreren AC-Symbolen und auch mehrstelligen freien Funktionssymbo-
len unifizieren kénnen. Diese beiden Verfahren enthalten implizit auch ein Kombinati-
onsverfahren fiir AC-Theorien und die freie Theorie. Wahrend Stickels Verfahren dabei
Variablenabstraktion benutzt, arbeitet das Verfahren von Herold und Siekmann mit Kon-
stantenabstraktion. Fiir die allgemeinen Kombinationsverfahren wurde spéter meist eine
Mischung von Konstantenabstraktion und Variablenabstraktion benutzt, d. h. die zur
Abstraktion eingefiithrten Symbole werden in einigen Schritten als Konstanten und in ei-
nigen Schritten als Variablen behandelt oder sie werden als Variablen mit eingeschranktem
Wertebereich betrachtet.

In allen Verfahren zur AC-Unifikation werden diophantische Gleichungen, d. h. lineare
Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten und natiirlichzahligen Losungen, aufgestellt.
Mit der minimalen Lésungsmenge dieser Gleichungen werden dann die Losungssubstitu-
tionen berechnet. Wegen dieses engen Zusammenhangs mit der AC-Unifikation ist auch
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das Losen diophantischer Gleichungen h#ufig untersucht worden [5, 9, 6, 7, 19]. Von den
recht einfachen Verfahren am Anfang, die nur die Losungen einer einzelnen Gleichung
berechnen kénnen, kam man zu komplizierteren und effizienteren Algorithmen und zu Al-
gorithmen, die auch fiir Gleichungssysteme geeignet sind. Auch die Grenzen, die die Grofle
der minimalen Loésungen beschrinken und die in den meisten Algorithmen eine wichtige
Rolle spielen, sind immer mehr verfeinert worden. In Kapitel 4 werden die Verfahren von
Contejean und Devie [6], Domenjoud [7] und Pottier [19] vorgestellt und analysiert.

Bei der Anwendung eines allgemeinen Kombinationsalgorithmus auf spezielle Theorien
treten hiufig Situationen auf, in denen sich schon berechnete Teillésungen als unbrauch-
bar herausstellen, weil sie fiir das gesamte Problem nicht zu einer Losung fiihren. In die-
ser Arbeit sollen nun, wie schon bei Stickel [24] angesprochen, fiir die Kombination von
AC-Theorien mit der freien Theorie Bedingungen aufgestellt werden, die diese Situation
friithzeitig erkennen und die Berechnung einer unbrauchbaren Teillésung verhindern. Diese
Bedingungen sollen dann in den Kombinationsalgorithmus von Boudet [2] eingearbeitet
werden. Dabei wird sich herausstellen, dafl ein wesentlicher Bestandteil des Verfahrens,
die Variablenabstraktion und die dadurch erzeugten Abstraktionsvariablen, explizit nicht
mehr bend6tigt werden. Vom Kombinationsalgorithmus werden die Bedingungen an den
Algorithmus zur Unifikation von Termen einer AC-Theorie weitergegeben und anschlie-
end von diesem weiter an den Algorithmus zur Lésung diophantischer Gleichungen, so
dafl schon von diesem iiberfliissige Losungen nicht erzeugt werden.

1.2 Terme

Als erstes werden an [3] angelehnt einige Standardbegriffe definiert. Dabei ist in IN, der
Menge der natiirlichen Zahlen, die Null stets mit enthalten.

Eine Signatur ist eine Menge von Funktionssymbolen mit fester Stelligkeit. Im folgenden
sei X eine Signatur und X eine (unendliche) abzihlbare Menge von Variablen. Dann ist
T(X,X) die Menge der Terme iiber den Funktionssymbolen aus ¥ und den Variablen
aus X mit ¢t € T(X, X) genau dann, wenn ¢ € X oder t = f(ty,...,t,), wobei ty,...,t, €
T(E,X), f € ¥ und n die Stelligkeit von f ist. Die Menge der Variablen eines Terms ¢
wird mit Var(t) bezeichnet.

Die Teilterme eines Terms sind durch ihre Stellen festgelegt. Stellen sind Folgen von
natiirlichen Zahlen, wobei € die leere Folge ist. Die Stellen eines Terms ¢ sind O(t) und ¢|,
ist der Teilterm an der Stelle p:

Ist t € X, soist O(t) = {€} und t|. = 1.
Sonst ist t = f(t1,...,t,) mit f € ¥ und n € IN. Dann ist

O@t) = {e} Ufip| i€ {1,...,n},p€ Ot:)}, thy = t;], und |, = ¢.

Auf den Stellen ist die Préfixordnung <, definiert und sie lassen sich als Folgen einfach
konkatenieren, wobei t|,, = (t|,)|, gilt. Das Kopfsymbol, d. h. das oberste Symbol oder
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Topsymbol, eines Terms ¢ ist t(e) und ¢(p) = t|,(¢) ist das Symbol an der Stelle p € O(t).
Das Vorkommen eines Teilterms s in ¢ wird mit ¢[s] bezeichnet oder genauer mit t[s],,
wenn t|, = s. Die Termersetzung an einer Position p in ¢ durch s wird mit ¢[p < s] notiert.

Um Terme zu instanzieren, d. h. ihre Variablen durch andere Terme zu ersetzen, benutzt
man Substitutionen. Eine Substitution weist einer endlichen Menge von Variablen aus
X Terme aus 7(X, X) zu und kann durch o(f(t,...,t,)) = f(o(t1),...,0(t,)) zu einer
Abbildung von 7 (3, X') nach T (X, X) erweitert werden. Notiert werden Substitutionen
als {z; — t1,...,x, — t,}. Die Konkatenation einer Substitution ¢ mit einer anderen
Substitution 7 ist durch o o 7(x) = o(7(z)) fiir alle x € X definiert.

Eine Menge von Gleichungen (Axiomen) E C 7(X,X) x T (X, X') definiert eine Gleich-
heitstheorie =g, d. h. eine Kongruenzrelation auf Termen, die operational definiert ist
durch

st genau dann, wenn es p € O(s), (I,r) € E und eine Substitution o gibt mit
slp = 0(l) und t = s[p < o(r)] oder
slp =0(r) und t = s[p < o(l)].

Die FE-Gleichheit =g ist dann |i|, d. h. die transitive, reflexive Hiille von .

Fiir das Arbeiten mit =p ist es sinnvoll, £ in Teilmengen zu unterteilen, wenn die Mengen
der Funktionssymbole der Teiltheorien disjunkt bleiben. Im folgenden sei E also in die
Teiltheorien E,0...0E, = E unterteilt, wobei Fy,...,F, C ¥ mit F; N F; = O fiir
i # j die Funktionssymbole dieser Theorien sind. Die Funktionssymbole, die nicht in F
vorkommen, sind die freien Funktionssymbole Fy und werden der leeren Theorie Ey = ()
zugeordnet. Es gilt also ¥ = LOJZ:O]:;L. Da die freien Konstanten eine besondere Rolle
spielen, wird Fy in F UC C ¥ unterteilt, wobei C die Menge der freien Konstanten und
F die Menge der mehrstelligen, freien Funktionssymbole ist. Die freien Konstanten eines
Terms ¢ sind Const(t) C C. Ein Teilterm s von ¢ mit s = t|, ist ein Fremdterm in ¢, falls
t(e) € F;, s(e) € F; mit ¢ # j und fiir alle Stellen ¢ <, p gilt t(q) € F;.

Eine Theorie =g oder kurz E heifit regulir, wenn aus s =g ¢ folgt Var(s) = Var(t).
Sie heiit kollapsfrei, wenn aus s =g ¢ mit s # ¢ folgt s ¢ X und t ¢ X. Gibt es
keine Gleichung s =g t, bei der t ein echter Teilterm von s ist, heiflt sie simpel. Eine
Gleichheitstheorie =p ist genau dann regulér oder kollapsfrei, wenn die Axiome in F dies
sind.

Die Menge AC C X enthilt zweistellige Funktionssymbole +, fiir die die Theorie der
Abelschen Halbgruppe ACT = {+(z,+(y,2)) = +(+(z,y),2), +(z,y) = +(y, )},
d. h. die Assoziativitit und Kommutativitit gilt. Die Symbole in AC werden zur besseren
Lesbarkeit h#ufig infix geschrieben und wegen der Assoziativitdt konnen die Klammern
weggelassen werden, also x4 y+ z statt +(x, +(y, z)). Die ACT-Argumente eines Terms
t fiir ein + € AC sind

Arg*(t1) U Arg*(tz), falls t=+(t1,t2)
—+ o ) )
Arg™(t) = { {t}, sonst.
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Argt und Var konnen auf natiirliche Weise auf alle Objekte, die Terme enthalten, erwei-
tert werden.

Beispiel 1.1 Ist t = +(a, +(z, f(b,y))) mit z,y € X, a,b € C, f € Fyund + € AC, so ist
t(e) =+, Var(t) = {z,y}, Const(t) = {a,b} und Arg*(t) = {a,z, f(b,y)}. Arg*(f(b,y))
ist {f(b,y)} und z(e) =x. m

Lemma 1.1 AC ist eine reguldre und kollapsfreie Theorie.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition von reguldr und kollapsfrei und aus
den Axiomen in AC. O

Um Substitutionen danach zu vergleichen, wie stark sie einen Term instanzieren, wird die
Instanzenordnung definiert. Anstatt der iiblichen Instanzenordnung in der freien Theorie
benutzt man aber die eingeschrinkte Instanzenordnung, die zwei Substitutionen nur
fiir eine endliche Menge von Variablen vergleicht. Sie ist fiir zwei Substitutionen ¢ und p
und eine Variablenmenge V C X" definiert durch

o <g p[V] genau dann, wenn eine Substitution 7 existiert mit
7(o(x)) =g p(x) fir alle z € V
o <g p[V] genau dann, wenn o <g p[V] und nicht p <g o[V].

Bei der Unifikation wird die Instanzenordnung benutzt, die auf die Variablenmenge der
urspriinglich zu unifizierenden Terme eingeschréankt ist. Durch diese Einschrinkung der
Instanzenordnung wird die zu berechnende Losungsmenge der Unifikation, die minimal
beziiglich dieser Ordnung ist, kleiner, und der Unifikationstyp dndert sich unter Umsténden.
Dies liegt daran, dafl die durch die Unifikation neu eingefiihrten Variablen in den Lsungs-
substitutionen wegen der Einschrinkung auf die urspriinglichen Variablen nicht verglichen
werden. Thre Belegung durch 7 in der Instanzenordnung ist fiir das urspriingliche Unifi-
kationsproblem irrelevant.

1.3 Vektoren

Fiir einen Vektor & € R" ist #(i) die i-te Komponente, [(Z) = > ; #(i) die Ldnge und
h(¥) = max |Z(i)| die H6he des Vektors. Die Tragermenge von 7 ist {i | #(i) # 0}, die
Menge der Indizes der Komponenten ungleich Null. Zur Vereinfachung der Schreibwei-
se werden Vektoren, die normalerweise senkrecht ausgerichtet sind, manchmal entgegen
der iiblichen Notation auch waagerecht geschrieben. Die korrekte Orientierung geht meist
aus dem Zusammenhang hervor und wird in miflverstéindlichen Situationen explizit an-
gegeben. Auflerdem wird die i-te Komponente eines Vektors manchmal als i-te Spalte
bezeichnet, weil dies dem Bild von Vektoren entspricht, die zur besseren Ubersicht waa-
gerecht untereinander angeordnet sind.
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Fiir zwei Vektoren 7,7 € R gilt

<"y genau dann, wenn Z(i) < (i) fiir allei € {1,...,n},

<"y genau dann, wenn 7 <y und ¥ # v,

¥ <y genau dann, wenn Z(i) < ¢(i) fiir alle i € {1,...,n},
T <lex ¥ genau dann, wenn ein i € {1,...,n} existiert mit

(i) < (i) und Z(j) = 7(j) fir alle j < i.

Der Null-Vektor aus IR” ist 0™ und entsprechend wird 2" = (z...z) € IR" abgekiirzt. Die
Einheitsvektoren des IN" werden mit €, ... ¢, bezeichnet.

Fiir eine m x n-Matrix A ist A’ die i-te Spalte, d. h. ein Vektor aus IR™. Eine n x n-Matrix
A ist unimodular, wenn |A| = +1, wobei |A| die Determinante von A ist. Fiir eine
m x n-Matrix A mit ganzzahligen Koeffizienten und einen Vektor beZ™ist AT = b mit
den Unbekannten ¥ mit Losungen aus IN" ein diophantisches Gleichungssystem. Es
ist homogen, wenn b= 0™ und inhomogen sonst.

1.4 Unifikationsprobleme

Die im folgenden definierte Struktur, in der Unifikationsprobleme repréisentiert werden,
wurde von A. Boudet [3] iibernommen. Solche Strukturen werden zur Darstellung der Da-
ten in Unifikationsalgorithmen verwendet. Sie reprisentieren die fiir das Ergebnis wesent-
lichen Variablen und kénnen eine Menge von Gleichungen beinhalten, wenn eine einzelne
Gleichungen zur Datendarstellung in einem Algorithmus nicht ausreicht. Man beachte
aber, daf} sich der in Definition 1.8 definierte Unifikationstyp fiir bestimmte Theorien bei
der Unifikation von mehreren Gleichungen im Vergleich zur Unifikation einer einzelnen
Gleichung dndern kann. Fiir die AC-Theorie ist dies nicht der Fall.

Definition 1.1 Ein Unifikationsproblem ist eine Formel der Pridikatenlogik erster
Ordnung, die nur ein binires Priidikat = enthilt und nur aus Konjunktionen und Exi-
stenzquantoren aufgebaut ist.

T ist das triviale Unifikationsproblem.

F ist das Unifikationsproblem ohne Lésungen.

Eine Gleichung s = ¢ ist ein atomares Unifikationsproblem, wenn s,t € T(E,X).

Sind P; und P, Unifikationsprobleme, so ist P A P, ein Unifikationsproblem.

Ist P ein Unifikationsproblem und y € X eine Variable, so ist (Jy)P ein Unifika-
tionsproblem. m
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Fiir eine Gleichheitstheorie E sind die E-Losungen eines Unifikationsproblems P die Sub-
stitutionen, fiir die P als pradikatenlogische Formel wahr ist, wenn = als =p interpretiert
wird. Die Unifikationsprobleme beinhalten also iiber die reine Datenrepréisentation hinaus
auch logisch die Aufgabenstellung.

Definition 1.2 F-Lésungen

e Fiir das Unifikationsproblem 7' sind alle Substitutionen ¢ E-Losungen.

Das Unifikationsproblem F' hat keine F-Losung.

Die E-Losungen von s = t sind alle Substitutionen o mit o(s) =g o(t).

Die E-Losungen von P; A P, sind alle Substitutionen, die fiir P, und P, E-Lésungen
sind.

Die E-Losungen von (Jy)P sind die Substitutionen o, fiir die ein Term ¢ existiert,
so dafl o eine E-Losung von {y +— t}(P) ist.

Zwei Unifikationsprobleme heiflen dquivalent, wenn sie dieselben FE-Losungen haben.
Zwei Terme s und ¢ sind unifizierbar, wenn die Menge der E-Losungen zu s = ¢ nicht
leer ist. Eine Menge von Termen {t1,...,t,} heilt unifizierbar, wenn die Menge der
E-Losungen zu t =ty A ... A t; =t, nicht leer ist. m

Ein Unifikationsproblem der Form

(Fy1) .. 3y, P,

in der P keine Quantoren mehr enthélt, ist in Prinexform und wird mit

(Fyr, .-,y P

abgekiirzt. Fiir Unifikationsprobleme P in Prianexform heiflen {y,...,y,} die quanti-
fizierten Variablen von P. Die restlichen Variablen in P sind die freien Variablen
Var(P). Zu jedem Unifikationsproblem lafit sich eine dquivalente Préinexform durch Um-
benennung der quantifizierten Variablen und Voranstellung der Quantoren erreichen. Da-
her sollen zur Vereinfachung im folgenden Unifikationsprobleme immer in Prinexform
sein. Auflerdem werden beim Vergleich und der Transformation von Unifikationsproble-
men implizit die folgenden Eigenschaften benutzt.

¢ Die Symmetrie von =, d. h. s = t ist gleichbedeutend zu t = s.

e Die Assoziativitit, Kommutativitit und Idempotenz von A, d. h. Py A (P, A P3) =
(Pl/\PQ)AP3,P1/\P2:P2/\P1undPAP:P.

e Die Gleichheit von ¢ = ¢ und 7.
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e Die logischen Gleichungen P A T'= P und P A F = F.

e Die Umbenennung von quantifizierten Variablen, d. h. (Jy)P = (3y"){y — ¢'}(P),
wenn ¢’ nicht in P vorkommt.

Durch die Existenzquantoren werden die Variablen quantifiziert, die nicht in den Termen
des urspriinglichen Unifikationsproblems enthalten waren und denen die Losungssubsti-
tutionen keinen Term zuweisen sollen. Alle wihrend der Unifikation neu eingefiihrten
Variablen sind daher existenzquantifiziert.

Zur Berechnung der E-Losungen eines Unifikationsproblems werden Regeln aufgestellt,
mit denen das Unifikationsproblem bearbeitet werden kann. Eine Regel P — P’ heifit
korrekt, wenn alle E-Losungen von P’ auch E-Losungen von P sind; sie heifit vollstéindig,
wenn alle F-Losungen von P auch E-Losungen von P’ sind. Eine Regel P — P’ ist genau
dann vollstindig und korrekt, wenn P und P’ dquivalent sind.

Da es im allgemeinen unendlich viele F-Losungen zu einem Unifikationsproblem geben
kann, beschrinkt man sich auf Teilmengen von E-Lésungen.

Definition 1.3 Eine Menge von E-Losungen U zu einem Unifikationsproblem P heifit
vollsténdig, wenn fiir jede F-Losung 7 von P ein o € U existiert mit o <g 7[Var(P)].
Sie heiffit minimal, wenn sie vollstéindig ist und wenn fiir alle o, p € U mit o # p weder
o <g p[Var(P)] noch p <g o[Var(P)] gilt. m

Gesucht werden bei der Unifikation also vollstindige oder besser noch minimale Mengen
von E-Losungen. Die Elemente einer minimalen Menge sind entsprechend der folgenden
Definition allgemeinste Unifikatoren.

Definition 1.4 Eine E-Losung o von P ist allgemeinster E-Unifikator von P, wenn
es keine E-Losung 7 fiir P gibt mit 7 < o[Var(P)]. =

Unifikationsprobleme dienen als Datenstruktur des Unifikationsalgorithmus, der aber E-
Losungen, d. h. Substitutionen, als Ergebnis liefern soll. Deshalb wird die Form eines
Unifikationsproblems definiert, die einer E-Losung entspricht und die den Endzustand
der Regeltransformation auf Unifikationsproblemen im Algorithmus darstellt.

Definition 1.5 Ein Unifikationsproblem P ist in gel6ster Form, wenn P =T oder P =
Foder P= Jy,...,y)o1 =t A ... A 2, =t,, wobei {z1,...,2,} 0 {ys, ...,y } =0
und jedes z; genau einmal in P vorkommt. m

Lemma 1.2 Sei P = (3y1,...,y)x1 =t A ... A x, = t, ein Unifikationsproblem in
geloster Form. Dann ist 0 = {xy v t1,...,x, — t,} ein allgemeinster E-Unifikator von
P und {o} ist eine minimale Menge von E-Ldsungen von P.
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Beweis: Fiir jede E-Losung o’ gibt es nach der Definition von F-Losungen eine Substi-
tution 7 = {y; — s1,...,Yy, — S}, die den quantifizierten Variablen Terme zuweist, so
daB o'(7(z;)) =g o'(7(t;)). Da nach Definition =; ¢ {yi,...,y,}, gilt auBerdem 7(x;) = z;.
Daraus folgt nun

o(x;)) =g o(1(x;)) =g d'(7(t;)) =g o' o 7(;)
=p o ot(o(x;)) fiiralle z; € {zy1,...,1,}.

Fiir jede andere Variable z € Var(P) \ {z1,...,x,} gilt 0(2) = z und 7(2) = 2z, weil
Var(P)N{y,...,y,t = 0. Daher gilt

d'(z) =g 0'(7(2)) =g o' o 7(0(2)) fiir alle 2 € Var(P) \ {z1,..., 2.}
Aus beiden Gleichungen folgt 0 <g o'[Var(P)] und damit die Behauptung. O

Um die Komplexitit zu verringern, wird im Algorithmus hauptséichlich mit der im fol-
genden definierten, sequentiell gelésten Form gearbeitet.

Definition 1.6 Ein Unifikationsproblem P ist in sequentiell gel6ster Form, wenn
P=Toder P=Foder P= Juy,...,y)01 =t A ... N x, = t,, wobei fiir alle
i,j €A{1,...,n} gilt:

1. Ist ; = x;, soist © = j
2. Ist x; € Var(t;), so ist i > j

3. Ist z; € {y1,...,Y,}, so existiert ein j < ¢ mit z; € Var(t;). m

Die erste Bedingung fordert, dafy die Unifikation wirklich gelost wurde. Die zweite garan-
tiert, daf kein Zyklus vorkommt und die Dritte verhindert das Auftreten von unnétigen
neuen Variablen.

Es ist einfach, aus einer sequentiell gelésten Form eine geloste Form zu machen. Man
wendet so lange wie moglich die beiden folgenden Regeln an.

Regel Rep (Termersetzung)

Tty y)T =85 AP —pep By1,. ., y)r =5 A {z = s}HP),
wenn x € Var(P) und s ¢ X und x ¢ Var(s) oder wenn x € Var(P) und
s € X und dabei v € {yi,...,y,} oder s & {yi,...,y,}.

Der Zusatz, dafl = quantifiziert oder s frei ist, verhindert, daf} eine freie Variable durch
eine quantifizierte ersetzt wird. Die Regel Rep ist korrekt und vollstindig, weil =g eine
Kongruenzrelation ist.

Da ein Existenzquantor mit seiner Variablen iiberfliissig ist, wenn die quantifizierte Va-
riable y nur einmal im Unifikationsproblem in einer Gleichung y = s vorkommt, braucht
man die folgende Regel.
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Regel EQE (Elimination von Existenzquantoren)

(Elyayla .. '7yq)y é s A P —>E'QE (Elyla .. '7yq)Pa
wenn y ¢ Var(P) und y ¢ Var(s).

Die Regel EQF ist vollstindig wegen der Definition von E-Lsungen fiir A . Sie ist korrekt,
weil jede Substitution eine F-Losung von (Ir)z = s mit 2 ¢ Var(s) ist. Beide Regeln
erhalten also die Menge der E-Losungen fiir das Unifikationsproblem. Die Anwendung
beider Regeln auf ein Unifikationsproblem terminiert, weil EQF die Anzahl der Gleichun-
gen reduziert und weil Rep die Anzahl der Gleichungen nicht erh6ht und die Anzahl der
Variablen, die mehr als zweimal in den Gleichungen vorkommen, reduziert. Das Resultat
der Anwendung ist ein Unifikationsproblem in geloster Form, weil sonst noch eine der
beiden Regeln anwendbar wére. Diese geloste Form ist eindeutig, da jede Variable nur
durch einen Term ersetzt werden kann und sich die Reihenfolge der Ersetzung auf das
Ergebnis nicht auswirkt.

Jeder sequentiell gelosten Form ist also genau eine geldste Form und ein allgemeinster
E-Unifikator zugeordnet.

Beispiel 1.2 Dieses Beispiel zeigt, wie aus einer sequentiell gelosten Form mit den Regeln
Rep und EQF eine geloste Form hergeleitet wird. Die erste Form der Ableitung ist keine
geloste Form, weil y; und ys nicht frei sind und z; mehr als einmal darin vorkommt; es
ist aber eine sequentiell geloste Form.

2

Gyry2) 2=y + 22+ 2 ANo=fn) Ay = fy) Aye =2
— Ry (Y1,42) 2 Lyt 2+ 2 Azy = f() Ay = f(z3) Ay = 23
—EQE (Fy1) = =y + 2+ 2 A zy = fn) A = f(23)
—Rep (Fy) = = flz3) + 22+ 23 A zy = F(f(23)) N = f(23)
—BQE 2= f(z) + 22+ 23 Az = f(f(23))
— Rep 21 = flzs) + f(f(2) + 23 A 22 = f(f(23))

Auf diese letzte Form der Ableitung lassen sich die Regeln Rep und EQFE nicht mehr
anwenden und es handelt sich um eine geloste Form. Die Substitution dazu ist {z; +—
f(z3) + f(f(23)) + 23,22 — f(f(23))}. Man beachte, dal man im ersten Schritt der Ab-
leitung die Regel Rep nur so anwenden darf, daf y, durch z3 ersetzt wird. Umgekehrt, 23
durch ¥, zu ersetzen, ist nicht moglich, da z3 frei ist und y, nicht. m

Definition 1.7 Eine Menge von (sequentiell) gelosten Formen fiir ein Unifikationspro-
blem P heifit vollstindige (bzw. minimale) Menge von geldsten Formen oder
sequentiell gelosten Formen, wenn die zugehdrigen allgemeinsten E-Unifikatoren ei-
ne vollsténdige (bzw. minimale) Menge von E-Losungen fiir P ist.

Ein Unifikationsproblem P’ ist eine (sequentiell) geloste Form von P, wenn es ein Element
einer vollstindigen Menge von (sequentiell) gelosten Formen von P ist. m
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In der Unifikationshierarchie nach Siekmann [22] klassifiziert man Theorien danach, wie
grof} eine minimale Menge von (sequentiell) gelosten Formen bzw. E-Losungen werden
kann und ob so eine Menge iiberhaupt existiert.

Definition 1.8 Der Unifikationstyp einer Theorie ist

unitir, wenn zu jedem Unifikationsproblem dieser Theorie eine minimale Menge von
E-Losungen existiert, die hochstens ein Element hat,

finitdr, wenn immer eine solche Menge existiert, die endlich ist,
infinitdr, wenn immer eine solche Menge existiert und

null, wenn es ein Unifikationsproblem dieser Theorie gibt, fiir das keine minimale Menge
von E-LoOsungen existiert. m

Im allgemeinen ist der Unifikationstyp einer Theorie unentscheidbar (siehe [17]), aber in
vielen Fillen kann man ihn bestimmen. Die Theorien Ey U AC; U ... U AC,, und AC
sind finitdr und nicht unitér. Dies wird in Kapitel 2 und 3 deutlich. Fiir die Unifikations-
probleme mit Termen aus 7 (AC U Fy, X) oder aus T ({+}, X) mit + € AC gibt es also
immer eine endliche minimale Menge von sequentiell gelésten Formen und diese Menge
kann mehr als ein Element enthalten.



Kapitel 2

Allgemeine AC-Unifikation

2.1 Einfiihrung

Unter allgemeiner E-Unifikation versteht man das Lésen von Unifikationsproblemen,
die aus den freien Funktionssymbolen und den Funktionssymbolen einer oder mehrerer
Instanzen von F aufgebaut sind. Elementare F-Unifikation hingegen ist das Losen von
Unifikationsproblemen, die nur Funktionssymbole der Theorie E enthalten. Von Bedeu-
tung ist auch noch die elementare F-Unifikation mit Konstanten, bei der in den
Unifikationsproblemen auch noch freie Konstanten erlaubt sind.

In diesem Kapitel soll ein Algorithmus zur allgemeinen AC-Unifikation, d. h. der Uni-
fikation von Termen aus T (AC U Fy, X') vorgestellt werden. Dabei treten, wie bei jeder
Unifikation modulo einer Theorie E = EyJ. .. @En, zwei Hauptprobleme auf.

1. Die elementare Ej-Unifikation, d. h. die Unifikation von Termen aus 7 (F},, X) mo-
dulo Eh.

2. Die Kombination der verschiedenen elementaren Unifikationsalgorithmen fiir die
Teiltheorien Ey, ..., E,.

Der erste Punkt wird fiir die AC-Theorie in Kapitel 3 behandelt. Zum zweiten Punkt
wird in Abschnitt 2.2 das Kombinationsverfahren von A. Boudet [3] vorgestellt, das fiir
die Kombination regulérer, kollapsfreier Theorien geeignet ist. Anschliefend werden dann
fiir die allgemeine AC-Unifikation spezielle Bedingungen aufgestellt, aus denen sich ergibt,
dafl ein wesentlicher Bestandteil des Kombinationsverfahrens, die Variablenabstraktion,
nicht mehr explizit bené6tigt wird. Sei £ = EyU. .. 0B, also die Vereinigung regulérer, kol-
lapsfreier Theorien (im hier betrachteten Fall die freie Theorie und mehrere AC-Theorien).

Definition 2.1 Eine Gleichung s = ¢ heifit variabel, wenn s, ¢ € X sie heifit echt, wenn
s,t ¢ X. Ein Term t ist pur in einer Theorie Ej, wenn ¢ € T (Fp,, X) und eine Gleichung
s =t ist pur in Ej, wenn s und ¢ pur in E), sind. Gibt es fiir einen Term ¢ (oder eine
Gleichung s = t) kein h mit ¢ (bzw. s = t) pur in E}, so heifit ¢ (bzw. s = t) heterogen.
[ |

14
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Ein Unifikationsproblem wird fiir den Kombinationsalgorithmus als
P=@3y,....,y)Py N Pu NPy AN PL N ... NP,

dargestellt, wobei

Py die Konjunktion der variablen Gleichungen,
Py die Konjunktion der heterogenen Gleichungen und

P, fiir h € {0,...,n} die Konjunktion der nicht-variablen Gleichungen ist, die pur in der
Theorie E;, sind.

Die P, werden zusétzlich noch in P, = P A Py, die unechten und echten, nicht-variablen
Gleichungen aufgeteilt.

2.2 Der Kombinationsalgorithmus fiir regulire, kol-
lapsfreie Theorien

Der Kombinationsalgorithmus startet mit einem beliebigen Unifikationsproblem und lie-
fert eine vollstindige Menge von sequentiell gelosten Formen. Er besteht aus Regeln, die
in beliebiger Reihenfolge angewendet werden konnen. Lediglich bei der Anwendung der
Regel E-Res ist darauf zu achten, dafl alle Moglichkeiten dieser Regel angewendet werden.

Die erste Regel sorgt dafiir, daf} die heterogenen Gleichungen in pure iiberfiihrt werden;
dies geschieht durch Variablenabstraktion.

Regel VA (Variablenabstraktion)
s[silp =t —>va Fy)sp ey =t A y = s,
wenn sy ein Fremdterm in s[si], und y eine neue Variable ist.

Die durch diese Regel neu eingefiihrten Variablen y heiflen Abstraktionsvariablen.

Durch sukzessive Variablenabstraktion werden pure Terme erzeugt. Die Gleichungen, in
denen beide Terme pur in derselben Theorie F; geworden sind, werden in P; gesammelt.
Ein pures Teilproblem P; kann dann mit der folgenden Regel unter Benutzung eines
Algorithmus zur elementaren F;-Unifikation gelost werden.

Regel F-Res

Ph —E-Res P}Iu
wenn Py, nicht in sequentiell geldster Form vorliegt und P] eine sequentiell
geloste Form von Py, ist.
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Diese Regel ist offensichtlich korrekt, d. h. das neu erzeugte Unifikationsproblem hat keine
E-Losungen, die das urspriingliche nicht hatte; es konnen aber Losungen fehlen, was nicht
tiberrascht, da Ej, nicht unitir sein muf§ (AC ist finitér) und eine sequentiell geloste Form
genau einer F-Losung entspricht. Damit diese Regel vollstindig ist, ist sie daher immer
mit allen Elementen einer vollstdndigen Menge von sequentiell gelésten Formen fiir P,
parallel durchzufiihren, d. h. es findet eine Aufspaltung der Ableitung statt.

In einer kollapsfreien Theorie kann eine Gleichung s = ¢ mit nicht-variablen Termen s
und t keine Losung haben, wenn s und ¢t Kopfsymbole aus verschiedenen Theorien haben.
Daher kann man die folgenden Regeln anwenden.

Regel Conflict 1
S = t —>Conﬂict1 F7
wenn s(€) € F; und t(e) € F; und i # j.

Regel Conflict 2
IL';S A ﬁét_}ConﬂictQFa
wenn s(e) € F; und t(e) € Fj und i # j.

Der normale Occur-Check der freien Theorie gilt fiir regulére, kollapsfreie Theorien im All-
gemeinen nicht, da z. B. das Unifikationsproblem = = f(x) fiir die Theorie F = {a = f(a)}
die Losung {z — a} hat. Es gilt aber eine schwiichere Fassung, die zusammengesetzte Zy-
klen mit Operatoren aus verschiedenen Theorien verbietet:

Regel Check*

P — Check* F7
wenn P einen zusammengesetzten Zyklus x1 = s1[xs] A 9 = so[zs] A ... A
T, = sn[xy] besitzt, fiir den i,j € {1,...,n} existieren mit s;(¢) € F; und
si(e) € Frund k # 1.

Da es sich im hier behandelten Fall, der Kombination von AC-Theorien und der freien
Theorie, nur um simple Theorien handelt, kann der Occur-Check wieder verschérft werden
und eine Gleichung # = s mit x € Var(s) sofort als unlosbar erkannt werden, weil es nach
der Definition einer simplen Theorie keinen Term t geben kann, fiir den {z — t}z =g
{z — t}s, also t =g s]t] gilt. Die Berechnung kann also abgebrochen werden, wenn ein
Zyklus 1 = s1[z5] A ... A 2, = s,[x,] mit einem s; ¢ X existiert.

Da der Algorithmus nur eine sequentiell geloste Form berechnen soll, kann auf eine Er-
setzung von Variablen durch Terme (wie in Rep) verzichtet werden. Dieser Verzicht ist
fiir die Terminierung des Algorithmus notwendig. Benotigt wird lediglich eine Ersetzung
durch Variablen.
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Regel Var-Rep

(Elyla .. '7yq)x ; Yy A P —>Var-Rep (E‘yla .. '7yq)x é Yy A {fll‘ — y}(P)J
wenn x,y € Var(P) und x ist existenzquantifiziert oder y ist frei.

Auch hier darf wie bei der Regel Rep eine freie Variable nicht durch eine quantifizierte
ersetzt werden.

Zu den in diesem Kapitel vorgestellten Regeln kommt noch die Regel EQF aus Kapitel
1. Die Menge der Regeln S = { VA, E-Res, Conflict1, Conflict2, Check*, Var-Rep, EQE} er-
hilt die Menge der Losungen fiir ein Unifikationsproblem, terminiert fiir jede Eingabe und
liefert eine Menge von sequentiell geldsten Formen. Fiir Beweise siehe [2, Vollstindigkeit:
S. 45 ff.; Terminierung: S. 47 ff.].

Beispiel 2.1 In diesem Beispiel soll gezeigt werden, wie der Kombinationsalgorithmus
die Terme z; + f(23) und 25 + f(2;) unifiziert. Dabei ist + € F; ein AC-Symbol, a, f € Fy
sind freie Symbole und z;, v;, u; € X Variablen.

P = 21+ fz3) = 22+ f(21)
i)VA (3’01,1}2) Z1 —|—1}1 é ZQ—|—1}2 /\1}1 é f(Zg) A\ (%) é f(zl)

Nun kann auf z; + v1 = 29 + vy die Regel AC-Res angewendet werden. Das Ergebnis
sind sieben geloste Formen, die alle bearbeitet werden miissen. Hier soll dies fiir drei von
diesen Formen gezeigt werden.
1. — AC-Res (El’l)l,vg,ul,UQ,Ug) 21 ;Ul /\1}1£U2+U3/\22£U1+U2/\02;U3
Ao = fzs) Ava = f(z1)
—>Conflict2 F
Die Regel Conflict2 konnte auf die beiden Gleichungen v; = uy 4 ug und v; = f(23)
angewendet werden.
2. —Ac-Res (U, v, ur, Ug,Us) 2y = UL+ Uy AU = Uz A 2y = up + Us A Uy = Uy
Ao = flzs) Ave = f(2)
— Checks I
In diesem Fall entsteht der zusammengesetzte Zyklus 2, = uptug A Uy = vy A vy = f(z1),
so daf} die Regel Check* angewendet werden kann.
3. —>AC’—Res (31}1,’02,’&1,’&2) Z1 é U1 A\ U1 é U9 A U1 é f(Z3) A\ V2 é f(Zl)

3 ? ? ? ?
—Var-Rep  (FV1, V2, U1, U2) 21 = U A UL = Uy N 2zog =2 N v = uUs

Ay = f(z3) Ay = f(z)
i>EQE (Fua) 2 =2 Aug = f(z3) Aty = f(z1)
— Fo-Res (Fug) zo=21 Azg =2 Ay = f(z)
—EQE =2 A= 2

Dies ist der einzige Fall aus den sieben gelésten Formen der AC-Unifikation, der nicht ab-
bricht und zu einer Losung fiihrt. Im ersten Schritt werden durch dreimaliges Ausfiihren
der Regel Var-Rep die Substitutionen {u; — 21}, {v; +— us} und {vy — uy} auf den jewei-
ligen Rest des Unifikationsproblems angewendet. Anschliefend werden die so iiberfliissig
gewordenen drei Variablen u;, v; und v mit der Regel EQF entfernt. Danach wird das
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in der freien Theorie neu entstandene Teilproblem mit der Regel Ey-Res gelost und zum
Schluf} die danach iiberfliissige Variable uy geldscht. Da das Ergebnis schon eine geloste
Form ist, kann die Substitution sofort ohne eine Transformation mit den Regeln Rep und
EQFE gebildet werden. Das Ergebnis, das der Kombinationsalgorithmus liefert, ist also
{za = 21,23~ 21}. m

Das folgende Beispiel zeigt, dal der Algorithmus nur fiir regulére, kollapsfreie Theorien
geeignet ist.

Beispiel 2.2 Das Unifikationsproblem P = z = +(y,2) A y = f(z) mit Fy = {f}
und F; = {+, 0} kann mit der Regel Check* abgebrochen werden. Fiir die nicht regulére
Theorie E; = {+(x,z) = 0} existiert aber die Losung {x +— 0,y +— f(0),z +— f(0)}.

Das Unifikationsproblem P = f(x) = +(y, z) mit Fy = {f} und F; = {+,0} kann mit
der Regel Conflict! zum Abbruch gefithrt werden. Es hat fiir die nicht kollapsfreie Theorie
Ey; = {+(x,0) = z} aber die Losung {y — f(z),z+— 0}. =

2.3 Bedingungen fiir elementare AC-Unifikation

Fiir die Variablen eines puren Teilproblems (insbesondere fiir die Abstraktionsvariablen)
gelten im gesamten Unifikationsproblem bestimmte Bedingungen, die den Suchraum fiir
die Losungen beschrinken. Deshalb ist es sinnvoll, diese Bedingungen bei der Lésung eines
solchen Teilproblems durch elementare AC-Unifikation mit der Regel E-Res einzubezie-
hen. So fiihrt es z. B. zu einem ergebnislosen Abbruch des Berechnungspfades, wenn einer
Variablen, der im urspriinglichen Unifikationsproblem schon ein Term zugewiesen wurde,
mit der Regel E-Res ein neuer Term zugewiesen wird, der mit dem ersten Term nicht uni-
fizierbar ist. Solche Bedingungen gelten in dhnlicher Weise auch fiir andere Theorien, sind
aber wegen der speziellen Form des Ergebnisses der elementaren AC-Unifikation fiir allge-
meine AC-Unifikation besonders wirkungsvoll und sollen im folgenden fiir diese Theorie
vorgestellt werden. Sei £ = AC, U ... U AC,, also eine Kombination von AC-Theorien
mit den AC-Symbolen F; = {+;}. Auflerdem enthalte die Signatur weiterhin die freien
Funktionssymbole F.

Ein Unifikationsproblem habe die Form
P’=3y,...,y)Pv A Py A P A ... A Py

Dabei sind

P, fiir h € {0,...,n} die Gleichungen s = t mit s(¢),t(¢) € F, UX und s ¢ X oder
t ¢ X und

Py die Gleichungen s = ¢ mit zwei Variablen s,t € X.
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Im Gegensatz zu vorher werden in den FPj, nun nicht mehr die puren Gleichungen ge-
sammelt, sondern die Gleichungen werden nach der Theorie des Kopfsymbols der beiden
Terme sortiert. Ein Unifikationsproblem in einer anderen Form, d. h. mit einer Gleichung,
bei der die Kopfsymbole der beiden Terme zu verschiedenen Theorien geh6ren, kann mit
der Regel Conflict! sofort als unlésbar erkannt werden.

Als erstes sollten immer so weit wie moglich die Regeln Var-Rep und EQF auf die Glei-
chungen in Py angewandt werden. Ist dies geschehen, sollte als ndchstes das Unifikations-
problem P, gelost werden, weil dies von geringerer Komplexitét ist, als das Losen eines
AC-Problems. Sind diese beiden Schritte bereits durchgefiihrt, kann ein Teilproblem P,
mit A > 0 ausgesucht werden, das als nichstes mit elementarer AC-Unifikation gel6st
werden soll.

Zuerst wird fiir die Fremdterme in den Termen von Pj, mit der Regel VA Variablenab-
straktion durchgefiihrt, so daf§ ein Unifikationsproblem

Pl = (Elyla"'ayqavla---avl)P}I: A P}? N P’ mit
P = PP ANPAN...ANPy_y NPy AN... NP,

entsteht. Dabei sind P die neu entstanden Gleichungen der Form v; = 7, mit den Abstrak-
tionsvariablen V = {v1,..., v}, und P} ist ein pures Unifikationsproblem in AC},, das mit
der Regel E-Res gelost werden kann. Seien Z = {z1,..., 2} = Var(P)\V C Arg*(P})
die restlichen Variablen in P}. Eine geloste Form zu P}, wie sie der Algorithmus in Kapitel
3 liefert, hat die Gestalt

Pi=Fu,...,up)z1 =51 A . A zp=sp Aui=t A ... A=t

mit s;,t; € T({+4},U) und den neuen Variablen U = {uy,...,u,}, d. h. jeder Variablen
des Unifikationsproblems wird eine neue Variable oder ein AC-Term mit neuen Variablen
aus U als Argumente zugewiesen. Das gesamte Unifikationsproblem hat dann die Form

P2E(Elyl,--.,yq,Ul,...,'Ul,ul,..,,up)P}f A P;Ll A\ P,.

Dadurch, da§ P} nun im Kontext von P und P’ weiter behandelt werden muf}, ergeben
sich fiir die gelosten Formen P’ Bedingungen, damit sie zu einer Lésung fiihren kénnen. In
den néchsten Unterabschnitten werden diese Bedingungen aufgezihlt und am folgenden
Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 2.3 Das Unifikationsproblem, das im Rest des Kapitels als Beispiel dienen soll,
ist PO = 2 + f(a) = z + 23 + g(b) A 23 = f(z4). Dabei ist + € F; ein AC-Symbol,
a,b, f,g € Fy sind freie Symbole und z;, v;,u; € X Variablen. Durch zweimaliges Anwen-
den der Regel VA erhélt man

P'= (Fu,v0,03)21 + 01 = 2o+ 23+ 03 A 23 = f(2) A vy = f(a) A vy = g(b).
Die vollstindige Menge von sequentiell gelosten Formen fiir das in AC™ pure Unifika-

tionsproblem P! = z; + v, =< 25 + 23 + vy hat 25 Elemente. Eins dieser Elemente ist

Ps = (3 2 2 2 2 2
+ :( ul,u2,u9,)zl—u1 AN vi=us+us N 2z0o=u;1 N z3=us N v3=1uz. N
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2.3.1 Bedingungen fiir Abstraktionsvariablen

Die Abstraktionsvariablen v; sind in P? existenzquantifiziert und kommen genau zweimal
darin vor; einmal in der Gleichung v; = ¢; und einmal in der Gleichung v; = r,.Dav;, =1
durch Variablenabstraktion entstanden ist, d. h. r; in einem Term mit +, als Kopfsymbol
ein Fremdterm war, gilt r;(¢) # +,. Wird einer Abstraktionsvariablen v; ein Term ¢; mit
dem AC-Kopfsymbol +; zugewiesen, hat dieser Lésungszweig keine FE-Losung, da die
Regel Conflict2 auf v; = ¢, und v; = r; anwendbar ist. Den Abstraktionsvariablen diirfen
also nur Variablen zugewiesen werden.

Bedingung 2.1
v=t=F,
wenn v eine Abstraktionsvariable ist und t ¢ X.

Beispiel 2.4 Im obigen Beispiel fillt die Losung P} weg, weil der Abstraktionsvariablen

vy ein AC-Term zugewiesen wird (auf die Gleichungen vy = uy 4+ us und v; = f(a) kann
die Regel Conflict2 angewendet werden). m

Aus dieser Bedingung, die fiir die gelosten Formen purer AC-Probleme nur eine bestimmte
Gestalt zuldfit, ergeben sich Konsequenzen fiir das gesamte Unifikationsproblem. Eine
geloste Form kann also nur die Gestalt

P = (3 Jor =851 A AN =S A v =u, A ... A U=
h = Uty ..., Up)21 = 51 2k = Sk U1 = Uy, U = Uy,

mit s; € T({+r},U) und u;, € U = {uy,...,u,} haben. Da den Abstraktionsvariablen v;
nach Bedingung 2.1 nur Variablen zugewiesen werden diirfen, kann man nun im gesamten
Unifikationsproblem fiir die v; [-mal die Regeln Var-Rep anwenden und so jedes v; in den
durch Variablenabstraktion entstandenen Gleichungen v; = r; durch uj, ersetzen. Danach
kommt jedes v; nur noch einmal in der Gleichung v; = u;, im Unifikationsproblem vor.
Deshalb kann man durch [-maliges Anwenden von EQF alle Abstraktionsvariablen in V
aus dem Unifikationsproblem entfernen. Das gesamte Unifikationsproblem hat dann die
Form

PP = (Fur, .. Uup, Yiseo s Yg)2t =51 A oo A zp =S A uy =11 A oo A ug, =1 AP

Nun noch einmal die Schritte im Uberblick.
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0 —_
I 1 D ? ?
— A P = (Fvi,...,v) PP ANvi=ri A ... ANu=m
P2 = = 2 2
—acy-res P = (Foi,.. vpun, .o uy) zi=81 A oo Az =5 A
? ?
vy =uy A oo N v =y A
? ?
m=ry AN ... Nuy=nm
l 2 ? ?
—Var-repy P = (ui, ..U, uy) 20 =81 A oo A 2 =S A
? ?
v =Uy A oo N U=y A
? ?
Uy =11 A o0 N uy, =1
l pP3 = = 2 2
——EQE h = (ul,...,up) 21 =81 N ... N 2 =S N\
? ?
Uiy =71 N o0 N Uy =1

Dieses Schema zeigt, wie durch Ausnutzung von Bedingung 2.1 alle Abstraktionsvariablen,
die zur Anwendung der elementaren AC-Unifikation bené6tigt wurden, wieder verschwin-
den. Die so aus P, entstandene Form P} heiit AC., -geldste Form zu Py,. Die dabei
durchgefiihrten Schritte werden in einer neuen Regel zusammengefaft.

Regel C-AC-Res (Constraint AC-Res)

P, =P,
wenn s(€),t(e) € F, UX fiir alle s =t in P, und P eine AC*-geliste Form
zu Py, 1st.

Da diese Regel vollstindig aus Regeln aus S zusammengesetzt ist,
! ! !
—>C-AC-Res— 7 VA~ AC-Res Var-Rep™ " EQE)

ist auch die Regelmenge S U { C-AC-Res} korrekt, terminierend und vollstéindig. Da au-
Berdem C-AC-Res immer anwendbar ist, wenn F-Res auf eine AC-Theorie anwendbar
ist (I = 0), kann E-Res auf die Regel Ej-Res zur Unifikation freier Terme reduziert wer-
den. Die Regelmenge S’ = { VA, Ey-Res, C-AC-Res, Conflict1, Conflict2, Check*, Var-Rep,
EQE} erhilt also auch die Menge der Losungen fiir ein Unifikationsproblem, terminiert
fiir jede Eingabe und liefert eine vollstindige Menge von sequentiell gelésten Formen.

Statt eines normalen Algorithmus zur elementaren AC-Unifikation, wird fiir die Regel
C-AC-Res nun ein Algorithmus benétigt, der AC-geldste Formen liefert. Dieser Algorith-
mus ist in gewisser Weise weiterhin elementar, da die Unifikation nur fiir ein AC-Symbol
durchgefiihrt wird. Das zu 16sende Unifikationsproblem kann aber auch Fremdterme, d. h.
Symbole aus anderen Theorien enthalten. Diese Fremdterme werden dann aber nicht
untereinander unifiziert, sondern nur iiber Variablen gleichgesetzt. Die Unifikation der
Fremdterme wird dann vom Kombinationsalgorithmus weiter bearbeitet. In Kapitel 3
wird gezeigt, wie sich ein Algorithmus zur elementaren AC-Unifikation einfach zu einem
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Algorithmus zur elementaren AC-Unifikation mit Fremdtermen modifizieren 148t. In die-
sem modifizierten Algorithmus, der durch die Regel C-AC'-Res aufgerufen wird, werden
die Abstraktionsvariablen nicht mehr benétigt, so dafl auf ihre Erzeugung ganz verzichtet
werden kann. Eine Variablenabstraktion findet implizit aber immer noch statt, was sich
darin bemerkbar macht, dafl zwei Fremdterme nicht direkt gleichgesetzt werden, sondern
nur iiber eine durch die elementare AC-Unifikation eingefiihrte Variable.

Beispiel 2.5 Im obigen Beispiel kann die Regel C-AC-Res nun direkt auf das Unifika-
tionsproblem z; + f(a) = 2, 4 23 + g(b) angewendet werden, ohne daB eine Variablenab-
straktion notig ist. Es gibt dann noch 5 Losungen. Drei dieser Losungen sind

P = (Juy,ug,us,uy) 2 = Uy 4 ug + uz A f(a) Zuy A

P /\zgéu2+u4/\g(b)éu3
P = (Fuy, ug, us) 21 = uy + up A fla) =us A

29 = Uy A 23 = U /\g(b)éug,
P = (Fuq, ug,u3z) 2 = uy + us A f(a) Zus A

29 = Uy A 23 = U3 A g(b) = Uy

Alle diese Losungen miissen in PP fiir 2, + f(a) = 2y + 23 + g(b) eingesetzt werden. m

2.3.2 Bedingungen fiir freie Variablen

Auch fiir die iibrigen Variablen 148t sich eine dhnliche Bedingung aufstellen wie fiir die Ab-
straktionsvariablen, wenn ihnen im iibrigen Unifikationsproblem P’ ein Term zugewiesen
wird.

Gibt es fiir eine Variable z; € Z eine Gleichung z; < tin P’ so konnen wihrend der
elementaren AC-Unifikation alle Losungspfade abgebrochen werden, die z; einen Term s;
zuweisen, der mit ¢ nicht unifizierbar ist. Uber die Gestalt von ¢ lassen sich aber noch
weitere Aussagen machen. Es gilt t(¢) ¢ F, da sonst die Gleichung z; = ¢ in P, und
nicht in P’ seien miifite. Ist ¢ € V), hat diese Bedingung iiberhaupt keine Wirkung, da eine
Variable mit jedem Term unifizierbar ist. Der Test auf Unifizierbarkeit zwischen ¢ und s;
reduziert sich also lediglich auf die Uberpriifung der Existenz einer Gleichung z; = t in P’
mit nicht-variablem ¢. Existiert so ein z; = ¢, dann gilt #(¢) € F; mit j # h, woraus sofort
folgt, da3 t und s; nicht unifizierbar sind.

Bedingung 2.2
z=5= F,
wenn s ¢ X und ein z =t in P' evistiert mit t ¢ X.

Beispiel 2.6 Im obigen Beispiel fillt die Losung P{? weg, weil der Variablen z3 ein AC-
Term zugewiesen wird, obwohl es in P° die Gleichung 23 = f(z4) gibt (auf die Gleichungen
23 = Uy + uy und 23 = f(24) kann die Regel Conflict2 angewendet werden). m
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Zur Uberpriifung dieser Bedingung wird dem elementaren Algorithmus die Existenz sol-
cher Terme fiir die Variablen in P, iibergeben. Den Variablen, fiir die solch ein Term
existiert, diirfen dann nur Variablen und kein AC-Term zugewiesen werden.

2.3.3 Bedingungen fiir Gleichsetzungen durch neue Variablen

Eine weitere frith zu erkennende Situation, in der das gerade bearbeitete Unifikations-
problem keine Losungen mehr haben kann, tritt auf, wenn Terme aus {r,...,7} oder
Variablen in P}, untereinander gleichgesetzt werden, indem ihnen das gleiche u; zugewiesen
wird. Zur Motivation soll dies erst an einem Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel 2.7 Die Losung P}* im obigen Beispiel fithrt zu keiner E-Losung, da den Fremd-
termen f(a) und g(b) die gleiche Variable u3 zugewiesen wird, obwohl sie nicht unifizierbar
sind (auf die Gleichungen us = f(a) und us = ¢(b) kann die Regel Conflict2 angewendet
werden). Eine dhnliche Situation tritt in Losung P;* auf, da f(a) und der Variablen z3,
der im iibrigen Unifikationsproblem noch der Term f(z,) zugeordnet ist, die gleiche Va-
riable uz zugewiesen wird. Nach Anwendung von Var-Rep mit {uz — 23} erhélt man die
Gleichungen z3 = f(a) und 23 = f(24). Da die beiden Terme f(a) und f(z) unifizierbar
sind, kann man diese Ableitung jedoch nicht abbrechen. m

Zu jedem u; € U wird die Termmenge
Qi={rj|ui=r;in P*Y U{t|2z =u;in P> und z; =t in P'}

betrachtet. P? hat keine Ldsungen, wenn sich die Terme in einem dieser (); nicht mitein-
ander unifizieren lassen. Man kann also Losungen P aufler acht lassen, die zwei Variablen
oder Fremdtermen dieselbe neue Variable zuweisen, obwohl die Fremdterme selbst oder
die den Variablen in P’ zugewiesenen Terme nicht miteinander unifizierbar sind.

Bedingung 2.3

P} = F,
wenn ein Q; = {r; | u; = r; in P} U{t | z; = w; in P} und z; = t in P'}
existiert, das nicht unifizierbar ist.

Zu jeder Variablen z; wird dem elementaren AC-Unifikationsalgorithmus zur Uberpriifung
dieser Bedingung die Menge R = {t | z; =t in P’ und ¢ ¢ X'} iibergeben. Damit ist auch
gleichzeitig die Bedingung 2.2, die Existenz eines nicht-variablen Terms ¢ iiberpriifbar.

Da der Test auf Unifizierbarkeit sehr aufwendig sein kann, versucht man, ihn durch einen
einfacheren zu ersetzen. Dies ist moglich, da durch die negative Formulierung der Be-
dingung nicht getestet werden muf}, ob (); wirklich unifizierbar ist, sondern nur, ob es
nicht unifizierbar ist. Anstatt die Unifikation wirklich durchzufiihren, reicht es also, ein
viel einfacheres Kriterium zu benutzen. In Kapitel 3 wird diese Bedingung daher einfach
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zu einem Test der Kopfsymbole der Terme in (); reduziert. Durch diese Vereinfachung
konnen dann zwar weniger Losungspfade friihzeitig abgebrochen werden, aber man ver-
meidet die aufwendige Durchfiihrung der Unifikation. Wird ein aufwendigerer Test, wie
z. B. die Unifikation selbst durchgefiihrt, sollte auch bei einem positiven Ergebnis versucht
werden, die berechnete Information, wie z. B. die Unifikatoren, zu speichern, da sie bei
der spéter noch durchzufiihrenden Unifikation der Terme in (); benutzt werden kann. In
Kapitel 5 wird hierauf ndher eingegangen.

Beispiel 2.8 Im obigen Beispiel fiihrt nur die Losung Pj* zu einem Ergebnis. Nach
Durchfiihrung der Variablenersetzung und Quantorenelimination erhélt man mit ihr die
Form

(Fuq, ug, uz) 2y Zuptus A 2= A uz = fla) A us < f(z4) N ugy i?g(b),

die nach der Anwendung von FEj-Res auf die Gleichungen mit freien Termen zu der se-
quentiell gel6sten Form

(Fua)zy = 20 +us A 23 = f(a) A za=a A uy = g(b)
wird. Nach Anwendung von Rep und EQF erhilt man die geldste Form

n=2+gb) A zs=fla) A zg=a =

2.3.4 Zusammenfassung

Die in diesem Abschnitt gezeigten drei Bedingungen fithren dazu, dafl auf die Abstrak-
tionsvariablen fiir die elementare AC-Unifikation im Kombinationsalgorithmus ganz ver-
zichtet werden kann. Auflerdem fiihren sie dazu, daf} viele AC-geléste Formen schon in der
elementaren AC-Unifikation fiir das gesamte Unifikationsproblem als ergebnislos erkannt
werden kénnen. Dies bedeutet nicht nur, dafl diese Formen nach ihrer Berechnung nicht an
den Kombinationsalgorithmus iibergeben werden, sondern dafl wihrend der elementaren
AC-Unifikation ihre Berechnung friihzeitig abgebrochen werden kann.



Kapitel 3

Elementare AC-Unifikation

3.1 Elementare AC-Unifikation

Elementare AC-Unifikation ist die Unifikation von Termen aus 7 ({+}, X) mit + € AC.
Gegeben ist also ein Unifikationsproblem P = sy = t;,..., 8y = t,, mit 54,1, € T({+}, X)
und gesucht wird eine vollstéindige Menge von sequentiell gelosten Unifikationsproblemen.
Der hier vorgestellte Algorithmus liefert die Unifikationsprobleme sogar in geldster Form.

Als erstes werden die zu P gehérenden diophantischen Gleichungen aufgestellt. Seien
{z1,...,2,} = Arg™(P) = Var(P) die AC-Argumente von + in P und d(z;, {s; = t;})
die Anzahl der Auftreten von z; in s; minus der Anzahl der Auftreten von z; in ¢;. Dann
sind die diophantischen Gleichungen von P

d(Zl, {81 = tl}) RN d(Zn, {81 = tl}) T
: : Dol =0m
d(z1,{Sm =tm}) ... d(zn,{Sm =1tm}) T
die als AZ = 0 mit den Unbekannten & = (z1,...,z,) bezeichnet werden.

Beispiel 3.1 Die zu z; + 21 L 23424 AN 21+ 29 = 23+ 24 + 24 mit 21,20,23,24 € X
gehorenden diophantischen Gleichungen sind

1 T
2 0 -1 -1 T2 . 0 . T2 o
l1 1 -1 —2] 73 _<0> R P A
Ty Ty

Die natiirlichzahligen Losungen eines solchen Gleichungssystems sind

S(A) ={Fe IN" | A5 =0}.

25
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Fiir die AC-Unifikation interessieren nur die minimalen Lésungen, d. h. die Lésungen
ungleich null, fiir die keine kleinere Losung ungleich null existiert:

1S(A) = {§€ S(A) | §# 0 und es existiert kein i’ € S(A) mit 0 < £ < §}.
Diese Menge ist immer endlich. Algorithmen zu ihrer Berechnung werden in Kapitel 4

vorgestellt.

Beispiel 3.2 Die Menge der minimalen Lésungen wird in den Beispielen zur besseren
Lesbarkeit in Tabellenform untereinander und zusammen mit den AC-Argumenten und
der Matrix der diophantischen Gleichung dargestellt. Im obigen Beispiel also

Argt(P) = { =z 2 23 2z }
2 0 -1 -1
4 = 1 1 -1 =2
pSA4) = {( 1.3 0 2) (51)
(1 1 2 0) (52)
(1 2 1 1)k (53)

Auch (2 3 3 1) ist eine Losung, ist aber nicht minimal, da 3, < (233 1). m

Im n#chsten Schritt werden bestimmte Teilmengen der Menge der minimalen Losungen
pwS(A) bestimmt. Eine Teilmenge S = {5y,...,5,} C uS(A) ist grofl genug, wenn jede
,opalte“ in der Tabellennotation wie im obigen Beispiel in mindestens einer Losung in S
grofer null ist, d. h. wenn

5,(i) > 0 fir alle i € {1,...,n}. (3.1)

p
=1

J

Im letzten Schritt werden dann die gelosten Unifikationsprobleme zu S aufgestellt. Dabei
entspricht jeder Teilmenge, die grof} genug ist, genau ein geldstes Unifikationsproblem.
Zuerst wird jeder Losung S; eine neue Variable u; zugeordnet. Die geloste Form zu einer
Teilmenge S = {51, ..., 3§,) ist dann

2

PSE(HUh---aUp)%iuf1(1)+...+ugp(1) A LA Zn;ufl(n)Jr__.jLugp(n)_

Dabei ist u? +¢ = ¢ und u?™" = u; + u?. Die Bedingung, daB S grol genug ist, sorgt
dafiir, daf} dies sinnvoll ist und kein ,leerer* Term auftritt. Die geldsten Formen aller

Teilmengen, die grofl genug sind, sind eine vollstidndige Menge von gelosten Formen fiir
P.

Beispiel 3.3 Die Teilmengen, die im Beispiel grofl genug sind, sind {33}, {51, 53}, {3,
33}, {51, 5} und {51, 3, §3}. Werden 5, 35, §3 die Variablen u,, us, u3 zugeordnet, so ist
die geloste Form zu {85, 53}

? ? ? ?
(HUQ,U3)21:UQ+U3 N 2o =uUs+uzs+us N 23 =us+us+us N\ 24 =u3. N



3.2. ELEMENTARE AC-UNIFIKATION MIT FREMDTERMEN 27

3.2 Elementare AC-Unifikation mit Fremdtermen

Seinun P = s =t A ... A Sp = tm mit s;,t; € T(X,X), aber weiterhin
si(€),ti(e) € X UFy. Die Fremdterme in P seien {ry,...,r;} = Argt(P)\ X. Ersetzt
man diese Terme durch die Abstraktionsvariablen {v,..., v} so kann man den obigen
Algorithmus zur elementaren AC-Unifikation benutzen, wenn man anschlieflend die Glei-
chungen v, = Ty, = r, zum Unifikationsproblem hinzufiigt. In diesem Abschnitt soll
nun aber gezeigt werden, wie man die in Kapitel 2 gezeigten Bedingungen einhélt und da-
durch auf die Abstraktionsvariablen verzichten kann. Ahnliche Bedingungen sind zum Teil
auch schon in [23], [8] und [16] vorgeschlagen worden. Aber die Bedingungen in [16], die
den hier vorgestellten am néchsten kommen, beziehen sich auf den (hiufig auftretenden)
Spezialfall, daf} jedes AC-Argument nur einmal vorkommt. Bei allen drei Verfahren wer-
den auflerdem die Bedingungen nicht an den Algorithmus zum L&sen der diophantischen
Gleichungen weitergegeben, und sie beziehen sich nur auf ein Termpaar, das unifiziert
werden soll. Fiir die AC-Theorie ist es aber wichtig, auch Mengen von Termpaaren mit
der elementaren Unifikation l6sen zu kénnen, wie in Kapitel 5 gezeigt wird.

Seien {ay,...,a,} = Arg™(P) die AC-Argumente der Terme in P. Die diophantischen
Gleichungen werden nun wie oben aufgestellt:

d(ay, {s1=t}) ... d(a, {s1=1t}) Ty
E E Co=0"
d(ay, {sm =tm}) ... d(an,{sm =1tn}) Ty,

Bedingung 2.1, die besagt, dafl einer Abstraktionsvariablen nur eine Variable zugewiesen
werden darf, kann man einhalten, indem man eine zusétzliche Anforderung an die Teil-
mengen stellt. Eine Teilmenge von Losungen & C pS(A) ist fiir Fremdterme klein
genug, wenn jede zu einem Fremdterm gehorende Spalte genau eine 1 und sonst nur 0
enthélt:

> §(j) =1 fiir alle j mit a; ¢ X. (3.2)

5;ES

Nun werden nur noch zu den Teilmengen, die grof3 genug und fiir Fremdterme klein genug
sind, geloste Formen aufgestellt. Da nun in einer geldsten Form zu einer Teilmenge den
Fremdtermen {rq,...,r;} durch die Unifikation nur Variablen zugewiesen werden, kann
auf die Variablenabstraktion verzichtet werden und man erhélt die von der Regel C-AC'-
Res in Kapitel 2 geforderte AC-geldste Form des Unifikationsproblems.

Beispiel 3.4 Fiir P = 21 + 2 = a + f(z3) mit 21,29,23 € X,a,f € Fy sind die ACT-
Argumente, die Matrix der diophantischen Gleichungen und die Menge der minimalen
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Losungen aus der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Argt(P) = { = 2 a f(z)}
A= [ 1 1 -1 -1]
puS(A) = {( 1 0o 1 0) (31)
(0 1 0 1) (52)
(1 0 0 1) (53)
(o 1 1 0)} (51)

Die einzigen Teilmengen, die grof§ genug und fiir Fremdterme klein genug sind, sind {51, 5,}
und {53, §;} mit den AC"-gelosten Formen

(Fuq, ug)zy LUl AN zg=uUy A UL =a A Uy = f(23) und

(Fusg, ug)zr =us A 29 =uy A ug=a A ug = f(z3).

Es gibt sieben Teilmengen, die grofl genug sind. Die zusétzlichen fiinf Teilmengen sind aber
nicht nach Gleichung 3.2 fiir Fremdterme klein genug und fiir sie braucht daher keine
geloste Form aufgestellt zu werden. So enthilt z. B. {5, 55, 53} in der vierten Spalte,
der der Fremdterm f(z3) zugeordnet ist, in 3 und §3 einen Wert ungleich null, d. h.
51(4) + 52(4) + §3(4) > 1. Das mit dieser Teilmenge erzeugte Unifikationsproblem hétte
die Gleichung uy + u3 = f(23) enthalten, die keine E-Losung hat. m

Nun sollen auch noch die restlichen Bedingungen aus Kapitel 2 beriicksichtigt werden. Da-
zu wird dem Algorithmus zu jeder Variablen z € Arg™(P)NX eine Termmenge R, iiberge-
ben. Diese enthilt die nicht-variablen Terme, mit denen z im iibrigen Unifikationsproblem
vor Aufruf der elementaren AC-Unifikation gleichgesetzt wurde. Jedem AC-Argument a;
(und damit jeder Spalte in der Matrix der diophantischen Gleichungen) wird nun eine
Termmenge R, zugeordnet. Ist a; = z eine Variable, so ist R; = R.; sonst ist a; ein
Fremdterm und R; = {a;}.

Fiir die Terme ¢ € R; gilt t(e) € F; mit i # h. Fiir alle Variablen z;, denen eine nicht-
leere Termmenge zugeordnet ist, kann nach Bedingung 2.2 dieselbe Anforderung an die
passenden Teilmengen gestellt werden, wie fiir die Abstraktionsvariablen. Diesen Variablen
darf durch die elementare AC-Unifikation nur eine Variable zugewiesen werden und daher
muf} eine Spalte, der eine solche Variable zugeordnet ist, genau eine 1 und sonst nur 0
enthalten. Eine Teilmenge & von Losungen ist also klein genug, wenn

> §i(j) < 1fiir alle j mit R; # 0. (3.3)

5; €S

Man beachte, da} durch die Definition von R; fiir Fremdterme a; diese Gleichung die
Gleichung 3.2 subsumiert und damit eine Menge von Losungen, die klein genug ist, auch
klein genug fiir Fremdterme ist.

Eine Teilmenge ist passend, wenn sie grofi genug (Gleichung 3.1) und klein genug ist.
Um eine vollstdndige Menge von gelosten Formen fiir das gesamte Unifikationsproblem
zu erhalten, brauchen hier nur die passenden Teilmengen betrachtet zu werden.
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Bedingung 2.3 besagt, dafl die implizit {iber eine Variable u; gleichgesetzten Terme unifi-
zierbar sein miissen, um zu einer Losung zu fiihren. Auf diese Art gleichgesetzt, werden
alle Terme, die den Spalten zugeordnet sind, die in der Losung s; ungleich 0 ist. Die Menge
dieser Terme ist Q; = {t | t € Rj,5i(j) > 0}. Sind die Terme in @); nicht miteinander
unifizierbar, kann eine Teilmenge, die s; enthilt, nicht zu einer Losung fiihren.

Beispiel 3.5 Fiir
P=zi+z21+2 =25+ f(z) +9(z5) A 20 = f(2)
mit z; € X, g, f € Fy wird die elementare AC-Unifikation mit
Po=z2+21+2 =2+ f(zu) +g(zs) und R,, = R,, =0, R, = {f(2)}

aufgerufen. Die ACT-Argumente, die zugeordneten Termmengen, die Matrix der diophan-
tischen Gleichungen und die Menge der minimalen Losungen sind in der folgenden Tabelle
zu sehen.

Argt(P) = { = 22 zs f(aa)  g(zs) }
R, 0 {fz)} 0 {f(z)} {9(25)}
A= ] 2 1 ~1 ~1 ~1 ]

pS(4) = {( 1 0 2 0 0 ) (51)

(1 0 0 2 0 ) (5)

(1 0 0 0 2 ) (55)

(1 0 1 1 0 ) (51)

(1 0 1 0 1) (55)

(1 0 0 1 1) ()

(0 1 1 0 0 ) (57)

(0 1 0 1 0 ) (55)

(0 1 0 0 1)} (5)

Die Menge {35, 57, 53} ist keine passende Teilmenge, weil sie nach 3.3 nicht klein genug
ist. Die zweite Spalte, der eine nicht leere Termmenge zugeordnet ist, enthélt in §; und
S einen Wert ungleich null, d. h. §5(2) + §7(2) + 55(2) > 1. Ein aus dieser Teilmenge
berechnetes Unlﬁkatlonsproblem hitte die Gleichungen 29 = u7+ug enthalten. Zusammen
mit der Gleichung 2z, = f(2s) aus dem urspriinglichen Unifikationsproblem hétte fiir diesen
Berechnungspfad keine E-LoOsung existiert.

Die den Losungen S5 und Sy zugeordneten Termmengen Qg = {f(24),9(25)} und Q¢ =
{f(26),9(z5)} sind nicht unifizierbar. Diese beiden Losungen kénnen also in keiner passen-
den Teilmenge vorkommen. Kédme z. B. §5 in einer Teilmenge vor, so enthielte das daraus
entstandene Unifikationsproblem die Gleichungen ug = f(2;) und ug = g(z5), die keine
E-Lo6sung haben.

Die Losungen §; und §3 konnen ebenfalls in keiner passenden Teilmenge vorkommen.
Eine Teilmenge S, die 5 oder &3 enthilt, ist nicht klein genug, weil Y, 55;(4) > 1
bzw. Y scs5i(5) > 1,da 55(4) =2>1und 55(5) =2 > 1.
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Die passenden Teilmengen in diesem Beispiel sind {55, 35}, {54, 35, 57}, {51, S5, 53} und
{51, 54, 35, 37 }. Die AC'"-geloste Form zu {55, 53} ist

(us, ug)zy = us A To =ug A 23 =us A ug = f(z1) A us=g(z5)
Ohne die Bedingungen 2.1, 2.2 und 2.3 héitte es 19 passende Teilmengen gegeben. m

Eine Losung §;, der eine nicht unifizierbare Termmenge (); zugeordnet ist oder die eine
Spalte j mit einer nicht leeren Termmenge R; hat, die einen Wert groéfler 1 enthilt, kann
in keiner passenden Teilmenge enthalten sein und braucht daher vom Algorithmus zum
Losen der diophantischen Gleichungen auch gar nicht erzeugt zu werden. An jede Losung
§; konnen also die folgenden Bedingungen gestellt werden.

Bedingung 3.1
5i(j) <2
fiir alle j mit R; # ()

Bedingung 3.2
Qi ={t |t € Rj,5(j) >0}
ist unifizierbar.

Die Termmengen R; miissen also auch dem Algorithmus zum Lésen der diophantischen
Gleichungen iibergeben werden, damit dieser die Bedingungen iiberpriifen kann und nur
die minimalen Losungen liefert, die sie erfiillen. In der Praxis wird man den Test auf
Unifizierbarkeit aus Komplexititsgriinden auf einen einfacheren Test reduzieren und z. B.
nur testen, ob (); Terme mit verschiedenen Kopfsymbolen enthélt. Dem Algorithmus zum
Losen der diophantischen Gleichungen wird dann fiir jede Spalte j ein Kopfsymbol f; € X
aus R; iibergeben (die Terme in R; haben alle dasselbe Kopfsymbol, weil sonst die Regel
Conflict2 anwendbar war). Wenn R; = () ist, wird ein Platzhalter f; = € ¢ ¥ iibergeben.
Fiir jede Losung §; wird dann {iberpriift, ob allen Spalten mit einem Wert ungleich null
dasselbe Funktionssymbol zugeordnet ist.

Bedingung 3.2’

fi= T
fir alle j, k mit 5;(7) > 0,5;(k) >0 und f;, fr €



Kapitel 4

Losen diophantischer
Gleichungssysteme

In diesem Kapitel geht es um das Losen eines diophantischen Gleichungssystems AZ = (0"
mit den Unbekannten 7 mit Losungen aus IN". Gegeben ist die m x n-Matrix A mit
ganzzahligen Koeffizienten, und gesucht werden die Losungen S(A) = {§€ IN" | A5 =
0"}. Da man nicht alle diese unendlich vielen Losungen aufstellen kann, berechnet man
nur die minimalen Lésungen

pS(A) = {5€ S(A) | §+# 0" und es gibt keine Losung £ € S(A) mit 0" <" £ <" 5}.

Die nicht minimalen Losungen ergeben sich dann als Linearkombination der Vektoren aus
pS(A):

S(A):{ Z a;§’|a5~EIN}.

seusS(A)

Das Verfahren von Contejean und Devie [6] arbeitet auf eine sehr einfache Art und Weise.
Die Vektoren des IN" werden aufgezihlt bis alle minimalen Losungen gefunden sind. Die
Verfahren von Domenjoud [7] und Pottier [19] arbeiten nach einem anderen Prinzip. Bei
ihnen wird zuerst der Losungsuntervektorraum der diophantischen Gleichungen in Q" bzw.
Z" berechnet. Dann werden in diesen Untervektorrdumen die minimalen natiirlichzahligen
Loésungen gesucht.

4.1 Verfahren von Contejean und Devie

Dem Verfahren von Contejean und Devie [6] liegt das Verfahren von Fortenbacher und
Clausen [5] zugrunde. Wéhrend in [5] nur das Losen einer diophantischen Gleichung be-
schrieben ist (A ist eine 1 x n-Matrix), wird in [6] dieses Verfahren auf Systeme von
diophantischen Gleichungen erweitert. Die Idee, auf der diese Verfahren beruhen, besteht
darin, die Vektoren aus IN" aufzuzihlen und dabei zu testen, welche von ihnen minimale

31
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Losungen des diophantischen Gleichungssystems sind. Um sicherzustellen, dafl der Algo-
rithmus terminiert, werden dazu Schranken benétigt, die den Bereich, aus dem Vektoren
aufgezihlt werden, begrenzen.

Die erste bei diesem wie auch bei vielen anderen Verfahren verwendete Schranke entsteht
aus der Beschrinkung auf minimale Losungen: Vektoren, die gréfler sind als eine mini-
male Losung, brauchen nicht betrachtet zu werden, da diese Vektoren keine minimalen
Losungen sein konnen. Die zweite, entscheidende Schranke begrenzt den Suchraum auf
Vektoren, die nicht ,,zu weit davon entfernt sind“, eine Losung zu sein.

Um diesen ,Abstand“ messen zu kénnen, wird zu einer m x n-Matrix A fiir die Vektoren
ae€N", @d=(ay,...,a,) der Defekt dA( @) € Z™ betrachtet. Er ist definiert durch

d. h. fiir die i-te Komponente mit ¢ € {1,...,m} gilt
d@) (i) = > A (i)a(j).

Ein Vektor @ € IN" ist genau dann eine Losung, wenn der Defekt dA( @) der Nullvektor
0™ ist. Da der Defekt eines Einheitsvektors gleich der jeweiligen Spalte in der Matrix
der diophantischen Gleichungen ist, JA(éj) = AJ, sind die Defekte der Einheitsvektoren

— {dA(&)), .. JA(en)} von besonderer Bedeutung. AuBerdem gilt fiir den Defekt von
zwei Vektoren dA( 7) + dA(b) = d*(d@ + b).

4.1.1 Aufzahlen der Vektoren

Das Aufzéhlen der Vektoren aus IN" geschieht, indem ausgehend von 0™ die Komponenten
nacheinander um eins erhéht werden bis eine Losung fiir die diophantischen Gleichungen
erreicht ist. Das entspricht dem sukzessiven Addieren von Vektoren aus D bis das Er-
gebnis gleich 0™ ist. Die Reihenfolge des Aufzihlens entspricht der Breitensuche in einem
Baum, in dem jedem Knoten ein Vektor aus IN" und der zugehorige Defekt zugeordnet ist.
Jeder Knoten hat n Nachfolger, deren Vektoren in jeweils einer Komponente gegeniiber
dem Vorgéinger um eins erhoht sind. Der Wurzel ist (07, 0™) zugeordnet und den Nachfol-
gern eines Knoten, dem (@,d*(a@)) zugeordnet ist, sind (@ + &1, d*(a@) + d*(€1)), ..., (@ +
&, dA (@) + dA(en)) zugeordnet. Fiir jeden Knoten mit (a, d 7‘(EL’)) und jeden seiner Nach-
folger mit (@, d*(a')) gilt @ <" @'

Der entscheidende Punkt ist nun, welche Knoten mit den darunter liegenden Teilbdumen

wegen der Schranken nicht betrachtet werden miissen. Die erste Schranke ist trivial.

I. Sind mehreren Knoten dieselben Vektoren zugeordnet, braucht nur einer
dieser Knoten weiter betrachtet zu werden.
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Da fiir einen Knoten mit (7, d*(@)) die Tiefe im Suchbaum gleich der Liinge /(@) ist, kann
ein Knoten mit denselben Vektoren nur in derselben Tiefe vorkommen. Zur Einhaltung
dieser Schranke ist bei der Behandlung eines Knotens also nur zu testen, ob in der aktuellen
Tiefe des Suchbaums bereits ein Knoten mit diesen Vektoren betrachtet wurde.

Die néichsten beiden Schranken ergeben sich aus der Tatsache, dafl nur minimale Losungen
gesucht werden.

I1. Ein Knoten mit (@, d*(a)) und d*(@) = 0™ braucht nicht weiter betrachtet
zu, werden.

Da ein Vektor mit Defekt JA(ﬁ) = 0™ eine Losung ist, brauchen seine Nachfolger nicht
betrachtet zu werden, weil sie keine minimalen Lésungen sein konnen. Der Vektor @ mufl
nur in die Menge der bereits gefundenen minimalen Lésungen aufgenommen werden.

III. Ein Knoten mit (@,d*(@)) braucht nicht weiter betrachtet zu werden,
wenn eine minimale Losung § mit § <™ a existiert.

Da Breitensuche benutzt wird, hat man, wenn man einen Vektor untersucht, bereits alle
kleineren Vektoren bearbeitet und somit auch alle kleineren Losungen bereits gefunden.
Man mufl zum Testen von Schranke III also nur iiberpriifen, ob der aktuelle Vektor grofier
ist als eine der bisher gefundenen Losungen. Diese Schranke verhindert auch, daff Losungen
gefunden werden, die nicht minimal sind.

Wiéhrend die ersten drei Schranken trivial sind und in dhnlicher Form in den meisten
anderen Algorithmen vorkommen, enthélt die vierte Schranke den eigentlichen Kern des
Verfahrens. Mit ihr soll erreicht werden, dafi der Defekt bei jedem Schritt auf den Null-
punkt zuwandert. Dazu wird der Vektorraum Z™, in dem sich der Defekt bewegt, durch
eine Hyperebene, die senkrecht auf dem alten Defekt JA(ﬁ) steht, in zwei Halbrdume
geteilt (siehe Abbildung 4.1). Der neue Defekt d”*(@ + €;) muf nun in dem Halbraum
liegen, in dem auch der Nullpunkt liegt. Dies wird durch die Bedingung JA(ﬁ) -JA(éj) <0
ausgedriickt, wobei - das Skalarprodukt zweier Vektoren ist.

-

IV. Fir einen Knoten mit (d,d”(d)) brauchen nur die Nachfolger betrachtet
werden, denen (@ + €;,d* (@ + €;)) mit d*(a@) - d*(€;) < 0 zugeordnet ist.

In Abbildung 4.2 steht der Algorithmus zur Berechnung der minimalen L&sungen, in

dem die vier Schranken benutzt werden. Der Algorithmus ist korrekt, vollstindig und
terminiert. Fiir Beweise siehe [6].

4.1.2 Zusatzliche Schranken

Nun sollen die Bedingungen 3.1 und 3.2 aus Kapitel 3 in den Algorithmus iibernommen
werden. Wie in Kapitel 3 beschrieben, wird dem Algorithmus dazu zu jeder Spalte ein
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verbotener
Halbraum

Abbildung 4.1: Der durch d*(a@) - d*(€;) < 0 fiir d*(@ + &;) verbotene Halbraum.

Wert f; iibergeben, der entweder ein Funktionssymbol aus ¥ oder ein Platzhalter ¢ ¢ ¥
ist. Um die Bedingungen einzuhalten, werden Schranken aufgestellt, die zu den bisherigen
Schranken hinzukommen.

Bedingung 3.1 ist einfach durch eine Schranke auszudriicken.

V. Ein Knoten mit (@,d*(@)) braucht nicht weiter betrachtet zu werden,
wenn er eine Komponente j mit d(j) > 1 enthdlt, fir die f; € 3 gilt.

Diese Schranke verhindert, dafl eine Losung erzeugt wird, die nie die Gleichung 3.3 erfiillen
kann, weil sie in einer Spalte, der Fremdterme zugeordnet sind, einen Wert gréfler 1
enthélt. Im Algorithmus muf} getestet werden, ob der gerade erh6hte Wert einer Kompo-
nente grofler als 1 ist, wenn dieser Komponente ein Funktionssymbol zugeordnet ist.

Bedingung 3.2” wird durch die folgende Schranke eingehalten.

VI. Ein Knoten mit (@,d*(a@)) braucht nicht weiter betrachtet zu werden,
wenn er zwei Komponenten j und k mit d(j) > 0, d(k) > 0 enthdlt,

fir die f;, fr € ¥ und f; # fi gilt.

Diese Schranke verhindert, dafl Losungen berechnet werden, die spéter dazu fiihren, daf}
einer Variablen zwei Terme zugewiesen werden, die verschiedene Kopfsymbole haben und
damit nicht unifizierbar sind. Im Algorithmus wird dann iiberpriift, ob der Komponente,
deren Wert gerade erhoht wurde, ein Funktionssymbol zugeordnet ist. Ist dies der Fall, so
darf den anderen Komponenten mit einem Wert gréfler null nur dieses Funktionssymbol
oder € zugeordnet sein.

Der Algorithmus aus Abbildung 4.2 wird durch die Ergdnzungen dieses Abschnitts geén-
dert, indem hinter den ersten vier Schranken I.-TV. die folgenden beiden Zeilen eingefiigt
werden.

V. d(j) <2oder fj=€e€X¥ und
VL. f; =eoder fiir alle k € {1,...,n} mit d@(k) > 0 gilt fx = € oder fr = f;
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Lo Vo= {6, dM&)), -, (En, d* (@) }; M =05 =
2. =i+ 1V :=0.
3. Fir alle (@,d*(@)) € V;_,

Fiir alle €; € {é,...,6,}

Wenn 1. (@+¢j,d*@+¢;))¢V: und
I dA(@+
"a

III. §4£"ad+¢;firallese M und
IV. d4a)- *A(e]) <0 dann
Vi=V,u{(@+é,d @a+e))}.

Wenn d*(@ + &) = 0™ dann
M :=Mu{d+e;}.
4. Wenn V; # () dann
weiter mit Schritt 2
sonst
Stopp. M ist die Menge der minimalen Losungen ;1.S(A).

Abbildung 4.2: Algorithmus von E. Contejean und H. Devie zur Berechnung der minimalen
Losungen puS(A)

Die Schranke VI kann effizienter getestet werden, wenn den Knoten noch ein zusétzlicher
Wert f(d@) zugeordnet wird, der fiir die Wurzel mit dem Null-Vektor der Platzhalter € ist
und der auf ein Funktionssymbol f; gesetzt wird, wenn die j-te Komponente mit f; € X
grofer null wird. Dann mufl beim Erhohen des Wertes einer Komponente k£ nur getestet
werden, ob f(@) und f; gleich sind, wenn es Funktionssymbole sind.
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4.2 Verfahren von Domenjoud

Im Verfahren von Domenjoud wird zuerst der Untervektorraum von ®" bestimmt, der
der Losungsraum zu den diophantischen Gleichungen AZ = 0" ist, wobei A weiterhin
eine m X n-Matrix ist. Dies geschieht, indem die minimalen Losungen aus IN" berechnet
werden, deren Trigermenge' beziiglich der Teilmengenordnung minimal ist.

So(A) = {5 € pS(A) | es gibt kein '€ pS(A) mit C(f) ¢ C(5)}
Die Vektoren aus Sy(A) lassen sich im Gegensatz zu den restlichen Vektoren aus puS(A)

(
direkt aus der Matrix A berechnen. Dazu bildet man fiir alle Teilmengen {i,...,inm 1} C
{1,...,n} der Kardinalitiit m + 1 mit A = {A", ... A"+1} die Determinante

> > m+1 ) ) ) ) )
D(A) = H Ga ot G ”: D (-1 [[an av b ]|
]:

Das Ergebnis ist ein Vektor aus Z", da in der Matrix neben den Zahlen aus A auch Ein-
heitsvektoren des IN" stehen. Ist D(.A) ein Vektor ungleich Null, dessen Komponenten alle
das gleiche Vorzeichen haben, teilt man ihn durch den gréten gemeinsamen Teiler seiner
Komponenten und erhilt so einen Vektor aus Sy(A). Tut man dies fiir alle Teilmengen A,
erhélt man Sy(A).

Beispiel 4.1 Fiir die Matrix

12 -1 -1 -1

A_21—1—1—1

gibt es (2) = 10 dreielementige Teilmengen ihrer Spalten. Fiir die ersten drei Spalten
A= {A', A% A3} erhilt man
¢l € €3
DA=|1 2 —-1|=-1¢1 -1, —3¢3=(—-1 —1 —300).
2 1 -1

Da alle Komponenten das gleiche Vorzeichen haben, ist (1 1 3 0 0) ein Vektor aus Sp(A).
Nur fiir A = {A', A2, A*} und A = {A', A%, A5} haben ebenfalls alle Komponenten von
D(A) das gleiche Vorzeichen. Man erhélt

So(A)={(11300),(11030),(11003)}. m
Die Vektoren aus Sy(A) bestimmen den Untervektorraum der Losungen aus Q" fiir die

diophantischen Gleichungen. Alle anderen Losungen aus ®" sind dann Linearkombinatio-
nen von Vektoren aus Sp(A) mit rationalen Koeffizienten. Die Vektoren aus S(A), d. h.

!Die Triigermenge C(5) eines Vektors § ist die Menge der Indizes, deren Komponente einen Wert
ungleich Null hat: C'(3) = {i | §(¢) # 0}.
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die Losungsvektoren aus IN", sind Linearkombinationen von linear unabhéngigen Vektoren
aus Sy(A) mit positiven rationalen Koeffizienten(siehe [7]).

S(A):{ Z A§§E|NH|A§EQ+}

§€Sp(A)

Nun miissen also noch die restlichen minimalen natiirlichzahligen Losungen aus pS(A)
in dem von Sy(A) in Q" aufgespannten Untervektorraum gesucht werden. Das Problem
besteht darin, alle Kombinationen der Ay zu finden, so dafl die Linearkombination ein
ganzzahliger Vektor ist. Da man nur die minimalen Lésungen pS(A) sucht, geniigt es,
0 < A3 < 1 zu betrachten. Ein Vektor aus einer Linearkombination mit einem Ay > 1 ist
grofer als §und daher nicht minimal. (Aber auch Linearkombinationen, bei denen Az < 1
gilt, kénnen zu nicht minimalen Losungen fiihren.) Um das im folgenden beschriebene
Verfahren durchfiihren zu kénnen, werden nur die Linearkombinationen von beziiglich @
linear unabhéngigen Vektoren aus So(A) betrachtet. Dies fiihrt allerdings dazu, daf} alle
Teilmengen von Syp(A) betrachtet werden miissen, die linear unabhéngig und beziiglich
der Teilmengenordnung maximal sind.

Sei M eine Matrix, deren Spalten k linear unabhéingige Vektoren aus Sp(A) sind. Ge-
sucht werden alle I = (Aps1 ... Ayw) € [0...1[F, so daB & = MI natiirlichzahlig ist. Um
diese zu finden, wird M zuerst durch ganzzahlige elementare Zeilenumformungen in die
Form [g] gebracht, wobei T eine quadratische obere Dreiecksmatrix mit positiven Zah-
len auf der Diagonalen ist. Ganzzahlige elementare Umformungen einer Matrix sind die
Vertauschung zweier Zeilen, die Multiplikation aller Elemente einer Zeile mit —1 und die
Addition einer mit einer ganzen Zahl multiplizierten Zeile zu einer anderen Zeile. Die
Transformation einer Matrix mit solchen Umformungen entspricht der Multiplikation mit
einer unimodularen Matrix U (|U| = £1), also UM = [g]

Es gilt § = MlezZ" genau dann, wenn TlI= i € Z". Da T eine Matrix ist die aus linear
unabhingigen Vektoren besteht, ist 7" invertierbar, d. h. T~! existiert. Durch Umformen
erhilt man die Gleichung = T~ 1%, wobei 7 ein ganzzahliger Vektor ist. Da nun ein Weg
existiert, I 7u berechnen, braucht man noch eine Einschrinkung auf eine endliche Menge
von zu betrachtenden Vektoren Z, um alle [ bestimmen zu konnen. Man erhilt diese
Einschrankung durch die Begrenzung auf die minimalen Losungen, d. h. auf I e 0...1[~
Daher setzt man [ = T'# — |T~'Z| setzen, wobei |z] die streichende Rundung ist.
Da Ml, = M(T 'Z) ganzzahlig ist (nach Konstruktion von T) und Ml = M|T 7]
ganzzahlig ist (|7~'Z] und M sind ganzzahlig) ist auch MI = M (l,l) ganzzahlig.

Sei d = |T'| die Determinate von 7', d. h. das Produkt der Zahlen auf der Diagonalen von
Tund d = (T'(1)...T*(k)) € IN* der Vektor der Diagonalen. Dann ist d ein gemeinsames
Vielfaches der Nenner in 7-! und damit sind alle Elemente in d7~! und d7~'# ganzzahlig.
Daher gilt | = T7'% — |T~'%] = £[dT~'#],4, wobei [n]y der positive Rest der ganzzahligen
Division von n durch d ist.

Da zu jedem 7 € ZF ein # € ZF mit 0% <% 7 < d existiert, fiir das [dT 7]y = [dT 7]y
gilt (siehe [19]), geniigt es, um alle [ zu erhalten, fiir ¥ Vektoren einzusetzen, die 0% <*
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P <d erfiillen, deren Komponenten also alle kleiner sind als die entsprechenden Werte auf
der Diagonale von T'. Fiir alle so berechnete ['ist M eine ganzzahlige Losung von A7 = 0"
und berechnet man fiir alle Mengen von linear unabhéingigen Vektoren aus Sp(A) nach
diesem Verfahren die neuen Losungen, erhilt man eine Menge, die die restlichen minimalen
Losungen aus puS(A) enthélt. Da nicht alle der so berechneten Losungen minimal sind,
mufl man die nicht minimalen noch aussortieren.

1S(A) C Sy(A)U{MI | die Spalten von M sind linear unabhiingige
Vektoren aus Sy(A),

mit unimodularem U,

T
UM =
¥

S 1 -
I = g[dT‘lf]d mit 7 < d und 7 € INF}

Der gesamte Algorithmus ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Durch eine geschickte Wahl des
Zeitpunkts der Multiplikation und Division mit d kann man im Programm das Rechnen
mit Briichen oder gar Gleitkommazahlen vermeiden. Fiihrt man schon wiahrend der Inver-
tierung von T die Multiplikation mit d durch, treten keine Briiche auf, da dT~! ganzzahlig
ist. Um bei der Berechnung von [ Briiche zu vermeiden, fiihrt man die Division durch d
erst nach der Multiplikation von di mit M durch. Man berechnet also erst M(df) und teilt
dann durch d. Das Ergebnis der Division ist ein ganzzahliger Losungsvektor.

Beispiel 4.2 (Fortsetzung von Beispiel 4.1) Da die drei Vektoren aus Sy(A) linear un-
abhéngig sind, kann man sie direkt zu einer Matrix zusammenfassen. Durch elementare

Zeilentransformation oder gleichbedeutend durch Multiplikation mit der unimodularen

Matrix U erhalt man [ig]:

10000 111 111
000710 111 030
UM=| 00001 300(={00 3],
-1 100 0 030 000
-3 0111 00 3 000
111 ([9 -3 -3
also T=1,0 3 0], d=9 und T '=-]0 3 0
00 3 970 0o 3

Fiir alle 7 < (1 3 3) muf} nun l%[dT*If]d und danach § = MI berechnet werden. Fiir
Z=(010), einen dieser acht Vektoren, erhilt man

Lo f[9 -3 =370 -3 e
o 0o 3f\o/], 0/], 0

L1
F=MI=5(991890)=(11210).
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1. S:=0;V:=0.
2. Fiir alle {A" ... A1} C {AY,... A"}
DAy:=1 g bl |

Wenn D(A) € IN" oder —D(A) € IN" dann
S:=SU{D(A) +ggt({D(A)(1),...,D(A)(n)})}.
3. Fiir alle maximalen Mengen von linear unabhéngigen Vektoren {niy,..., M} C S
M = [my ...y,
Transformiere durch ganzzahlige elementare Zeilentransformation M zu [g]
mit 7" obere Dreiecksmatrix mit positiven Zahlen auf der Diagonalen;
Berechne T, die Inverse von T;
d:=|T); d:= (T'(1)...Tk(k));
Fiir alle # € INF mit 0 <* # < d
[:= LdT—"4]4;
V=V Uu{MID}.
4. FiiralleseV
Wenn kein £in S UV existiert mit ¢ <" § dann
S :=Su({s}.
5. Stopp. S ist uS(A), die Menge der minimalen Lésungen.

Abbildung 4.3: Algorithmus von E. Domenjoud zur Berechnung der minimalen Lésungen
pS(A)

Sieben der acht so berechneten Losungen sind minimal. Zusammen mit den Lésungen aus

So(A) erhédlt man schliefilich

pS(A)={(11300), (11030) (1100 3),
(11210), (11201) (11120)
(11021), (1 1102) (110712)
(1111 1)} m

4.2.1 Optimierung der Aufzihlung

Der grofite Aufwand im Verfahren von Domenjoud liegt im haufigen Durchlaufen der
Schleife in Schritt 3, wenn ¢, die Anzahl der Vektoren in Sy(A), groBler ist als p, die Di-
mension des Losungsraums. Die hdufige Wiederholung ist notwendig, weil die Zeilentrans-
formation von M und die anschlieBende Invertierung von 7" nur mit linear unabhéngigen
Vektoren durchgefiihrt werden kénnen. Aus diesem Grund miissen diese Schritte fiir alle
maximalen Teilmengen von linear unabhéngigen Vektoren aus Sy(A) durchgefiihrt werden.
Dies ist mindestens (Z) -mal, ndmlich fiir alle p-elementigen Teilmengen S = {5y,...,5,} C
So(A) notwendig, da mehr als p Vektoren aus Sp(A) immer linear abhéingig sind. Ist eine
solche Teilmenge aus Sy(A) nicht linear unabhéngig, sind noch mehr Schleifendurchliufe
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notig. Statt dieser einen Menge miissen dann wieder alle ihre linear unabhéngigen Teil-
mengen betrachtet werden. Dies sind analog zu oben mindestens p Teilmengen, ndmlich
alle Teilmengen mit p — 1 Elementen.

Die in der Schleife in Schritt 3 durchgefiihrte Operation entspricht der Suche aller ganz-
zahligen Vektoren in dem von den Vektoren {3, ..., s;} aufgespannten Hyperspat

P(S):{sz;)\@w\ie [0...1[}.

Da sich diese Hyperspate fiir die verschiedenen Teilmengen von Sy(A) iiberschneiden,
werden die gesuchten Losungen mehrfach aufgezihlt.

Die Anzahl der Schleifendurchléufe in Schritt 3 kann am einfachsten verringert werden, in-
dem die Anzahl der Vektoren aus Sy(A), die fiir diesen Schritt betrachtet werden miissen,
verringert wird. Dies kann im allgemeinen Anwendungsfall nur fiir eine sehr eingeschriank-
te Menge von Vektoren getan werden. Im speziellen Fall der AC-Unifikation tritt diese
Situation aber sehr hiufig ein.

Fiir die AC-Unifikation haben die minimalen Lésungen der diophantischen Gleichungen
hiufig die Hohe eins, d. h. die Komponenten sind entweder 0 oder 1. Mit so einem Vektor
m; mit h(m;) = 1 braucht die Transformation in Schritt 3 des Algorithmus nicht durch-
gefiihrt zu werden. Dazu wird gezeigt, dafl eine damit berechnete Losung § entweder nicht
von 1m,; abhéngt oder nicht minimal ist. Ist f(z), der Koeffizient von 1, bei der Linearkom-
bination zur Erzeugung von 3, gréfler Null, so muf} m; <" § gelten, da alle anderen Werte
der Linearkombination positiv sind, § ganzzahlig ist und m; die Hohe eins hat. In diesem
Fall ist 5 also nicht minimal. Sonst ist f(z) = 0, d. h. zur Berechnung von § wird m; nicht
benotigt und § kann in Schritt 3 auch durch {my,...,m;}\ {M;} berechnet werden. Alle
Losungen in Sp(A) mit Hohe eins konnen in Schritt 3 also auler acht gelassen werden, und
die Berechnung muf} nur ,,Fiir alle maximalen Mengen von linear unabhéngigen Vektoren

{mq,...,mp} CV mit h(m;) > 1% durchgefiihrt werden.

Diese Einschrinkung ist sehr speziell und wird im allgemeinen Anwendungsfall nur selten
zutreffen. Fiir die AC-Unifikation treten aber iiberwiegend Losungen der Hohe 1 auf, wie
in [16] angesprochen wird. Daher kann durch diese Einschrinkung die Bearbeitungszeit
in vielen Fillen erheblich gesenkt werden (siehe Beispiele im Anhang).

Wihrend mit der vorhergehenden Optimierung die Anzahl der zu betrachtenden Lésungen
aus So(A) verringert wurde, soll nun ein erster Ansatz vorgestellt werden, mit dem die
Anzahl der zu betrachtenden Teilmengen verringert wird, indem die oben angesprochene
Uberschneidung der Hyperspate vermieden wird. Wenn die Dimension des Losungsraums
der diophantischen Gleichungen ¢ = 3 ist, kann damit die Komplexitit des Algorithmus
verringert werden.

Zuerst werden einige Eigenschaften der Vekoren in Sy(A) aufgezéhlt, die spiter benotigt
werden. Fiir zwei Vektoren &,7 € Sy(A) mit 5 # ¢ gilt

1. §t e IN", d. h. die Vektoren in Sy(A) sind natiirlichzahlige Vektoren;
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2. §¢™tund £ ¢£" §, d. h. die Vektoren in Sy(A) sind minimal beziiglich <";

3. C(5) ¢ CO(t) und C(f) ¢ C(5), d. h. die Tréigermengen der Vektoren in Sp(A) sind
minimal beziiglich der Teilmengenbeziehung.

4. C(5) # C(1), d. h. die Triigermengen der Vektoren in Sy(A) sind paarweise verschie-
den.

Die ersten drei Eigenschaften gelten wegen der Definition von Sy(A); die vierte, weil es
sonst eine Losung mit kleinerer Trigermenge gébe, wie man sich leicht iiberlegen kann.

Im folgenden sei nun die Dimension des Lésungsraums der diophantischen Gleichungen,
d. h. die Dimension beziiglich Q von Sy(A) ist ¢ = 3. Dann gilt, dafl mehr als drei Vektoren
aus Sp(A) beziiglich Q immer linear abhéngig sind.

Das folgende Lemma zeigt eine wichtige Eigenschaft fiir die Vektoren in Sy(A). Es be-
sagt, dal ein Vektor §; € Sy(A) nicht eine Linearkombination von drei anderen Vektoren
51, 89,83 € Sp(A) mit positiven Koeffizienten sein kann.

Lemma 4.1 Fir vier verschiedene Vektoren §1,5,, 353,54 € Sy(A) gibt es eindeutige i,
o, pg mit §y = 181 + peds + u3Ss, p; < 0 fir genau ein i € {1,2,3} und p; # 0 fir alle
i€ {1,2,3}.

Beweis: Da Sy(A) die Dimension drei hat, gibt es ju1, pg, g mit 8y = p1 81 + p1255 + p3S3.

Beweis zu p; # 0 fiir alle i € {1,2,3}:

Wenn fiir zwei oder drei 7 p; = 0 gilt, so ist dies ein Widerspruch zur Minimalitéit der
Vektoren in Sy(A) beziiglich <, weil sonst §; = 0" oder §; = p;5; und damit §; <" §j,
§4 >" §; oder 55 = §; wére. Ist genau ein y; =0, z. B. pu3 = 0 so gilt

S4 = 181 + U282

Angenommen g7 > 0 und gy > 0. Fiir die Trigermenge von §; gilt dann C(57) C C(5)),
weil C'(51) # C(8,). Dies widerspricht der Voraussetzung, daf§ die Vektoren in Sy(A) eine
minimale Trégermenge haben. Angenommen i1, 1o < 0. Dies fiihrt zu einem Widerspruch
zu der Voraussetzung, dafl s, € IN". Angenommen p; > 0 und py < 0. Weil die Triger-
mengen von §; und Sy verschieden und beziiglich der Teilmengenordnung unvergleichbar
sind, existiert ein j mit & (j) = 0 und §3(j) > 0 und damit §;(j) < 0. Dies ist ein Wider-
spruch zu der Voraussetzung, dafl §; € IN". Der Fall y; < 0 und uy > 0 ist analog zum
letzten Fall und damit ist gezeigt, dafl in allen Fillen ein Widerspruch auftritt. Also gilt
p; # 0 fiir alle ¢ € {1, 2, 3}.

Beweis zu piq, p2, i3 sind eindeutig:
Angenommen es gibt vy, vy, v3 mit &4 = 1151 + 198y + 1353 und {vy, ve, 13} # {11, pa, p3}-
Dann gilt (111 — v1)81 + (12 — 12)52 + (13 — v3)53 = 07 Ist z. B. iy # v4 so folgt aus

Vo — vy — vy — vy —
5 = 2 'u2§2+ ? M3§3 54 = <M2+M1 2 u2> 5y + <M3+M1 ’ Mg) 5.
H1 — H1— 1 H1 — 11 H1— 11
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Dies ist ein Widerspruch zum schon bewiesenen Teil des Lemmas, daf} p; # 0 fiir alle ;.

Beweis zu p; < 0 fiir genau ein i € {1,2, 3}:
Angenommen p; > 0 fiir alle i € {1,2,3}. Wie oben fiihrt dies zu einem Widerspruch zu
der Voraussetzung, dafy §; eine minimale Trégermenge hat.

Angenommen p; < 0 fiir genau zwei ¢ € {1,2,3}, z. B. gy > 0 und o, u3 < 0. Dann gilt
die gleiche Argumentation, weil 115 = (—pu2)Ss + (—p3)383 + 54 mit pg, (—p2), (—p3) > 0.
Angenommen p; < 0 fiir alle i € {1,2,3}. Dann gilt §; ¢ IN", da 5}, 35,53 € IN". Dies
widerspricht der Voraussetzung, daff die Vektoren in Sy(A) natiirlichzahlige Vektoren sind.
Es bleibt also nur die Moglichkeit, daf p; < 0 fiir genau ein i € {1,2,3}. O

Eine Folgerung aus dem Lemma ist, daf§ drei Vektoren aus Sp(A) immer linear unabhéingig
sind, weil dies sonst zu einem Widerspruch zu p; # 0 fithren wiirde.

Nun soll fiir den Fall, dal Sy(A) genau vier Vektoren enthilt, gezeigt werden, wie die
Anzahl der zu betrachtenden Mengen von linear unabhéingigen Vektoren von vier auf zwei
halbiert werden kann. Sei also So(A) = {51, 55, §3, §4}. Dann gilt bei einer entsprechenden
Numerierung nach Lemma 4.1

M1§1 + /L2§2 = M3§3 + §4 mit i > 0. (41)

Im Algorithmus aus Abbildung 4.3 miissen nun alle vier Mengen P, = P({5, 3, §3, 54} \
{5;}) mit i € {1,2,3,4} nach ganzzahligen Vektoren durchsucht werden. In Abbildung
4.4 soll die Lage der vier Vektoren im dreidimensionalen Raum verdeutlicht werden.

Abbildung 4.4: Schnitt durch die von Sy, §», §3, 54 aufgespannten Spate.

Die Abbildung zeigt einen Schnitt durch den Raum und die aufgespannten Spate. An
den Ecken des Vierecks sind die Schnittpunkte der vier Vektoren mit der Ebene. Wegen
Gleichung 4.1 miissen die vier Vektoren genau wie abgebildet angeordnet sein. Wie man
sieht, {iberschneiden sich die vier Spate und in der Schnittfliche gilt P, U P, = P3 U P;.
Im allgemeinen gilt dies jedoch nicht. Es gilt aber, wie das folgende Lemma zeigt, dafi ein
ganzzahliger Vektor, der in P; U P, und nicht in P3 U Py liegt, nicht minimal beziiglich
<" sein kann. Dies bedeutet, dafl alle minimalen Vektoren in P, U P, auch in P; U Py
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sind. Man braucht also nur P3; und P, zu durchsuchen, um alle minimalen, ganzzahligen
Vektoren in P, U P, U P3 U Py zu erhalten.

Lemma 4.2
Aus §€ P({55,83,5:}) und 8 + peSs = ps3sz + 54 mit p; >0 folgt

§€ P({51,5,53}) oder §e€ P({5,5,35}) oder § nicht minimal zu {1, 52,33, 54}.

Beweis: Aus § € P, = P({3,, §3,54}), folgt
§= )\ggé + )\3§3 + )\4§4 mit )\z € [0 C 1[

Setzt man

. . S . 1o M2 1,
S4 = [4151 + H2S2 — [43S3 bzw. S§3=—81+ —8y— —54
241 241 3

in diese Gleichung ein, so erhilt man
5§ = )\4/L1§1 + ()\2 + )\4#2)§Q + ()\3 - )\4/13).?3 (42)

= P 1 Dot 423+ (M — A ) (4.3)
K3 H3 H3
1. Fall: )\3 Z )\4/,L3
In diesem Fall sind alle drei Koeffizienten in 4.2 gréfler oder gleich Null. Sind alle drei
kleiner 1, liegt § in Pj; ist einer grofler oder gleich 1, ist § grofler als der zugehorige
Vektor und damit nicht minimal.

II. Fall: \3 < )\4/,L3, also Ay > )\3%
In diesem Fall sind die Koeffizienten in 4.3 alle positiv. Analog zum ersten Fall liegt §
dann in P; oder ist nicht minimal.

Aus den beiden Fillen folgt die Behauptung. O

Da fiir § € P, das Lemma analog gilt und umgekehrt auch aus § € P; oder § € P, folgt,
dafl § € P, oder § € P, oder § nicht minimal ist, gilt fiir alle minimalen, ganzzahligen
Vektoren s € Py U P, U P3U Py, dafl sowohl § € P, U P, als auch § € P; U P, gilt. Man
braucht also nur P, und P, oder P; und P, zu durchsuchen.

Nun soll dieses Verfahren auf Fille iibertragen werden, in denen Sp(A) mehr als vier
Vektoren enthélt. Man wihlt dazu drei Vektoren §7, 3, 53 € Sp(A) aus. Fiir alle anderen
Vektoren § € Sp(A) gilt nach Lemma 4.1
§ = 181 + poSy + p3s3  mit p; < 0 fiir genau ein i € {1,2, 3}.
Die iibrigen Vektoren aus Sy(A) werden nach Lemma 4.1 eindeutig in die drei Mengen
S, S5 und S} aufgeteilt. Sie sind definiert durch
SZI = {§€ S()(A) \ {§1,§2,§3} | 5= l/1§1 + V2§2 + l/3§3 mit v; <0 und vj > 0 fiir j §£ Z}

AuBerdem wird S; = S!U{5,, 5, 53 }\{5;} definiert. Es gilt S|0S,0550{5,, 52, 53} = Sp(A).
Berechnet man alle ganzzahligen Vektoren aus P ({3}, 5, §3}) und die in P(S;), P(S;) und
P(S;), so erhilt man nach dem folgenden Lemma alle ganzzahligen Vektoren in P(Sy(A)).
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Lemma 4.3 Fiir alle 1,1y, 15 € So(A) und 5 € P({t1,ts,13}) gilt 5 € P({5), 5, 55}) oder
§ e P(S;) fir eini € {1,2,3} oder § ist beziiglich >™ nicht minimal zu Sp(A).

Beweis: Das Lemma wird durch eine Fallunterscheidung nach der Anzahl der Vektoren
aus {t1,1ts,t3}, die in {3}, 5, 53} sind, bewiesen. Dabei seien t1, t5,t3 und §7, 55, 53 in Fall
IT und IIT so numeriert, daf3 t; = 57 bzw. t; = & und t, = §5.

L Fall: {t1,15, 13} = {51, 5, 53}
Es folgt sofort § € P({51, 35, 53}).

I Fall: £ = 51, t = &, 13 ¢ {51, 5,5}
1. Ist &3 € S1, so gilt ty = 115 + 955 + 1353 mit 1, < 0. Nach Lemma 4.2 folgt aus
§¢€ P({t5,5,5}) und t3+4 (—11)5 = 1,8, + va3ds mit (—14), vy, v3 > 0
§¢€ P({3,, 5, 53}) oder §€ P({t3,5,,5s}) oder & nicht minimal.
Daraus folgt die Behauptung, da {3, §3,f3} C 5.
2. Ist t3 € S5, so folgt die Behauptung analog zu 1.
3. Ist i3 € S%, so gilt {7?1,7?2,7?3} C S3 und damit § € P(S3).

II1. Fall: t_i = §1, 'Fg,t_;, Q:L {§1,§2,§3}
Nach Lemma 4.1 gelten

fy = 81+ oSy + psts mit genau einem p; < 0;

t3 = 18] + 1589 + 1353 mit genau einem v; < 0.
Durch Einsetzen erhilt man

ty = (p1 + p3rn) 51 + (o + psv2)5s + (psvs)ss. (4.4)
Nun folgt eine Fallunterscheidung, in welchen S; sich t, und #3 befinden.

1. th,t3€ S
Nach der Definition von S} gilt dann v3 > 0 und p3zvs > 0. Daraus folgt us > 0 also
entweder p; < 0 oder ps < 0. Sei also iy < 0 (fiir g < 0 gilt der Beweis analog).
Dann folgt nach Lemma 4.2 aus

5e P({%;ﬁ;ﬁa}) und  f; + (—p1)51 = p25s + M37?3 mit (—pi1), pho, i3 > 0

§¢€ P({3,,5,13}) oder §€ P({3,,13,13}) oder & nicht minimal.

Daraus folgt die Behauptung, da {5,,7,3} C S; und fiir § € P({#,35,13}) die
Behauptung schon in Fall II bewiesen wurde.

2. fy, 13 € S}
Da§ =1, €5, folgt 5 € P(Sy).
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3. €S, t3€8,
Nach der Definition von S| und S% gilt dann psvs > 0 und v3 < 0. Daraus folgt
w3 < 0 also py, e > 0. Dann folgt nach Lemma 4.2 aus

5e P({ﬁﬂ%j?;}) und  #5 + (—M?,)F?, = (181 + o8> mit pu, o, (—ps) > 0

§¢ P({3,,5,,15}) oder & € P({3),3,%3}) oder § nicht minimal.

Daraus folgt die Behauptung, da fiir § € P({3},5,,15}) und § € P({3\, 5,13}) die
Behauptung schon in Fall IT bewiesen wurde.

4. €8}, 13 €84
In diesem Fall gilt der Beweis aus 3, da auch hier v3 < 0 und pusvz > 0 gelten.

Die Fille £3, 73 € S4 und £, € S!, #3 € S} sind analog zu 2 bzw. 3 zu beweisen, da sich
die verwendeten Eigenschaften von Vektoren aus S} und S} genau analog verhalten.

IV. Fall: #,t5,13 ¢ {51, 55, 53}
Nach Lemma 4.1 gilt

§1 = juty + pots + psts  mit genau einem p; < 0

Ist py < 0 so folgt nach Lemma 4.2 aus

§e P({tl,tQ,tg}) und —§1 —+ <—ﬂ> tl = &tg +t3 mit -, <—ﬂ> ,& >0
H3 H3 K3 H3 K3/ M3

§¢e P({3,1,15}) oder ¥ € P({3,11,13}) oder & nicht minimal.

Daraus folgt die Behauptung, da fir § € P({3,1,%2}) und § € P({5,11,1,}) die
Behauptung schon in Fall III bewiesen wurde. Fiir gy < 0 und p3 < 0 gilt der Beweis
analog.

Mit den gezeigten vier Fillen folgt die Behauptung. O

Lemma 4.3 zeigt wie die Anzahl der zu betrachtenden Teilmengen von Sp(A) gesenkt wer-
den kann und liefert auch die Struktur fiir einen Algorithmus. Nach der Berechnung von
So(A) wihlt man drei Vektoren {5, 35, 53} C Sp(A) aus und verteilt die restlichen Vekto-
ren auf S7, S5 und S;. Dann berechnet man die ganzzahligen Vektoren in P({5}, 55, §3})
und wendet die gleiche Methode auf S, S, und S; an. Wenn eine dieser drei Men-
gen nur zwei Vektoren enthilt, braucht sie nicht weiter betrachtet zu werden, da dann
P(S;) C P({51, 5, 83}) weil S; C {31, 52, 53}. Ist |S;| = ¢; und |Sy(A)| = ¢ = ¢1+q2+¢3—3,
so gilt fiir a,, die Anzahl der nach der Methode aus Lemma 4.3 zu bearbeitenden Teil-
mengen, ay = 0 und a, = a4 + a4, + a4 + 1. Die Losung fiir diese rekursive Formel ist
aq = q — 2. Im Algorithmus in Abbildung 4.3 miissen (g) Teilmengen bearbeitet werden,
da alle dreielementigen Teilmengen von Sy(A) betrachtet werden miissen. Durch das Ver-
fahren aus Lemma 4.3 kann die Anzahl der zu bearbeitenden Teilmengen also von (g) auf
q — 2 gesenkt werden.
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4.2.2 Bedingungen der AC-Unifikation

Auch fiir dieses Verfahren soll versucht werden, die Bedingungen 3.1 und 3.2 einzuhalten.

Bedingung 3.1, die besagt, daf} eine Spalte, der ein Fremdterm zugeordnet ist, keinen Wert
grofler 1 enthalten darf, ist nur schwer wihrend des Algorithmus zu testen. Ein einfaches
Gegenbeispiel zeigt, dal die Vektoren in Sy(A), die diese Bedingung nicht erfiillen, in
Schritt 3 nicht weggelassen werden diirfen.

Beispiel 4.3 Fiir A = [1 1 — 2] ist die Losungsmenge Sp(A) = {(2 0 1),(0 2 1)}.
Sind den ersten beiden Spalten Fremdterme zugeordnet, so erfiillen beide Vektoren nicht
Bedingung 3.1. Die in Schritt 3 des Algorithmus aus diesen beiden Vektoren entstandene
Losung (1 1 1) erfiillt sie aber und mufl dem Algorithmus zur elementaren AC-Unifikation
als Ergebnis geliefert werden. m

Damit ist die wirkungsvollste Verbesserung, die Verringerung der Vektoren in V', nicht
moglich. Wihrend der Berechnungen in Schritt 3 selbst ist eine wirkliche Verbesserung
nur schwer vorstellbar. Zwar ist es moglich, fiir die Komponenten von [ Maximalwerte
anzugeben (im obigen Beispiel wiren das fiir die beiden Vektoren jeweils 1/2), aber eine
wirkliche Verbesserung ist nur durch eine Einschrinkung der zu betrachtenden & denkbar.
Diese ist aber wegen der komplizierten Berechnung von I (positive und negative Werte in
T!, Bildung des Divisionsrestes) wohl kaum méglich. Die Losungen, die Bedingung 3.1
verletzen, kénnen also erst nach ihrer Berechnung aussortiert werden.

Bedingung 3.2 148t sich einfacher einhalten. Nach ihr diirfen alle Losungen aufler acht
gelassen werden, bei denen die Fremdterme, die den Spalten mit einem Wert grofier 0
zugewiesen sind, nicht unifizierbar sind. Benutzt man einen Vektor m;, der Bedingung
3.2 nicht erfiillt, in Schritt 3 zur Berechnung von [ und ist die zugehorige Komponente
l( ) > 0, so erfiillt auch das Ergebnis der Linearkombination § = MI die Bedingung 3.2
nicht. Ist l( /) = 0, so hiingt das Ergebnis nicht von diesem Vektor ab. Es ist also moglich,
alle Vektoren aus Sp(A), die Bedingung 3.2 nicht erfiillen, schon vor Schritt 3 wegzulassen.
So kann die in Schritt 3 zu betrachtende Menge von Vektoren verkleinert werden, was die
Berechnung erheblich beschleunigt.

In Abbildung 4.5 ist der verbesserte Algorithmus abgebildet.
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1. S:=0;V:=0.
2. Fiir alle {A%, ..., Am+1} C {AL ... A"}
€ e G |,
DAY= gi 4t |

Wenn D(A) € IN" oder —D(A) € IN" und
fi = f; fiir alle i und j mit f;, f; € ¥ und D(A)(i), D(A)(j) > 0 dann
S = S U{D(A) + ggt({D(A)(1), ..., D(A) () ).
3. Fiir alle maximalen Mengen von linear unabhéngigen Vektoren
{my,...,my} CV mit h(n;) > 1
M :=[my ...0y;

Transformiere durch ganzzahlige elementare Zeilentransformation M zu [g]

mit 7" obere Dreiecksmatrix mit positiven Zahlen auf der Diagonalen;
Berechne 7!, die Inverse von T
d:=|T); d:= (T'(1)...Tk(k));
Fiir alle # € IN* mit 0 <* Z < d
[ = 5[dT*1§:’]@
V=V U{Ml}.
4. Fiir alle §e€ V
Wenn kein £ in S UV existiert mit ¢ <" § und
§(i) < 2 fiir alle ¢ mit f; € ¥ und
fi = f; fiir alle ¢ und j mit f;, f; € ¥ und §(¢), 5(j) > 0 dann
S :=Su{s}.
5. Stopp. S ist uS(A), die Menge der minimalen Lésungen.

Abbildung 4.5: Algorithmus von E. Domenjoud zur Berechnung der minimalen Lésungen
wS(A) mit Optimierungen
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4.3 Verfahren von Pottier

Das Verfahren von Pottier [19] ist das komplizierteste der drei hier vorgestellten. Bei ihm
werden die diophantischen Gleichungen in Polynomen kodiert. Mit einem Vervollstéindi-
gungsverfahren erhilt man eine Grobner-Basis fiir das von diesen Polynomen gebildete
Ideal. Die Grobner-Basis liefert ein Regelsystem, mit dem alle Losungen aus S(A) mit
aufsteigender Liange aufgezihlt werden konnen. Die Regeln des Regelsystems entsprechen
Vektoren des Z" und generieren den Untervektorraum des Z", der die Losungen der
diophantischen Gleichungen enthilt.

4.3.1 Kodierung der diophantischen Gleichungen in Polynomen

Die Idee beim Verfahren von Pottier besteht darin Gleichungen der Form

t t
Ay+Z=| ¢ | mit | : |,Z€IN" und 5 € IN"
t t
durch Polynome iiber einem Ring K[T, Z, ..., Zy, Y1, ..., Y,] zu reprisentieren. Zur Ver-

einfachung der Schreibweise ist Z% = Z{m) ... Z%m) und Yt = Y113(1) . .Yng(") fiir @ € IN™
und b € IN". Fiir einen Vektor & € Z" ist & (bzw. @) der Vektor, der die positiven (bzw.
den Betrag der negativen) Komponenten von &enthilt, d. h. = &" —& und &F,¢ € NF.

Alle Polynome des folgenden Algorithmus bestehen aus zwei Monomen mit den Koeffizi-
enten 1 und —1, haben die Form T¢ZZ Y% — ZZ V¥ mit Z € IN™, 7 € IN* und erfiillen
die Bedingung Ay + 2'=t". Da in den Polynomen nur positive Exponenten erlaubt sind,
miissen die positiven und negativen Komponenten der Vektoren getrennt werden und in
zwei verschiedenen Monomen reprisentiert werden.

Als erstes wird fiir jede Spalte A7 von A ein Polynom aufgestellt. Dies hat die Form
P=7%" _v;z¥ firje{1,...,m}

und stellt die Gleichung A(—¢;) + A7 = 0™ dar. Damit die Vervollstindigung arbeiten
kann, benotigt man noch ein zusétzliches Polynom:

POZTZ1Zm—]_

Diese m + 1 Polynome bilden das Ideal Z. Gesucht wird jetzt die Spur auf dem Ring
K[Yi,...,Y,], d. h. das Unterideal [J, das die Polynome enthilt, die kein Z; oder T
enthalten. Dies sind die Polynome TtZZ'Y9" — ZZ7Y9 mit t = 0 und Z = 0™. Nach der
oben genannten Gleichung, die die Polynome des Ideals Z erfiillen, ist daher Ay = 0™. Die
Polynome des Ideals J entsprechen also den ganzzahligen Losungen der diophantischen
Gleichungen.
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Der Grad eines Monoms ist die Summe seiner Exponenten, also deg(T*Z7YY) =t +1(2) +
(/). Auf zwei Monomen m; = T"Z?Y% und my = TZ?Y% ist die Ordnung >,
definiert durch

my >, My genau dann, wenn t; > t, oder
t1 =ty und Z| >ex 22 oder
ty = t9, 2} = Z5 und deg(mq) > deg(msy) oder
ty = t9, 2} = 25, deg(my) = deg(ms) und i >ex Jo-

Um eine Basis fiir J zu erhalten, wird durch Vervollstindigung mit der oben definierten
Reduktionsordnung >,, eine Grobner-Basis Bz fiir Z bestimmt. Wegen der benutzten
Reduktionsordnung ist dann B, die Teilmenge von Polynomen aus Bz, in denen kein Z;
oder T vorkommt, eine Grobner-Basis fiir 7. Sei By = {Y% — Ygl, I - Y’;P} diese
Basis, wobei Y% jeweils das gréere Monom beziiglich >,, ist. Dies ist ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit moglich, da P in B; durch —P ausgewechselt werden kann.

Beispiel 4.4 Fiir die Matrix

12 -1 -1 -1

A=l9 1 1 21 4
werden die Polynome
PozTZ1Z2—1 szl_}/ngZQ
P =717 -Y, Py=1-Y,Z,Z,
Py =7"Zy— Y, Ps=1-Y572,7,

aufgestellt. Durch die Vervollstindigung erhilt man

Br = {Z, -Y2Y,,Z, - V1Y, T — Y} U By mit
By = (MLY—-1Y;-Y,Y,—-Y,}. =

4.3.2 Aufzihlen der Losungen

Die Vektoren 5; = a@; — b; € Z" fiir i € {1,...,p} sind Losungen der diophantischen Glei-
chungen und sie generieren den Untervektorraum des Z", der alle Losungen enthilt. In
diesem Untervektorraum miissen nun noch die minimalen natiirlichzahligen Losungen ge-
sucht werden. Dazu wird das Regelsystem R mit den Regeln Y% — Y fiir i € {1,...,p}
aufgestellt. Die Reduktionsrelation zu R wird mit — bezeichnet und ihre reflexive, tran-
sitive Hiille mit —.

Weil B eine Grobner-Basis ist, gilt # € IN" genau dann in S(A), wenn Y% — 1. Wendet
man die Regeln aus R in umgekehrter Reihenfolge an, erhélt man einen Algorithmus, der
beginnend mit Y°" = 1 alle Losungen in S(A) aufzéhlt. Sei —~! die inverse Reduktions-
relation zu —. Dann erhélt man alle Losungen aus S(A) indem man den Baum aufbaut,
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den man durch Reduktion von 1 mit —~! erhilt. Da die Reduktionsrelation entspre-

chend gewihlt ist, werden die Monome mit aufsteigendem Grad bzw. die Vektoren mit
aufsteigender Lange aufgezihlt. Dies liefert die Moglichkeit die Aufzdhlung abzubrechen,
da man fiir die Linge der minimalen Losungen aus puS(A) eine obere Grenze angeben
kann. Die Aufzédhlung an einem Knoten des Baumes kann also gestoppt werden, wenn der
Vektor an diesem Knoten die Grenze iiberschreitet.

In [19] wird die folgende Schranke fiir die Linge der minimalen Losungen vorgestellt,
wobei r der Rang der Matrix ist.

Fiir alle § € uS(A) gilt 1(5 < (1 +maz;i{>_ |ay|})" = B
J

Da die Zeilen von A in der AC-Unifikation eigentlich immer linear unabhéngig sind, kann
man auf die aufwendige Berechnung von r verzichten und stattdessen m, die Anzahl der
Zeilen verwenden.

Der Algorithmus ist in Abbildung 4.6 dargestellt und berechnet pS(A).

Beispiel 4.5 Beim Aufzéhlen mit den Regeln
1-7'"VYY?, Vi—"'Y; und ViV

werden 93 Losungen betrachtet. Die minimalen Lésungen sind

So(A)={(11300) (11030), (1100 3),
(11210), (11201) (11120)
(11021), (11102) (11012)
(11111) m

4.4 Vergleich der Verfahren

Beim Vergleich der drei Verfahren mufl man zwischen einem allgemeinen Anwendungsfall
und der speziellen Anwendung fiir die AC-Unifikation unterscheiden. Im Gegensatz zur
allgemeinen Anwendung treten bei der Anwendung fiir die AC-Unifikation meist nur klei-
ne Zahlen auf und entsprechend sind auch die Losungen in diesem Fall kleiner. Dies ist
von Bedeutung, da jedes der drei Verfahren einen Teil enthélt, in dem minimale Losungen
durch Aufzéhlen von Vektoren gefunden werden. Die Gréfie des Bereichs, in dem Vektoren
aufgezihlt werden, d. h. die Anzahl der zu betrachtenden Vektoren, héngt von der Grofle
der Losungen bzw. von der Grofle der Zahlen in der Matrix A ab. Je grofler die Losungen
sind, desto mehr Zeit nimmt daher der Aufzihlungsanteil in den Verfahren ein. Wéhrend
das Verfahren von Contejean und Devie nur aus einem Aufzéhlungsteil besteht, kann man
die Verfahren von Domenjoud und von Pottier in drei Teile unterteilen. Im ersten Teil
wird eine Basis fiir die Losungen berechnet (Schritt 1 bis 2 im Verfahren von Domen-
joud und Schritt 1 bis 3 im Verfahren von Pottier). Dann werden im zweiten Teil durch
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Fiir j :=1 bis m
Pyi= 24—y 747
2. Bilde durch Vervollstindigung von {FP, ..., P, } mit der Reduktionsordnung >,
die Grobner-Basis Bz
3. Bg:={P € Bz |in P kommt kein Z; oder T vor};
R ist das Regelsystem zu B;
— L ist die inverse Relation zur Reduktionsrelation — zu R.
4. S:=0; Sp:={0"}; i :== 0. (Beachte: X" =1)
5. Solange S; # ()
S:=5U Si; Si-i—l = @;
Fiir alle s € S;
Fiir alle ¢ mit § —~"' ¢
Wenn £ ¢ SU S;,, und [(f) < B dann
Sit1 = Sip1 U {t};
=1+ 1.
6. V:=0;
Fiir alle 5§ V
Wenn kein £in S existiert mit ¢ <" § dann
V=V U{s}.
6. Stopp. V ist uS(A), die Menge der minimalen Losungen.

Abbildung 4.6: Algorithmus von L. Pottier zur Berechnung der minimalen L&sungen
pS(A)

Aufzéhlen die restlichen Losungen bestimmt (Schritt 3 bzw. Schritt 4 und 5). Zuletzt
werden dann die nicht minimalen Losungen aussortiert (Schritt 4 bzw. Schritt 6). Das
Verfahren von Contejean und Devie bendétigt diesen dritten Teil nicht, da nur minimale
Losungen gefunden werden; es verwendet den ersten Teil nicht, da einfach alle Vektoren
und nicht nur die Losungen aufgzéhlt werden.

Das Verfahren von Contejean und Devie ist im allgemeinen Anwendungsfall schlechter als
das Verfahren von Domenjoud. Weil bei ihm alle Vektoren, die kleiner als die minimalen
Losungen sind, aufgezihlt werden, ist es bei Problemen mit groflen Losungen deutlich
langsamer (siehe die letzten vier Beispiele in Tabelle A.1 im Anhang). Im speziellen An-
wendungsfall der AC-Unifikation sind die Zahlen in A und die Losungen aber meistens
klein. In diesem Fall ist das Verfahren von Contejean und Devie manchmal schneller als
das von Domenjoud. Weil sich die Fremdtermbedingungen besser als beim Verfahren von
Domenjoud ausnutzen lassen, sind beide Verfahren fiir die AC-Unifikation mit Benutzung
der Fremdtermbedingungen im Durchschnitt ungeféihr gleich schnell (siehe Tabelle A.3).
Wegen seiner Einfachheit ist das Verfahren von Contejean und Devie leicht zu implemen-
tieren, was einen zusétzlichen Vorteil schafft.

Die Bearbeitungszeit beim Verfahren von Domenjoud ist wesentlich weniger von der Grofie
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der Zahlen in A oder in den Losungen abhingig. Diese spielt nur in Schritt 3 durch die
Grofle von D, der Diagonalen von 7', eine Rolle. Die Zahlen auf der Diagonalen entstehen
durch die Matrizentransformation, und ihre Grofle hingt von der Gréfie der Losungen aus
So(A) ab. Je grofer D ist, desto mehr Vektoren Z miissen fiir die Berechnung der restlichen
Losungen betrachtet werden. Viel entscheidender als die Grofle der Zahlen ist fiir die
Dauer des Verfahrens jedoch die Anzahl der zu betrachtenden Teilmengen der Spalten
von A im ersten Teil und die Anzahl der linear unabhéingigen Teilmengen von Sy(A) im
zweiten Teil. Da sich dies auch schon bei Problemen mit kleinen Zahlen auswirken kann,
ist das urspriingliche Verfahren von Domenjoud fiir die AC-Unifikation manchmal sehr
viel schlechter als das Verfahren von Contejean (sihe Tabelle A.1). Durch die einfache
Optimierung, die beim Auftreten von Vektoren der Hohe eins moglich ist, 148t sich das
Verfahren so beschleunigen, dafl es fiir das Losen der diophantischen Gleichungen fast
immer das schnellste ist (siehe Spalte 5 in Tabelle A.1). Da die Fremdtermbedingungen
nicht so effizient ausgenutzt werden konnen, wird dieser Vorsprung fiir das Losen der
diophantischen Gleichungen mit den Bedingungen dann aber wieder vom Verfahren von
Contejean und Devie ausgeglichen (siehe Tabelle A.3), so dal die beiden Verfahren hier
gleich gut geeignet sind.

Ein Vorteil der Verfahren von Domenjoud und Pottier ist, dal schon nach dem ersten
Bearbeitungsteil erkannt werden kann, ob es iiberhaupt natiirlichzahlige Lésungen gibt
(siehe die letzte Zeile in Tabelle A.1). Ist beim Verfahren von Domenjoud Sy(A) = 0) oder
gibt es beim Verfahren von Pottier keine Regel der Form Y% — 1, kann die Aufzihlung
nicht gestartet werden und es existieren keine natiirlichzahligen Losungen. Da es bei der
AC-Unifikation so gut wie gar nicht vorkommt, daf} die diophantischen Gleichungen keine
Losung haben, spielt dieser Vorteil hier keine Rolle.

Die lédngsten Bearbeitungszeiten benotigt das Verfahren von Pottier (siehe Spalte 6 in Ta-
belle A.1). Dabei sind sowohl der erste Teil, die Erzeugung der Basis durch Vervollsténdi-
gung, als auch der zweite Teil, die Aufzédhlung der Lésungen mit dem Regelsystem, den
jeweiligen Teilen des Verfahrens von Domenjoud unterlegen. Da auch die Fremdtermbe-
dingungen der AC-Unifikation nicht ausgenutzt werden konnen, ist es das ungeeignetste
der drei hier vorgestellten Verfahren. Eine einfache Verbesserungsmoglichkeit besteht in
der Verfeinerung der Schranke fiir die Léinge der minimalen Losungen. Einen Ansatz zur
Vereinfachung und damit vielleicht die Moglichkeit zur Beschleunigung des Verfahrens
oder zur Ausnutzung der Fremdtermbedingungen bietet die Verdnderung der Reprisen-
tation weg von den Polynomen. Diese konnen durch Vektoren von ganzen Zahlen ersetzt
werden, da in der Implementierung ohnehin nur mit diesen gerechnet wird.



Kapitel 5

Wiederverwendung von
AC-Losungen

Eine héufige Vorgehensweise bei der Unifikation besteht darin, ein Unifikationsproblem
in Teilprobleme aufzuteilen, um diese einzeln besser 16sen zu kénnen oder frither schon
berechnete Losungen fiir ein Teilproblem wiederverwenden zu konnen. Typisch fiir diese
Vorgehensweise ist das Unifizieren zweier Substitutionen, das in der englischen Literatur
Merging genannt wird. Beim Merging werden die schon ermittelten Unifikatoren zweier
Unifikationsprobleme verwendet, um die Losungen fiir das aus der Konjunktion dieser
beiden Teilprobleme bestehende Unifikationsproblem zu berechnen.

In diesem Kapitel sollen einige Probleme aufgezeigt werden, die entstehen, wenn man ein
Unifikationsproblem in zu kleine Teilprobleme aufteilt und diese einzeln 16st. Der Kombi-
nationsalgorithmus erlaubt diese Moglichkeit, weil die Regel F-Res nur auf einen Teil eines
Unifikationsproblems angewendet werden muf}. Dadurch ist es moglich, ein Unifikations-
problem in beliebig kleine Teilprobleme zu zerlegen, diese durch elementare E-Unifikation
zu 16sen und anschlieflend die gel6sten Formen der Teilprobleme zu kombinieren und dabei
zu unifizieren. Im ersten Abschnitt wird gezeigt, wann dies sinnvoll sein kann. Anschlie-
Bend werden die Probleme gezeigt, die dabei bei Verwendung der AC-Theorie auftreten.

5.1 Motivation

In Kapitel 2 wird auf Seite 23 in Bedingung 2.3 @Q);, eine Menge von Termen definiert,
die unifizierbar sein muf}. Es sind dies Fremdterme, die iiber eine durch die elementare
AC-Unifikation neu eingefiihrte Variable u; gleichgesetzt werden. In Kapitel 3 wird dann
deutlich, dafl jeder Losung der diophantischen Gleichungen §; € pS(A) genau ein sol-
ches Q; zugeordnet ist. Die Forderung nach Unifizierbarkeit in Bedingung 3.2 liefert ein
Abbruchkriterium fiir die Erzeugung von Losungen aus puS(A).

Aber auch wenn @; unifizierbar ist, kann die Effizienz gesteigert werden. Wenn §; in meh-
reren passenden Teilmengen vorkommt, tritt das Problem der Unifikation von (); auch in

23
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mehreren AC-gel6sten Formen auf. Es erscheint daher sinnvoll, dieses zu @Q; gehorende
Teilproblem einmal zu 16sen und die so berechneten Losungen in allen Unifikationspro-
blemen, in denen es auftaucht wiederzuverwenden; d. h. man wendet von vornherein in
allen AC-gelosten Formen die Regel E-Res auf das zu (); gehorende Teilproblem an und
ersetzt es ohne neue Berechnung durch seine schon vorhandene geltste Form.

Beispiel 5.1 Fiir das Unifikationsproblem P = f(z1,b) + 23 + 24 = f(a, %) + a + b mit
Fo={f,a,b}, F = {+} und E; = AC" ist die Matrix der diophantischen Gleichungen
A=[111 —1 —1 — 1], wobei den Spalten die Terme f(z,b), z3, 24, f(a, 22), a, b in
dieser Reihenfolge zugeordnet sind. Die AC*-gelosten Formen sind

(Fuy)  wy = f(21,0) A ug = f(a,2) A z3=a A z;=b und
(Fuy) uléf(zl,b) A uléf(a,zg) A z3=b A 24 =a.

Die Losung §; = (1 0 0 1 0 0) wurde in beiden verwendet und so taucht das zur entspre-
chenden Termmenge @, = {f(z1,b), f(a,2)} gehérende Teilproblem Py, = (Juy)u; =
f(z1,b) A up = f(a, 2,) auch in beiden Formen auf. Anstatt Py, zweimal zu l6sen, ist es
sinnvoll, die Unifikation nur einmal durchzufiihren und Py, durch die gefundene Losung
in beiden Formen zu ersetzen. Die geloste Form zu Py, ist 2; = a A 2 = bund in die
beiden gelosten Formen oben eingesetzt erhilt man z; ZaNzg=bAzz=aA z4=b
und 2, =a A 29 =b A 3=b A z4=a.m

Treten in einer AC-geldsten Form mehrere Py, auf, so miissen nach der Ersetzung der
Py, durch ihre gelosten Formen diese unifiziert werden. Dies entspricht dem Merging von
Substitutionen.

Beispiel 5.2 Fiir das Unifikationsproblem P = f(z;,b)+(21%2) = f(h(23), 22)+(h(a)*b)
mit Fo = {f, h,a,b}, F1 = {+}, Fo = {x} und E; = ACT, E; = AC* ist die Matrix der
diophantischen Gleichungen A =[1 1 —1 — 1], wobei den Spalten in dieser Reihenfolge
die Terme f(21,b), 21 29, f(h(23), 22) und h(a)xb zugeordnet sind. Die AC*-gelste Form
zu P ist

P = (Fui,us)uy = f(21,0) A up = f(h(23),20) A up =21 %20 A uy = h(a)*b
Diese ist aus den Losungen §; = (1 01 0) und § = (0 1 0 1) aufgebaut, denen die
Teilprobleme Py, = (Juy)us = f(z1,b) A uy = f(h(23), 22) und Pg, = (Jug)ug = 21 % 25 A
uy = h(a) * b zugeordnet sind. Die geloste Form zu Py, ist 21 = h(z3) A 2 = b. Da Py,
AC-Terme enthiilt, hat es eine mehrelementige Menge von geldsten Formen {z, = h(a) A

2 =b;21 =b A 2z = h(a)}. Es ergeben sich durch das Ersetzen von Py, und Py, durch
ihre gelosten Formen in P, zwei Unifikationsprobleme:

P2 = Z1 ; h(Zg) N 29 ; b A 21 é h(a) N Zo ; b
P3 = 21 ; h(Zg) N 29 é b A 21 é b A 29 ; h(a)
Wéhrend P; keine E-Losung hat, hat P, die geloste Form z; = h(a) A z b A 23 =a.

Dieser Unifikationsschritt entspricht dem Merging der Substitutionen {z; — h(z3), 22 —
b} und {z; — h(a), zo — b} mit dem Ergebnis {z; — h(a),z2 — b, 23 — a}. m
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Eine weitere wichtige Anwendungsmoglichkeit des Merging besteht bei der Resolutions-
methode. Hat man zu jedem einzelnen Literal einer Klausel alle Resolutionsmoglichkeiten
mit den dazu nétigen Substitutionen berechnet, kann man durch Merging dieser Sub-
stitutionen einen Unifikator berechnen, mit dem man auf allen Literalen die Resolution
durchfiihren kann.

Ein weiterer Fall, in dem schon berechnete E-Losungen wiederverwendet werden, kommt
in vielen Unifikationsalgorithmen vor. Dabei werden die schon berecheneten Unifikatoren
des ersten Unifikationsproblems auf das zweite angewendet. Die so entstandenen Instanzen
werden gelost und die dabei aufgestellten Unifikatoren mit den Unifikatoren des ersten
Problems konkateniert. Dies geschieht z. B. bei der Unifikation von freien Termen.

Die Motivation fiir das Merging ist also die schon berechneten Lésungen fiir Unifikations-
probleme wieder benutzen zu kénnen oder Probleme, die in mehreren Unifikationsproble-
men als Teilproblem auftreten, nicht mehrfach berechnen zu miissen. Die naheliegendste
Moglichkeit, dies zu tun, ist, die Substitutionen bzw. gelosten Formen zu unifizieren. Daf}
dies ein sehr ineffizientes Verfahren sein kann, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 5.3 Die Unifikationsprobleme P, = z1 + 9 = yi+yrund Py =y +yo < o414
haben minimale Mengen von FE-Losungen mit jeweils fiinf Substitutionen. Um diese zu
mergen miissen 5-5 = 25 Unifikationsprobleme gel6st werden. Da diese AC-Terme enthal-
ten, haben sie minimale Losungsmengen mit mehreren Elementen. Insgesamt erhilt man
so 186 Substitutionen als E-Losungen fiir P, A P,. Diese Menge ist nicht minimal. Unifi-
ziert man dagegen Py A P, direkt mit dem Algorithmus zur elementaren AC-Unifikation
erhilt man eine minimale Menge von fiinf F-Lésungen. Obwohl man so die schon be-
rechnete Information nicht benutzt hat, ist dieser Weg wesentlich schneller. Aufler dem
ist das so berechnete Ergebnis besser, weil die Menge minimal ist. Auch der Weg, die
Lésungssubstitution des einen Unifikationsproblems auf das andere anzuwenden und die
so entstandenen Instanzen des Unifikationsproblems zu 16sen, fiihrt zu einem schlechteren
Ergebnis. Da es fiir P, und P, jeweils fiinf Losungen gibt, miissen fiinf Unifikationspro-
bleme geltst werden, die in beiden Fillen zu 59 Unifikatoren fithren. m

Dieses Beispiel zeigt, da} das Benutzen von schon berechneten L&sungssubstitutionen
fiir die AC-Theorie wesentlich schlechter sein kann, als die Unifikation ganz von vorn
mit den urspriinglichen Termen zu beginnen. Gesucht wird nun ein Weg, mit dem man
einen Teil der schon berechneten Informationen wieder benutzen kann, aber trotzdem eine
minimale Menge von Losungen erhilt. Es soll also versucht werden, das Merging auf den
Zwischenergebnissen der AC-Unifikation durchzufiihren.

5.2 Die Zwischenschritte der AC-Unifikation

Als erstes werden die bei der AC-Unifikation auftretenden Teilschritte und die dabei
entstehenden Zwischenergebnisse aufgezihlt. Die Zwischenergebnisse sind
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1. das Unifikationsproblem P.

2. die Matrix der diophantischen Gleichungen AZ = 0.

3. eine Reprisentation des Losungsraumes Sp(A) oder R.
4. die Losungsmenge puS(A).

5. die passenden Teilmengen {Py,...,P,}.

6. die minimale, vollstindige Menge von sequentiell gelosten Formen {P*' ... P*"}
bzw. E-Lésungen {oy,...,0,}.

Der erste der dabei auftretenden Teilschritte ist das Aufstellen der diophantischen Glei-
chungen AZ = 0 aus dem Unifikationsproblem P, das die Eingabe der Unifikation ist. Im
néchsten Schritt wird bei den Verfahren von Domenjoud und Pottier eine Darstellung fiir
den Untervektorraum aller rationalen bzw. ganzzahligen Losungen berechnet. Bei Domen-
joud ist dies die Menge der minimalen Lésungen mit minimaler Trigermenge Sp(A) und
bei Pottier das Regelsystem R. Im dritten Schritt wird durch Aufzdhlen die Menge der
minimalen, natiirlichzahligen Losungen bestimmt. Dazu werden Grenzen benétigt, die das
Aufzéhlen terminieren. Bei Domenjoud und Pottier werden nur Losungen aufgezihlt, die
auf ihre Minimalitét iiberpriift werden miissen. Beim Verfahren von Contejean und Devie
werden alle Vektoren in aufsteigender Reihenfolge aufgezéhlt, so dafl nur noch iiberpriift
werden muf, ob es sich um Losungen handelt. Im vierten Schritt werden die passenden
Teilmengen der Losungsmenge bestimmt und im letzten Schritt werden schlieflich die
Unifikatoren zusammengesetzt. Hier noch einmal die Zwischenergebnisse der einzelnen
Schritte:

5.3 Weiterrechnen auf den Zwischenschritten

Da in jedem Zwischenergebnis der Teilschritte die gesamte Information enthalten ist, reicht
es fiir das Mergen zweier Unifikationsprobleme P; und P, aus, fiir jedes Unifikationspro-
blem eines der Zwischenergebnisse auszuwéhlen. Aus diesen beiden Zwischenergebnissen
lassen sich dann die E-Losungen fiir die Konjunktion der beiden Unifikationsprobleme
berechnen. Die einfachste Moglichkeit ist, die Konjunktion der beiden Unifikationspro-
blem, P, A P5, zu l6sen. Benutzt man die beiden Mengen von seqentiell gelosten Formen
{P/*,...,P/"}und {Py*,..., Py}, so mufl man simtliche Kombinationen, d. h. die m-n
Unifikationsprobleme

Pst A P, PSOA PmL L PSR A PSL P A Pim

l6sen. Daf3 dies sehr ineffizient sein kann, wurde bereits im ersten Abschnitt des Kapitels
gezeigt. Auch das Anwenden der Losungssubstitutionen {o7,...,0,} des einen Unifikati-
onsproblems auf das andere, d. h. das Losen von o1(P), ..., 0,(P,) mit anschlieBender
Konkatenation der neu berechneten F-Losungen mit dem jeweilgen o;, kann sehr ineffizi-
ent sein. Alle anderen Kombinationen von Zwischenergebnissen liegen auf einer anderen
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Ebene, weil hier als Objekte nicht mehr nur Terme und Substitutionen auftreten son-
dern auch Zahlen, Vektoren und Matrizen. Es besteht natiirlich bei jeder Kombination
die Moglichkeit, die gegebenen Zwischenergebnisse getrennt weiter zu rechnen und die
so erhaltenen gelosten Formen wie bei der direkten Verwendung der Endergebnisse zu
mergen. Ein effizientes Verfahren zum Mergen miifite méglichst viel der schon berechne-
ten Information verwenden, ohne den oben beschriebenen Nachteil zu haben, der bei der
Verwendung der geldsten Formen auftritt.

Eine Verwendung der beiden Matrizen A; und A ist natiirlich sehr einfach, da man sie nur
iibereinanderschreiben und A = [31] 16sen muf}, aber dies bringt kaum einen Effizienzge-
winn, da das Aufstellen der Matrizen keine aufwendige Operation ist. Der aufwendigste
Schritt ist das Aufzdhlen beim Berechnen der minimalen Lésungen der diophantischen
Gleichungen. Dieser Schritt sollte daher méglichst nicht wiederholt werden. Dies ist aber
nicht moglich, da die Vektorraumbereiche, in denen bei den urspriinglichen Unifikations-
problemen und bei der Berechnung des Merge aufgezihlt wird, im allgemeinen verschieden
sind. Zwar ist der Losungsvektorraum der diophantischen Gleichungen des Merge ein Un-
tervektorraum des Losungsraumes der urspriinglichen Unifikationsprobleme, aber da nur
natiirlichzahlige Losungen gesucht werden, sind die Bereiche der minimalen Losungen im
allgemeinen nicht gleich, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.4 Die diophantischen Gleichungen

[ 2 2 -3 ]
[ 3 -2 1 ]

haben die Lsungsmengen {(3,0,2), (0,3, 2),(2,1,2),(1,2,2)} und {(2,3,0),(0,1,2), (1,2,
1)}. Die Losungsmenge fiir den Merge dieser beiden Gleichungen

lQ 2 -3

T
T

0
0

3 -2 1 ] r=0

ist {(4,11,10)}. Diese Losung ist aber bei keinem der Verfahren vorher schon aufgetreten.
Beim Verfahren von Contejean und Devie wird bei der Lésung der beiden Gleichungen
kein Vektor aufgezihlt, der grofler als eine der minimalen Lésungen ist. Beim Verfahren
von Domenjoud werden bei der Aufzédhlung nur die noch fehlenden minimalen und keine
iiberfliissigen Losungen aufgezihlt und beim Verfahren von Pottier betrigt die Grenze fiir
die Lénge der Losungsvektoren in beiden Féllen 10. m

Da alle Verfahren zum Losen diophantischer Gleichungen mit einem Aufzéhlungsteil ar-
beiten und die Bereiche, in denen die Losungen von A; und A, und von A = [2] liegen,
im allgemeinen verschieden sind, ist es nur schwer vorstellbar, ein Verfahren zu finden, das
aus 1S(Ay) und puS(As) ohne Aufzéhlung pS(A) berechnet. Das Aufzéhlen mufi daher
beim Merging erneut durchgefiihrt werden.

Da jeder Losungsvektor aus pS(A) eine Linearkombination der Losungsvektoren der ur-
spriinglichen diophantischen Gleichungen ist

Vie uS(4):5= Y agt,ap € IN,
teuS(Ay)
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kann man den Test, ob eine Teilmenge P C 1uS(A) passend ist, auf die schon durchgefiihr-
ten Tests fiir die Teilmengen von uS(A;) zuriickfithren. Sei Py = {f € uS(A;)|a; > 0}.
P ist genau dann grofl bzw. klein genug, wenn Uzcp Ps grol bzw. klein genug ist. Man
braucht also die einzelnen Tests nicht mehr auf allen Komponenten der Losungsvektoren
durchfiihren, sondern mufl nur noch die Vereinigungsmenge bilden und iiberpriifen, wie
das Testergebnis fiir diese Menge bei einem der urspriinglichen Unifikationsprobleme war.
Diese Methode bringt allerdings kaum einen Zeitgewinn, da die Berechnung der a; bzw.
Ps sehr zeitaufwendig ist. Aber selbst wenn die a; bzw. Py durch die vorherigen Schritte
schon vorlidgen, wiirde diese Methode kaum einen Zeitgewinn bringen, da die normalen
Tests durch Kodierung der Teilmengen in Bitvektoren sehr schnell sind und nur einen
vernachléssigbaren Anteil an der Gesamtzeit der AC-Unifikation haben.



Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde gezeigt, wie ein effizienter Algorithmus zur allgemeinen AC-
Unifikation entwickelt werden kann. Die wichtigsten Bestandteile eines solchen Algorith-
mus sind ein Kombinationsverfahren, ein Verfahren zur elementaren AC-Unifikation und
ein Verfahren zum Losen diophantischer Gleichungen.

Als erstes wurde daher in Kapitel 2 das Verfahren von A. Boudet zur Unifikation mehre-
rer regulérer, kollapsfreier Theorien beschrieben und zur Kombination von AC-Theorien
mit der freien Theorie verwendet. Wegen der speziellen Form des Ergebnisses der ele-
mentaren AC-Unifikation konnten in diesem Verfahren mehrere Schritte zu einem neuen
zusammengefaflt werden, so daf} ein Bestandteil des Kombinationsverfahrens, die Abstrak-
tionsvariablen, nicht mehr beno6tigt werden. Gleichzeitig ergaben sich neue Bedingungen,
die die Losungen der elementaren AC-Unifikation erfiillen miissen.

In Kapitel 3 wurde dann ein Verfahren zur elementaren AC-Unifikation vorgestellt und
gezeigt, wie sich die Bedingungen aus Kapitel 2 darin realisieren lassen. Durch Einhalten
der Bedingungen kann das Aufstellen eines Teils der Losungen, die im Kombinationsver-
fahren nicht zu einer Losung fiihren, friihzeitig verhindert werden. Zusétzlich wurde noch
gezeigt, wie sich neue Bedingungen fiir die Losungen der diophantischen Gleichungen, die
im Verfahren zur elementaren AC'Unifikation benétigt werden, ergeben.

Zur Losung der diophantischen Gleichungen wurden in Kapitel 4 drei Verfahren vorge-
stellt. Dabei wurde jeweils versucht die Bedingungen aus Kapitel 3 in die Algorithmen
einzubauen, was fiir die drei Verfahren unterschiedlich gut gelang. Dem entsprechend sind
die Verfahren zur Verwendung in der AC-Unifikation unterschiedlich gut geeignet.

Schliefllich wurde in Kapitel 5 noch auf die Probleme eingegangen, die beim Wiederver-
wenden schon berechneter Losungen der AC-Unifikation entstehen. Dabei wurde klar, daf§
die gebrauchlichste Art dies zu tun, das Mergen der Substitutionen, zu sehr schlechten
Ergebnissen fiihren kann und es héufig besser ist, die AC-Unifikation ganz von vorn zu
beginnen und auf die schon berechneten Ergebnisse zu verzichten.
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Anhang A

Laufzeitvergleiche

Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren, d. h. der auf dem Kombinationsverfahren aus
(2] beruhende Algorithmus zur allgemeinen AC-Unifikation nach [3], das Verfahren zur ele-
mentaren AC-Unifikation und die drei vorgestellten Verfahren zum Losen diophantischer
Gleichungen von Contejean und Devie [6], Domenjoud [7] und Pottier [19], wurden mit
den in dieser Arbeit vorgestellten Bedingungen und Optimierungen auf einer Symbolics
3640 in Lisp implementiert. Dabei wurden bei der Implementierung der AC-Unifikation
die in [3] vorgestellten Optimierungen beriicksichtigt, die in dieser Arbeit nicht noch ein-
mal beschrieben wurden. Es folgen einige Tabellen mit Beispielen, an denen die Wirkung
der in Kapitel 2 und 3 aufgestellten Bedingungen, die Zeitverteilung auf die einzelnen
Schritte der AC-Unifikation und die Unterschiede zwischen den drei Verfahren zum Losen
diophantischer Gleichungen gezeigt werden sollen.

Zur Berechnung der Laufzeiten wurde jedes Problem zehnmal gel6st und der Durchschnitt
der zehn Laufzeiten gebildet. Die Angaben sind in Millisekunden.

In Tabelle A.1 stehen die Laufzeiten der drei vorgestellten Verfahren zur Berechnung der
minimalen Losungsmenge von diophantischen Gleichungen. Dabei wurden keine Fremd-
terme iibergeben und also auch keine der Bedingungen 3.1 oder 3.2 benutzt. In Spalte 5
ist ein Wert eingetragen, wenn es in Sy(A) einen Vektor der Hohe 1 gibt, d. h. wenn die fiir
diesen Fall in Kapitel 4 beschriebene Optimierung moglich ist. Ein Punkt bedeutet, daf
diese Berechnung sehr lange dauert (mehr als 2 min.). Die ersten Beispiele sind typische
Probleme, die bei der AC-Unifikation auftreten. Mit steigender Grofle der Zahlen in A
wird ein Auftreten wihrend der AC-Unifikation immer seltener und die letzten Beispiele
kommen bei der AC-Unifikation iiberhaupt nicht vor.

In Tabelle A.3 stehen die Laufzeiten fiir die Unifikation einiger AC-Terme und die Zeiten,
die von den Verfahren zum Losen der jeweiligen diophantischen Gleichungen mit Fremd-
termbedingungen beno6tigt wurden. Das Verfahren von Pottier ist dabei nicht beriicksich-
tigt, weil bei ihm die Fremdtermbedingungen nicht genutzt werden konnen und es einem
Vergleich mit den beiden anderen Verfahren nicht standhélt. Beim Verfahren von Domen-

joud wurde die in Kapitel 4 beschriebene Optimierung benutzt, die mdglich ist, wenn ein
Vektor in Sp(A) die Hohe 1 hat. In Spalte 2 steht die Anzahl der Losungen in pS(A), die
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die Bedingungen 3.1 und 3.2 erfiillen. In Spalte 3 steht die Anzahl der vom Algorithmus
berechneten AC-Losungen. Die Gesamtzeit der AC-Unifikation wurde mit dem Verfah-
ren von Domenjoud gemessen, da so wegen der bei diesem Verfahren meist konstanten
Bearbeitungszeit innerhalb eines Abschnitts (siehe unten) der Vergleich der Gesamtzeiten
besser moglich ist.

In den Unifikationsproblemen sind x,y, z,u,v,w € X Variablen und a,b,c,d € C Kon-
stanten. Wie iiblich ist + € F; ein AC-Symbol und f € F, ein freies Symbol. Zur
Ubersichtlichkeit wurden als Fremdterme meistens Konstanten benutzt, da die Ergeb-
nisse bei Verwendung anderer Fremdterme im wesentlichen gleich sind. Die Matrix der
diophantischen Gleichungen A ist pro Abschnitt nur einmal abgebildet, weil sie fiir alle
Beispiele eines Abschnitts gleich ist.

Zu jedem Unifikationsproblem mit Fremdtermen steht in der ersten Zeile des jeweiligen
Abschnitts das Unifikationsproblem, das durch Variablenabstraktion entstanden ist, und
die Werte in der ersten Zeile beziehen sich auf die Lésung dieses Problems ohne Bedin-
gungen. In den restlichen Zeilen des Abschnitts stehen dann Unifikationsprobleme mit
Fremdtermen, die mit Beachtung der Bedingungen gelost wurden. Um die Wirkung der
Bedingungen beim Auftreten von Fremdtermen in einem Unifikationsproblem zu sehen,
mufl man die Werte dieser Zeile also mit denen aus der ersten Zeile dieses Abschnitts
vergleichen.

Man sieht deutlich, wie die Anzahl der Losungen und Unifikatoren und die Bearbeitungs-
zeit geringer werden, wenn die Unifikationsprobleme ohne Variablenabstraktion und mit
den Fremdtermbedingungen gelost werden. Besonders im zweiten und vierten Abschnitt
wird deutlich, dafl durch das Benutzen der Bedingungen schon bei nur einem Fremd-
term die Bearbeitungszeit erheblich gesenkt werden kann. Dabei wird auch deutlich, daf§
die Gesamtbearbeitungszeit hauptsichlich von der Anzahl der Unifikatoren abhéngt und
dafl beim Auftreten vieler Unifikatoren das Berechnen der passenden Teilmengen und das
anschlieffende Aufstellen der Substitutionen den weitaus groffiten Anteil an der Gesamt-
bearbeitungzeit hat, wihrend die Zeit zum Losen der diophantischen Gleichungen einen
sehr kleinen Anteil hat.

In Spalte 4 und 5 kann man sehen, wie sich die Fremdtermbedingungen auf die Bear-
beitungszeiten der Verfahren von Contejean und Devie und von Domenjoud auswirken.
Wihrend in der ersten Zeile jedes Abschnitts stets die Zeit angegeben ist, die zum Losen
der diophantischen Gleichungen ohne Fremdterme und damit ohne Benutzung der Be-
dingungen bendotigt werden, stehen in den darauf folgenden Zeilen die Zeiten, die sich
bei Benutzung der Bedingungen mit den jeweiligen Fremdtermen ergeben. Wihrend man
beim Verfahren von Contejean und Devie erkennen kann, wie sich die Bearbeitungszei-
ten dadurch verringern, bleiben sie beim Verfahren von Domenjoud meist gleich. Dies
liegt daran, dafl die Vektoren, die die bei diesem Verfahren benutzbare Fremdtermbedin-
gung 3.2 nicht erfiillen, fast immer auch die Hohe 1 haben und daher auch schon ohne
Fremdterme von der in diesem Fall moglichen Optimierung betroffen sind. Lediglich im
dritten Abschnitt kann man erkennen, wie sich die Bearbeitungszeit beim Verfahren von
Domenjoud durch Verwenden der Fremdtermbedingungen verringert.
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ANHANG A. LAUFZEITVERGLEICHE

Tabelle A.1: Vergleich der drei Verfahren zum L&sen diophantischer Gleichungen

A (2) (3)ms | (4) ms | () ms | (6) ms
[1 1 -1 —1] 4 19 74 13 534
[1 11 -1 —1 —1] 9 62 6730 45 | 11469
[2 1 —1] 3 18 17 572
[3 1 —1] 4 33 21 571
[4 -1 —1] 5 45 31 570
11 -1 —1]
21 -1 2 2 56 23 12 459
1 2 -2 —1]
Lo 2 o 9 66 21 602
1 2 —1 —1]
21 1 1] 4 147 26 539
12 -1 -1 —1
lQ L1 _1] 10 374 99 1339
1 2 -1 0 -2 -1
1 -1 =2 2 0 1 13 | 14186 2102 | 1382 | 17391
2 0 1 —1 -2 0
1 2 -3 —2 —4
lQ R 5] 10 1809 261 85673
10 -7 -8 3 —11
[12 o - s 13] 240 30000
10 0 20 —1 —21
l 9 1 —17 2 19] 0 15

Legende auf der néichsten Seite




Tabelle A.2: Legende zu Tabelle A.1

(2) Anzahl der Losungen in pS(A).
(3) Bearbeitungszeit beim Verfahren von Contejean und Devie.

(4) Bearbeitungszeit beim Verfahren von Domenjoud.

(5) Bearbeitungszeit beim optimierten Verfahren von Domenjoud.

(6) Bearbeitungszeit beim Verfahren von Pottier.
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ANHANG A. LAUFZEITVERGLEICHE

Tabelle A.3: Beispiele zur AC-Unifikation

Anzahl Anzahl Conte;j. Domenj. | Gesamt—
P bzw. A der Los. | der AC- optimiert zeit
in uS(A) | Losungen | Zeit in ms | Zeit in ms | in ms
TH+y=u+v 4 7 19 15 98
[11 ;1—1]
a+y=u+v 4 4 21 14 67
a+b=u+v 4 2 21 16 45
a+y=c+v 3 2 16 15 53
a+b=c+v 2 0 12 15 35
a+b=a+v 3 1 16 16 33
r4+r4+r=ut+v+w 10 981 99 106 17219
3 -1 -1 -1
rTH+r4+r=a+v+w 7 44 79 109 685
r+rx+r=a+b+w 3 2 40 101 138
r+r+r=a+b+c 0 0 18 99 105
r+r4+y=u+v+w 9 381 55 69 4791
21 -1 -1 -1
r+r+y=u+v+w 6 8 38 47 145
r+r+y=u+v+w 4 2 26 35 373
vy =oEtEA 9 483 247 199 22427
r+z = u—+tv
11 -2 0 0
ll 0 1 —1 —1]
Tr+a < 2 +2z A
stz L utw 7 44 122 199 962
Tr—+a < 2 +2z A
4z Z bao 6 20 164 196 482
T+y < 2+2A
itz L bac 2 0 116 193 218
at+y = z+2A
ttz L uwtw 5 8 115 195 330
w+f@)j=Z+ZA 4 4 114 194 275
r+z = f(u)+w
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