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Abstract

Bei dem Kombinationsproblem in der Uni�kationstheorie geht es darum, Uni�kations-

algorithmen f�ur Gleichungstheorien �uber disjunkten Signaturen zu einem Uni�kations-

algorithmus zu kombinieren, der Uni�kationsprobleme �uber der gemischten Signatur, dh.

Uni�kationsprobleme in denen Symbole aus verschiedenen Gleichungstheorien vorkommen

k�onnen, behandeln kann (siehe dazu [BS 92]).

Eine Erweiterung dieses Problems besteht darin, Termrelationen zu betrachten, die allge-

meiner sind, als die Gleichheit modulo einer Gleichungstheorie . Die Klasse der Knuth-

Bendix Reduktionsordnungen, die z.B bei der Vervollst�andigung von Termersetzungs-

systemen Verwendung �ndet, ist ein wichtiges Beispiel solcher Termrelationen.

Dazu mu� man aber zuerst festlegen, dh. de�nieren, wie diese Relationen auf den ge-

mischten Termen zu interpretieren sind. In [BS 94] und in [KR 94] wurden daf�ur zwei

De�nitionen angegeben.

Die De�nition wie in [BS 94] ist eine algebraische De�nition, die auf einer geeigneten

Kombination von freien Strukturen basiert. Die De�nition wie in [KR 94] ist hingegen

syntaktisch. Sie verwendet Termreduktion und Termabstraktion.

In dieser Arbeit wird im wesentlichen gezeigt, da� beide De�nitionen �aquivalent sind.

Anschlie�end wird gezeigt, wie man ausgehend von einer modi�kation der syntaktischen

De�nition, wie in [KR 94], Entscheidungsverfahren f�ur die G�ultigkeit von reinen atomaren

Formeln zu einem Entscheidungsverfahren f�ur die G�ultigkeit von atomaren Formeln �uber

der gemischten Signatur kombinieren kann.



Einleitung

Mit einem Entscheidungsverfahren f�ur die Uni�kation modulo einer Gleichungstheorie kann

man e�ektiv feststellen, ob ein beliebiges Uni�kationsproblem mindestens einen Uni�kator

(dh. eine L�osung) modulo der Gleichungstheorie hat. Ist die Uni�kation modulo der

Gleichungstheorie entscheidbar und zus�atzlich �nit�ar, dh. es gibt zu jedem Uni�kations-

problem eine endliche vollst�andige Menge von Uni�katoren, so interessiert man sich f�ur

Uni�kationsalgorithmen, die eine solche Menge e�ektiv berechnen k�onnen.

Uni�kationsalgorithmen und Entscheidungsverfahren f�ur die Uni�kation modulo einer Glei-

chungstheorie sind f�ur automatisches Beweisen [Plo72, Stl85] und Termersetzung [KB70,

Huet80, Bach91, KK89] von zentraler Bedeutung.

Der Bedarf, Uni�kationsalgorithmen und Entscheidungsverfahren f�ur verschiedene Glei-

chungstheorien zu kombinieren, ergibt sich, wenn f�ur bestimmte Klassen von interpretierten

Symbolen (z.B. kommutative, assoziative oder idempotente) spezielle Uni�kationsalgo-

rithmen (Entscheidungsverfahren) verwenden werden und diese Algorithmen (Verfahren)

dann integriert werden m�ussen, um Terme behandeln zu k�onnen, in denen diese Symbole

gemischt vorkommen.

Die Frage, wie Uni�kationsalogrithmen (Entscheidungsverfahren) f�ur mehrere Gleichungs-

theorien �uber disjunkten Signaturen kombiniert werden sollen, um einen Uni�kationsalgo-

rithmus (Entscheidungsverfahren) f�ur Uni�kationsprobleme �uber der gemischten Signatur

(Vereinigung aller Signaturen) herzuleiten, wird in der Uni�kationstheorie mit dem Kom-

binationsproblem bezeichnet. Es kann formal wie folgt beschrieben werden :

Gegeben : Uni�kationsalgorithmen (Entscheidungsverfahren) f�ur die Uni�kation modulo

der Gleichungstheorien E

1

, E

2

, : : :, E

n

�uber paarweise disjunkte Signaturen

�

1

, �

2

, : : :, �

n

.

Gesucht : ein Uni�kationsalgorithmus (ein Entscheidungsverfahren) f�ur die Uni�kation

in der kombinierten Gleichungstheorie E := E

1

[ E

2

[ : : : [ E

n

.

Die L�osung des Kombinationsproblems basiert auf einem Dekompositionsalgorithmus, der

die Uni�kation (Entscheidbarkeit) in der kombinierten GleichungstheorieE auf die Uni�ka-

tion (Entscheidbarkeit) in den einzelnen Gleichungstheorien E

i

zur�uckf�uhrt.

Dabei k�onnen die L�osungen der vom Dekompositionsalgorithmus erzeugten Uni�kations-

probleme in den einzelnen Theorien zu einer Gesamtl�osung des urpr�unglichen E{Uni�-

kationsproblems kombiniert werden (Korrektheit). Zus�atzlich ist sicher gestellt, da� diese

1



EINLEITUNG

Kombination bei Uni�kationsalgorithmen alle L�osungen desE{Uni�kationsproblems liefert

(Vollst�andigkeit).

Der Kombinationsalgorithmus in [BS92] erzeugt endlich viele Tupel (�

1

;�

2

; : : : ;�

n

), wobei

�

i

jeweils ein E

i

{Uni�kationsproblem ist. Das Tupel ist dabei um eine lineare Ordnung

auf den im Tupel vorkommenden Variablen und Konstanten erweitert.

Jede Komponente i eines Tupels de�niert dann mit der linearen Ordnung des Tupels ein

sogenanntes E

i

{Uni�kationsproblem mit linearer Konstantenrestriktion.

Ist die Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion in den einzelnen Gleichungstheorien

entscheidbar, so ist die Uni�kation in der kombinierten Gleichungstheorie entscheidbar.

Die L�osungen der vom Dekompositionsalgorithmus erzeugten Uni�kationsprobleme k�onnen

dann bei Uni�kationsalgorithmen induktiv �uber die jeweilige lineare Ordnung zu einer

L�osung des urpr�unglichen E{Uni�kationsproblems kombiniert werden.

Der Korrektheitsbeweis des Kombinationsalgorithmus in [BS92] verwendet einen syntak-

tischen Ansatz, der auf Termersetzung und Termabstraktion basiert. Er verwendet zum

einen ein Reduktionssystem R, das durch Anwendung der Vervollst�andigung ohne Ab-

bruch (eng. unfailing completion) auf E entsteht und das dazu verwendet werden kann,

um einen Term t in eine Normalform t#

R

�uberzuf�uhren. Zum anderen ben�otigt er f�ur

jede Gleichungstheorie E

i

Funktion �

i

, die jeden �

i

{Term, dh. ein �{Term t der Form

f(f

1

; t

2

; : : : ; t

n

) mit f 2 �

i

, in einem reinen �

i

{Term tranformiert, in dem nur Variablen

oder Funktionssymbole aus �

i

vorkommen.

Eine abstrakte Beweismethode ergibt sich aus einer algebraischen Formulierung des Kom-

binationsproblems, die durch die Interpretation der Uni�kation mit linearen Konstanre-

striktion motiviert wird.

In [BS93] wurde gezeigt, da� die Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion f�ur eine

GleichungstheorieE genau dann entscheidbar ist, wenn die positive Theorie vonE entschei-

dbar ist. Da die positive Theorie von E mit der positiven Theorie der E{freien Quotien-

tentermalgebra T (�;X)=

E

f�ur eine abz�ahlbar unendliche Menge X �ubereinstimmt, ist die

positive Theorie von T (�;X)=

E

genau dann entscheidbar, wenn die positiven Theorien

der Algebren T (�

i

;X)=

E

i

entscheidbar sind.

Die algebraische Formulierung des Kombinationsproblems kombiniert beliebige E

i

{freie

�

i

{Algebren A

i

(�aquivalent dazu die E

i

{freien �

i

{Algebren T (�

i

;X)=

E

i

) zu einer �{

Algebra, die zu T (�;X)=

E

isomorph ist, so da� die Erf�ullbarkeit von positiven Formeln

in der kombinierten Algebra (mit einem Dekompositionsalgorithmen) auf die Erf�ullbarkeit

von positiven Formeln in den freien Algebren A

i

zur�uckgef�uhrt werden kann.

Eine nat�urliche Erweiterung des Kombinationsproblems ist die Kombination von allge-

meinen Constraint{L�osungsverfahren bzw. {Entscheidungsverfahren.

Constraints der Form s � t, welche allgemeiner sind als einfache Termgleichungen s

:

= t,

kommen z.B. in der Termersetzung als Reduktionsordnungen (Knuth{Bendix{Ordnungen)

2



EINLEITUNG

vor. Eine L�osung des erweiterten Kombinationsproblems f�ur allgemeine Constraints mu�

zuerst den Begri� der G�ultigkeit von atomaren Constraints �uber der gemischten Signatur

de�nieren.

In [KR94] wurde die G�ultigkeit eines Constraints P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) f�ur ein �

i

{Pr�adikat P

und �{Terme t

1

, t

2

, : : :, t

n

durch die G�ultigkeit von P ((t

1

#

R

)

�

i

; (t

2

#

R

)

�

i

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

i

)

in der Struktur A

i

de�niert. Dabei ist t#

R

die R{Normalform von t bez�uglich des Term-

ersetzungssystems R und (t#

R

)

�

i

der reine �

i

{Term, der aus t#

R

durch Termabstraktion

entsteht, f�ur die gleichen Termersetzungssystem R und Termabstraktion �

i

wie in [BS92].

Eine nat�urlichere Interpretation der Pr�adikate liefert die Erweiterung des algebraischen

Ansatzes in [BS94], die die Kombination von freien Algebren auf freie Strukturen erweitert.

F�ur E

i

{freie �

i

{Strukturen �uber einer abz�ahlbar unendlichen Menge X konstruiert die

erweiterte Kombination in [BS94] eine (�

1

[�

2

){Struktur A

1

�A

2

, die (E

1

[E

2

){frei �uber

der gleichen Menge X ist.

Mit einer leichten Modi�kation des Dekompositionsalgorithmus in [BS92] konnte die Erf�ull-

barkeit von 9{quanti�zierten positiven Formeln (Constraints) in der kombinierten Struk-

tur A

1

� A

2

auf die Erf�ullbarkeit von positiven Formeln in den Strukturen A

1

und A

2

zur�uckgef�uhrt werden.

Nun stellt sich zuerst die Frage, ob die De�nition in [KR94] der G�ultigkeit von Contraints

�uber der (�

1

[ �

2

){Terme die gleiche Relation auf der (�

1

[ �

2

){Termen erzeugt, wie

die Interpretation der Pr�adikatensymbole der entprechenden Strukturen A

1

und A

2

in der

kombinierten Struktur A

1

�A

2

von [BS94].

Andererseits liefert weder die De�nition von [KR94] noch die Kombination der freien Struk-

turen von [BS94] ein e�ektives Verfahren, um die G�ultigkeit von atomaren Constraints �uber

�{Termen zu entscheiden, da das Reduktionssystem R f�ur E in der De�nition von [KR94]

im allgemeinen unendlich ist, und der Dekompositionsalgorithmus in [BS94] st�arkere Vo-

raussetzungen braucht, als die Entscheidbarkeit der G�ultigkeit von atomaren Constraints

in den einzelnen Strukturen.

Im ersten Teil dieser Arbeit wird der Dekompositionsalgorithmus wie in [BS 92] als all-

gemeine L�osung des Kombinationsproblems vorgestellt und ein Korrektheitsbeweis daf�ur

diskutiert, der wie in [BS 92] auf einem syntaktischen Ansatz basiert. Andererseits wird ein

Korrektheitsbeweis betrachtet, der wie in [BS 94] auf einem algebraischen Ansatz basiert.

Im zweiten Teil wird das Kombinationsproblem auf allgemeinere Constraints als die E{

Gleichheit nach dem syntaktischen Ansatz wie in [KR 94] und nach dem algebraischen

Ansatz wie in [BS 94] erweitert und anschlie�end gezeigt, da� beide Ans�atze �aquivalent

sind. Schlie�lich wird eine ausreichende Bedingung f�ur die Entscheidbarkeit einer �aqui-

valenten De�nition formuliert und gezeigt, da� die Entscheidbarkeit des Wortproblems f�ur

die einzelnen Gleichungstheorien daf�ur eine notwendige und hinreichende Bedingung ist.

3



EINLEITUNG

Die

�

Aquivalenz beider Anz�atze liefert einerseits eine logische Interpretation f�ur die De�-

nition von [KR94] und andererseits mit der �aquivalenten De�nition aus dem zweiten Teil

ein e�ektives Verfahren, um die G�ultigkeit von atomaren Constraints in der kombinierten

Struktur von [BS94] zu entscheiden.

Zudem ist der Beweis f�ur die Unabh�angigkeit der De�nition von [KR94] vom Reduk-

tionssystem R und der Termabstraktionsfunktion �

i

eine einfache Folgerung aus dem

�

Aquivalenzbeweis.

4



Kapitel 1

Grundbegri�e und De�nitionen

I. Algebren

Eine Algebra besteht aus einer nicht leeren Menge A von beliebigen Objekten und einer

endlichen Menge von Operationen, die jeweils auf eine konstante Anzahl n von Argumenten

(Objekten) operieren. Die Menge A wird Tr�agermenge der Algebra genannt.

I.1 Grundbegri�e und De�nitionen

Um die Operationen einer Algebra syntaktisch zu beschreiben wird jeder Operation ein-

deutig ein Funktionssymbol aus einerMenge von Funktionssymbolen zugeordnet. Zus�atzlich

wird dem Funktionssymbol die Stelligkeit der entsprechenden Operation, dh. die nach Vor-

aussetzung konstante Anzahl von Argumenten, zugeordnet.

De�nition 1.1 (Signatur)

Eine Signatur ist ein Paar (�; ar) bestehend aus einer nicht leeren Menge � von Funktions-

symbolen und einer Abbildung ar : � ! IN , die jedem Funktionssymbol eine Stelligkeit

zuordnet.

Die Menge der Funktionssymbole der Stelligkeit n wird mit �

(n)

bezeichnet.

Die Funktionssymbole der Stelligkeit 0 k�onnen mit demWert der entsprechenden Funktion

identi�ziert werden. Sie werden daher auch Konstanten genannt.

Eine Realisierung der Funktionssymbole einer Signatur � auf einer Menge A ist eine Zuord-

nung von � zu einem Modell mit Tr�agermenge A.

Diese Zuordnung bildet dann mit � und A eine �{Algebra.

De�nition 1.2 (�{Algebra)

Eine �{Algebra A ist ein Tupel (�; A; I) bestehend aus einer Signatur �, einer nichtleeren

Menge A und eine Interpretation I, die jedem Funktionssymbol f der Stelligkeit n eine

Funktion f

A

: A

n

! A zuordnet.

5



GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Ist A eine �{Algebra mit Tr�agermenge A und gibt es eine Untermenge B von A, die

abgeschlossen bez�uglich den Operationen von A ist, dh. f

A

(b

1

; b

2

; : : : ; b

n

) 2 B f�ur alle

f 2 � und alle b

1

, b

2

, : : :, b

n

2 B, so de�niert die Einschr�ankung der Operationen auf B

eine �{Algebra B mit Tr�agermenge B. B hei�t dann �{Unteralgebra von A.

De�nition 1.3 (Erzeugermengen)

Seien A eine �{Algebra mit einer Tr�agermenge A und X eine Teilmenge von A.

Die von X erzeugte �{Algebra ist die �{Unteralgebra von A mit der kleinsten Tr�ager-

menge bez�uglich der Mengeninklusion, die X enth�alt.

Sie wird mit < X >

�

bezeichnet.

Als Platzhalter f�ur die Elemente einer beliebigen Menge dienen wie �ublich Variablen.

Variablen k�onnen Elemente einer beliebigen Menge sein. Wir k�onnen uns jedoch im allge-

meinen auf eine abz�ahlbar unendliche Menge von Variablen beschr�anken. Eine Variablen-

menge bezeichnet daher im folgenden eine beliebige Teilmenge einer festgelegten abz�ahlbar

unendlichen Menge V .

De�nition 1.4 (Terme)

Seien � eine Signatur und X eine Variablenmenge mit X \ � = ;.

Die Menge T (�;X) der �{Terme �uber X wird induktiv �uber den syntaktischen Aufbau

ihrer Elemente wie folgt de�niert :

a) X ist eine Teilmenge von T (�;X) und

b) sind t

1

, t

2

, : : :, t

n

2 T (�;X) und f 2 �

(n)

F

, so ist f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) 2 T (�;X).

Jeden Term kann man als Baum darstellen. Mit einer Numerierung der Knoten des Baumes

kann man dann den Term durch eine endliche Menge von Zuordnungen von Stellen (eng.

occurences) in t zu Variablen und Funktionssymbolen darstellen.

Die Menge aller �{Term �uber einer Variablenmenge X kann somit durch die Menge aller

partiellen Abbildungen t : N

�

! � [X mit :

� � 2 Dom(t),

� Dom(t) ist endlich und

� u:i 2 Dom(t) () u 2 Dom(t) und i 2 [1::ar(t(u))]

dargestellt werden, wobei Dom(t) den De�nitionsbereich von t, N

�

die Menge aller W�orter

�uber dem Alphabet N aller nat�urlichen Zahlen und � das leere Wort sind.

Die Menge aller Stellen in t wird alsDom(t) de�niert und im folgenden mit O(t) bezeichnet.

Man kann dann �uber die Stellen alle Unterterme von t ansprechen.

De�nition 1.5 (Standardbezeichnungen f�ur Terme)

Seien t ein Term aus T (�;X), O(t) die Menge der Stellen in t und w 2 O(t).

a) Mit V ar(t) bezeichnen wir die Menge aller Variablen, die in t vorkommen.

6



GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

b) Mit t

j

w

bezeichnen wir den Unterterm von t an der Stelle w.

c) Mit t[w s] bezeichnen wir den Term, der aus t entsteht, indem man den Unterterm

von t an der Stelle w durch s ersetzt.

Durch Gleichsetzen von Syntax und Semantik, dh. durch Interpretation der Terme durch

sich selbst, kann auf jeder Menge T (�;X) (De�nition 1.4) eine �{Algebra erkl�art werden.

De�nition 1.6 (Termalgebren)

Die �{Termalgebra T (�;X) ist die �{Algebra mit :

� T (�;X) als Tr�agermenge und

� f

T (�;X)

(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) := f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) f�ur jedes Funktionssymbol f der Stelligkeit

n und alle t

1

, t

2

, : : :, t

n

2 T (�;X).

Aus der De�nition von T (�;X) folgt, da� T (�;X) die �{Termalgebra mit der kleinsten

Tr�agermenge ist, die X enth�alt, dh., da� T (�;X) durch X erzeugt ist.

Die auf der Tr�agermenge einer Termalgebra vorde�nierte Gleichheit ist die syntaktische

Gleichheit von Termen.

Eine Verbindung zwischen beliebigen Variablenmengen und beliebigen Algebren stellen

Wertzuweisungen her.

De�nition 1.7 (Wertzuweisung, Substitution, Variablenumbenennung)

Es sei X eine beliebige Variablenmenge undA eine beliebige Algebra mit Tr�agermenge A.

Eine Wertzuweisung von X in A ist eine beliebige Abbildung � : X ! A.

Eine Substitution ist eine Wertzuweisung von X in der Termalgebra T (�;X), dh. eine

Abbildung � : X ! T (�;X).

Eine Variablenumbenennung ist eine Bijektion � : X ! X.

Wir bezeichnen mit ASS

A

X

die Menge aller Wertzuweisungen von X in A und mit SUB

X

die Menge aller Substitution von X in T (�;X).

Die Menge aller Substitutionen wird mit SUB bezeichnet.

Man beachte, da� eine Variablenumbenennung auch eine Substitution ist.

Um mit Substitutionen e�ektiv arbeiten zu k�onnen, werden sie auf solche eingeschr�ankt

mit einer endlichen Mengen Dom(�) := f x 2 X : �(x) 6= x g.

Jede Substitution � ist somit durch die Menge f x 7! �(x) : �(x) 6= x g eindeutig

bestimmt. Daher werden Substitutionen auch in der Form :

� := f x 7! �(x) : �(x) 6= x g

angegeben.

7



GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Jede Wertzuweisung von einer Variablenmenge X in einer �{Algebra A kann auf alle �{

Terme �uber X erweitert werden, in dem man f�ur jedes Vorkommen einer Variable x in

einem Term t den Wert von � einsetzt und dann den so entstandenen �{Term (�uber eine

Teilmenge von A) in A auswertet.

De�nition 1.8 (Homomorphismus, Isomorphismus)

Seien A und B �{Algebren und A, B resp. deren Tr�agermengen.

Ein �{Homomorphismus von A nach B ist eine Abbildung h : A ! B mit :

h(f

A

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

)) = f

B

(h(a

1

); h(a

2

); : : : ; h(a

n

))

f�ur alle Funktionssymbole f aus �

(n)

und alle a

1

, a

2

, : : :, a

n

2 A.

Ein �{Isomorphismus zwischen A und B ist ein bijektiver �{Homomorphismus.

Satz 1.9 (homomorphe Erweiterung)

Seien A eine �{Algebra mit Tr�agermenge A, X eine Variablenmenge und � : X ! A eine

beliebige Wertzuweisung.

Dann gibt es zu � genau eine �{homomorphe Erweiterung �̂ : T (�;X) ! A de�niert

durch :

�̂(t) =

�

�(t) falls t 2 X

f

A

(�̂(t

1

); �̂(t

2

); : : : ; �̂(t

n

)) falls t = f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) ist.

Beweis :

Nach De�nition ist �̂ ein �{Homomorphismus von T (�;X) nach A.

Es bleibt zu zeigen, da� �̂ die einzige �{homomorphe Erweiterung von � auf T (�;X) ist,

dh. f�ur jede weitere �{homomorphe Erweiterung

^

� von � auf T (�;X) gilt :

^

�(t) = �̂(t),

f�ur alle t 2 T (�;X). Dies zeigen wir durch Induktion �uber den syntaktischen Aufbau der

Terme aus T (�;X).

� Da �̂ und

^

� Erweiterungen von � sind, gilt

^

�(x) = �(x) und �̂(x) = �(x) f�ur alle

Variablen x 2 X. Damit ist

^

�(x) = �̂(x) f�ur alle x 2 X.

� Angenommen, f�ur ein n mit �

(n)

6= ; und beliebige Terme t

1

, t

2

, : : :, t

n

2 T (�;X),

stimmen �̂ und

^

� �uberein und sei t := f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) f�ur ein f 2 �

(n)

. Dann gilt :

^

�(t)

Def

=

^

�(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

))

Hom

= f

A

(

^

�(t

1

);

^

�(t

2

); : : : ;

^

�(t

n

))

Vor:

= f

A

(�̂(t

1

); �̂(t

2

); : : : ; �̂(t

n

))

Hom

= �̂(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

))

Def

= �̂(t)

8
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Mit dem Prinzip der vollst�andigen Induktion folgt dann

^

�(t) = �̂(t), f�ur alle t 2 T (�;X).

Bemerkung 1.10

Wir werden zwischen einer Substitution � und deren homomorphe Erweiterung �̂ nicht

unterscheiden und beide mit � bezeichnen.

Ist � eine beliebige Wertzuweisung von einer beliebigen Variablenmenge X in einer be-

liebigen �{Algebra A und �̂ deren �{homomorphe Erweiterung auf T (�;X), so de�niert

der Kern von �̂, dh. die Menge der Paare (s; t) 2 T (�;X)�T (�;X) mit �̂(s) = �̂(t) eine

Aquivalenzrelation auf T (�;X), die kompatibel mit den Operationen von T (�;X) ist, dh.

eine Kongruenzrelation auf T (�;X).

De�nition 1.11 (Relation,

�

Aquivalenzrelation, Kongruenzrelation)

Sei A eine nicht leere Menge.

Das kartesische Produkt von A der Ordnung n ist die Menge

A

n

:= f (a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) : a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2 A g.

und eine n{stellige Relation auf A ist eine Teilmenge von A

n

Eine bin�are Relation auf A ist eine 2{stellige Relation auf A.

F�ur eine bin�are Relation R auf A schreiben wir aRb, wenn (a; b) 2 R ist.

Eine bin�are Relation auf A hei�t

� re
exiv , wenn f�ur alle x 2 A : xRx gilt,

� symmetrisch, wenn f�ur alle x, y 2 A : yRx aus xRy folgt, und

� transitiv , wenn f�ur alle x, y, z 2 A : xRz aus xRy und yRz folgt.

Eine

�

Aquivalenzrelation auf A ist eine re
exive, symmetrische und transitive Relation auf

A.

Ist A die Tr�agermenge einer �{Algebra A und � eine

�

Aquivalenzrelation auf A, so hei�t �

kompatibel mit den Operationen von A, wenn f�ur alle a

1

, a

2

, : : :, a

n

, b

1

, b

2

, : : :, b

n

2 A,

alle n � 0 und alle n{stelligen Funktionssymbole f 2 � :

a

1

� b

1

; a

2

� b

2

; : : : ; a

n

� b

n

) f

A

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) � f

A

(b

1

; b

2

; : : : ; b

n

)

Eine Kongruenzrelation oder einfach Kongruenz auf einer �{Algebra A mit Tr�agermenge

A ist eine

�

Aquivalenzrelation auf A, die kompatibel mit den Operationen von A ist.

Ist eine �{Algebra A termerzeugt , dh., das �{homomorphe Bild einer �{Termalgebra

T (�;X) f�ur einen beliebigen �{Homomorphismus h : T (�;X) ! A, so folgt mit dem

Isomorphiesatz, da� A isomorph zu der Quotientenalgebra von T (�;X) nach dem Kern

von h ist.

9
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De�nition 1.12 (

�

Aquivalenzklassen)

Seien A eine beliebige nicht leere Menge, � eine

�

Aquivalenzrelation auf A und a ein be-

liebiges Element aus A.

Die

�

Aquivalenzklasse von a nach � ist die Menge [a]

�

:= f b 2 A : a � b g.

Die Menge A

=

�

:= f [a]

�

: a 2 A g aller

�

Aquivalenzklassen von A nach � hei�t die

Quotientenmenge von A nach � und wird mit A

=

�

bezeichnet.

F�ur jede Kongruenzrelation � auf der Tr�agermenge A einer �{Algebra A kann die Quo-

tientenmenge A

=

�

durch Interpretation der Funktionssymbole von � auf A

=

�

zu einer

�{Algebra erkl�art werden.

De�nition 1.13 (Quotientenalgebra)

Seien A eine �{Algebra mit einer Tr�agermenge A und � eine Kongruenz auf A.

Die Quotientenalgebra von A nach A

=

�

ist die �{Algebra mit :

� Tr�agermenge A

=

�

� die jedes Funktionssymbol f 2 �

(n)

auf A

=

�

durch :

f

A

=

�

([a

1

]

�

; [a

2

]

�

; : : : ; [a

n

]

�

) := [f(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

)]

�

f�ur alle [a

1

]

�

, [a

2

]

�

, : : :, [a

n

]

�

2 A

=

�

interpretiert.

Die Kongruenz{Eigenschaft von � garantiert, da� die Interpretation der Funktionssymbole

in der Quotientenmenge wohlde�nierte Funktionen liefert.

Als Folgerung aus dem Homomorphiesatz induziert jede �{Algebra A auf der Tr�agermenge

T (�;X) einer beliebigen �{Termalgebra T (�;X) in kanonischer Weise eineA{Gleichheit .

I.2. Die durch eine Algebra induzierte Gleichungstheorie

De�nition 1.14 (Identit�at, G�ultigkeit, A{Identit�at, Modell)

Seien A eine �{Algebra und X eine beliebige Variablenmenge.

Eine Identit�at ist ein beliebiges Paar (s; t) 2 T (�;X) � T (�;X).

F�ur eine Identit�at (s; t) schreiben wir s = t.

Eine Identit�at s = t gilt oder ist g�ultig in A, wenn �̂(s) = �̂(t) f�ur alle � 2 ASS

A

X

.

Wenn eine Identit�at in A gilt, sagen wir, da� s = t eine A{Identit�at oder, da� A einModell

f�ur s = t ist.

F�ur eine A{Identit�at s = t schreiben wir s =

A

t.

F�ur ein Modell A f�ur s = t schreiben wir A j= s = t.

10
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Beispiel 1.15

Mit der Identit�at f(x; f(y; z)) = f(f(x; y); z) aus einer Menge T (�;X) � T (�;X) wird

bekanntlich die Assoziativit�at der Interpretation des Funktionssymbols f in einer �{

Algebra beschrieben.

Ist A eine �{Algebra, die das Funktionssymbol f durch eine assoziative Operation auf der

Tr�agermenge von A interpretiert, so ist :

�̂(f(x; f(y; z))) = �̂(f(f(x; y); z)), 8 � 2 ASS

A

X

,

Die Identit�at f(x; f(y; z)) = f(f(x; y); z) ist damit eine A{Identit�at und A ist ein Modell

f�ur die Identit�at f(x; f(y; z)) = f(f(x; y); z).

F�ur jede �{Algebra A und jede Variablenmenge X induziert die Relation =

A;X

de�niert

auf T (�;X) durch :

s =

A;X

t g.d.w. (s; t) eine A{Identit�at ist

eine

�

Aquivalenzrelation auf T (�;X), deren

�

Aquivalenzklassen genau aus den Termen aus

T (�;X) bestehen, deren Auswertung bez�uglich jeder Wertzuweisung aus ASS

A

X

identisch

ist.

Aus der De�nition von =

A;X

und der de�nierenden Eigenschaft eines Homomorphismus

kann man leicht �uberpr�ufen, da� =

A;X

kompatibel mit den Operationen von T (�;X) und

damit eine Kongruenzrelation auf T (�;X) ist.

Die Kongruenzrelation =

A;X

ist zus�atzlich substitutionsabgeschlossen, dh.

8 s; t 2 T (�;X) ^ 8 � 2 SUB

X

: s =

A;X

t ) �(s) =

A;X

�(t)

Lemma 1.16 (Substitutionsabgeschlossenheit von =

A;X

)

Es sei � eine Signatur, X eine beliebige Variablenmenge und A eine beliebige �{Algebra.

Dann ist =

A;X

abgeschlossen bez�uglich Substitutionen.

Beweis

Seien A eine beliebige �{Algebra mit Tr�agermenge A, X eine beliebige Variablenmenge,

s, t 2 T (�;X) mit s =

A;X

t und � eine beliebige Substitution aus SUB

X

.

Nach De�nition von =

A;X

gilt dann �(s) =

A;X

�(t) genau dann, wenn �̂(�(s)) = �̂(�(t)),

f�ur jede Wertzuweisung � 2 ASS

A

X

, gilt.

F�ur jede Wertzuweisung � 2 ASS

A

X

und jede Substitution � 2 ASS

X

de�niert das Paar

(�; �) eine Wertzuweisung � : X ! A de�niert durch :

� (x) := �̂(�(x)) f�ur alle x 2 X

11
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Da die �{homomorphe Erweiterung �̂ von � mit �̂ � � auf T (�;X) �ubereinstimmt, ist

�̂(�(s)) = �̂(�(t)) genau dann, wenn �̂ (s) = �̂(t) ist.

Da aber nach Voraussetzung s =

A;X

t ist, gilt nach De�nition von =

A;X

stets �̂ (s) = �̂ (t).

Damit ist auch �̂(�(s)) = �̂(�(t)), f�ur jede Wertzuweisung � 2 ASS

A

X

und jede Substi-

tution � 2 SUB

X

, dh. �(s) =

A;X

�(t). Damit ist =

A;X

substitutionsabgeschlossen.

Bemerkung 1.17

F�ur beliebige Mengen X und Y gleicher Kardinalit�at, dh. mit einer Bijektion ' : X ! Y ,

sind die Kongruenzrelationen =

A;X

und =

A;Y

bis auf Variablenumbenennung identisch,

dh. f�ur alle Terme s, t aus T (�;X) ist s =

A;X

t genau dann, wenn '(s) =

A;Y

'(t) ist.

Insbesondere sind die Kongruenzen =

A;X

f�ur alle abz�ahlbar unendliche Mengen X bis auf

Variablenumbenennung identisch.

Vereinbarung 1.18

Wir identi�zieren alle Kongruenzen =

A;X

�uber einer beliebigen abz�ahlbar unendlichen

Menge X mit der Kongruenz =

A;V

f�ur die Menge V aller Variablen und bezeichnen =

A;V

einfach mit =

A

.

De�nition 1.19 (Gleichungstheorie =

A

)

Die Kongruenz =

A

hei�t die durch A induzierte Gleichungstheorie.

I.3 Freie Algebren

De�nition 1.20 (freie Algebren)

Seien � eine Signatur, K eine Klasse von �{Algebren und X eine beliebige Menge.

Eine �{Algebra A mit Tr�agermenge A hei�t frei f�ur K �uber X, wenn

a) A 2 K,

b) X � A, und

c) es f�ur jede Algebra B 2 K und jede Abbildung � : X ! B genau eine �{

homomorphe Erweiterung �̂ : A! B gibt.

Nach der De�nition von Termalgebren (De�nition 1.6) und Satz 1.9 ist jede �{Termalgebra

T (�;X) frei f�ur die Klasse aller �{Algebren �uber X.

Interpretation

Ist eine Algebra A frei f�ur eine Klasse K von �{Algebren �uber einer Menge X, so gibt es

zu jeder Algebra B aus K und jeder Abbildung von X in die Tr�agermenge B von B genau

eine �{homomorphe Erweiterung (De�nition einer freien Algebra).

12
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Nach der De�nition eines Homomorphismus ist somit jede A{Identit�at auch eine B{

Identit�at f�ur jede Algebra B aus K.

Damit liegt die Menge =

A;X

aller A{Identit�aten (aus T (�;X) � T (�;X)) in der Schnitt-

menge aller Mengen =

B;X

�uber K. Da nach De�nition A selbst aus K ist, liegt umgekehrt

diese Schnittmenge in =

A;X

.

Damit gilt f�ur jede freie Algebra A f�ur eine beliebige Klasse K �uber einer beliebigen

Menge X :

=

A;X

=

\

B2K

=

B;X

Eine Identit�at s = t gilt somit in einer freien Algebra f�ur eine Klasse K genau dann, wenn

s = t in jeder Algebra aus K gilt.

Freie Algebren brauchen nicht in jeder Klasse zu existieren. Wenn aber eine Klasse freie

Algebren enth�alt, dann sind sie f�ur aller Mengen gleicher Kardinalit�at bis auf Isomorphie

eindeutig bestimmt.

Diese Eigenschaft f�ur freie Algebren wird in den n�achsten Kapiteln oft verwendet und wird

deswegen im folgenden Satz gezeigt.

Satz 1.21

Es sei � eine Signatur, K eine Klasse von �{Algebren und X, Y beliebige Mengen gleicher

Kardinalit�at.

Ist A frei f�ur K �uber X und B frei f�ur K �uber Y , so sind A und B isomorph.

Beweis

Da X und Y nach Voraussetzung die gleiche Kardinalit�at haben, gibt es nach De�nition

eine Bijektion f : X ! Y und eine Bijektion g : Y ! X mit f = g

�1

.

DaA frei f�ur K �uberX ist, gibt es zu f genau eine �{homomorphe Erweiterung

^

f : A! B.

Entsprechend gibt es zu g genau eine �{homomorphe Erweiterung ĝ : B ! A.

Zu zeigen :

^

f und ĝ sind zueinander inverse Isomorphismen.

Bekanntlich ist die Komposition von zwei �{Homomorphismen (sofern de�niert) einen

�{Homomorphismus. Damit sind

^

f � ĝ und ĝ �

^

f wohlde�nierte �{Homomorphismen.

Es bleibt zu zeigen, da� sie invers zueinander sind.

Da

^

f (respektiv ĝ) eine Erweiterung von f (respektiv g) ist und da f und g zueinander

invers sind, gilt :

(

^

f � ĝ)

j

Y

= id

j

Y

und (ĝ �

^

f )

j

X

= id

j

X

Nach De�nition einer freien Algebra gibt es aber zu f und g jeweils genau eine �{

Erweiterung. Damit stimmt sogar

^

f � ĝ (respektiv ĝ �

^

f) mit der Identit�at auf A (respektiv

B) �uberein. Damit sind

^

f und ĝ zueinander inverse Isomorphismen.
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II. Uni�kation von Termen

De�nition 1.22 (Termgleichung)

Es sei � eine Signatur und X eine beliebige Variablenmenge.

Eine Termgleichung ist ein beliebiges Paar (s; t) aus T (�;X) � T (�;X).

F�ur eine Termgleichung �uber X schreiben wir auch s

:

= t.

Bemerkung 1.23 (Identit�aten, Termgleichungen)

Mit einer Identit�at s = t schr�ankt man die m�oglichen Interpretationen der Funktionssym-

bole von s und t auf solche ein, die ein Modell f�ur s = t liefern.

Bei einer Termgleichung s

:

= t ist man hingegen an einer Substitution der Variablen von

s und t durch Terme interessiert, die s und t syntaktisch oder eventuell modulo einer

Gleichungstheorie gleich macht.

Termgleichungen entsprechen daher dem �ublichen Begri� der Gleichung in einer Algebra,

wobei die Algebra in Betracht eine Quotiententermalgebra, dh. eine Quotientenalgebra

einer Termalgebra, ist.

Die Uni�kationstheorie besch�aftigt sich mit der e�ektiven Berechnung von L�osungen f�ur

Termgleichungen in einer Quotiententermalgebra.

De�nition 1.24 (Uni�kationsproblem)

Es sei � eine Signatur.

Ein Uni�kationsproblem �uber � ist eine endliche Menge

� := f s

1

:

= t

1

; s

2

:

= t

2

; : : : ; s

n

:

= t

n

g

von Termgleichungen.

II.1 Syntaktische Uni�kation

De�nition 1.25 (Uni�kator)

Es sei � eine Signatur, X eine Variablenmenge und � ein Uni�kationsproblem.

Ein Uni�kator f�ur � ist eine Substitution � aus SUB

X

mit :

�(s

1

) = �(t

1

), �(s

2

) = �(t

2

), : : :, �(s

n

) = �(t

n

).

Mit U(�) bezeichnet man die Menge aller Uni�katoren des Uni�kationsproblems �.

Man schreibt auch U(s; t) f�ur U(�), wenn � nur aus der Termgleichung s

:

= t besteht.

Bei der syntaktischen Uni�kation geht es um folgende Fragestellung :

14
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� gegeben : ein Uni�kationsproblem �

� gesucht : einen Uni�kator f�ur �

Die syntaktische Uni�kation ist somit �aquivalent zu dem L�osen von Termgleichungen in

einer Termalgebra (jede Termalgebra T (�;X) ist identisch mit der Quotiententermalgebra

von T (�;X) nach der trivialen Kongruenz, die durch die syntaktische Gleichheit von

Termen auf T (�;X) induziert wird).

De�nition 1.26 (Instanz, allgemeiner)

Seien X eine beliebige Variablenmenge, Y eine Teilmenge von X und �

1

und �

2

beliebige

Substitutionen aus SUB

X

.

� �

2

ist eine Instanz von �

1

auf Y , wenn es eine Substitution � 2 SUB

X

gibt,

mit �

2

(y) = � (�

1

(y)), f�ur alle y 2 Y .

� �

1

ist allgemeiner als �

2

auf Y , wenn �

2

eine Instanz von �

1

auf Y ist.

Zu jedem Uni�kationsproblem � kann man eine Quasi{Ordnung auf der Menge U(�) aller

Uni�katoren von � durch :

� �

Y

� g.d.w. � allgemeiner als � auf Y ist,

de�nieren, wobei Y die Menge V ar(�) aller Variablen bezeichnet, die in � vorkommen.

Ein allgemeinster Uni�kator eines Uni�kationsproblems � ist ein Uni�kator � aus U(�)

mit � �

V ar(�)

� f�ur alle � 2 U(�).

Da jede Instanz eines Uni�kators f�ur das Uni�kationsproblem � auch ein Uni�kator f�ur �

ist, erm�oglicht die e�ektive Bestimmung eines allgemeinsten Uni�kators �, alle weiteren

Uni�katoren durch Instanzierung aus � abzuleiten.

F�ur die syntaktische Uni�kation fassen wir folgende bekannte Ergebnisse [Robinson, 1965]

zusammen :

1) die syntaktische Uni�kation ist entscheidbar , dh. man kann zu jedem Uni�kations-

problem � e�ektiv entscheiden, ob � mindestens einen Uni�kator hat,

2) zu jedem Uni�kationsproblem mit mindestens einem Uni�kator gibts stets einen

allgemeisten Uni�kator, der bis auf Variablenumbenennung eindeutig bestimmt ist

und

3) hat ein Uni�kationsproblem einen Uni�kator, so kann man stets einen allgemeinsten

Uni�kator e�ektiv bestimmen.
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II.2 Motivation f�ur die E{Uni�kation

Seien s := f(x; a) und t := f(x; b) beliebige Terme, wobei x eine Variable und a, b

Konstantensymbole sind. Das Uni�kationsproblem � := f s

:

= t g hat dann o�ensichtlich

keinen Uni�kator.

Ist das Funktionssymbol f kommutativ, dh. schr�anken wir die m�oglichen Interpretationen

f�ur f nur auf solche ein, die ein Modell f�ur die Identit�at f(x; y) = f(y; x) liefern, so ist die

Substitution � := f x 7! b g eine L�osung der Termgleichung s

:

= t in einer geeigneten Quo-

tiententermalgebra, dh. f�ur eine geeignete Termalgebra und eine Kongruenz � auf dieser

Termalgebra, die durch die Identit�at f(x; y) = f(y; x) induziert wird. Die syntaktische

Uni�kation kann diese L�osung nicht liefern.

Wir sind daher an Uni�kationsalgorithmen interessiert, die auch solche L�osungen (f�ur eine

festgelegte Menge E von Identit�aten) berechnen k�onnen.

Dazu m�ussen wir zuerst die Relation auf einer Termalgebra T (�;X) charakterisieren, die

durch eine Menge E von Identit�aten aus T (�;X) � T (�;X) induziert wird.

II.3 Charakterisierung von Identit�aten durch eine Kongruenz

De�nition 1.27 (Variet�at)

Es sei � eine Signatur, X eine Variablenmenge, A eine �{Algebra und E eine Menge von

Identit�aten aus T (�;X) � T (�;X).

Die Klasse aller Modelle f�ur E hei�t die durch E de�nierte Variet�at und wird mit V(E)

bezeichnet. Dabei ist A ein Modell f�ur E genau dann, wenn A ein Modell f�ur alle Iden-

tit�aten aus E ist.

Jede Identit�at aus E gilt somit nach De�nition in jedem Modell f�ur E, dh. in jeder �{

Algebra aus V(E).

Die durch eine Menge E von Identit�aten induzierte Relation auf T (�;X) wird durch die

Menge von Identit�aten charakteresiert, die aus E semantisch folgen, dh. durch die Iden-

tit�aten s = t aus T (�;X) � T (�;X), die in jedem Modell f�ur E gelten.

Nach De�nition von V(E) sind dies genau die Identit�aten s = t aus T (�;X) � T (�;X),

die in jeder �{Algebra aus V(E) gelten.

De�nition 1.28 (Semantische Folgerung, Gleichungstheorie)

Seien E eine Menge von Identit�aten aus T (�;X) � T (�;X) und s = t eine beliebige

Identit�at aus T (�;X) � T (�;X).

Die Identit�at s = t folgt semantisch aus E, wenn s = t in jedem Modell von E gilt.
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Die Menge aller Identit�aten, die aus E semantisch folgen, hei�t die durch E de�nierte

Gleichungstheorie und wird mit =

E;X

bezeichnet.

O�ensichtlich gilt f�ur die Gleichungstheorie =

E;X

und jede Variablenmenge X :

=

E;X

=

\

B2V(E)

=

B;X

Da alle Relationen =

B;X

Kongruenzrelationen auf T (�;X) sind, die abgeschlossen bez�ug-

lich Substitutionen sind, ist =

E;X

auch eine Kongruenzrelation auf T (�;X), die abgesch-

lossen bez�uglich Substitutionen ist.

Eine andere M�oglichkeit, die Gleichungstheorie =

E;X

syntaktisch zu charakterisieren, lie-

fert folgende De�nition.

De�nition 1.29 (die Reduktionsrelation !

E

)

Seien � eine Signatur, X eine Variablenmenge und E eine Menge von Identit�aten aus

T (�;X) � T (�;X).

Die durch E induzierte Reduktionsrelation!

E

auf T (�;X) ist de�niert durch

s!

E

t g:d:w: 9(l; r) 2 E;9u 2 O(s);9� : X ! T (�;X) : s

j

u

= �(l) ^ t = s[u �(r)]

Der folgende Satz von Birkho� garantiert die Korrektheit der obigen De�nition.

Satz 1.30 (Birkho�)

F�ur jede Menge E von Identit�aten aus T (�;X) � T (�;X) ist =

E;X

identisch mit dem

re
exiven, transitiven und symmetrischen Abschlu�

�

$

E

von !

E

.

Der folgende Satz besagt, da� jede Variet�at freie Algebren �uber beliebigen Variablenmengen

enth�alt.

Satz 1.31

Es sei E eine Menge von Identit�aten aus T (�;X)�T (�;X), =

E;X

die durch E induzierte

Gleichungstheorie und X

E

:= f [x]

=

E;X

: x 2 X g.

Dann ist T (�;X)

=

=

E;X

frei f�ur V(E) �uber X

E

.

Der Beweis dieses Satzes kann man z.B. in [W. Wechler] �nden.

Eine Identit�at s = t ist somit eine Folgerung aus einer Menge E von Identit�aten genau

dann, wenn s = t in T (�;X)

=

=

E;X

gilt, dh., wenn T (�;X)

=

=

E;X

j= s = t ist.
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Bemerkung 1.32

� Nach Satz 1.31 gilt s =

E;X

t genau dann, wenn T (�;X)

=

=

E;X

ein Modell f�ur die

Identit�at s = t ist und nach Satz 1.21 sind die Quotiententermalgebren T (�;X)

=

=

E;X

f�ur alle Mengen X gleicher Kardinalit�at isomorph. Damit k�onnen wir diese Gleichungs-

theorien identi�zieren.

Im folgenden werden wir alle Gleichungstheorien=

E;X

�uber einer abz�ahlbar unendlichen

Variablenmengen X mit der Gleichunstheorie =

E;V

identi�zieren und einfach mit =

E

bezeichnet. Jeder Menge E von Identit�aten wird dann durch die Gleichungstheorie =

E

charakterisieren.

� Da wir f�ur die automatische Behandlung (e�ektive Handhabung) von Gleichungstheo-

rien interessiert sind, gehen wir im folgenden stets davon aus, da� die (vorgegebene)

Menge E von Identit�aten endlich ist.

Bemerkung 1.34 ( die Gleichungstheorie =

;

)

Falls E = ; ist, besteht die Gleichungstheorie =

;

genau aus den trivialen Identit�aten s = s

f�ur alle s 2 T (�; V ).

II.4 Das Wortproblem f�ur E

De�nition1.35 (Das Wortproblem f�ur eine Gleichungstheorie)

� Gegeben : eine endliche Menge E von Identit�aten und beliebige Terme s, t.

� Gesucht : ein Entscheidungsverfahren f�ur s

?

=

E

t, das mit

� ,,ja" antwortet, falls s =

E

t gilt und mit

� ,,nein" antwortet, falls s =

E

t nicht gilt.

Das Wortproblem ist im allgemeinen unentscheidbar, dh. es kann kein Verfahren geben,

das bei Vorgabe einer endlichen Menge von Identit�aten und beliebiger Terme s, t stets

korrekt entscheidet, ob s =

E

t gilt oder nicht.

Dies schlie�t jedoch nicht aus, da� das Wortproblem im Einzelfall entscheidbar sein kann,

dh., da� es f�ur eine bestimmte (endliche) Menge E von Identit�aten ein Verfahren geben

kann, das f�ur beliebige Terme s, t korrekt entscheidet, ob s =

E

t gilt oder nicht.

Das Wortproblem kann in Einzelf�allen mit Hilfe von Termersetzungssystemen entschieden

werden.
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II.5 Termersetzungssysteme

De�nition 1.36 (Termersetzungssystem)

Es sei � eine Signatur, X eine beliebige Variablenmenge und E eine Menge von Iden-

tit�aten.

Ein Termersetzungssystem R ist eine beliebige Teilmenge von T (�;X) � T (�;X).

Die Termpaare aus R hei�en Reduktionsregeln.

Ein Termersetzungssystem R ist �aquivalent zu E, wenn die durch E und R induzierten

Relationen

�

$

E

und

�

$

R

identisch sind.

Eine Reduktionskette mit R ist eine endliche Folge s

1

! s

2

! : : : s

n

oder eine unendliche

Folge (s

i

)

i2IN

von Termen mit s

i

!

R

s

i+1

, f�ur alle i 2 IN .

Ein Termersetzungssystem R ist terminierend, wenn es keine unendliche Reduktionskette

mit R gibt.

Ein Term s hei�t R{reduzibel, wenn es einen Term t gibt mit s!

R

t.

Ein Term s hei�t R{irreduzibel, wenn es keinen Term t gibt mit s!

R

t.

Ein Termersetzungssystem R hei�t kon
uent , wenn f�ur alle Terme s gilt :

s

�

!

R

s

1

und s

�

!

R

s

2

=) 9 t : s

1

�

!

R

t und s

2

�

!

R

t

Ein Termersetzungssystem R besitzt die Church-Rosser{Eigenschaft, wenn f�ur alle Terme

s

1

und s

2

gilt :

s

1

�

$

R

s

2

=) 9 t : s

1

�

!

R

t und s

2

�

!

R

t

Bei der Reduktionsrelation!

R

, die durch ein Termersetzungssystem R induziert wird, ist

man an

�

!

R

, dh. an den Reduktionsketten mit R, interessiert.

Bemerkung 1.37 (Interpretation der Eigenschaften eines TES)

1. Ist das Termersetzungssystem R terminierend, so gibt es zu jedem Term mindestens

einen R{irreduziblen Term.

2. Ist R zus�atzlich kon
uent, so gibt es zu jedem Term t genau einen R{irreduziblen Term.

Dieser Term hei�t die R{Normalform von t und wird mit t#

R

bezeichnet.

Da die Church{Rosser{Eigenschaft �aquivalent zur Kon
uenz ist, sind zwei beliebige

Terme s und t genau dann R{�aquivalent, dh. s

�

$

R

t, wenn s und t den (syntaktisch)

gleichen R{irreduziblen Term haben.

3. Ist R zus�atzlich endlich, so kann man f�ur jeden Term t e�ektiv entscheiden, ob t R{

reduzibel ist, indem man testet, ob es eine orientierte Identit�at (l; r) 2 R, eine Substi-

tution � und eine Stelle u in O(t) gibt, mit t

j

u

= �(l) (De�nition von !

R

).
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Da R endlich und die syntaktische Uni�kation entscheidbar ist, ist dies stets e�ektiv

m�oglich.

Ist t R{reduzibel, so ist t[u  �(r)] nach De�nition von !

R

ein R{Nachfolger von t,

dh. es gilt t !

R

t[u  �(r)], wobei � ein sogenannter Matcher von t

j

u

und l f�ur die

passende Stelle u 2 O(t) und das passende Paar (l; r) 2 R ist, dh. eine Substitution

der Variablen in l durch Terme, die �(l) und t identisch macht.

4. Bei einem endlichen, kon
uenten und terminierenden Termersetzungssystem R kann

man f�ur jeden Term t die R{Normalform t#

R

e�ektiv bestimmen.

Folgerung 1.38

Gibt es zu E ein �aquivalentes Termersetzungssystem R , das endlich, kon
uent und ter-

minierend ist, so kann man das Wortproblem f�ur E entscheiden, indem man f�ur das Paar

(s; t) (zu einem Problem s

?

=

E

t) die R{Normalformen s#

R

und t#

R

berechnet und sie

dann auf syntaktische Gleichheit testet.

Wie �ndet man zu einer Menge E von Identit�aten ein �aquivalentes Termersetzungssystem,

das die gew�unschten Eigenschaften besitzt ?

Wegen der Unentscheidbarkeit des Wortproblems wissen wir, da� dies nicht immer m�oglich

sein kann.

Die allgemeine Idee ist es, die Identit�aten aus E sowie einige Folgerungen aus E, soge-

nannte kritische Paare, mit Hilfe einer totalen Reduktionsordnung auf den Grundtermen

so zu orientieren, da� dadurch ein Reduktionssystem R, dh. eine Menge von Identit�aten,

entsteht, das �aquivalent zu E und kon
uent und terminierend auf Grundtermen ist.

Das Verfahren ist als Vervollst�andigung ohne Abbruch (eng. unfailing completion) bekannt

[DJ 87].

De�nition 1.39 (Reduktionsordnung)

Es sei � eine Signatur und X eine Variablenmenge.

Eine Reduktionsordnung > ist eine strikte partielle Ordnung auf T (�;X) mit :

a) > ist Noethersch, dh. es gibt keine unendliche Reduktionskette mit >,

b) 8 s

1

, s

2

, s 2 T (�;X), 8 u 2 O(t) : s

1

> s

2

=) s[u s

1

] > s[u s

2

]

c) 8 s

1

, s

2

2 T (�;X), 8 � 2 SUB : s

1

> s

2

=) �(s

1

) > �(s

2

).

Die Anwendung der Vervollst�andgung ohne Abbruch auf E mit einer totalen Reduktions-

ordnung > auf Grundtermen liefert ein (eventuell unendliches) Reduktionssystem R, das

�aquivalent zu E und konvergent, dh. terminierend und kon
uent, auf Grundtermen ist.
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Mit der totalen Reduktionsordnung > kann dann jede Grundinstanz einer Identit�at aus R

orientiert werden. Damit ist das durch R und > induzierte Reduktionssystem :

R

>

:= f �(g)! �(d) : (g; d) 2 R und � eine Grundsubstitution mit �(g) > �(d) g

stets kon
uent und terminierend.

Ein Grundterm t ist dann mit der Reduktionsregel g = d aus R genau dann reduzierbar,

wenn es eine Stelle u in t, dh. u 2 O(t), und eine Grundsubstitution � gibt, so da�

t

j

u

= � (g) (bzw. t

j

u

= � (d)) ist und � (g) > � (d) (bzw. � (d) > � (g)) gilt.

Der Term t kann dann mit g = d zu dem Term t[u  � (d)] (bzw. t[u  � (g)]) reduziert

werden.

Das Wortproblem f�ur E kann dann mit R wie folgt entschieden werden, wenn R endlich

und die Reduktionsordnung > entscheidbar sind :

Um s

?

= t f�ur beliebige Terme s und t zu entscheiden, betrachtet man �(s)

?

= �(t), wobei �

eine Grundsubstitution ist, die jede Variable aus V ar(s)[V ar(t) durch eine neue Konstante

ersetzt, die in � nicht vorkommt.

Zudem wird die totale Ordnung > auf den Grundtermen aus T (�;X) geignet zu einer

totalen Ordnung� auf den Grundtermen aus T (

^

�;X) erweitert, wobei

^

� die Erweiterung

von � um die neu eingef�uhrten Konstanten darstellt.

Man kann dann zeigen, da� s =

E

t genau dann gilt, wenn �(s) =

E

�(t) gilt.

Da das Vervollst�andigungsverfahren im allgemeinen nicht terminiert, kann es ein un-

endliches Reduktionssystem R entstehen. Der Vervollst�andigungsverfahren liefert damit

im allgemeinen kein Entscheidungsverfahren f�ur das Wortproblem.

Ist das Wortproblem f�ur E entscheidbar, so ist es sinnvoll die E{Uni�kation, dh. die

Uni�kation modulo der Gleichungstheorie =

E

, zu de�nieren.

II.6 E{Uni�kation

�

Ahnlich wie bei der syntaktischen Uni�kation ist man bei der E{Uni�kation im allgemeinen

f�ur die e�ektive Bestimmung von E{Uni�katoren interessiert.

De�nition 1.40 (E{Uni�kator)

Es sei � eine Signatur, X eine Variablenmenge, E eine Menge von Identit�aten und � ein

beliebiges Uni�kationsproblem �uber �.

Ein E{Uni�kator f�ur � ist eine Substitution � mit �(s) =

E

�(t) f�ur alle Termgleichungen

s

:

= t aus �.
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Die Menge aller E{Uni�katoren f�ur � wird mit U

E

(�) bezeichnet.

Falls � nur aus der Termgleichung s

:

= t besteht, schreiben man f�ur U

E

(�) auch U

E

(s; t).

Bemerkung 1.41 (Signatur von E)

Mit der Signatur von E bezeichnet man die Menge aller Funktionssymbole, die in E

vorkommen.

Wir gehen zuerst davon aus, da� die Uni�kationsprobleme ausschlie�lich �uber der Signatur

von E (und einer Variablenmenge X) gebildet sind.

Um E{Uni�katoren f�ur ein Uni�kationsproblem e�ektiv bestimmen zu k�onnen, mu� die

E{Uni�kation entscheidbar sein, dh. es mu� ein Verfahren geben k�onnen, mit dem f�ur

jedes Uni�kationsproblem e�ektiv festgestellt werden kann, ob das Uni�kationsproblem

l�osbar ist (dh. mindestens einen E{Uni�kator hat) oder nicht.

�

Ahnlich zum Wortproblem f�ur E ist diese Frage im allgemeinen unentscheidbar.

F�ur eine bestimmte Menge E von Identit�aten, kann sie im Einzelfall entscheidbar sein.

Verfahren, mit denen (f�ur eine bestimmte Menge E von Identit�aten) e�ektiv festgestellt

werden kann, ob ein beliebiges Uni�kationsproblem mindestens einen E{Uni�kator hat,

hei�en Entscheidungsverfahren f�ur die E{Uni�kation.

Ist die E{Uni�kation entscheidbar, so interessiert man sich f�ur Uni�kationsalgorithmen,

mit denen man E{Uni�katoren e�ektiv bestimmen kann.

Da die Menge U

E

(�) aller E{Uni�katoren eines Uni�kationsproblems (mit mindestens

einem E{Uni�kator) im allgemeinen unendlich ist, interessiert man sich f�ur eine Teilmenge

von U

E

(�), aus der die weiteren E{Uni�katoren abgeleitet werden k�onnen.

Um diese Menge zu beschreiben, f�uhren wir zun�achst die Relationen E{Instanz und E{

allgemeiner auf Substitutionen ein.

De�nition 1.42 (E{Instanz, E{allgemeiner)

Seien X eine Variablenmenge, Y eine Teilmenge von X und �

1

, �

2

Substitutionen aus

SUB

X

.

�

2

hei�t E{Instanz von �

1

auf Y , wenn es eine Substitution � gibt, mit �

2

(y) = � (�

1

(y)),

f�ur alle y 2 Y .

�

1

hei�t E{allgemeiner als �

2

auf Y , wenn �

2

eine E{Instanz von �

1

auf Y ist.

�

Ahnlich zur allgemeiner{Relation de�niert dieE{allgemeiner Relation eine Quasi{Ordnung

�

Y

E

auf der Menge aller Substitutionen SUB

X

.
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Da die Menge U

E

(�) nach De�nition der E{Instanz abgeschlossen bez�uglich der E{Instan-

zierung ist, gen�ugt es, f�ur U

E

(�) eine vollst�andige Menge von E{Uni�katoren zu bestim-

men.

De�nition 1.43 (vollst�andige Menge)

Es sei E eine endliche Menge von Identit�aten, � eine Uni�kationsproblem und bezeichne

Y die Menge aller Variablen, die in � vorkommen.

Eine Menge cU

E

(�) hei�t vollst�andige Menge von E{Uni�katoren f�ur �, wenn

� cU

E

(�) � U

E

(�) und

� 8 � 2 U

E

(�), 9 � 2 cU

E

(�) : � �

Y

E

�.

Eine vollst�andige Menge mU

E

(�), die zus�atzlich die Bedingung :

� 8 �, � 2 mU

E

(�) : � �

Y

E

� =) � = �

hei�t minimale vollst�andige Menge von E{Uni�katoren f�ur �.

Eine minimale vollst�andige Menge existiert nicht immer, dh. f�ur jede Gleichungstheorie

und jedes Uni�kationsproblem. Wenn sie aber existiert, dann ist sie bis auf �{

�

Aquivalenz

eindeutig bestimmt [Fage und Huet, 1986], wobei � die

�

Aquivalenzrelation auf Substitu-

tionen de�niert ist, die de�niert wird durch : � � � g.d.w. � �

E

� und � �

E

�.

Damit kann der Typ einer E{Uni�kation de�niert werden [Siekmann, 1978]

De�nition 1.44 (der Typ einer E{Uni�kation)

Eine E{Uni�kation hei�t

� unit�ar, wenn es f�ur jedes Uni�kationsproblem � eine Menge mU

E

(�) mit einer Kar-

dinalit�at k � 0 gibt,

� �nit�ar, wenn es f�ur jedes Uni�kationsproblem � eine Menge mU

E

(�) mit einer

endlichen Kardinalit�at k gibt,

� in�nit�ar, wenn es zu jedem Uni�kationsproblem eine Menge mU

E

(�) gibt, wobei

mU

E

(�) f�ur mindestens ein Uni�kationsproblem � unendlich ist.

� vom Typ 0 , wenn es zu einem Uni�kationsproblem � keine minimale vollst�andige

Menge von E{Uni�katoren gibt.

Wir sind bisher davon ausgegangen, da� die Uni�kationsprobleme ausschlie�lich �uber der

Signatur von E gebildet sind.

In den Anwendungsgebieten der Uni�kationstheorie kommen auch Uni�kationsprobleme

vor, in denen weitere Funktionssymbole auftreten. Dies ist z.B. der Fall, wenn ein atoma-

tischer Beweiser neue Funktionssymbole bei der Skolemesierung einer Formel einf�uhrt.

Daher braucht man Entscheidungsverfahren und Uni�kationsalgorithmen, die Uni�kations-

probleme behandeln k�onnen, in denen weitere Funktionssymbole vorkommen k�onnen.
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De�nition 1.45 (elementare Uni�kation, allgemeine Uni�kation)

Es sei E eine endliche Menge von Identit�aten.

� Ein elementares Uni�kationsproblem ist ein Uni�kationsproblem �uber der Signatur von

E.

� Ein Uni�kationsproblem mit Konstanten ist ein Uni�kationsproblem �uber einer Er-

weiterung der Signatur von E um weitere Konstantensymbole.

� Ein allgemeines Uni�kationsproblem ist ein beliebiges Uni�kationsproblem �uber �, die

die Signatur von E enth�alt.

� Die elementare E{Uni�kation, E{Uni�kation mit Konstanten und allgemeine E{Uni�-

kation werden als das L�osen der entsprechenden Uni�kationsprobleme de�niert.

Bemerkung 1.46

E{Uni�katoren sind nach De�nition auch f�ur beliebige Uni�kationsprobleme de�niert.

Alle bereits eingef�uhrten Begri�e f�ur die elementare E{Uni�kation k�onnen daher auf die

allgemeine E{Uni�kation �ubertragen werden.

In der obigen De�nition wurden die eingef�uhrten Uni�kationen �uber das L�osen von be-

stimmten Klassen von Uni�kationsproblemen de�niert.

Die Frage ist, welcche algebraische Interpretation die elementare Uni�kation, die Uni�ka-

tion mit Konstanten und die allgemeine Uni�kation haben.

Als Motivation kann die algebraische Interpretation des Wortproblems f�ur E dienen.

Das Wortproblem f�ur E ist �aquivalent zu der Frage nach der G�ultigkeit von Identit�aten in

einer beliebigen E{freien Termalgebra (z.B. T (�;X)

=

=

E

) �uber einer abz�ahlbar unendlichen

Menge X.

Damit ist das Wortproblem f�ur E genau dann entscheidbar, wenn die G�ultigkeit von

Identit�aten in der E{freien Quotiententermalgebra T (�;X)

=

=

E

�uber einer abz�ahlbar un-

endlichen Menge X entscheidbar ist.

Um diese Interpretation auf die E{Uni�kation zu erweitern, f�uhren wir zuerst die iden-

tit�atende�nierten positiven Formeln ein.

De�nition 1.47 (identit�atende�nierte positive Formeln)

Seien � eine Signatur und X eine beliebige Variablenmenge.

� Eine identit�atende�nierte Matrix wird induktiv �uber den syntaktischen Aufbau wie folgt

de�niert :
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1) eine Identit�at s = t ist eine identit�atende�nierte positive Matrix,

2) sind F

1

und F

2

identit�atende�nierte positive Matrizen, so sind (F

1

^F

2

) und (F

1

_F

2

)

auch identit�atende�nierte positive Matrizen,

� Eine identit�atende�nierte Formel ist ein Paar (Q;M) bestehend aus :

1) einer positiven Matrix M und

2) einer Folge Q := Q

1

x

1

; Q

2

x

2

; : : : ; Q

n

x

n

, wobei Q

i

2 f8;9g und x

i

2 X sind.

F�ur eine Identit�atende�nierte positive Formel (Q;M), mit Q := Q

1

x

1

; Q

2

x

2

; : : : ; Q

n

x

n

,

schreiben wir : Q

1

x

1

Q

2

x

2

: : : Q

n

x

n

M .

Jede Identit�at kann als identit�atende�nierte positive Formel angesehen werden, die genau

aus dieser Identit�at und einer 8{quanti�zierung der Variablen dieser Identit�at besteht.

Analog kann jede Gleichung s

:

= t als identit�atende�nierte positive Formel angesehen

werden, die genau aus der Identit�at s = t und eine 9{quanti�zierung der Variablen dieser

Identit�at besteht.

Die G�ultigkeit von Identit�aten in einer Algebra wird auf die G�ultigkeit von identit�aten-

de�nierten positiven Formeln wie �ublich �ubertragen.

Im Folgendenwerden werden positive Formeln abk�urzend f�ur identitentende�nierte positive

Formeln verwendet.

II.7 Algebraische Interpretation der E{Uni�kation

Jedem elementaren Uni�kationsproblem

� := f s

1

:

= t

1

; s

2

:

= t

2

; : : : ; s

n

:

= t

n

g

kann man die 9{quanti�zierte positive �{Formel

F := 9x

1

9x

2

: : : 9x

n

n

^

i=1

(s

i

= t

i

)

zuordnen, bei der x

1

, x

2

, : : :, x

n

(in beliebiger Reihenfolge) f�ur die Variablen von � stehen.

Umgekehrt kann jede 9{quanti�zierte �{Formel F der obigen Form in das elementare

Uni�kationsproblem � transformiert werden.

F ist o�ensichtlich genau dann g�ultig in T (�;X)

=

=

E

, wenn � mindestens einen E{Uni-

�aktor hat.

Die elementare E{Uni�aktion ist somit genau dann entscheidbar, wenn die G�ultigkeit von

9{quanti�zierten Formeln in der E{freien Quotiententermalgebra T (�;X)

=

=

E

�uber einer

abz�ahlbar unendlichen Menge X entscheidbar ist.
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Die allgemeine E{Uni�kation ist genau dann entscheidbar, wenn die G�ultigkeit von Iden-

tit�atende�nierte positive Formeln in der E{freien Quotiententermalgebra T (�;X)

=

=

E

�uber

einer abz�ahlbar unendlichen Menge X entscheidbar ist [BS93].

Bemerkung 1.48

Wenn die G�ultigkeit von positiven Formeln in einer Algebra A entscheidbar ist, sagen wir,

da� die positive Theorie von A entscheidbar ist.

II.8 Motivation f�ur das Kombinationsproblem

Die elementare E{Uni�kation, E{Uni�kation mit Konstanten und allgemeine E{Uni�-

kation sind im allgemeinen nicht �aquivalent bez�uglich der Entscheidbarkeit [B�uckert, 1986]

und dem Typ der Uni�kation [Baader, 1989].

Zudem kann die Erweiterung von Uni�kationsalgorithmen und Entscheidungsverfahren

von der elementaren E{Uni�aktion auf die allgemeine E{Uni�kation kompliziert werden

(erster Uni�kationsalgorithmus f�ur die elementareAC{Uni�kation [Siekmann, 1977], erster

Algorithmus f�ur die allgemeine AC{Uni�kation [Fages, 1984])

Man ist daher an allgemeinen Verfahren interessiert, mit denen man von der elementaren

E{Uni�kation auf die allgemeine E{Uni�kation schlie�en kann. Dies ist besonders dann

n�utzlich, wenn f�ur die elementare E{Uni�aktion bereits Entscheidungsverfahren und/oder

Uni�kationsalgorithmen vorhanden sind.

Eine Erweiterung dieses Problems besteht darin, in den allgemeinen Uni�kationsproble-

men nicht nur freie, dh uninterpretierte, sondern auch interpretierte Funktionssymbole

zuzulassen. Dies f�uhrt zu dem allgemeinen Kombinationsproblem der Uni�kationstheorie.

Bei dem allgemeinen Kombinationsproblem handelt es sich um folgende Fragestellung :

Wie kann man das L�osen von Uni�kationsproblemen modulo der Gleichungstheorie E :=

E

1

[ E

2

[ : : : [ E

n

auf das L�osen von Uni�kationsproblemen modulo der einzelnen Glei-

chungstheorien (�uber disjunkten Signaturen) E

1

, E

2

, : : :, E

n

zur�uckf�uhren.

Die L�osung des Kombinationsproblems wie in [BS 92] bildet das Thema des n�achsten

Kapitels.
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Kapitel 2

Die L�osung des Kombinationsproblems

1. De�nition des Kombinationsproblems

De�nition 2.1 (kombinierte Gleichungstheorie)

Seien E

1

, E

2

, : : :, E

n

Mengen von Identit�aten �uber disjunkten Signaturen.

Die kombinierte Gleichungstheorie von E

1

, E

2

, : : :, E

n

ist die durch der Menge E :=

E

1

[E

2

[ : : : E

n

induzierte Gleichungstheorie.

Bei dem Kombinationsproblem (siehe Motivation am Ende des ersten Kapitels) handelt es

sich im allgemeinen um folgendes Problem :

Wie kann man das L�osen von Uni�kationsproblemen in der kombinierten Gleichungs-

theorie auf das L�osen von Uni�kationsproblemen in den einzelnen Gleichungstheorien

zur�uckf�uhren ?

Diese Frage ist besonders dann interessant, wenn die Uni�kation in den einzelnen Glei-

chungstheorien entscheidbar (bzw. �nit�ar) ist, dh. wenn es in den einzelnen Gleichungs-

theorien Entscheidungsverfahren (bzw. Uni�kationsalgorithmen) f�ur die entsprechende

E

i

{Uni�kation gibt.

F�ur solche Gleichungstheorien stellt sich dann die Frage, wie man diese einzelnen Uni�ka-

tionsalgorithmen (Entscheidungsverfahren) kombinieren kann, um einen Uni�kationsalgo-

rithmus (ein Entscheidungsverfahren) f�ur die Uni�kation in der kombinierten Gleichungs-

theorie zu gewinnen.

De�nition 2.2 (Kombinationsproblem)

Gegeben : Uni�kationsalgorithmen (bzw. Entscheidungsverfahren) f�ur die Uni�kation

modulo der GleichungstheorienE

1

, E

2

, : : :, E

n

�uber den disjunkten Signaturen

�

1

, �

2

, : : :, �

n

.

Gesucht : ein Uni�kationsalgorithmus (bzw. Entscheidungsverfahren) f�ur die Uni�kation

modulo der kombinierten Gleichungstheorie E := E

1

[ E

2

[ : : :[ E

n

�uber der

Signatur � := �

1

[ �

2

[ : : : �

n

.
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Bemerkung 2.3

Die Voraussetzung, da� die Signaturen der einzelnen Mengen von Identit�aten disjunkt sind,

ist wesentlich, um allgemeine Kombinationsverfahren zu erm�oglichen.

Die L�osung des Kombinationsproblems wie in [BS92] basiert auf einem Dekompositions-

algorithmus, der ein beliebiges Uni�kationsproblem �uber der gemischten Signatur � in

endlich viele Uni�kationsprobleme �uber den einzelnen Signaturen so transformiert, da�

die L�osbarkeit (L�osungen) des urspr�unglichen Uni�kationsproblems auf die L�osbarkeit

(L�osungen) der generierten Uni�kationsprobleme zur�uckgef�uhrt werden kann.

2. Die L�osung des Kombinationsproblems f�ur zwei Gleichungstheorien

Die L�osung des Kombinationsproblems wird, wie in [BS92], zun�achst f�ur zwei beliebige

Gleichungstheorien �uber disjunkten Signaturen diskutiert und dann auf beliebig endlich

viele Gleichungstheorien (�uber disjunkten Signaturen) erweitert.

Bevor wir aber die einzelnen Schritte des Kombinationsalgorithmus diskutieren, f�uhren wir

zun�achst folgende Begri�e ein.

De�nition 2.6 (i{Symbol, i{Term, i{reiner Term, Fremdterm)

Seien �

1

, �

2

disjunkte Signaturen, � := �

1

[ �

2

und X eine beliebige Variablenmenge.

� Ein i{Symbol ist ein beliebiges Element aus �

i

, f�ur i = 1 und 2.

� Ein i{Term ist ein Term t aus T (�;X) mit t = f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

), f�ur ein i{Symbol f .

� Ein reiner i{Term ist ein Term t aus T (�

i

;X), der keine Variable ist.

� Eine reine i{Gleichung ist eine Gleichung s

:

= t, wobei s und t reine i{Terme oder

Variablen sind.

� Ein reines Uni�kationsproblem ist eine endliche Menge von reinen i{Gleichungen,

f�ur ein festgelegtes i 2 f 1; 2 g.

� Ein Unterterm s eines 1{Terms t ist ein Fremdterm von t, wenn s ein 2{Term

ist, dessen echten Oberterme in t alle 1{Terme sind. Entsprechend werden die

Fremdterme eines 2{Terms de�niert.

Die Menge aller Fremdterme von t wird mit FremdTerm(t) bezeichnet.

� Eine Fremdstelle in einem i{Term t ist eine Stelle w aus O(t) mit einem Fremdterm

von t an der Stelle w. Die Menge aller Fremdstellen von t wird mit FremdStellen(t)

bezeichnet.
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2.1 Die Grundidee des Kombinationsalgorithmus

Mit einem Dekompositionsalgorithmus wird ein E{Uni�kationsproblem �

0

in endlich viele

Paare (�

(1)

k

;�

(2)

k

) transformiert, wobei jede Komponente ein sogenanntes Uni�kations-

problem mit linearer Konstantenrestriktion in der entsprechenden Gleichungstheorie ist,

wobei die Gleichungstheorie E

i

dem Uni�kationsproblem �

i

k

entspricht.

De�nition 2.7 (Uni�kationsproblem mit linearer Konstantenrestriktion)

Sei E eine Menge von Identit�aten.

1) Ein Uni�kationsproblem mit linearer Konstantenrestriktion ist ein Paar (�; <) beste-

hend aus :

� einem Uni�kationsproblem mit Konstanten � und

� einer linearen Ordnung auf der Menge aller in � vorkommenden Variablen und

Konstanten.

2) Eine L�osung von (�; <) modulo E ist ein E{Uni�kator � f�ur �, der zus�atzlich die

Bedingung

x < c =) c kommt in �(x) nicht vor

erf�ullt.

Die L�osbarkeit von elementaren E{Uni�kationsproblemen wird dann auf die L�osbarkeit

von Uni�kationsproblemen mit linearer Konstantenrestriktion in den einzelnen Gleichungs-

theorien in dem Sinne zur�uckgef�uhrt, da� ein elementares E{Uni�kationsproblem �

0

genau

dann l�osbar ist, wenn es mindestens ein Ausgabepaar (�

(1)

k

;�

(2)

k

) des Dekompositionsal-

gorithmus gibt, dessen Komponenten (jeweils in der entsprechenden Gleichungstheorie)

l�osbar sind.

Das obige Resultat wird dann auf die allgemeine E{Uni�kation und die E{Uni�kation mit

linearer Konstantenrestriktion �ubertragen.

Die intendierte Semantik der Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion ist im Zusam-

menhang mit dem Dekompositionsalgorithmus zu verstehen.

2.2 Der Dekompositionsalgorithmus

Die Eingabe des Dekompositionsalgorithmus ist ein elementares E{Uni�kationsproblem

(�

0

).

Mit den ersten beiden Schritten des Dekompositionsagorithmus wird ein elementares E{

Uni�kationsproblem �

0

in ein �aquivalentes E{Uni�kationsproblem � tranformiert, das nur

aus reinen i{Gleichungen besteht, f�ur i 2 f 1; 2 g.
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Schritt 1 : Bereinigung von Termen (Termabstraktion)

Ist s

:

= t oder t

:

= s eine Gleichung aus �

0

und s

1

ein fremder Unterterm von s an einer

Stelle w 2 O(s), so wird s

:

= t aus �

0

entfernt und durch die Gleichungen x

:

= s

1

und

s

0

:

= t ersetzt. Dabei ist x stets eine neue Variable und s

0

der Term, der aus s entsteht, in

dem der fremde Unterterm von s an der Stelle w durch die Variable x abstrahiert (ersetzt)

wird, dh. s

0

:= s[w x].

Diese Vorgehensweise wird dann so oft iteriert, bis kein Term in �

0

mehr Fremdterme

enth�alt.

Das Ergebnis der Anwendung dieses Schrittes auf �

0

ist eine endliche Menge von Glei-

chungen s

:

= t, wobei s, t Variablen oder reine Terme sind.

Schritt 2 : Bereinigung von Gleichungen

Um reine i{Gleichungen zu erzeugen, wird dann jede Gleichung s

:

= t, bei der s ein reiner

i{Term und t ein reiner j{Term sind und i 6= j ist, durch die Gleichungen x

:

= s und x

:

= t

ersetzt, wobei x eine neue Variable ist.

Anschlie�end wird jede Gleichung x

:

= y zwischen zwei Variablen aus dem transformierten

Uni�kationsproblem entfernt und jedes Vorkommen einer der beiden Variablen in diesem

Uni�kationsproblem durch einen festgelegten Repr�asentanten, dh. x oder y, ersetzt.

Das Ergebnis der Anwendung dieses Schrittes ist eine endliche Menge � von Gleichungen,

wobei jede Gleichung entweder eine reine 1{Gleichung oder eine reine 2{Gleichung ist, dh.

keine Gleichung zwischen Variablen ist.

O�ensichtlich ist das urspr�ungliche Uni�kationsproblem �

0

genau dann L�osbar, wenn das

generierte Uni�kationsproblem � l�osbar ist.

Das generierte Uni�kationsproblem � kann dann eindeutig in zwei disjunkten Uni�kations-

problemen �

1

und �

2

zerlegt werden, wobei in �

1

genau die 1{Gleichungen und in �

2

genau

die 2{Gleichungen aus � vorkommen.

Jedes dieser Uni�kationsprbleme ist dann ein reines E

i

{Uni�kationsproblem oder genauer,

ein elementares E

i

{Uni�kationsproblem, f�ur ein i 2 f 1; 2 g.

Man kann dann versuchen, zun�achst die generierten reinen Uni�kationsprobleme in den

entsprechenden Theorien zu l�osen und dann die einzelnen L�osungen (gegebenfalls) zu einer

Gesamtl�osung des urspr�unglichen Uni�kationsproblems zu kombinieren.
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Beispiel 2.7

Betrachte folgende Mengen von Identit�aten

E

1

:= f f(x; f(y; z)) = f(f(x; y); z) g

E

2

:= f h(x; y) = g(x) g

und das elementare Uni�kationsproblem

�

0

:= f f(x; h(x; y))

:

= f(g(y); z)g

�uber der gemischten Signatur.

Die Bereinigung der Terme liefert die folgende Menge von Gleichungen :

�

0

0

:= f x

1

:

= h(x; y); f(x; x

1

)

:

= f(x

2

; z); x

2

:

= g(y) g

Da es in �

0

0

keine Gleichungen zwischen 1{Termen und 2{Termen vorkommen, ist �

0

bereits

in bereinigter Form und � = �

0

0

.

Das Uni�kationsproblem� kann dann in die folgenden reinen Uni�kationsproblemen zerlegt

werden :

�

1

:= f f(x; x

1

)

:

= f(x

2

; z) g

�

2

:= f x

1

:

= h(x; y); x

2

:

= g(y) g

O�ensichtlich sind die Substitutionen �

i

(f�ur i = 1; 2) de�niert durch

�

1

:= f x 7! x

2

; z 7! x

1

g

�

2

:= f x

1

7! h(x; y); x

2

7! g(y) g

L�osungen des entsprechenden reinen Uni�kationsproblems �

i

.

Die L�osungen �

1

und �

2

k�onnen dann zu der Substitution � := f x 7! g(y); z 7! h(x; y) g

kombiniert werden, die o�ensichtlich eine L�osung des urspr�unglichen Uni�kationsproblems

�

0

ist.

Frage : funktioniert die Vorgehensweise im Beispiel 2.7 allgemein f�ur alle elementaren

E{Uni�kationsprobleme ?

Im Folgenden werden (die) drei Probleme diskutiert, an denen die einfache Vorgehensweise

im Beispiel 2.7 scheitern kann.

De�nition 2.8 (i{Variablen, gemeinsame Variablen)

Es sei �

0

ein elementares E{Uni�kationsproblem und � das reine E{Uni�kationsproblem,

das nach der Anwendung der beiden ersten Schritte des Dekompositionsalgorithmus ent-

standen ist und bezeichne V ar(�) die Menge aller Variablen, die in � vorkommen.
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� Eine Variable x 2 V ar(�) hei�t i{Variable, wenn x nur in reinen i{Gleichungen aus �

vorkommt, f�ur ein i = 1 oder 2.

� Eine Variable y 2 V ar(�) hei�t gemeinsame Variable, wenn y mindestens in einer 1{

Gleichung und in einer 2{Gleichung aus � vorkommt.

Problem 1 : unvereinbare Zuweisungen

Das Problem der unvereinbaren Zuweisungen tritt auf, wenn die L�osungen der erzeugten

reinen Uni�kationsprobleme der gleichen Variablen verschiedene Terme zuweisen. Solche

L�osungen m�ussen keine L�osung des urspr�unglichen Uni�kationsproblems liefern.

O�ensichtlich kann dieses Problem nur f�ur die gemeinsamen Variablen auftreten. Um das

Problem zu vermeiden, gen�ugt es daher zu verhindern, da� die gemeinsamen Variablen in

beiden Theorien Termen zugewiesen werden k�onnen.

Ma�nahme 1 : Einf�uhrung von Indices f�ur die gemeinsamen Variablen

Durch die De�nition einer Indexfunktion Ind von der Menge aller im transformierten

Uni�kationsproblem vorkommenden Variablen in die Menge der Theorienindices f 1; 2 g

wird, wie in [BS 92], jeder Variablen ein sogenannter Theorieindex zugewiesen.

Variable mit dem Theorieindex 1 werden dann in �

1

weiterhin als Variablen, aber in �

2

als Konstanten behandelt. Entsprechend werden die gemeinsamen Variablen mit dem

Theorieindex 2 als Variablen in �

2

, aber als Konstanten in �

1

behandelt.

Die m�ogliche Einschr�ankung der Indexfunktion auf die gemeinsamen Variablen kann als

Optimierung des Dekompositionsalgorithmus angesehen werden und wird wie in [BS 92]

nicht weiter betrachtet, da man sich zun�achst einfach f�ur eine korrekte L�osung des Dekom-

positionsalgorithmus interessiert.

F�ur einen Kombinationsalgorithmus brauchen wir daher in den einzelnen Gleichungs-

theorien Uni�kationsalgorithmen, die (mindesten) Uni�kationsprobleme mit Konstanten

behandeln k�onnen.

Bemerkung 2.9

Da die richtige Indexfunktion f�ur die Variablen eines transformierten E{Uni�kations-

problems � durch die L�osung der reinen Uni�kationsprobleme �

1

und �

2

bestimmt ist,

kann sie im allgemeinen nicht im voraus bestimmt werden.

Man mu� daher im allgemeinen alle m�oglichen Zuordnungen der Theorienindices 1 und 2

zu den gemeinsamen Variablen untersuchen.
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Problem 2 : Unvollst�andigkeit der Zuordnung von Indices

Die Zuordnung von Indices zu den Variablen des transformierten Uni�kationsproblems

kann dazu f�uhren, da� m�ogliche L�osungen des urspr�unglichen Uni�kationsproblems nicht

mehr gefunden werden k�onnen.

Beispiel 2.10

Seien E

1

und E

2

die Mengen von Identit�aten aus Beispiel 2.7 und s

1

, s

2

Terme �uber der

Signatur von E

1

, die gleich modulo E

1

sind. Betrachte das Uni�kationsproblem :

�

0

:= f h(x; s

1

)

:

= h(x; s

2

) g

�uber der gemischten Signatur. Dann ist �

0

o�ensichtlich l�osbar.

Im ersten Schritt f�uhrt der Dekompositionsalgorithmus verschiedene Variablen x

1

und x

2

f�ur die Terme s

1

und s

2

ein. Es entstehen somit die reinen Uni�kationsprobleme :

�

1

= f x

1

:

= s

1

; x

2

:

= s

2

g und �

2

= f h(x; x

1

)

:

= h(x; x

2

) g

Damit eine L�osung f�ur �

1

gefunden werden kann, m�ussen x

1

und x

2

als Variablen in �

1

interpretiert werden, dh. es mu� f�ur die Indexzuordnung Ind(x

1

) = Ind(x

2

) = 1 gelten.

Mit Ind(x

1

) = Ind(x

2

) = 1 werden aber x

1

und x

2

in �

2

als Konstanten behandelt und

�

2

hat somit keine L�osung.

Ma�nahme 2 : Variablenidenti�kation

Das Problem aus Beispiel 2.10 kann gel�ost werden, in dem man vor der Zuordnung von

Indices die Variablen x

1

und x

2

identi�ziert.

Bemerkung 2.11

Beschr�ankt man sich bei der Einf�uhrung von Indices auf die gemeinsamen Variablen, so

kann das Problem aus Beispiel 2.10 f�ur die nicht{gemeinsamen Variablen o�ensichtlich

nicht auftreten. Man kann sich daher auch bei der Variablenidenti�kation auf die gemein-

samen Variablen beschr�anken.

Problem 3 : Das Problem der zyklischen Zuweisungen

Das Problem der zyklischen Zuweisungen tritt auf, wenn die reinen Uni�kationsprobleme

�

1

und �

2

, die durch Aufspalten des transformierten Uni�kationsproblems � entstehen,

l�osbar sind und die Kombination dieser L�osungen zu einer zyklischen Abh�angigkeit zwis-

chen den Variablen f�uhrt.
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Ma�nahme 3 : Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion

Um die zyklischen Zuweisungen zu verhindern, wird jeder Variablen y die Menge V

y

der

Variablen zugeordnet, in deren Substitutionsteil y nicht vorkommen darf , dh. mit y 62

V ar(�(x)) f�ur alle x 2 V

y

und alle L�osungen � des reinen Uni�kationsproblems in dem x

als Variable vorkommt.

Dazu wird wie in [BS92] f�ur jedes transformierte Uni�kationsproblem, das nach der Vari-

ablenidenti�aktion aus � entstanden ist, eine lineare Ordnung < auf der Menge aller in

ihm vorkommenden Variablen de�niert, mit der intendierten Semantik :

x < y und � ist eine L�osung f�ur � =) y kommt in �(x) nicht vor

Diese lineare Ordnung ordnet implizit jeder Variablen y die Variablenmenge V

y

zu, mit

V

y

= f x : x < y g.

Bemerkung 2.12

�

Ahnlich wie bei der Variablenidenti�kation kann man sich hier auf die gemeinsamen Vari-

ablen beschr�anken.

Der Dekompositionsalgorithmus wird daher, wie in [BS 92], insgesamt um die folgenden

nicht{deterministischen Schritte erweitert.

Schritt 3 (Variablenidenti�kation)

Betrachte jede m�ogliche Partition auf der Menge aller Variablen in � und erzeuge jeweils

ein Uni�kationsproblem �

3;k

. Dabei entsteht �

3;k

aus dem Uni�kationsproblem �, das

nach der Anwendung des zweiten Schrittes des Dekompositionsverfahren entstanden ist,

in dem man jede gemeinsame Variable durch einen festgelegten Repr�asentanten f�ur ihre

�

Aquivalenzklasse in der betrachteten Partition ersetzt.

Schritt 4 : (Indexfunktion)

Erzeuge zu jedem durch Variablenidenti�kation aus � entstandene Uni�kationsproblem

�

3;k

und jeder Abbildung Ind von der Menge aller Variablen aus �

3;k

in die Menge der

Theorienindices ein Paar (�

3;k

; Ind).

Schritt 5 : (lineare Ordnung)

Erzeuge f�ur jedes Paar (�

3;k

; Ind), das nach dem vierten Schritt des Dekompositionsalgo-

rithmus entstanden ist und jede lineare Ordnung < auf der Menge aller Variablen aus �

3;k

ein Tupel (�

3;k

; Ind;<).
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Schritt 6 : (Aufspalten der erzeugten Tupeln)

Spalte jedes nach dem f�unften Schritt erzeugte Tupel (�

3;k

; Ind;<) in zwei Tupeln

(�

(1)

3;k

; Ind;<) ; (�

(2)

3;k

; Ind;<)

auf, so da� �

(1)

3;k

genau die 1{Gleichungen und �

(2)

3;k

genau die 2{Gleichungen aus �

3;k

enth�alt.

Das Ergebnis der Anwendung des Dekompositionsalgorithmus auf ein E{Uni�kations-

problem ist somit eine endliche Menge von Paaren, deren Komponenten jeweils ein Uni�ka-

tionsproblem mit linearer Konstantenrestriktion in der entsprechenden Gleichungstheorie

ist, wobei die Komponente i eines Paares der Gleichungstheorie E

i

entspricht.

Die Korrektheit und Vollst�andigkeit des Dekompositionsalgorithmus f�ur die Kombina-

tion von Entscheidungsverfahren bedeutet, da� ein elementares E{Uni�kationsproblem

genau dann l�osbar ist, wenn das Dekompositionsalgorithmus mindestens ein Ausgabepaar

erzeugt, dessen Komponenten jeweils in der entsprechenden Gleichungstheorie l�osbar sind.

F�ur die Kombination von Uni�kationsalgorithmen, die in den einzelnen Gleichungstheorien

eine vollst�andige Menge von Uni�katoren berechnen k�onnen, bedeutet die Korrektheit des

Dekompositionsalgorithmus, da� man eine Vollst�andige Menge von Uni�katoren f�ur das

urpr�ungliche Uni�kationsproblem berechnen kann, wenn man vollst�andige Mengen von

Uni�katoren f�ur die generierten reinen Uni�kationsprobleme berechnen kann.

Der Nachweis der Korrektheit und Vollst�andigkeit des Dekompositionsalgorithmus garan-

tiert, da� das Dekompositionsalgorithmus eine L�osung des Kombinationsproblems f�ur zwei

beliebige Gleichungstheorien �uber disjunkten Signaturen ist.

Im Folgenden werden wir uns auf die Korrektheit des Dekompositionsalgoriothmus f�ur die

Kombination von Entscheidungsverfahren beschr�anken. Der Dekompositionsalgorithmus

kann aber auch verwendet werden, um Uni�kationsalgorithmen zu kombinieren, die eine

vollst�andige Menge von Uni�katoren berechnen (siehe [BS 92]).

Setzt man die Korrektheit des Dekompositionsalgorithmus voraus, so ergeben sich daraus

eine Reihe wichtiger Folgerungen.

Aussage 1

Die allgemeine E{Uni�kation in einer Gleichungstheorie E ist entscheidbar, wenn die

Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion in E entscheidbar ist.
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Begr�undung

Zu jedem allgemeinen E{Uni�kationsproblem � kann man die freie Theorie bilden.

De�nition (freie Theorie)

Es sei E eine Menge von Identit�aten und � ein allgemeines E{Uni�kationsproblem.

� Ein freies Symbol aus � ist ein Funktionssymbol, das in �, aber nicht in der Signatur

von E vorkommt. Die Menge aller freien Symbole aus � wird mit �

�

bezeichnet.

� Die freie Theorie f�ur � ist die Gleichungstheorie, die durch die Menge

f f(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = f(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) : f 2 �

�

g

induzierte wird, wobei x

1

, x

2

, : : :, x

n

Variablen sind.

Die freie Theorie von � wird mit F

�

bezeichnet.

Jedes allgemeine E{Uni�kationsproblem � ist somit stets ein elementares (E [ F

�

){

Uni�kationsproblem, dessen L�osbarkeit mit dem Dekompositionsalgorithmus auf die L�os-

barkeit von endlich vielen Uni�kationsproblemen mit linearer Konstantenrestriktion in den

Gleichungstheorien E und F

�

zur�uckgef�uhrt werden kann.

Die Uni�kation modulo einer freien Theorie stimmt o�ensichtlich mit der syntaktischen

Uni�kation �uberein. Zudem kann man leicht zeigen, da� die syntaktische Uni�kation mit

linearer Konstantenrestriktion entscheidbar ist.

Damit ist die L�osbarkeit von allgemeinen E{Uni�kationsproblemen entscheidbar, wenn die

E{Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion entscheidbar ist.

Aussage 2

Die Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion in der kombinierten Gleichungstheorie

ist entscheidbar, wenn die Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion in den einzelnen

Gleichungstheorien E

1

und E

2

entscheidbar ist.

Begr�undung

1. Nach [BS 93] ist die allgemeine E{Uni�kation genau dann entscheidbar, wenn die E{

Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion entscheidbar ist.

2. Nach [Sc 89] ist die allgemeine E{Uni�kation in der kombinierten Gleichungstheo-

rie entscheidbar, wenn die allgemeine Uni�kation in den einzelnen Gleichungstheorien

entscheidbar ist.
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Aussage 3

Die allgemeine E{Uni�kation in der kombinierten Gleichungstheorie von E

1

, E

2

, : : :, E

n

ist entscheidbar, wenn die Uni�kation mit Konstanterrestriktion in E

1

, E

2

, : : :, E

n

ent-

scheidbar ist.

Nach der Aussage 2 ist die Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion in der kom-

binierten Gleichungstheorie entscheidbar. Damit kann das Hauptergebnis, n�ammlich, da�

die elementare Uni�kation in der kombinierten Gleichungstheorie entscheidbar ist, wenn die

Uni�kation mit linearer Konstantrestriktion in den einzelnen Gleichungstheorien entschei-

dbar sind, iterativ mit Hilfe der Aussage 2 von n = 2 auf beliebiges n > 2 �ubertragen

werden.

Damit ist nach der Aussage 2 auch die E{Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion

entscheidbar. Nach der Begr�undung 1. zur zweiten Aussage ist somit auch die allgemeine

E{Uni�kation entscheidbar.

Da die allgemeineE{Uni�kation genau dann entscheidbar ist, wenn die G�ultigkeit von posi-

tiven Formeln in einerE{freien Algebra �uber einer abz�ahlbar unendlichenMenge entscheid-

bar ist (siehe Kapitel 1), gilt nach den obigen Aussagen :

Aussage 4

Die positive Theorie einer E{freien Algebra �uber einer abz�ahlbar unendlichen Menge X

ist genau dann entscheidbar, wenn die positiven Theorien der E

i

{freien Algebren �uber der

Menge X entscheidbar sind.

Die letzte Aussage kann wie folgt in Zusammenhang mit dem Dekompositionsalgorithmus

gebracht werden :

Um die Korrektheit des Dekompositionsalgorithmus f�ur die Kombination von Entschei-

dungsverfahren f�ur Uni�kationsprobleme mit linearer Konstantenrestriktion in den einzel-

nen Gleichungstheorien E

1

und E

2

zu einem Entscheidungsverfahren f�ur die elementare

Uni�kation in der kombinierten GleichungstheorieE zu zeigen, gen�ugt es beliebige E

i

{freie

Algebren A

i

, f�ur i = 1, 2, �uber einer abz�ahlbar unendlichen Menge X zu einer (E

1

[E

2

){

freien AlgebraA

1

�A

2

so zu kombinieren, da� die G�ultigkeit von 9{quanti�zierten positiven

Formeln in der kombinierten Algebra A

1

� A

2

auf die G�ultigkeit von positiven Formeln

in den Algebren A

1

und A

2

mit dem Dekompositionsalgorithmus zur�uckgef�uhrt werden

kann.

Man beachte dabei, da� die elementare E{Uni�kation genau dann entscheidbar ist, wenn

die G�ultigkeit von 9{quanti�zierten Formeln entscheidbar ist (siehe Kapitel 1) und, da�

man den Dekompositionsalgorithmus nur leicht zu modi�zieren braucht, um eine beliebige

9{quanti�zierte positive Formel �uber der gemischten Signatur in eine endliche Menge von

Paaren zu transformieren, deren Komponenten positive Formeln �uber den einzelnen Sig-

naturen sind (siehe [BS 94]).

37



DIE L

�

OSUNG DES KOMBINATIONSPROBLEMS

Es bestehen somit zwei M�oglichkeit, die Korrektheit des Dekompositionsalgorithmus zu

zeigen :

1. man zeigt, da� der Dekompositionsalgorithmus genau dann ein l�osbares Paar von Uni�-

kationsproblemenmit Konstantenrestriktion f�ur ein elementaresE{Uni�kationsproblem

� erzeugt, wenn � l�osbar ist.

Dieser Ansatz wird in dem n�achsten Kapitel beschrieben. Er verwendet Verfahren

aus der Termersetzung und wird daher im Folgenden mit dem syntaktischen Ansatz

bezeichnet.

2. Man kombiniert beliebige freie Algebren A

1

undA

2

f�ur die Variet�aten V(E

1

) und V(E

2

)

�uber einer abz�ahlbar unendlichen Menge X zu einer freien Algebra A

1

�A

2

f�ur die Va-

riet�at V(E

1

[ E

2

) �uber X und zeigt dann, da� der angepa�te Dekompositionsalgorith-

mus f�ur eine beliebige 9{quanti�zierte positive Formel F genau dann ein Ausgabepaar

(F

1

; F

2

) generiert, dessen Komponenten F

i

g�ultige positive Formeln in A

i

sind, wenn

die Formel F in A

1

�A

2

g�ultig ist.

Dieser Ansatz wird mit dem algebraischen Ansatz bezeichnet und im vierten Kapitel

beschrieben.
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Kapitel 3

Der Syntaktische Ansatz

In diesem Kapitel wird der Korrektheitsbeweis zu dem Dekompositionsalgorithmus vor-

gestellt, der einen syntaktischen Ansatz verwendet.

Lemma 3.1

Ein elementares E{Uni�kationsproblem �

0

ist genau dann l�osbar, wenn der Dekomposi-

tionsalgorithmusmindestens ein Ausgabepaar (�

1

;�

2

) f�ur �

0

erzeugt, dessen Komponenten

�

i

jeweils in in der entsprechenden Gleichungstheorie E

i

l�osbar sind.

Folgerung 3.2

Die elementare Uni�kation in der kombinierten Gleichungstheorie E := E

1

[E

2

ist genau

dann entscheidbar, wenn die Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion in den einzel-

nen Gleichungstheorien E

1

und E

2

entscheidbar sind.

Zuerst wird wie in [BS 92] die kombinierte L�osung f�ur ein l�osbares Ausgabepaar des Dekom-

positionsalgorithmus de�niert.

De�nition 3.3 (die kombinierte L�osung)

Es seien E

1

und E

2

Mengen von Identit�aten �uber disjunkten Signaturen, E := E

1

[E

2

, �

ein elementaresE{Uni�kationsproblem und (�

1

;�

2

) ein Ausgabepaar des Dekompositions-

algorithmus f�ur �, dessen Komponenten l�osbar sind.

Ferner bezeichne �

1

einen E

1

{Uni�kator f�ur �

1

und �

2

einen E

2

{Uni�kator f�ur �

2

.

Wir nehmen f�ur die Uni�katoren �

1

und �

2

o.E. an, da� der Uni�kator �

i

, f�ur i = 1 und 2,

den i{Variablen Terme zuweist, die entweder gemeinsame Variablen mit einem Index j 6= i

oder neue Variablen sind, die in keinem der Uni�kationsprobleme �

1

oder �

2

vorkommen.

Diese Voraussetzung kann stets durch Umbenennung der Variablen in �

1

und �

2

erf�ullt

werden.

Die kombinierte L�osung von �

1

und �

2

ist eine Substitution �, die induktiv �uber der

linearen Ordnung des Tupels (�

1

;�

2

) wie folgt de�niert ist :
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Sei V die Menge aller Variablen, die nach dem Variablenidenti�kationsschritt des Dekom-

positionsalgorithmus bei Eingabe von � entstanden sind und sei < die lineare Ordnung

des Tupels (�

1

;�

2

). Dann ist < eine lineare, dh. totale, Ordnung auf V .

� Sei x die kleinste Variable aus V bez�uglich der linearen Ordnung <, dh. mit x < y f�ur

alle y 2 V und sei Ind(x) = i, wobei i 2 f 1; 2g und Ind die Indexfunktion des Tupels

(Ausgabepaar) (�

1

;�

2

) ist.

Da x kleiner als alle Variablen und Konstanten ist und �

i

die durch der linearen Ordnung

< induzierten Restriktionen erf�ullt, kommt in �

i

(x) keine Variable mit einem Index j 6= i

vor.

Die kombinierte L�osung wird dann f�ur x durch : �(x) := �

i

(x) de�niert.

� Sei nun x eine beliebige Variable aus V und sei i := Ind(x).

Da �

i

die lineare Konstantenrestriktion erf�ullt, k�onnen in �

i

(x) nur Elemente y aus

V mit y < x vorkommen. Nach Konstruktion von � (Induktion entlang der linearen

Ordnung) ist � f�ur alle diese Variablen bereits de�niert.

Da nach Voraussetzung alle Variablen, die in �

i

(x) vorkommen, einen Index j 6= i oder

neue Variablen sind, kann die kombinierte L�osung f�ur x durch : �(x) := �(�

i

(x)) sinnvoll

de�niert werden, dh. �(x) entsteht aus �

i

(x), indem man in �

i

(x) jede Variable y durch

�(y) ersetzt.

� F�ur jede Variable x aus dem urspr�unglichen Uni�kationsproblem �, die im Variablen-

identi�kationsschritt durch eine Variable y ersetzt wurde, wird � durch : �(x) := �(y)

de�niert (man beachte, da� V nach De�nition alle Variablen enth�alt, die nach dem

Variablenidenti�kationsschritt noch vorhanden sind).

� F�ur die neuen Variablen z, die weder in � noch in demAusgabepaar (�

1

;�

2

) vorkommen,

wird � durch �(z) := z de�niert.

3.1 Korrektheit des Dekompositionsalgorithmus

Die Korrektheit des Dekompositionsalgorithmus bedeutet, da� das urspr�ungliche Uni�ka-

tionsproblem � tats�achlich l�osbar ist, wenn der Dekompositionsalgorithmus ein Ausgabe-

paar (�

1

;�

2

) erzeugt, dessen Komponenten l�osbar sind.

Die Behauptung wie in [BS 92] ist es, da� die kombinerte L�osung zu jedem Paar (�

1

; �

2

)

von L�osungen eines Ausgabepaares (�

1

;�

2

) eine L�osung f�ur � ist.

Der Beweis dieser Aussage (siehe [BS 92]) folgt aus der De�nition der kombinierten L�osung

und daraus, da� ein E

i

{Uni�kator f�ur eine Termgleichung s

:

= t auch ein E{Uni�kator f�ur

s

:

= t ist (E

i

� E).
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3.2 Vollst�andigkeit des Dekompositionsalgorithmus

Der Beweis der Vollst�andigkeit des Dekompositionsalgorithmus verwendet, wie in [BS 92],

das Reduktionssystem R, das durch die Anwendung der Vervollst�andigung ohne Abbruch

(unfaling completion) auf E = E

1

[ E

2

entsteht (siehe Kapitel 1) sowie Termfunktionen,

die auf den (gemischten) �{Termen operieren.

Die Anwendung der Vervollst�andigung ohne Abbruch auf E mit einer totalen Reduktion-

sordnung > auf Grundtermen liefert ein (eventuell unendliches) Reduktionssystem R, das

�aquivalent zu E und konvergent, dh. terminierend und kon
uent, auf Grundtermen ist.

Mit der totalen Reduktionsordnung > kann dann jede Grundinstanz einer Identit�at aus R

orientiert werden. Damit ist das durch E und > induzierte Reduktionssystem

R

>

:= f �(g) ! �(d) : g = d aus R; � eine Grundsubstitution und �(g) > �(d) g

stets kon
uent und terminierend.

Insbesondere ist R auf T (�;X) kon
uent und terminierend, wenn man die Variablen aus

X als Konstanten betrachtet und die totale Ordnung> auf den Grundtermen aus T (�;X)

zu einer totalen Ordnung auf T (�[X; ;) erweitert, dh. auf alle Terme aus T (�;X), wobei

die Variablen als Konstanten behandelt werden.

Dazu werden die Variablen aus der festgelegten abz�ahlbaren Grundvariablenmenge X

als Konstanten behandelt, wenn das Reduktionssystem R auf den gemischten Termen

angewendet wird.

Da das Reduktionssystem R somit auf T (�[X; ;) kon
uent und terminierend ist, hat jede

Grundterm t, dh. in diesem Fall jedes Element t aus T (�[X; ;) genau eine E{�aquivalente

und R{irreduzible Form t#

R

. Die Menge aller R{irreduziblen Terme aus T (� [X; ;) wird

mit T#

R

bezeichnet.

Ist Y eine Variablenmenge geeigneter Kardinalit�at und � : T#

R

! Y eine beliebige Bijek-

tion, so induziert � f�ur jede der einzelnen Gleichungstheorien E

i

eine Funktion �

i

, die f�ur

alle Terme f 2 T (� [Delta;X) durch :

�

i

(t) =

8

<

:

�(t) falls t = x 2 X

�(t#

R

) falls t ein j{Term mit j 6= i

f(�

i

(t

1

); �

i

(t

2

); : : : ; �

i

(t

n

)) falls t = f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) und f ein i{Symbol

de�niert ist.
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Um die Funktionen �

i

von den Substitutionen zu unterscheiden, schreibt man oft t

�

i

statt

�

i

(t).

Die Vollst�andigkeit f�ur den Dekompositionsalgorithmus bedeutet, da� der Dekompositions-

algorithmus immer dann ein Ausgabepaar (�

1

;�

2

) mit l�osbaren Komponenten �

1

und �

2

erzeugt, wenn das urspr�ungliche Uni�kationsproblem � l�osbar ist.

Die Beweisidee, wie in [BS 92], besteht darin, bei Vorgabe einer L�osung, dh. eines E{

Uni�kators f�ur das urspr�ungliche Uni�kationsproblem �, diese L�osung zu verwenden, um

eine Variablenidenti�kation, eine Indexfunktion und eine linearen Ordnung auf den Vari-

ablen des reinen Uni�kationsproblems zu bestimmen, das nach dem zweiten Schritt des

Dekompositionsalgorithmus entstanden ist, so da� das entsprechende Ausgabepaar des

Dekompositionsalgorithmus l�osbar ist, dh. man verwendet diese L�osung um die nicht{

deterministischen Schritte des Dekompositionsalgorithmus deterministisch zu machen.

Eine L�osung � des urspr�unglichen E{Uni�kationsproblems wird, wie in [BS 92] wie folgt,

verwendet, um die nicht deterministischen Schritte des Dekompositionsalgorithmus zu

steuern.

1. Variablenidenti�kationsschritt

De�niere eine Partition auf den Variablen des Uni�kationsproblems �, das nach dem

zweiten Schritt des Dekompositionsalgorithmus entstanden ist, durch :

Zwei Variablen x und y sind in der selben Klasse g.d.w �(x) = �(y) gilt.

W�ahle dann eine beliebige Variablenidenti�kation, die durch diese Partition auf den

Variablen induziert wird und wende sie auf � an.

2. Zuordnung von Indices (Theorien) zu Variablen

Ordne jeder Variablen x den Index i zu, falls �(x) ein i{Term ist, f�ur i = 1 oder 2, und

beliebig den Index 1 oder 2, falls �(x) selbst eine Variable ist.

3. Wahl einer linearen Ordnung auf den Variablen

De�niere eine partielle Ordnung< auf der Menge aller Variablen eines Uni�kationsprob-

lems, das nach dem Variablenidenti�kation entstanden ist, durch :

x < y g.d.w �(x) ein echter Unterterm von �(y) ist

und erweitere dann diese partielle Ordnung beliebig zu einer totalen Ordnung auf der

Menge dieser Variablen.
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Diese Festlegung der nicht{deterministischen Schritte de�niert dann genau ein Ausgabe-

paar (�

1

;�

2

) des Dekompositionsalgorithmus .

De�nition 3.4 (R{normierte Substitution)

Sei X die Grundvariablenmenge und Y eine beliebige Teilmenge von X.

Eine Substitution � hei�t R{normiert auf Y , wenn �(y) 2 T#

R

ist, f�ur alle y 2 Y .

Da das Reduktionssystem auf T (�[X; ;) konvergent ist, hat jeder Term aus T (�;X) genau

eine R{Normalform t#

R

. Damit gibt es zu jeder Substitution � genau eine R{normierte

Substitution �

#

R

auf X. Man kann sich daher ohne Einschr�ankung auf R{normierte E{

Uni�katoren beschr�anken.

Die Behauptung ist, da� f�ur jeden R{normierten E{Uni�kator f�ur � und jeweils eine

geeignete Termabstraktion � : T#

R

! Y , die Substitutionen �

�

i

de�niert, f�ur i = 1 und 2,

durch :

�

�

i

(x) := (�(x))

�

i

L�osungen der entsprechenden Komponenten im Ausgabepaar (�

1

;�

2

) des Dekomposition-

salgorithmus sind, dh. �

1

ist eine L�osung f�ur �

1

und �

2

ist eine L�osung f�ur �

2

.

De�nition 3.5 (geeignete Bijektion)

Es sei � ein E{Uni�kationsproblem, � ein R{normierte E{Uni�aktor f�ur � und bezeichne

�

3

, die transformierte Form von �, die nach der Variablenidenti�kation entstanden ist, die

durch � de�niert wird.

Eine Bijektion � : T#

R

! Y hei�t geeignet f�ur � und �, wenn sie folgende Bedingungen

erf�ullt :

1) � ist auf alle Variablen de�niert, die in �

3

vorkommen, dh. V ar(�

3

) � Y und

2) 8 y 2 V ar(�

3

) : �(t#

R

) = y () �(y) = t#

R

Damit bildet eine Bijektion �, die zu einem R{normierten E{Uni�kator � f�ur � geeignet

ist, einen R{irreduziblen Term t#

R

2 T#

R

auf einer Variable y 2 V ar(�

3

) genau dann,

wenn � der Variablen y den Term t#

R

zuweist.

Eine Einfache Folgerung aus der zweiten Eigenschaft einer geeigneten Bijektion � f�ur ein

E{Uni�kationsproblem � und einen R{normierten E{Uni�kator f�ur � ist es, da� � die

Bedingung �(�(y)) = y f�ur alle Variablen y aus �

3

erf�ullen mu�.

Damit es stets eine geeignete Bijektion zu jedem R{normierten E{Uni�kator f�ur � gibt,

ist der Variablenidenti�kationsschritt notwendig.
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Denn sei � ein R{normierte E{Uni�aktor f�ur � und � eine geeignete Bijektion f�ur � und

� und angenommen es g�abe noch zwei verschiedene Variablen x und y aus V ar(�

3

) mit

�(x) = �(y). Dann ist auch �(�(x) = �(�(y)).

Da � nach Voraussetzung f�ur � und � geeignet ist, gilt somit : �(�(x)) = x und �(�(y)) =

y. Damit ist auch x = y, im Widerspruch zu der Annahme, da� x und y verschieden sind

Es kann somit keine zu � und � geeignete Bijektion geben, wenn nach der Variableniden-

ti�kation noch verschiedene Variablen vorkommen, denen � den gleichen Term zuweist.

Der vollst�andige Beweis ist in [BS 92] zu �nden.
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Kapitel 4

Der algebraische Ansatz

Der Ausgangspunkt f�ur den algebraischen Ansatz als Beweismethode f�ur die Korrektheit

des Dekompositionsalgorithmus war die algebraische Interpretation der Uni�kation mit

linearer Konstantenrestriktion (siehe Kapitel 2).

Danach ist die E{Uni�kation mit linearer Konstantenrestriktion genau dann entscheidbar,

wenn die volle positive Theorie einer beliebigen E{freien Algebra �uber einer abz�ahlbar

unendlichen Menge X entscheidbar ist.

Andererseits ist die elementare E{Uni�kation genau dann entscheidbar, wenn die G�ul-

tigkeit von 9{quanti�zierten Formeln in einer E{freien Algebra �uber einer abz�ahlbar un-

endlichen Menge entscheidbar ist.

Zum Nachweis der Korrektheit des Dekompositionsalgorithmus mit dem algebraischen

Ansatz gen�ugt es daher, beliebige, E

i

{freie �

i

{Algebren A

1

und A

2

�uber einer abz�ahlbar

unendlichen Menge X zu einer (E

1

[ E

2

){freien Algebra A

1

�A

2

zu kombinieren, so da�

die G�ultigkeit von 9{quanti�zierten Formeln �uber der gemischten Signatur in der kom-

binierten Algebra A

1

� A

2

mit dem Dekompositionsalgorithmus auf die G�ultigkeit von

positiven Formeln in den Algebren A

1

und A

2

zur�uckgef�uhrt werden kann.

Die folgende Konstruktion kombiniert beliebige freie Algebren A und B �uber disjunkten

Signaturen � und � zu einer (� [�){Algebra A � B, die frei f�ur die Variet�at V(E [ F )

�uber der gleichen Menge X ist.

1. Das amalgamierte Produkt freier Algebren

Seien � und � disjunkte Signaturen, E und F beliebige Mengen von Identit�aten, A eine

freie Algebra f�ur die �{Variet�at V(E) �uber einer abz�ahlbar unendlichen Menge X und B

eine freie Algebra f�ur die �{Variet�at V(F ) �uber der gleichen Menge X.

Ferner sei X

1

eine abz�ahlbar unendliche Menge mit X � X

1

, so da� X

1

nX noch

abz�ahlbar unendlich ist und sei A

1

eine freie Algebra f�ur V(E) �uber X

1

, die die In-

terpretation der Funktionssymbole aus � von A auf A

1

erweitert.
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KAPITEL 4. DER ALGEBRAISCHE ANSATZ

Entsprechend seien Y

1

eine abz�ahlbar unendliche Menge mit Y � Y

1

, so da� Y

1

nY noch

abz�ahlbar unendlich ist und B

1

eine freie Algebra f�ur V(F ) �uber Y

1

, die die Interpretation

der Funktionssymbole aus � von B auf B

1

erweitert.

Man beachte, da� die Tr�agermenge einer beliebigen �{Algebra A, die durch eine Menge

X erzeugt ist, identisch mit der Menge A := f t

A

: t 2 T (�;X) g ist, wobei t

A

die

Interpretation von t in A, f�ur alle �{Termen t �uber X, bezeichnet.

Da A und A

1

frei f�ur die gleiche Variet�at �uber Mengen mit der gleichen Kardinalit�at sind,

sind sie nach Satz 1.21 (siehe Kapitel 1) �{isomorph. Analog sind B und B

1

�{isomorph.

Die folgende Konstruktion de�niert eine Folge (A

n

)

n2IN

von �

i

{Algebren und eine Folge

(B

n

)

n2IN

von �{Algebren, so da� A

i

� A

i+1

und B

i

� B

i+1

, f�ur alle i � 0, gilt. Dabei

bezeichnen A

i

und B

i

respektiv die Tr�agermengen der Algebren A

i

und B

i

.

Die neuen Elemente aus A

i+1

, dh. die Elemente aus A

i+1

n(A

i

[ X

i+1

), werden dann als

Erzeuger in B

i+2

interpretiert. Entsprechend werden die neuen Elemente aus B

i+1

n(B

i

[

Y

i+1

) als Erzeuger in A

i+2

interpretiert.

Diese Interpretation der neuen Elemente induziert zwei Folgen von Bijektionen (g

n

)

n2IN

und (h

n

)

n2IN

. Dabei ist g

n

eine Bijektion zwischen A

n

und einer Erweiterung von B

n�1

um eine geeignete Menge von Erzeugern aus Y

1

und h

n

eine Bijektion zwischen B

n

und

einer Erweiterung von A

n�1

um eine geeignete Menge von Erzeugern aus X

1

.

Die Bijektionen g

n

und h

n

werden so de�niert, da� die Grenzwerte g

1

und h

1

der Fol-

gen (g

n

)

n2IN

und (h

n

)

n2IN

(� [�){Isomorphismen zwischen den Grenwerten der Folgen

(A

n

)

n2IN

und (A

n

)

n2IN

de�nieren, die invers zu einander sind.

Setzt man (ohne Einschr�ankung) voraus, da� die obige Konstruktion alle Erzeuger aus

X

1

[ Y

1

verbraucht, dh. X

1

= [

1

i=0

X

i

und Y

1

= [

1

i=0

Y

i

, so ist auch A

1

= [

1

i=0

A

i

und

B

1

= [

1

i=0

B

i

, wobei A

1

und B

1

die Grenzwerte der Folgen (A

n

)

n2IN

und (B

n

)

n2IN

bezeichnen, dh.

h

1

: B

1

! A

1

; g

1

: A

1

! B

1

Mit der Bijektion h

1

wird die �{Struktur von B

1

auf A

1

und entsprechend mit g

1

die

�{Struktur von A

1

auf B

1

�ubertragen.

Die Algebren A

1

und B

1

k�onnen dann respektiv auch als (� [�){Algebren A

�[�

1

(mit

Tr�agermenge A

1

) und B

�[�

1

(mit Tr�agermenge B

1

) aufgefa�t werden.

Die Bijektionen g

1

und h

1

sind (� [�){Isomorphismen zwischen A

�[�

1

und B

�[�

1

.
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Das amalgamierte Produkt von A und B wird dann als die (� [ �){Algebra A

�[�

1

oder

B

�[�

1

de�niert. Da A

�[�

1

und B

�[�

1

isomorph sind, ist das amalgamierte Produkt wohl-

de�niert.

De�nition des amalgamierten Produktes

Zuerst werden die Folgen (A

n

)

n2N

und (B

n

)

n2N

induktiv �uber n de�niert.

� n = 0

Seien X

0

:= X und Y

0

:= Y .

1. Sei A

0

:= < X

0

>

�

, dh. A

0

:= A.

Die neuen Elemente aus A

0

nX

0

werden als Erzeuger aus Y

1

interpretiert.

Sei dazu Y

1

eine Teilmenge von Y

1

mit Y

0

\ Y

1

= ; und jB

0

nY

0

j = jX

1

j, so da�

Y

1

n(Y

1

[ Y

0

) noch unendlich ist sowie eine beliebige Bijektion h

0

: Y

0

[ Y

1

! A

0

mit

h

0

j

Y

0

= id

Y

0

.

2. Sei B

0

:= < Y

0

>

�

, dh. B

0

:= B.

Analog werden die neuen Elemente aus B

0

nY

0

als Erzeuger aus X

1

interpretiert.

Dazu wird eine Teilmenge X

1

von X

1

, mit X

0

\ X

1

= ; und jA

0

nX

0

j = jY

1

j,

gew�ahlt, so da� X

1

n(X

1

[ X

0

) noch unendlich ist sowie eine beliebige Bijektion

g

0

: X

0

[X

1

! B

0

mit g

0

j

X

0

= id

X

0

festgelegt.

� n! n+ 1

Angenommen A

n

:= < [

n

i=0

X

i

>

�

und B

n

:= < [

n

i=0

Y

i

>

�

seien bereits de�niert.

Ferner nehmen wir an, da� Mengen X

n+1

und Y

n+1

gegeben sind, wobei X

n+1

� X

1

,

Y

n+1

� Y

1

sowie X

1

n [

n+1

i=0

X

i

und Y

1

n [

n+1

i=0

Y

i

abz�ahlbar unendliche Mengen sind.

Zus�atzlich nehmen wir an, da� alle Mengen X

i

und alle Mengen Y

i

, f�ur i = 1, 2, : : :,

n+ 1, paarweise verschieden sind und, da� es Bijektionen

h

n

: B

n�1

[ Y

n

[ Y

n+1

! A

n

g

n

: A

n�1

[X

n

[X

n+1

! B

n

mit den folgenden Eigenschaften (I) und (II), bereits de�niert sind.

(I)

�

g

n

(h

n

(b)) = b 8 b 2 (B

n�1

[ Y

n

)

h

n

(g

n

(a)) = a 8 a 2 (A

n�1

[X

n

)

(II)

�

h

n

(Y

n+1

) = A

n

n(A

n�1

[X

n

)

g

n

(X

n+1

) = B

n

n(B

n�1

[ Y

n

)

Wir de�nieren dann A

n+1

:= <[

n+1

i=1

X

i

>

�

und A

n+1

:= <[

n+1

i=1

Y

i

>

�

.

Zudem w�ahlen wir zwei Erzeugermengen X

n+2

� X

1

und Y

n+2

� Y

1

mit folgenden

Eigenschaften :
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(1)

�

jX

n+2

j = jB

n+1

n(B

n

[ Y

n+1

)

jY

n+2

j = jA

n+1

n(A

n

[X

n+1

)

(2)

�

X

n+2

\

�

[

n+1

i=0

X

i

�

= ;

Y

n+2

\

�

[

n+1

i=0

Y

i

�

= ;

(3)

�

X

n+2

� X

1

Y

n+2

� Y

1

und der zus�atzlischen Eigenschaft, da� die Mengen :

X

1

n

�

[

n+2

i=0

X

i

�

; Y

1

n

�

[

n+2

i=0

Y

i

�

noch abz�ahlbar unendlich sind.

Wir w�ahlen dann beliebige Bijektionen :

�

n+1

: Y

n+2

! A

n+1

n(A

n

[X

n+1

)

�

n+1

: X

n+2

! B

n+1

n(B

n

[ Y

n+1

)

und de�nieren dann :

h

n+1

:= �

n+1

[ g

�1

n

[ h

n

g

n+1

:= �

n+1

[ h

�1

n

[ g

n

Man beachte dabei, da� die Mengen A

n+1

und B

n+1

als disjunkte Vereinigung in der

Form :

A

n+1

= A

n+1

n(A

n

[X

n+1

) [A

n

n(A

n�1

[X

n

) [A

n�1

[X

n

[X

n+1

B

n+1

= B

n+1

n(B

n

[ Y

n+1

) [B

n

n(B

n�1

[ Y

n

) [B

n�1

[ Y

n

[ Y

n+1

darstellbar sind.

Die Bijektionen h

n+1

und g

n+1

k�onnen explizit, wie folgt, angegeben werden :

h

n+1

(b) =

8

<

:

�

n+1

(b) falls b 2 Y

n+2

h

n

(b) falls b 2 B

n�1

[ Y

n

[ Y

n+1

g

�1

n

(b) falls b 2 B

n

n(B

n�1

[ Y

n

)

g

n+1

(b) =

8

<

:

�

n+1

(a) falls a 2 X

n+2

g

n

(a) falls a 2 A

n�1

[X

n

[X

n+1

h

�1

n

(a) falls a 2 A

n

n(A

n�1

[X

n

)
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Die Abbildungen g

n+1

und h

n+1

sind dann nach De�nition Bijektionen, die die Bedin-

gungen (I) und (II) erf�ullen.

Die Grenzwerte der Folgen (g

n

)

n2IN

und (h

n

)

n2IN

sind somit Bijektionen h

1

und g

1

zwischen B

1

und A

1

, dh.

h

1

:= [

1

i=0

h

i

: B

1

! A

1

g

1

:= [

1

i=0

g

i

: A

1

! B

1

Da f�ur alle b 2 B

1

ein n gibt, so da� b 2 B

n

gilt, gilt nach der Eigenschaft (I) auch

g

n

(h

n

(b)) = b. Entsprechendes gilt auch f�ur alle a 2 A

n

.

Damit sind die Bijektionen g

1

und h

1

invers zu einander.

Als n�chstes werden die Bijektionen h

1

und g

1

werden, um die �{Struktur von A

1

auf

B

1

und die �{Struktur von B

1

auf A

1

zu �ubertragen.

Dazu wird jedes Funktionssymbol f aus �

(n)

auf A

1

durch :

f

A

1

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) = h

1

(f

B

1

(g

1

(a

1

); g

1

(a

2

); : : : ; g

1

(a

n

)))

f�ur alle a

1

, a

2

, : : :, a

n

aus A

1

interpretiert.

Entsprechend wird jedes Funktionssymbol f

0

der Stelligkeit n aus � auf B

1

durch :

f

0

B

1

(b

1

; b

2

; : : : ; b

n

) = g

1

(f

0

A

1

(h

1

(b

1

); h

1

(b

2

); : : : ; h

1

(b

n

)))

f�ur alle b

1

, b

2

, : : :, b

n

aus B

1

interpretiert.

Mit dieser Interpretation der Funktionssymbole kann leicht gezeigt werden (siehe Lemma

4.1), da� g

1

und h

1

(� [�){Homomorphismen sind.

Da h

1

und g

1

somit (� [�){Isomorphismen zwischen den (� [�){Algeben A

(�[�)

1

und B

(�[�)

1

sind, k�onnen A

(�[�)

1

und B

(�[�)

1

identi�ziert und gemeinsam mit A � B

bezeichnet werden.

Die so konstruierte (�[�){Algebra A�B hei�t das amalgamierte Produkt von A und

B.

Lemma 4.1

Die Bijektionen g

1

: A

1

! B

1

und h

1

: B

1

! A

1

sind (� [�){Homomorphismen.

Beweis

Wir zeigen die Aussage des Lemmas nur f�ur g

1

, da der Beweis f�ur h

1

v�ollig symmetrisch

ist.
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Seien dazu f 2 (�[�) und a

1

, a

2

, : : :, a

n

2 A

1

, wobei n die Stelligkeit von f bezeichnet.

� Fall 1 : f 2 �.

Dann gilt nach Interpretation der Funktionssymbole in dem amalgamierten Produkt :

g

1

(f

A

�[�

1

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

)) = g

1

� h

1

(f

B

�[�

1

(g

1

(a

1

); g

1

(a

2

); : : : ; g

1

(a

n

)))

Da h

1

und g

1

zu einander Inverse Bijektionen sind, gilt dann :

g

1

(f

A

�[�

1

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

)) = f

B

�[�

1

(g

1

(a

1

); g

1

(a

2

); : : : ; g

1

(a

n

)))

� Fall 2 : f 2 �.

Dann gilt nach Interpretation der Funktionssymbole in dem amalgamierten Produkt :

f

A

�[�

1

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) = h

1

(f

B

�[�

1

(g

1

(a

1

); g

1

(a

2

); : : : ; g

1

(a

n

))

Damit gilt :

g

1

(f

A

�[�

1

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

)) = f

B

�[�

1

(g

1

(a

1

); g

1

(a

2

); : : : ; g

1

(a

n

)

Lemma 4.2

Ist A frei f�ur V(E) und B frei f�ur V(F ) �uber einer abz�ahlbar unendlichen Menge X, so ist

A� B frei f�ur V(E [ F ) �uber X.

Beweis (siehe [BS 94])

Der Korrektheitsbeweis des modi�zierten Dekompositionsalgorithmus, wie in [BS 94], ver-

wendet das amalgamierte Produkt A � B einer beliebigen E{freien Algebra A und einer

beliebigen F{freien Algebra B (�uber der gleichen Menge X) sowie reine algebraische Ver-

fahren, um die Entscheidbarkeit von 9{quanti�zierten Formeln �uber der gemischten Sig-

natur auf die Entscheidbarkeit von positiven Formeln (�uber den einzelnen Signaturen) in

den Algebren A und B zuz�uckzuf�uhren.

50



KAPITEL 5

Die Erweiterung des Kombinationsproblems

Neben der Gleichheit modulo einer Gleichungstheorie sind f�ur Terme weitere Relationen

von praktischer Bedeutung. Bei Termersetzungssystemen werden zum Beispiel Reduk-

tionsrelationen (siehe Kapitel 1) verwendet, um die Identit�aten und kritischen Paare zu

orientieren (Knuth{Bendix{Vervollst�andigung, Vervollst�andigung ohne Abbruch).

Syntaktisch kann eine beliebige Relationen R auf der Tr�agermenge T (�;X) einer Term-

algebra T (�;X) durch die Hinzunahme eines zus�atzlichen Symbols P zu der Signatur �

beschrieben werden.

�

Ahnlich den Funktionssymbolen wird dann das Pr�adikatensymbol P

durch die Relation R interpretiert.

1. Die Erweiterung von Algebren auf Strukturen

Allgemein, f�uhrt die Erweiterung einer beliebigen Algebra um Relationen, die zwischen

den Objekten der Tr�agermenge bestehen, zu einer Struktur.

Die Signatur � einer �{Struktur ist somit ein Paar � = (�

F

;�

P

), bestehend aus zwei

disjunkten Mengen �

F

(von Funktionssymbolen) und �

P

(von Pr�adikatensymbolen).

�

Ahnlich den Funktionssymbolen wird jedem Pr�adikatensymbol die Stelligkeit der (syntak-

tisch) dargestellten Relation (siehe Kapitel 1) zugeordnet.

Eine Interpretation der Symbole einer Signatur mit Pr�adikatensymbolen ordnet, wie in

Kapital 1, jedem Funktionssymbol der Stelligkeit n eine n{stellige Operation auf der

Tr�agermenge und zus�atzlich jedem Pr�adikatensymbol eine Relation auf der Tr�agermenge

zu.

1.1 Der funktionale Teil einer Struktur

Mit dem funktionalen Teil einer �{Struktur A bezeichnen wir umgekehrt die �

F

{Algebra

A

F

, die durch die Einschr�ankung von � auf �

F

und die Einschr�ankung der Interpretation

von � auf den Funktionssymbolen aus �

F

(auf der gleichen Tr�agermenge) entsteht.
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Da jede �{Struktur die gleiche Tr�agermenge wie deren funktionale Teil hat, wird eine

Struktur A durch eine Menge X genau dann erzeugt, wenn der funktionaler Teil von A

F

durch X erzeugt ist.

1.2 Formeln und G�ultigkeit von Formeln in einer Struktur

Eine atomare �{Formel ist entweder eine �{Identit�at s = t oder eine atomare pr�adikaten-

logische �{Formel P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

), wobei P ein Pr�adikatensymbol aus � der Stelligkeit n

ist und t

1

, t

2

, : : :, t

n

beliebige �

F

{Terme �uber einer beliebigen Variablenmenge X sind.

Eine �{Matrix wird aus atomaren �{Formeln durch Konjunktion, Disjunktion und Nega-

tion gebildet und eine beliebige �{Formel wird aus einer �{Matrix durch die Hinzunahme

eines beliebigen Pr�a�xes von quanti�zierten Variablen gebildet (siehe die De�nition der

identit�atende�nierten positiven Formeln in Kapitel 1).

Eine positive Formel ist eine Formel, deren Matrix keine Negation enth�alt.

Entsprechend der G�ultigkeit von Identit�aten in einer Algebra wird die G�ultigkeit von ato-

maren Pr�adikatenlogischen Formeln in einer Struktur de�niert.

Eine atomare �{Formel P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) gilt in einer �{Struktur A, wenn f�ur jede Wert-

zuweisung von der Menge aller Variablen, die in t

1

, t

2

, : : : oder t

n

vorkommen, in die

Tr�agermenge von A : P

A

(�̂(t

1

); �̂(t

2

); : : : ; �̂(t

n

)) gilt.

�

Ahnlich wird die Modell{Eigenschaft von Algebren auf Strukturen erweitert. Danach ist

eine �{Struktur A ein Modell f�ur die Identit�at s = t genau dann, wenn der funktionale

Teil von A ein Modell f�ur s = t ist und A ein Modell f�ur die atomare pr�adikatenlogische

�{Formel P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) in A gilt.

Falls eine Struktur A ein Modell f�ur eine atomate Formel '(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) ist, schreiben

wir auch f�ur Strukturen : A j= '(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

).

1.3 Struktur{ Homomorphismen und Isomorphismen

Ein �{Homomorphismus von einer �{Struktur A in einer �{Struktur B ist ein �{Homo-

morphismus h von dem funktionalen Teil von A in dem funktionalen Teil von B mit der

zus�atzlichen Eigenschaft, da�

P (a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) =) P (h(a

1

); h(a

2

); : : : ; h(a

n

))

f�ur alle f 2 �

F

, P 2 �

P

und alle a

1

, a

2

, : : :, a

n

2 A gilt.

Ein �{Isomorhismus zwischen A und B ist ein bijektive �{Homomorphismus, so da� h

�1

ein �{Homomorphismus ist.
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Lemma 5.1

Sind A und B �{Strukturen, h : A ! B ein surjektiver �{Homomorphismus, a

1

, a

2

, : : :,

a

n

2 A und '(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) eine beliebige positive �{Formel. Dann gilt :

A j= '(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) =) B j= '(h(a

1

); h(a

2

); : : : ; h(a

n

))

Beweis (siehe z.B. [Mal 73])

1.4 Freie Strukturen

�

Ahnlich, wie f�ur Algebren, werden freie Strukturen de�niert. Danach ist eine �{Struktur

A frei f�ur eine Klasse K von �{Struktuen �uber einer Menge X genau dann, wenn :

1) X � A,

2) A 2 K und

3) f�ur jede Struktur B 2 K und jede Abbildung ' : X ! B eine �{homomorphe

Erweiterung '̂ : A! B gibt.

Eine �{Variet�at V wird als die Klasse aller �{Strukturen de�niert, die Modelle f�ur eine

vorgegebene Menge von atomaren �{Formeln sind.

�

Ahnlich zu den gleichungsde�nierten

Variet�aten kann man zeigen, da� jede Variet�at von Strukturen freie Objekte enth�alt.

1.5 Abgeschlossenheit der Interpretation von Pr�adikaten bez�uglich Substitu-

tionen in freien Strukturen

O�ensichtlich ist der funktionale Teil A

F

einer freien �{Struktur A f�ur eine Variet�at V

�uber einer Menge X eine freie �

F

{Algebra f�ur die gleichungsde�nierte Variet�at V(E) �uber

der gleichen Menge X, f�ur eine geeignete Teilmenge E aller Identit�aten, die in V gelten.

Damit ist A

F

isomorph zu der E{freien Quotiententermalgebra T (�;X)

=

E

.

Die Tr�agermenge von A kann somit mit den

�

Aquivalenzklassen aus T (�;X)

=

E

identi�ziert

werden.

Da A frei f�ur V

1

�uber X ist, ist jede Abbildung ' : X ! T (�;X)

=

E

zu einem �{

Endomorphismus, dh. zu einem �{Homomorphismus in A, erweiterbar. Daraus folgt

zusammen mit der De�nition eines Homomorphismus, da� die Interpretation der Pr�adika-

tensymbole in einer freien Struktur bez�uglich Substitutionen abgeschlossen sein mu� .

Umgekehrt ist A

F

eine freie �

F

{Algebra f�ur eine beliebige gleichungsde�niete Variet�at

V(E) und wird �

F

um eine endliche Menge von Pr�adikatensymbolen erweitert, die dann

auf der Tr�agermenge von A

F

interpretiert werden, so wird dadurch eine �{Struktur A

de�niert.
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Ist diese Interpretation der Pr�adikatensymbole abgeschlossen bez�uglich Substitutionen, so

folgt aus der De�nition von freien Strukturen, da� die so de�nierte Struktur frei f�ur eine

Variet�at V ist.

2. Die Erweiterung des Kombinationsproblems

Als Ausgangspunkt f�ur die Erweiterung des Kombinationsproblems, betrachten wir die

Erweiterung von Termgleichungen auf atomare Constraints.

Ein atomarer Constraint ist eine positive 9{quanti�zierte Formel und ein (beliebiger) Con-

straint ist eine beliebige positive Formel. Ein Constraintproblem ist dann eine endliche

Menge von Constraints.

�

Ahnlich, wie bei einer Termgleichung, ist man bei der L�osung eines atomaren �{Constraints

9 x

1

9 x

2

: : : 9 x

k

P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) in einer �{Struktur A mit Tr�agermenge A an einer Er-

setzung der Variablen x

1

, x

2

, : : :, x

n

in P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) durch Elemente aus A interessiert,

so da� die neu entstandene Formel in der Struktur A g�ultig ist.

Damit ist jedes Uni�kationsproblem ein spezielles Constraintproblem, in dem nur Term-

gleichungen vorkommen (siehe Kapitel 1 : algebraische Interpretation der elementaren

E{Uni�kation).

Hat man Constraint{Entscheidungsverfahren f�ur verschiedene Strukturen und werden die

Terme in den Constraintproblemen �uber der gemischten Signatur gebildet, so stellt sich

�ahnlich zu den Uni�kationsproblemen die Frage, wie man ein Constraintproblem �uber der

gemischten Signatur l�ost.

Um das erweiterte Kombinationsproblem zu betrachten, mu� man zuerst de�nieren, wann

eine Formel �uber der gemischten Signatur gilt.

Dazu wurde zum einen, wie in [BS 94], der algebraische Ansatz (zur L�osung des Kombi-

nationsproblems) von freien Algebren auf freie Strukturen erweitert und zum anderen der

syntaktische Ansatz, wie in [KR 94], durch die De�nition einer Interpretation der Pr�adikate

�uber der gemischten Signatur erweitert.

2.1 Die algebraische Erweiterung nach [BS 94]

Man kombiniert, wie bei freien Algebren, die funktionalen Teile der einzelnen �{ und �{

Strukturen A und B zu dem amalgamierten Produkt A

F

� B

F

und erweitert dann, wie

folgt, die Interpretation der Pr�adikatensymbole aus � auf B

1

und die Interpretation der

Pr�adikatensymbole von � auf A

1

:

54



DIE ERWEITERUNG DES KOMBINATIONSPROBLEMS

Ein Pr�adikatensymbol P (respektiv Q) aus � (respektiv �) der Stelligkeit n wird in auf

beliebige Elemente a

1

, a

2

, : : :, a

n

aus A

1

(respektiv b

1

, b

2

, : : :, b

n

2 B

1

) durch :

P

A

1

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

) :() P

B

1

(g

1

(a

1

); g

1

(a

2

); : : : ; g

1

(a

n

))

(respektiv)

Q

B

1

(b

1

; b

2

; : : : ; b

n

) :() Q

A

1

(h

1

(b

1

); h

1

(b

2

); : : : ; h

1

(b

n

))

interpreriert.

2.2 Die syntaktische Erweiterung nach [KR 94]

Sind � und � disjunkte Signaturen und A, B respektiv freie � (�){Strukturen �uber der

gleichen Menge X

0

, so ist der funktionale Teil A

F

von A frei f�ur eine Gleichungsde�nierte

�

F

{Variet�at V(E) und der funktionale Teil B

F

von B frei f�ur eine Gleichungsde�nierte

�{Variet�at V(F ).

Damit ist A

F

isomorph zu T (�;X)=

E

und B

F

ist isomorph zu T (�;X)=

F

, wobei X eine

beliebige Variablenmenge mit der gleichen Kardinalit�at wie X

0

ist.

Die Kombinierte Struktur vonA und B wird in [KR 94] als die (�[�){Struktur C de�niert,

deren funktionalen Teil mit T (� [�;X)=

E[F

�ubereinstimmt.

Die G�ultikeit von atomaren Formeln �uber der gemischten Signatur (� [ �) in der kom-

binierten Struktur C wird dann in [KR 94] durch :

C j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) :()

�

A j= P ( (t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

) falls P 2 �

B j= P ( (t

1

#

R

)

�

2

; (t

2

#

R

)

�

2

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

2

) falls P 2 �

de�niert, wobei t

1

, t

2

, : : :, t

n

beliebige Terme aus T (�[�;X) sind, R das Reduktionssys-

tem f�ur (E [F ) und �

1

, �

2

die Termfunktion, wie in [BS 92] (siehe Kapitel 3), bezeichnen.

2.3 Die Frage nach der

�

Aquivalenz beider Erweiterungen

W�ahrend die algebraische Erweiterung, wie in [BS 94], eine nat�urliche Erweiterung des al-

gebraischen Ansatzes zur Formulierung und L�osung des Kombinationsproblems darstellt,

ist f�ur die syntaktische Erweiterung, wie in [KR 94], nicht klar, welche algebraische Inter-

pretation sie hat. Insbesondere ist nicht klar, ob die beiden Erweiterungen die gleichen

atomaren Formeln �uber der gemischten Signatur in der entsprechenden Struktur g�ultig

machen.

Im n�achsten Kapitel werden wir jedoch zeigen, da� beide De�nitionen �aquivalent sind. Die

�

Aquivalenz beider De�nitionen liefert eine algebraische Interpretation der syntaktischen

De�nition, wie in [KR 94]. Zu dem kann die Unabh�angigkeit dieser De�nition von ver-

wendeten Reduktionssystem R und Termfunktionen �

1

und �

2

als direkte Folgerung aus

dieser

�

Aquivalenz angesehen werden.
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KAPITEL 6

Der

�

Aquivalenzbeweis

1. Voraussetzung

Seien � und � disjunkte Signaturen , A eine freie Struktur f�ur eine �{Variet�at V

1

und B

eine freie Struktur f�ur eine �{Variet�at V

2

�uber der gleichen abz�ahlbar unendlichen Menge

X

0

. Ferner bezeichne A�B das amalgamierte Produkt von A und B.

Bemerkung 6.1

Da A und B sowie deren amalgamiertes Produkt A � B freie Strukturen sind, ist die

Interpretation der Pr�adikatensymbole in jeder dieser Strukturen abgeschlossen bez�uglich

Substitutionen (siehe Kapitel 5).

Die Voraussetzung dieses Kapitels impliziert somit die Abgeschlossenheit der Interpretation

der Pr�adikatensymbole aus � und � bez�uglich Substitutionen in jeder der freien Strukturen

A, B und A�B.

2. Die Beweisidee

Seien A

F

und B

F

respektiv die funktionalen Teile (siehe Kapitel 5) der Strukturen A und

B . Dann sind A

F

und B

F

freie Algebren f�ur die gleichungsde�nierten Variet�aten V(E)

und V(F ) �uber X

0

, wobei E eine geeignete Menge von g�ultigen Identit�aten in A und F

eine geeignete Menge von g�ultigen Identit�aten in B bezeichnen.

Die freien Algebren A

F

und B

F

sind damit zu dem amalgamierten Produkt A

F

� B

F

kombinierbar, das nach Satz 4.2 frei f�ur die Variet�at V(E [ F ) �uber X

0

ist. Damit ist

A

F

� B

F

isomorph zu der Quotiententermalgebra T (� [�;X

0

)=

E[F

.

Somit gibt es einen (� [ �){Isomorphismus �

�

: T (� [ �;X

0

)=

E[F

! A

(�[�)

1

und

entsprechend einen (� [ �){Isomorphismus �

�

: T (� [ �;X

0

)=

E[F

! B

(�[�)

1

dh. Bi-

jektionen �

�

: T (� [ �;X

0

)=

E[F

! A

1

und �

�

: T (� [ �;X

0

)=

E[F

! B

1

, so

da� s =

E[F

t genau dann gilt, wenn A

(�[�)

1

j= �

�

(s) = �

�

(t) oder, �aquivalent dazu,

B

(�[�)

1

j= �

�

(s) = �

�

(t) gilt.
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Da das amalgamierte Produkt A

(�[�)

1

als �{Struktur durch X

1

erzeugt ist und der funk-

tionale Teil von A

1

isomorph zu T (�;X

1

)=

E

ist, ist A

1

= f t

A

1

: t 2 T (�;X

1

) g

und f�ur alle Terme s, t 2 T (�;X

1

) gilt t

A

1

= s

A

1

genau dann, wenn [t]

E

= [s]

E

gilt.

Wir k�onnen daher die Tr�agermenge A

1

von A

(�[�)

1

mit T (�;X

1

)=

E

(und entsprechend

die Tr�agermenge B

1

von B

(�[�)

1

mit T (�; Y

1

)=

F

) identi�zieren.

F�ur jeden Term t aus T (�[�;X

0

), jede Abbildung � : X

0

! A

1

und

^

t := �̂(t) , ist

^

t ein

(�[�){Term �uber einer endlichen Teilmenge von A

1

, wobei �̂ die (�[�){Homomorphe

Erweiterung von � auf T (� [�;X

0

) bezeichnet.

Die Interpretation

^

t

A

(�[�)

1

von

^

t in A

(�[�)

1

ist nach De�nition des amalgamierten Pro-

duktes ein Element a 2 A

1

, dh. nach obiger Identi�kation eine E{

�

Aquivalenzklasse aus

T (�;X

1

)=

E

, mit :

a =

8

<

:

[t]

E

falls t 2 T (�;X

0

)

h

1

(

^

t

B

�[�

1

) falls t 2 T (� [�;X

0

) und t ein �{Term ist und

[s]

E

wobei s :=

^

t[w h

1

((

^

t

j

w

)

B

�[�

1

)]

w2FremdStellen(

^

t)

, sonst

Entsprechend, ist

^

t :=

^

�(t) f�ur einen beliebigen Term t 2 T (� [�;X

0

) und eine beliebige

Abbildung � : X

0

! B

1

, so ist

^

t ein (� [�){Term �uber einer endlichen Teilmenge von

B

1

und die Interpretation

^

t

B

(�[�)

1

von

^

t in B

(�[�)

1

ein Element b 2 B

1

mit :

b =

8

<

:

[t]

F

falls t 2 T (�;X

0

)

g

1

(

^

t

A

�[�

1

) falls t 2 T (� [�;X

0

) und t ein �{Term ist und

[s]

F

wobei s :=

^

t[w h

1

((

^

t

j

w

)

A

�[�

1

)]

w2FremdStellen(

^

t)

, sonst

F�ur alle t 2 T (� [�;X

0

) gilt somit :

t

B

(�[�)

1

= g

1

(t

A

(�[�)

1

)

und �aquivalent dazu (nach Lemma 4.1) :

t

A

(�[�)

1

= h

1

(t

B

(�[�)

1

)

Wir k�onnen uns daher ohne Einschr�ankungdarauf beschr�anken, die Terme aus T (�[�;X

0

)

in A

(�[�)

1

oder in B

(�[�)

1

zu interpretieren.

Zudem k�onnen wir statt (� [�){Terme �uber der Erzeugermenge X

0

ohne Einschr�ankung

(�[�){Terme �uber einer beliebigen VariablenmengeX geeigneter Kardinalit�at betrachten.
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Denn, ist X eine beliebige abz�ahlbar unendliche Variablenmenge und ' : X ! X

0

eine

beliebige Bijektion, so kann die Interpretation t

A

(�[�)

1

von t in A

(�[�)

1

f�ur alle Terme t 2

T (� [�;X) durch :

t

A

(�[�)

1

:=

^

t

A

(�[�)

1

de�niert werden, wobei

^

t := '̂(t) ist und '̂ die (� [ �){homomorphe Erweiterung von '

auf T (� [�;X

0

) bezeichnet.

Damit ist jeder (� [�){Isomorphismus zwischen T (� [�;X

0

)=

E[F

und A

F

�B

F

durch

' und einen (� [�){Isomorphismus zwischen T (� [�;X)=

E[F

und A

F

� B

F

eindeutig

bestimmt (und umgekehrt).

Die Hauptidee des Beweises besteht darin, zuerst die Erzeugermenge X

0

auf einer beliebi-

gen abz�ahlbar unendlichen Variablenmenge X bijektiv abzubilden und dann, mit Hilfe

des Reduktionssystems R und den Termfunktionen �

1

und �

2

, zwei surjektive (� [ �){

Homomorphismen : �

�;1

: T (� [ �;X) ! A

1

und �

�;1

: T (� [ �;X) ! B

1

zu

konstruieren, die folgende Bedingungen erf�ullen :

1. �

�;1

= h

1

� �

�;1

und �

�;1

= g

1

� �

�;1

.

2. F�ur alle Terme s, t 2 T (� [ �;X), gilt �

�;1

(s) = �

�;1

(t) genau dann, wenn

s =

E[F

t gilt.

3. F�ur alle Terme t 2 T (� [�;X) gilt : �

�;1

(t) = t

A

(�[�)

1

.

Man beachte, da� die Bedingung 1. impliziert, da� auch f�ur �

�;1

entsprechende Aussagen

zu den Eigenschaften 2. und 3. gelten.

Die Abbildungen �

�

: T (� [ �;X)=

E[F

! A

1

und �

�

: T (� [ �;X)=

E[F

! B

1

,

respektiv de�niert durch �

�

([t]

E[F

) := �

�;1

(t) und �

�

([t]

E[F

) := �

�;1

(t) f�ur alle

[t]

E[F

2 T (� [ �;X)=

E[F

, sind dann wohlde�nierte (� [ �){Isomorphismen zwischen

T (� [�;X)=

E[F

und A

(�[�)

1

respektiv B

(�[�)

1

.

Die G�ultigkeit von atomaren Formeln in der kombinierten Struktur A � B, dh. in A

�[�

1

oder B

�[�

1

, kann dann mit Hilfe von �

�;1

oder �

�;1

�aquivalent de�niert werden.

Denn, einerseits, gilt :

A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)

nach der allgemeinen De�nition der G�ultigkeit von Formeln in einer Struktur genau dann,

wenn :

P

A

�[�

1

(�̂(t

1

); �̂(t

2

); : : : ; �̂(t

n

))

f�ur jede Wertzuweisung � : X ! A

1

, gilt, wobei �̂ die (�[�){homomorphe Erweiterung

von � auf T (� [�;X) bezeichnet.

58



DER

�

AQUIVALENZBEWEIS

Andererseits ist �

�;1

ein (�[�){Homomorphismus, der nach Konstruktion die Bedingung

3. erf�ullt. Damit gibt es zu jeder Abbildung � : X ! A

1

genau eine R{normierte

Substitution � : X ! T#

R

, so da�

(�̂(t))

A

�[�

1

= �

�;1

(�(t))

f�ur alle Terme t 2 T (� [�;X) gilt.

Diese Substitution ist, f�ur alle x 2 X, durch :

�(x) := 	

�1

�;1

(�(x))

de�niert, wobei 	

�;1

die Einschr�ankung von �

�;1

auf T#

R

bezeichnet. Man beachte, da�

	

�;1

eine Bijektion ist, da �

�;1

nach Konstruktion die Bedingung 2. erf�ullt und R ein

konvergentes Reduktionssystem f�ur (E [ F ) ist.

Zudem gibt es umgekehrt zu jeder Substitution � : X ! T (� [ �;X) mindestens eine

Abbildung � : X ! A

1

de�niert, f�ur alle x aus X, durch :

�(x) := �

�;1

(�(x))

so da� :

(�̂(t))

A

�[�

1

= �

�;1

(�(t))

f�ur alle Terme t 2 T (� [�;X) gilt.

Da �

�;1

die Bedingung 2. erf�ullt und R ein konvergentes Reduktionssystem f�ur E [ F

ist, gilt f�ur alle Terme t 2 T (�[�;X) und alle Substitutionen � : X ! T (�[�;X) stets

�

�;1

(�(t)) = 	

�;1

(�

R

(t)), wobei �

R

die R{normierte Form von � bezeichnet. Damit

gibt es zu jeder Substitution � : X ! T (� [ �;X) genau eine Abbildung � : X ! A

1

de�niert, f�ur alle x aus X, durch :

�(x) := 	

�;1

(�

R

(x))

so da� :

(�̂(t))

A

�[�

1

= 	

�;1

(�

R

(t))

f�ur alle Terme t 2 T (� [�;X) gilt.

Damit gilt A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

), f�ur ein Pr�adikatensymbol P aus �

(n)

und beliebige

Terme t

1

, t

2

, : : :, t

n

aus T (� [�;X) genau dann, wenn

P

A

�[�

1

(�

�;1

(�(t

1

));�

�;1

(�(t

2

)); : : : ;�

�;1

(�(t

n

))

f�ur jede R{normierte Substitution � : X ! T#

R

gilt.
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Zusammen mit der Interpretation der Pr�adikate in der kombinierten Struktur und der

Bedingung 1, kann die obige �aquivalente De�nition (der G�ultigkeit von atomaren Formeln

in der kombinierten Struktur) zus�atzlich, wie folgt, �aquivalent transformiert werden.

Da die Bedingung 1 nach Voraussetzung erf�ullt ist, gilt : �

�;1

= h

1

� �

�;1

. Damit gilt

A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

), f�ur ein Pr�adikatensymbol P aus �

(n)

und beliebige Terme t

1

,

t

2

, : : :, t

n

aus T (� [�;X) genau dann, wenn

P

A

�[�

1

(h

1

� �

�;1

(�(t

1

)); h

1

� �

�;1

(�(t

2

)); : : : ; h

1

� �

�;1

(�(t

n

))

f�ur jede R{normierte Substitution � : X ! T#

R

gilt.

Nach Interpretation der Pr�adikatensymbole in der kombinierten Struktur gilt :

P

A

�[�

1

(h

1

� �

�;1

(�(t

1

)); h

1

� �

�;1

(�(t

2

)); : : : ; h

1

� �

�;1

(�(t

n

))

genau dann, wenn

P

B

�[�

1

(�

�;1

(�(t

1

));�

�;1

(�(t

2

)); : : : ;�

�;1

(�(t

n

))

gilt.

Damit gilt A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

), f�ur ein Pr�adikatensymbol P aus �

(n)

und beliebige

Terme t

1

, t

2

, : : :, t

n

aus T (� [�;X) genau dann, wenn

P

B

�[�

1

(�

�;1

(�(t

1

));�

�;1

(�(t

2

)); : : : ;�

�;1

(�(t

n

))

f�ur jede R{normierte Substitution � : X ! T#

R

gilt.

Da die Abbildungen �

�;1

und �

�;1

mit Hilfe des Reduktionssystems R und den Term-

funktionen �

1

und �

2

konstruiert werden, erlaubt uns jede der obigen �aquivalenten In-

terpretationen (der G�ultigkeit von atomaren Formeln in der kombinierten Struktur A

�[�

1

oder B

�[�

1

) einen Zusammenhang zwischen dem algebraischen Ansatz nach [BS 94] und

dem syntaktischen Ansatz nach [KR 94] herzustellen.

3. Motivation und Grundidee

De�nition 6.2

1. F�ur alle Terme t aus T (� [�;X), die keine Variablen sind, de�nieren wir die Signatur

von t durch :

sg(t) =

�

� falls t = f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) und f 2 �

� falls t = g(s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) und g 2 �
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2. F�ur alle Terme t aus T (� [�;X) de�nieren wir die Anzahl der Theorienweschseln in

t durch : ht(t) = 0, falls t eine Variable ist, ht(t) := 1, falls t ein reiner Term ist und

ht(t) := 1 +maxf ht(s) : s 2 FremdTerme(t) g, sonst.

Lemma 6.3

Die Relation � de�niert auf der Menge T#

R

aller R{irreduziblen Terme durch :

s � t :() s; t 2 X _ sg(s) = sg(t) ^ ht(s) = ht(t)

ist eine

�

Aquivalenzrelation auf T#

R

.

Folgerung 6.4

Die Menge T#

R

ist als disjunkte Vereinigung

T#

R

= K

0

[ [

1

i=1

K

�;i

[ [

1

i=1

K

�;i

darstellbar, wobei K

0

:= X ist und f�ur alle i > 0 :

K

�;i

:= f t#

R

2 T#

R

: sg(t#

R

) = � ^ ht(t#

R

) = i g

K

�;i

:= f t#

R

2 T#

R

: sg(t#

R

) = � ^ ht(t#

R

) = i g

sind.

Bemerkung 6.5

Ist Y eine beliebige Variablenmenge geeigneter Kardinalit�at und � : T#

R

! Y eine be-

liebige Bijektion, so induziert die

�

Aquivalenzrelation � auf T#

R

, wie im Lemma 6.3, eine

�

Aquivalenzrelation �

�;Y

auf Y , die f�ur alle Elemente y und z aus Y durch :

y �

�;Y

z :() �

�1

(y) � �

�1

(z)

de�niert ist.

Folgerung 6.6

Ist Y eine beliebige Variablenmenge geeigneter Kardinalit�at und � : T#

R

! Y eine be-

liebige Bijektion, so ist Y stets als disjunkte Vereinigung :

Y = Y

0

[ [

1

i=1

Y

�;i

[ [

1

i=1

Y

�;i

darstellbar, wobei :

Y

0

:= f y 2 Y : �

�1

(y) 2 K

0

g

ist und f�ur alle i > 0 :

Y

�;i

:= f y 2 Y : �

�1

(y) 2 K

�;i

g
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Y

�;i

:= f y 2 Y : �

�1

(y) 2 K

�;i

g

sind.

Andererseits kann die Menge (X

1

[ Y

1

) aller Erzeuger entsprechend der Variablenmenge

Y aller Abstraktionsvariablen als disjunkte Vereinigung :

X

1

[ Y

1

= X

0

[ [

1

i=1

X

i

[ [

1

i=1

Y

i

dargestellt werden.

Die Darstellung der Variablenmenge Y und Erzeugermenge (X

1

[ Y

1

) als disjunkte Ver-

einigung motiviert die Idee, durch zwei geeignete Folgen von Bijektionen �

�;n

: Y

�;n

! Y

n

und �

�;n

: Y

�;n

! X

n

, alle Variablenmengen Y

�;n

und Y

�;n

simultan und induktiv �uber

n respektiv auf den Erzeugermengen Y

n

und X

n

abzubildet. Dabei wird eine Variable y

auf einem Erzeuger e genau dann abgebildet wird, wenn :

� �

�1

(y) 2 X und '(x) = e, oder

� �

�1

(y) 2 T#

R

, sg(�

�1

(y)) = � und (�

�1

(y))

A

�[�

1

= e, oder

� �

�1

(y) 2 T#

R

, sg(�

�1

(y)) = � und (�

�1

(y))

B

�[�

1

= e

gilt, wobei ' : X ! X

0

eine beliebige Bijektion ist.

Im n�achsten Abschnitt werden wir diese Folgen von Bijektionen konstruieren und an-

schlie�end deren Grenzwerte verwendet, um die surjektiven Homomorphismen �

�;1

und

�

�;1

zu de�nieren. Dazu brauchen wir einige Eigenschaften des Reduktionssystems R.

Exkurs : Zwei Eigenschaften des Reduktionssystems R

In diesem Abschnitt zeigen wir zwei Eigenschaften des Reduktionssystems R, die in diesem

und n�achsten Kapitel ben�otigt werden. Sie werden im Folgenden mit den Eigenchaften 1

und 2 bezeichnet. Die Herleitungsschritte dieser Eigenschaften werden nur der Vollst�an-

digkeit halber angegeben und sind f�ur die Stellen, an der diese Eigenchaften ben�otigt

werden, nicht relevant.

Sei R das Reduktionssystem, das durch die Anwendung der Vervollst�andigung ohne Ab-

bruch auf E[F mit einer geeigneten totalen Reduktionsordnung auf T (�[�;X) entsteht,

wobei die Variablen aus X als Konstanten betrachtet werden.

Ferner sei R

>

:= f �(l) ! �(r) : (l; r) 2 R; � 2 SUB

X

; �(l) > �(r) g.

Da die Elemente von X als Konstanten behandelt werden, sind alle Elemente von SUB

X

Grundsubstitutionen.
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Lemma

Ist (l; r) 2 R, � eine Grundsubstitution und �(l) ! �(r) 2 R

>

, so ist �(l) keine Variable

und keine Konstante.

Beweis

Der Beweis dieser Aussage, wie in [KR 94], folgt im wesentlichen daraus, da� E

1

und E

2

konsistent sind und, da� f�ur jede totale Reduktionsordnung (oder Vereinfachungsordnung)

> und alle Terme t : t > x, f�ur alle x 2 V ar(t), gilt.

Aus dem obigen Lemma folgt die erste (im Folgenden n�utzliche) Eigenschaft von R.

Eigenschaft 1 : alle Variablen und Konstanten sind R{irreduzibel.

Lemma

Sei t

n

!

R

t#

R

und bezeichnen �

1

(l

1

) ! �

1

(r

1

), �

2

(l

2

) ! �

2

(r

2

), : : :, �

n

(l

n

) ! �

n

(r

n

) die

Reduktionsregeln aus R

>

mit denen t auf t#

R

reduziert wurde. Dann gilt :

8i = 1; 2; : : : ; n, 8x 2 V ar(r

i

)nV ar(l

i

) : �

i

(x) ist eine Variable oder eine Konstante.

Beweis

Seien t ein beliebiger R{reduzierbarer Term, w 2 O(t), (g; d) 2 R und � 2 SUB

X

mit :

�(g) > �(d) und t

j

w

= �(l). Damit ist t mit R zu t

1

:= t[w �(d)] reduzierbar.

Angenommen � erf�ullt nicht die Bedingung des Lemmas, dh. es gibt mindestens eine

Variable x 2 V ar(d)nV ar(g), so da� �(x) keine Variable und keine Konstante ist.

Sei dann � eine beliebige Substitution, die die Bedingung des Lemmas erf�ullt und mit �

auf alle Variablen x 62 V ar(d)nV ar(g) �ubereinstimmt. Dann gilt : �(x) = � (x), f�ur alle

x 2 V ar(g), und damit auch : �(g) = � (g).

Da > eine totale Reduktionsordnung ist, gilt andererseits nach De�nition von � : �(x) �

� (x), f�ur alle x 2 V ar(g). Damit gilt :

� (g) = �(g) > �(d) � � (d)

Da � (g) � � (d) und � (g) = �(g) gelten, ist � (g)! � (d) aus R

>

und t ist mit � (g)! � (d)

reduzierbar.

Mit Induktion �uber die L�ange n einer Ableitungskette t

n

!

R

t#

R

, folgt dann, da� man sich

bei der Berechnung von R{Normalformen auf solche Regeln aus R

>

beschr�anken kann, die

die Bedingung des Lemmas erf�ullen.

Folgerung

Sei t ein R{reduzibler �{Term, dessen Fremdterme R{irreduzibel sind. Dann gibt es stets

einen direkten R{Nachfolger t

1

von t, der entweder
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� ein Fremdterm von t (und damit ein �{Term), oder

� ein �{Term ist, dessen fremdterme R{irreduzibel sind.

Ferner gilt stets : t

�

1

=

E

t

�

1

1

.

Entsprechendes gilt symmetrisch f�ur alle R{reduziblen �{Terme, dessen Fremdterme R{

irreduzibel sind.

Mit Induktion �uber die L�ange n einer Ableitungskette t

n

!

R

t#

R

und obiger Folgerung folgt

die zweite (im Folgenden mehrfach verwendete) Eigenschaft des Reduktionssystems R.

Eigenschaft 2 : ist t ein R{reduzibler �{Term, dessen Fremdterme R{irreduzibel sind,

so gilt stets : t

�

1

=

E

(t#

R

)

�

1

. Entsprechend, gilt t

�

2

=

F

(t#

R

)

�

2

, f�ur alle R{reduziblen

�{Terme, dessen Fremdterme R{irreduzibel sind.

4. Konstruktion der Homomorphismen �

�;1

und �

�;1

De�nition 6.7

Sei X eine beliebige abz�ahlbar unendliche Variablenmenge und ' : X ! X

0

eine beliebige

Bijektion, wobei X

0

die gemeinsame Erzeugemenge von A und B bezeichnet.

Wir de�nieren dann induktiv �uber n zwei Folgen von Abbildungen �

�;n

: Y

�;n

! Y

n

und

�

�;n

: Y

�;n

! X

n

durch :

� �

�;0

(y) = �

�;0

(y) := ' � �

�1

(y), f�ur alle y 2 Y

0

, wobei : Y

�;0

= Y

�;0

:= Y

0

,

� �

�;n

(y) = g

1

([(�

�1

(y))

�

1

�

�;n�1

)]

E

), f�ur alle y 2 Y

�;n

, wobei :

�

�;n�1

:= [

n�1

k=0

�

�;k

� �

�;n

(y) = h

1

([(�

�1

(y))

�

2

�

�;n�1

)]

E

), f�ur alle y 2 Y

�;n

, wobei :

�

�;n�1

:= [

n�1

k=0

�

�;k

Lemma 6.8

F�ur alle n � 0, sind �

�;n

und �

�;n

bijektive Abbildungen.

Beweis

Wir zeigen die Aussage des Lemmas simultan f�ur �

�;n

und �

�;n

durch Induktion �uber n.

� n = 0

Nach De�nition stimmen �

�;0

und �

�;0

mit ' � �

�1

auf Y

0

�uberein. Da sowohl �

als auch ' bijektiv sind, sind �

�;0

und �

�;0

nach De�nition (identische) Bijektionen

zwischen Y

0

und X

0

.
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� n! n+ 1

Angenommen, f�ur ein n 2 IN und alle k � n, sind �

�;k

und �

�;k

bijektive Abbil-

dungen.

Die Abbildung �

�;n+1

: Y

�;n+1

! Y

n+1

ist dann f�ur alle y 2 Y

�;n+1

durch :

�

�;n+1

(y) = g

1

([(�

�1

(y)

�

1

)�

�;n

)]

E

)

de�niert, wobei :

�

�;n

:= [

n

k=0

�

�;k

ist.

Entsprechend ist die Abbildung �

�;n+1

: Y

�;n+1

! X

n+1

, f�ur alle y 2 Y

�;n+1

,

durch :

�

�;n+1

(y) = h

1

([(�

�1

(y)

�

2

)�

�;n

)]

E

)

de�niert, wobei :

�

�;n

:= [

n

k=0

�

�;k

ist.

a) Um die Korrektheit der De�nitionen von �

�;n+1

und �

�;n+1

sicher zu stellen, m�ussen

wir zuerst zeigen, da� �

�;n+1

als Bildbereich Y

�;n+1

und �

�;n+1

als BildbereichX

n+1

haben, dh., da� �

�;n+1

(y) 2 Y

n+1

, f�ur alle y 2 Y

�;n+1

und entsprechend �

�;n+1

(y) 2

X

n+1

, f�ur alle y 2 Y

�;n+1

, gelten.

Wir zeigen diese Aussage nur f�ur �

�;n+1

, da der entsprechende Beweis f�ur �

�;n+1

v�ollig symmetrisch ist.

Wir m�ussen daher f�ur alle y 2 Y

�;n+1

zeigen, da� �

�;n+1

(y) 2 Y

n+1

ist.

Sei dazu y 2 Y

�;n+1

, dann ist �

�1

(y) 2 K

�;n+1

, dh. es gibt einen R{irreduziblen

Term t#

R

, mit sg(t#

R

) = �, ht(t#

R

) = n+ 1 und �(t#

R

) = y.

Damit gibt es eine Stelle w in t#

R

, so da� der Unterterm s von t#

R

an der Stelle w

ein Fremdterm von t#

R

ist, mit s 2 K

�;n

, dh. mit sg(s) = � und ht(s) = n.

F�ur alle weiteren Fremdterme s

0

von t#

R

gilt dann : ht(s

0

) � ht(s). Damit gilt f�ur

alle Fremdterme s von t#

R

: s 2 K

�;k

, f�ur ein geeignetes k � n.

Damit ist :

(t#

R

)

�

1

2 T (�;[

n

i=0

Y

�;i

)

und es gilt :

V ar((t#

R

)

�

1

) \ Y

�;n

6= ;
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Nach Induktion ist somit :

(t#

R

)

�

1

�

�;n

2 T (�;[

n

i=0

X

i

)

und es gilt :

Erz((t#

R

)

�

1

�

�;n

) \X

n

6= ;

wobei Erz(t), entsprechend V ar(t), die Menge aller Erzeuger bezeichnet, die in dem

Term t vorkommen.

Da t#

R

ausK

�;n+1

ist, ist t#

R

ein R{irreduzibler �{Termmit t#

R

6= x, f�ur alle x 2 X.

Damit ist auch (t#

R

)

�

1

nach De�nition von �

1

ein �{Term, der keine Variable aus Y

ist. Nach Induktionsannahme ist somit auch (t#

R

)

�

1

�

�;n

kein Erzeuger aus X

1

.

Damit ist :

[(t#

R

)

�

1

�

�;n

]

E

2 A

n

n(A

n�1

[X

n

)

Nach De�nition von g

1

ist dann

g

1

([(t#

R

)

�

1

�

�;n

]

E

) 2 Y

n+1

Da t#

R

= �

�1

(y) ist, folgt aus der De�nition von �

�;n+1

, da� �

�;n+1

(y) 2 Y

n+1

ist.

b) Als n�achstes m�ussen wir zeigen, da� die Abbildungen �

�;n+1

und �

�;n+1

injektiv

sind. Wir zeigen dies nur f�ur �

�;n+1

, da der Beweis f�ur �

�;n+1

�ahnlich ist.

Seien dazu y

1

und y

2

aus Y

�;n+1

mit �

�;n+1

(y

1

) = �

�;n+1

(y

1

). Wir m�ussen dann

zeigen, da� y

1

und y

2

gleich seien m�ussen.

Nach Voraussetzung und De�nition von �

�;n+1

gilt :

g

1

([(�

�1

(y

1

))

�

1

�

�;n

]

E

) = g

1

([(�

�1

(y

2

))

�

1

�

�;n

]

E

)

Da g

1

bijektiv ist, gilt auch :

[(�

�1

(y

1

))

�

1

�

�;n

]

E

= [(�

�1

(y

2

))

�

1

�

�;n

]

E

Damit gilt nach Induktion :

(�

�1

(y

1

))

�

1

=

E

(�

�1

(y

2

))

�

1

Da �

�1

(y

1

) und �

�1

(y

2

) beide R{irreduzibele Terme sind, gilt dies genau dann, wenn

�

�1

(y

1

) und �

�1

(y

2

) syntaktisch gleich sind, dh. wenn �

�1

(y

1

) = �

�1

(y

2

) ist.

Da � bijektiv ist, gilt dies genau dann, wenn y

1

= y

2

ist.
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c) Als n�achstes m�ussen wir noch zeigen, da� die Abbildungen �

�;n+1

und �

�;n+1

sur-

jektiv sind.

�

Ahnlich, wie f�ur die Injektivit�at, zeigen wir die Surjektivit�at nur f�ur

�

�;n+1

: Y

�;n+1

! Y

n+1

, da der Beweis f�ur �

�;n+1

entsprechend verl�auft.

Sei dazu y ein beliebiges Element aus Y

n+1

. Dann gibt es zu y nach Konstruktion

des amalgamierten Produktes ein Element a 2 A

n

n(A

n�1

[X

n

) mit y = g

1

(a).

Damit gibt es zu y nach Induktionsannahme, dh. genauer nach Konstruktion der

Abbildungen �

�;k

und �

�;k

f�ur alle k � n, ein t 2 T (�;[

n

i=0

X

i

) mit :

8

<

:

� a = [t]

E

� Erz(t) \X

n

6= ;

� 8 x 2 Erz(t) : t

A

1

6= x

Da nach Induktionsannahme die Abbildungen �

�;k

: Y

�;k

! X

k

, f�ur alle k � n,

de�nierte Bijektionen sind, sind auch die Abbildungen �

�1

�;k

, f�ur alle k � n, de�nierte

Bijektionen.

Damit ist die Abbildung �

�1

�;n

:= [

n

i=0

�

�1

�;i

auch eine bijektive Abbildung und der

Term s de�niert durch : s := t�

�1

�;n

aus T (�;[

n

i=0

Y

�;i

).

Da in tmindestens ein Erzeuger ausX

n

vorkommt, gilt zus�atzlich : V ar(s)\Y

�;n

6= ;.

Nun kann �

�1

als Substitution � aufgefa�t werden, die auf alle Terme aus T (�[�; Y )

anwendbar ist. Die Anwendung von � auf einem beliebigen Term aus T (�; Y ) liefert

einen Term aus T (� [�;X), der selbst R{irreduzibel ist, falls t eine Variable aus Y

ist oder, einen Term aus T (� [ �;X), dessen Fremdterme alle R{irreduzibel sind,

sonst.

Da [

n

i=0

Y

i

eine Teilmenge von Y ist, ist die Substitution � auf s anwendbar.

Sei s

0

:= � (s). Da V ar(s) \ Y

�;n

6= ; ist, gilt : ht(s

0

) = n+ 1.

Wir unterscheiden zwei F�alle :

� Fall 1 : s

0

ist R{irreduzibel.

Dann ist � f�ur s

0

de�niert. Damit gibt es ein y

0

2 Y , so da� y

0

:= �(s

0

) gilt.

Da sg(s

0

) = � und ht(s

0

) = n+ 1 ist, ist y

0

2 Y

�;n+1

.

F�ur y

0

wollen wir zeigen, da� �

�;n+1

(y

0

) = y ist.

Nach De�nition von �

�;n+1

gilt :

�

�;n+1

(y

0

) = g

1

([(�

�1

(y

0

)

�

1

)�

�;n

)]

E

)

Da nach De�nition y

0

= �(s

0

) ist, gilt :

�

�;n+1

(y

0

) = g

1

([s

�

1

0

�

�;n

)]

E

)

Mit Hilfe der De�nitionen f�ur s

0

, �

�;n

und �

1

kann man leicht die Identit�at :

t = s

�

1

0

�

�;n

�uberpr�ufen (siehe die Bemerkung am Ende des Beweises).
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Damit gilt :

�

�;n+1

(y

0

) = g

1

([t]

E

)

Da nach De�nition [t]

E

= a ist und g

1

(a) = y gilt, gilt :

�

�;n+1

(y

0

) = y

Damit gibt es zu jedem y 2 Y

n+1

, der mit der obigen De�nition f�ur s einen

R{irreduziblen Term s

0

de�niert, ein Urbild y 2 Y

�;n+1

� Fall 2 : s

0

ist R{reduzibel.

Dann sind aber alle Fremdterme von s

0

R{irreduzibel. Nach der Eigenschaft 2

von R gilt dann :

s

�

1

0

=

E

(s

0

#

R

)

�

1

Da =

E

abgeschlossen bez�uglich Substitutionen ist, gilt auch :

s

�

1

0

�

�;n

=

E

(s

0

#

R

)

�

1

�

�;n

Damit ist :

[s

�

1

0

�

�;n=1

]

E

= [(s

0

#

R

)

�

1

�

�;n

]

E

Als n�achstes zeigen wir : ht(s

0

#

R

) = n+ 1 und �

�;n+1

(�(s

0

#

R

)) = y.

Da a = [t]

E

ist, folgt aus Obigem und der gleichen Identit�at t = s

�

1

0

�

�;n

:

[(s

0

#

R

)

�

1

�

�;n

]

E

= a

Da a 2 A

n

n(A

n�1

[X

n

) ist, ist (s

0

#

R

)

�

1

�

�;n

ein �{Term �uber [

n

i=0

X

i

mit :

Erz((s

0

#

R

)

�

1

�

�;n

) \X

n

6= ;

Damit ist (s

0

#

R

)

�

1

nach Induktion ein �{Term �uber [

n

i=0

Y

�;i

mit :

V ar((s

0

#

R

)

�

1

) \ Y

�;n

6= ;

Damit gilt:

ht(s

0

#

R

) = 1 + ht(�

�1

(v))

wobei v eine beliebige Variable aus V ar(s

0

#

R

�

1

) \ Y

�;n

ist.

Da �

�1

(v) 2 K

�;n

und ht(t#

R

) = n, f�ur alle t#

R

2 T#

R

, sind, gilt somit :

ht(s

0

#

R

) = 1 + n
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Damit ist s

0

#

R

ein R{irreduzibler Term aus K

�;n+1

. Nach dem Beweis zum

Fall 1 gilt dann :

�

�;n+1

(�(s

0

#

R

)) = y

Bemerkung (zur Identit�at t = s

�

1

0

�

�;n

)

Nach De�nition ist s

0

:= � (s), wobei � die Substitution bezeichnet, die jede Variable

y aus Y durch den R{irreduziblen Term t#

R

mit �(t#

R

) = y ersetzt.

Damit gilt : s

�

1

0

= s. Andererseits gilt nach De�nition von s : s = t�

�1

�;n

.

Insgesamt gilt dann : s

�

1

0

�

�;n

= s�

�;n

= t�

�1

�;n

�

�;n

= t.

Seien �

�;1

und �

�;1

respektiv die Grenzwerte der Folgen (�

�;n

)

n2IN

und (�

�;n

)

n2IN

, die

durch die Konstruktion der Folgen (�

�;n

)

n2IN

und (�

�;n

)

n2IN

(De�nition 6.7) induziert

werden. Dann gilt o�enbar : �

�;1

= [

1

i=0

�

�;i

und �

�;1

= [

1

i=0

�

�;i

.

Als direkte Folgerung aus Lemma 6.8 gilt dann :

Folgerung 6.9

Die Grenzwerte �

�;1

: Y

�;1

:= [

1

i=0

Y

�;i

! Y

1

und �

�;1

: Y

�;1

:= [

1

i=0

Y

�;i

! X

1

sind

bijektive Abbildungen.

Lemma 6.10

F�ur die Grenzwerte �

�;1

und �

�;1

und alle Terme t 2 T (� [�;X) gilt :

(1) [(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

= h

1

([(t#

R

)

�

2

�

�;1

]

F

)

(2) [(t#

R

)

�

2

�

�;1

]

F

= g

1

([(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

)

Beweis

Da h

1

: B

1

! A

1

und g

1

: A

1

! B

1

zu einander inverse Bijektionen sind, gen�ugt

es die Aussage (1) des Lemmas zu zeigen. Die Aussage (2) folgt dann einfach durch

Anwendung von h

1

auf die Identit�at (1). Sei dazu t ein beliebiger Term aus T (�[�;X).

� Fall 1: t ist eine Variable aus X.

Dann ist t = x, f�ur ein x 2 X, und es gilt : (t#

R

)

�

1

= (t#

R

)

�

2

= �(t) = �(x) 2 Y

0

.

Nach De�nition von �

�;1

und �

�;1

stimmen sie mit �

�;0

und �

�;0

auf Y

0

�uberein.

Damit gilt : (t#

R

)

�

1

�

�;1

= (t#

R

)

�

1

�

�;0

und (t#

R

)

�

2

�

�;1

= (t#

R

)

�

2

�

�;0

.

Da �

�;0

und �

�;0

mit ' � �

�1

auf Y

0

�ubereinstimmen, gilt :

�

�;0

((t#

R

)

�

1

)

Eig:1

= �

�;0

(x

�

1

)

Def:

= �

�;0

(�(x))

Def:

= ' � �

�1

(�(x)) = '(x)

V�ollig analog zeigt man dann auch : �

�;0

((t#

R

)

�

2

) = '(x).

Da h

1

mit der Identit�at auf X

0

�ubereinstimmt, folgt dann die Behauptung (1) des

Lemmas f�ur alle Variablen, dh. alle Elemente aus X.
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� Fall 2 : t#

R

ist ein �{Term mit ht(t#

R

) = n, f�ur ein n > 0.

Dann ist (t#

R

)

�

1

= �(t#

R

) = y 2 Y

�;n

und damit �

�;1

(y) = �

�;n

(y).

Nach De�nition von �

�;n

gilt dann :

�

�;n

(y) = h

1

([(�

�1

(y))

�

2

�

�;n�1

]

F

) = h

1

([(t#

R

)

�

2

�

�;n�1

]

F

)

Damit gilt :

[(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

= �

�;n

(y) = h

1

([(t#

R

)

�

2

�

�;1

]

F

)

� Fall 3 : t#

R

ist ein �{Term mit ht(t#

R

) = n, f�ur ein n > 0.

Dann ist (t#

R

)

�

2

= �(t#

R

) = y 2 Y

�;n

.

Entsprechend dem zweiten Fall gilt dann :

[(t#

R

)

�

2

�

�;1

]

F

= �

�;n

(y) = g

1

([(�

�1

(y))

�

1

�

�;n�1

]

E

) = g

1

([(t#

R

)

�

1

�

�;n�1

]

E

)

Da h

1

: B

1

! A

1

und g

1

: A

1

! B

1

inverse Bijektionen sind, gilt dann :

[(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

= h

1

([(t#

R

)

�

2

�

�;1

]

F

)

Als n�achstes werden wir die Bijektionen �

�;1

und �

�;1

verwenden, um die Abbildungen

�

�;1

und �

�;1

zu de�nieren.

Lemma 6.11

Sei �

�;1

: T (� [�;X)! A

1

eine Abbildung, de�niert durch :

�

�;1

(t) = [(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

und sei entsprechend �

�;1

: T (� [�;X)! B

1

eine Abbildung de�niert durch :

�

�;1

(t) = [(t#

R

)

�

2

�

�;1

]

F

f�ur alle t 2 T (� [�;X). Dann gilt :

1. �

�;1

= h

1

� �

�;1

und �

�;1

= g

1

� �

�;1

.

2. �

�;1

ist ein surjektiver (� [�){Homomorphismus von T (� [�;X) nach A

�[�

1

und

�

�;1

ist ein surjektiver (� [�){Homomorphismus von T (� [�;X) nach B

�[�

1

.

3. F�ur alle s, t 2 T (� [�;X) gilt : �

�;1

(s) = �

�;1

(t) () �

�;1

(s) = �

�;1

(t).

4. F�ur alle s, t 2 T (� [�;X) gilt : �

�;1

(s) = �

�;1

(t) () s =

E[F

t.
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5. F�ur alle t 2 T (� [�;X) gilt : �

�;1

(t) =

^

t

A

�[�

1

und �

�;1

(t) =

^

t

B

�[�

1

.

Dabei ist

^

t := '̂(t), f�ur die (� [�){Homomorphe Erweiterung '̂ einer beliebigen aber

festgelegten Bijektion ' : X ! X

0

.

Beweis

1. Diese Identit�aten sind eine direkte Folgerung aus den De�nitionen von �

�;1

und �

�;1

und Lemma 6.14.

2. Nach 1. gen�ugt es, die Aussage 2. des Lemmas nur f�ur �

�;1

zu zeigen.

� Wir zeigen zuerst, da� �

�;1

ein (� [�){Homomorphismus ist.

Sei dazu f ein beliebiges Funktionssymbol aus � [ � und bezeichne n die Stelligkeit

von f . Ferner seien t

1

, t

2

, : : :, t

n

beliebige Terme aus T (� [�;X).

Wir wollen f�ur �

�;1

und f(t

1

, t

2

, : : :, t

n

) zeigen, da�

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = f

A

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

gilt. Wir unterscheiden dazu zwei F�alle :

� Fall 1 : f 2 �.

Dann gilt nach De�nition von �

�;1

:

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = [f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)#

R

�

1

�

�;1

]

E

Da R ein Reduktionssystem f�ur E [ F ist, gilt auch :

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = [f(t

1

#

R

; t

2

#

R

; : : : ; t

n

#

R

)#

R

�

1

�

�;1

]

E

Da f ein �{Symbol ist, gilt dann nach De�nition von �

1

:

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = [f((t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

)�

�;1

]

E

Da =

E

abgeschlossen bez�uglich Substitutionen ist, gilt :

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = [f((t

1

#

R

)

�

1

�

�;1

; (t

2

#

R

)

�

1

�

�;1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

�

�;1

)]

E

Da das amalgamierten Produkt interpretiert als �{Algebra durch X

1

erzeugt ist

und der funktionale Teil isomorph zu der Quotiententermalgebta T (�;X

1

)=

E

ist,

gilt :

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = f

A

�

1

([s

1

]

E

; [s

2

]

E

; : : : ; [s

n

]

E

)

wobei s

i

:= (t

i

#

R

)

�

1

�

�;1

, f�ur i = 1, 2, : : :, n.

Da alle s

i

, f�ur i = 1, 2, : : :, n, reine �{Terme �uber X

1

oder Erzeuger aus X

1

sind, gilt nach Interpretation der Pr�adikatensymbole in dem amalgamierten Produkt

A

�[�

1

:

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = f

A

�[�

1

([s

1

]

E

; [s

2

]

E

; : : : ; [s

n

]

E

)
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Nach De�nition von �

�;1

und s

i

, f�ur i = 1, 2, : : :, n gilt dann :

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = f

A

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

� Fall 2 : f 2 �.

Nach der Aussage 1. dieses Lemmas gilt f�ur alle Terme t 2 T (�[�;X) : �

�;1

(t) =

h

1

� �

�;1

(t). Insbesondere gilt f�ur t := f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) :

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = h

1

� �

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

))

Da f nun ein �{Symbol ist, gilt entsprechend dem Fall f 2 � :

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = f

B

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

Durch Einsetzen in der vorherigen Identit�at folgt dann :

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = h

1

(f

B

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

)))

Da h

1

ein (� [ �){Homomorphismus ist und nach 1. h

1

� �

�;1

= �

�;1

ist, gilt

dann :

�

�;1

(f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)) = f

A

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

� Als N�achstes zeigen wir, da� �

�;1

surjektiv ist.

Sei a 2 A

1

. Dann gibt es ein n � 0, so da� a 2 X

n

oder a 2 A

n

n(A

n�1

[X

n

).

� Fall 1 : a 2 X

n

Dann gibt es eine Variable y 2 Y

�;n

mit �

�;n

(y) = a. Damit gibt es einen R{

irreduziblen Term t#

R

2 K

�;n

mit �

�;n

(y) = a.

Nach De�nition von �

�;n

ist �

�;n

(y) = h

1

([(t#

R

)

�

2

�

�;n�1

]

F

).

Damit ist �

�;n

(y) = h

1

([(t#

R

)

�

2

�

�;1

]

F

).

Nach Lemma 6.10 ist somit �

�;n

(y) = [(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

.

Da �

�;n

(y) = a ist, gilt nach De�nition von �

�;1

: �

�;1

(t) = a.

Damit gibt es zu jedem Erzeuger a 2 X

1

mindestens einen Term t 2 T (� [ �;X)

mit �

�;1

(t) = a.

� Fall 2 : a 2 A

n

n(A

n�1

[X

n

)

Dann gibt es nach der Konstruktion des amalgamierten Produktes einen Erzeuger

y 2 Y

n+1

mit h

1

(y) = a.

�

Ahnlich wie bei dem Fall 1 gibt es somit zu y einen Term t 2 T (� [ �;X) mit

�

�;1

(t) = y. Damit gilt auch : h

1

� �

�;1

(t) = h

1

(y) = a, da h

1

eine Bijektion

ist. Nach der ersten Aussage dieses Lemmas ist h

1

� �

�;1

= �

�;1

Damit gilt :

�

�;1

(t) = a.

Damit gibt es auch zu jedem Element a aus A

1

, der kein erzeuger ist, einen Term t

aus T (� [�;X) mit �

�;1

(t) = a.
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3. Seien s und t beliebige Terme aus T (� [�;X). Dann gilt :

�

�;1

(s) = �

�;1

(t)

Def

() [(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

= [(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

() g

1

([(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

) = g

1

([(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

)

(6:10)

() [(t#

R

)

�

2

�

�;1

]

F

= [(t#

R

)

�

2

�

�;1

]

F

() �

�;1

(s) = �

�;1

(t)

4. Die Aussage 4. des Lemmas ist eine Folgerung aus :

a) s =

E[F

t () s#

R

= t#

R

,

b) Konstruktion von �

�;1

und �

�;1

,

c) Abgeschlossenheit von =

E

und =

F

bez�uglich Substitutionen und

d) den De�nitionen von �

�;1

und �

�;1

.

5. Sei ' : X ! X

0

eine beliebige (aber festgelegte) Bijektion. Wir zeigen die Aussage 5 des

Lemmas simultan f�ur �

�;1

und �

�;1

und alle Terme t 2 T (�[�;X) durch Induktion

�uber die Anzahl der Theorienwechseln in t, dh. �uber ht(t).

� Induktionsanfang : sei t ein beliebiger reiner Term aus T (� [�;X) oder eine beliebige

Variable aus X und sei

^

t := '̂(t). Ferner nehmen wir o.E. an, da� t eine Variable oder

ein reiner �{Term ist.

Dann ist, nach Konstruktion des amalgamierten Produktes,

^

t

A

�[�

1

= [

^

t]

E

.

Nach der Eigenschaft 2 von R gilt dann f�ur den Term t : t

�

1

=

E

(t#

R

)

�

1

.

Da =

E

abgeschlossen bez�uglich Substitutionen ist, gilt : t

�

1

�

�;0

=

E

(t#

R

)

�

1

�

�;0

, dh.

[t

�

1

�

�;0

]

E

= [(t#

R

)

�

1

�

�;0

]

E

.

Da einerseits

^

t

A

�[�

1

= [

^

t]

E

ist und andererseits (nach Konstruktion von �

�;0

) t

�

1

�

�;0

=

^

t und (nach De�nition von �

�;1

) �

�;1

(t) = [(t#

R

)

�

1

�

�;0

]

E

gelten, gilt insgesamt :

�

�;1

(t) =

^

t

A

�[�

1

.

Zu dem Induktionsanfang m�ussen wir noch zeigen : �

�;1

(t) =

^

t

B

�[�

1

.

Da t nach Annahme eine Variable oder ein reiner �{Term ist, ist

^

t

B

�[�

1

= g

1

(

^

t

A

�[�

1

).

Andererseits gilt nach Induktionsanfang :

^

t

A

�[�

1

= �

�;1

(t).

Damit gilt :

^

t

B

�[�

1

= g

1

� �

�;1

(t).

Nach der Aussage 1. dieses Lemmas ist aber g

1

� �

�;1

= �

�;1

.

Damit gilt : �

�;1

(t) =

^

t

B

�[�

1

.

� Induktionsannahme : F�ur ein n > 1, alle Variablen und alle Terme t mit ht(t) � n,

nehmen wir an, da� die Behauptung 5. des Lemmas gilt.

� Induktionsschritt : sei t ein beliebiger Term aus T (� [�;X) mit ht(t) = n+1. Ferner

nehmen wir o.E. an, da� t ein �{Term ist und setzen

^

t := '̂(t).
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Nach Konstruktion des amalgamierten Produktes und De�nition von

^

t

A

�[�

1

gilt dann :

^

t

A

�[�

1

= [

^

t[w h

1

(((

^

t

j

w

))

B

�[�

1

)]

w2Fremdstellen(

^

t)

]

E

F�ur alle Fremdterme

^

t

jw

von

^

t gilt nach De�nition von ht : ht(

^

t

jw

) < ht(

^

t). Damit ist

die Induktionsvoraussetzung f�ur alle Fremdterme von

^

t anwendbar, dh. es gilt :

�

�;1

(t

j

w

) = (

^

t

j

w

)

B

�[�

1

Damit gilt :

^

t

A

�[�

1

= [

^

t[w h

1

� �

�;1

(

^

t

jw

)]

w2Fremdstellen(

^

t)

]

E

Nach der ersten Aussage dieses Lemmas ist h

1

� �

�;1

= �

�;1

. Damit gilt :

^

t

A

�[�

1

= [

^

t[w �

�;1

(

^

t

jw

)]

w2Fremdstellen(

^

t)

]

E

Da �

�;1

ein (� [�){Homomorphismus ist (Aussage 2 des Lemmas), gilt :

^

t

A

�[�

1

= �

�;1

(t[w t

jw

]

w2Fremdstellen(t)

)

Aus der trivialen Identit�at : t = t[w t

jw

]

w2Fremdstellen(t)

folgt dann :

^

t

A

�[�

1

= �

�;1

(t)

�

�;1

(t) =

^

t

B

�[�

1

folgt dann Wie im Induktionsanfang aus der gezeigten Identit�at

�

�;1

(t) =

^

t

A

�[�

1

.

Folgerung 6.12

F�ur jede Abbildung � : X ! A

1

und alle Terme t 2 T (� [�;X) gilt :

(�̂(t))

A

�[�

1

= (�(t))

A

�[�

1

= �

�;1

(�(t))

wobei � : X ! T (� [�;X) die Substitution de�niert, f�ur alle x aus X, durch :

�(x) := 	

�1

�;1

(�(x))

und 	

�;1

die Einschr�ankung von �

�;1

auf T#

R

bezeichnen.

Entsprechend gilt f�ur jede Abbildung � : X ! B

1

und alle Terme t 2 T (� [�;X) :

(

^

�(t))

B

�[�

1

= (�(t))

B

�[�

1

= �

�;1

(�(t))

wobei � : X ! T (� [�;X) die Substitution de�niert, f�ur alle x aus X, durch :

�(x) := 	

�1

�;1

(�(x))
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und 	

�;1

die Einschr�ankung von �

�;1

auf T#

R

bezeichnen.

Beweis

Der Beweis Folgt direkt aus Lemma 6.11.2 und 6.11.5.

Lemma 6.13

Seien � und � disjunkte Signaturen, A eine freie �{Struktur, B eine freie �{Struktur und

bezeichne A� B das amalgamierte Produkt von A und B.

Ferner seien P ein beliebiges Pr�adikatensymbol aus (� [ �), X eine beliebige abz�ahlbar

unendliche Variablenmenge und t

1

, t

2

, : : :, t

n

beliebige Terme aus T (�[�;X). Dann gilt :

A� B j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) () P

A

(�[�)

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

() P

B

(�[�)

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

()

�

P

A

�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

)) falls P 2 �

P

B

�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

)) falls P 2 �

Beweis

Da A

�[�

1

und B

�[�

1

isomorph sind, nehmen wir o.E. an, da� A� B := A

�[�

1

ist.

Nach der allgemeinen De�nition der G�ultigkeit von atomaren Formeln in einer Struktur

gilt A� B j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn

P

A

�[�

1

((�̂(t

1

))

A

�[�

1

; (�̂(t

2

))

A

�[�

1

; : : : ; (�̂(t

n

))

A

�[�

1

)

f�ur jede Wertzuweisung � : X ! A

1

gilt, wobei �̂ die (� [�){homomorphe Erweiterung

von � auf T (� [�;X) bezeichnet.

Nach Folgerung 6.12 gilt P

A

�[�

1

((�̂(t

1

))

A

�[�

1

; (�̂(t

2

))

A

�[�

1

; : : : ; (�̂(t

n

))

A

�[�

1

) genau dann,

wenn

P

A

�[�

1

(�

�;1

(�(t

1

));�

�;1

(�(t

2

)); : : : ;�

�;1

(�(t

n

)))

f�ur jede R{normierte Substitution � : X ! T#

R

gilt.

Da A� B nach Satz 4.2 eine freie Struktur ist, ist die Interpretation von P in A�B, dh.

in diesem Fall in A

(�[�)

1

, abgeschlossen bez�uglich Substitutionen.

Da zudem jede Substitution eindeutig durch ihre R{normierte Form darstellbar ist, gilt

P

A

�[�

1

((�̂(t

1

))

A

�[�

1

; (�̂(t

2

))

A

�[�

1

; : : : ; (�̂(t

n

))

A

�[�

1

) genau dann, wenn

P

A

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

gilt.
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Insgesamt haben wir mit der Vereinbarung A � B := A

(�[�)

1

gezeigt, da� A � B j=

P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann gilt, wenn P

A

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

)) gilt.

Mit der Vereinbarung A� B := B

(�[�)

1

zeigt man �ahnlich wie mit A� B := A

(�[�)

1

, da�

A�B j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann gilt, wenn P

B

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

gilt.

Nach Interpretation der Pr�adikatensymbole in A

�[�

1

gilt

P

A

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

genau dann, wenn

P

A

�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

gilt, falls P 2 � ist oder wenn

P

B

�

1

(g

1

� �

�;1

(t

1

); g

1

� �

�;1

(t

2

); : : : ; g

1

� �

�;1

(t

n

))

gilt, falls P 2 � ist.

Da nach Lemma 6.11.1 : g

1

��

�;1

= �

�;1

gilt, ist die Behauptung des Lemmas insgesamt

bewiesen.

5. Hauptbeweis

In diesem letzten Abschnitt wollen wir zeigen, da� eine atoamre Formel �uber der gemischten

Signatur in der Kombinierten Struktur A � B, wie in [BS 94], genau dann gilt, wenn sie

nach der De�nition der G�ultigkeit von atomaren Formeln �uber der gemischten Signatur,

wie in [KR 94], gilt. Da A

�[�

1

und B

�[�

1

isomorph sind, legen wir o.E. in Folgenden

A� B := A

�[�

1

fest.

Zu jedem Pr�adikatensymbol P 2 (�[�) f�uhren wir ein Paar (P

BS

; P

KR

) von Pr�adikaten-

symbolen mit der gleichen Stelligkeit wie P ein. Dabei gilt P

BS

(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau

dann, wenn P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) in dem amalgamierten Produkt A � B, wie in [BS 94], gilt.

Entsprechend gilt P

KR

(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) nach der De�ni-

tion der G�ultigkeit von atomaren Formeln �uber der gemischten Signatur, wie in [KR 94],

gilt.

Hauptsatz

Seien �, �, A, B und A�B wie in der allgemeinen Voraussetzung dieses Kapitels, X eine

beliebige abz�ahlbar unendliche Variablenmenge, P ein Pr�adikatensymbol aus (�

P

[ �

P

)
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und t

1

, t

2

, : : :, t

n

beliebige Terme aus T (�[�;X), wobei n die Stelligkeit von P bezeichnet.

Dann gilt :

P

BS

(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) () P

KR

(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)

Beweis

Sei P ein beliebiges Pr�adikatensymbol aus (� [ �), X eine abz�ahlbar unendliche Vari-

ablenmenge und t

1

, t

2

, : : :, t

n

beliebige Terme aus T (� [ �;X). Ferner nehmen wir im

Folgenden o.E. an, da� P 2 � ist.

Damit ist es Folgendes zu zeigen :

A� B j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) () A j= P ( (t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

)

1. Wir zeigen zun�achst die erste Richtung, dh. :

A� B j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) =) A j= P ( (t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

)

Dazu nehmen wir an, da� A� B j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) gilt.

Nach Lemma 6.13 gilt A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn

P

A

�

1

(�

�;1

(t

1

); �

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

)

gilt.

Nach De�nition von �

�;1

(Lemma 6.11) gilt f�ur �

�;1

und alle Terme t 2 T (�[�;X) :

�

�;1

(t) = [(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

Damit gilt A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn

P

A

�

1

([(t

1

#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

; [(t

2

#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

; : : : ; [(t

n

#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

)

gilt.

Seien, f�ur i = 1, 2, : : :, n, s

i

:= (t

i

#

R

)

�

1

�

�;1

. Dann sind alle s

i

aus T (�;X

1

) und

[s

i

]

E

aus T (�;X

1

)=

E

.

Da A

�

1

frei �uber X

1

ist, ist die Interpretation von P in A

�

1

abgeschlossen bez�uglich

Substitutionen. Damit gilt A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn f�ur jede

Abbildung � : X

1

! T (�;X

1

) :

P

A

�

1

([�̂ (s

1

)]

E

; [�̂(s

2

)]

E

; : : : ; [�̂(s

n

)]

E

)
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gilt, wobei �̂ die �{homomorphe Erweiterung von � auf T (�;X

1

) bezeichnet.

Da A

�

1

selbst durchX

1

erzeugt ist, bedeutet dies, da� A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau

dann gilt, wenn f�ur jede Abbildung � : X

1

! A

1

P

A

�

1

(

^

�(s

1

);

^

�(s

2

); : : : ;

^

�(s

n

))

gilt.

Da die Abbildung �

�;1

: Y

�;1

! X

1

nach Folgerung 6.9 eine Bijektion ist, ist jede

Abbildung � : Y

�;1

! A

1

durch eine Abbildung � : X

1

! A

1

eindeutig bestimmt,

die f�ur alle x 2 X

1

durch :

�(x) = � � �

�1

�;1

(x)

de�niert ist.

Damit gilt A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn :

P

A

�

1

(

^

� � �

�1

�;1

(s

1

);

^

� � �

�1

�;1

(s

2

); : : : ;

^

� � �

�1

�;1

(s

n

))

f�ur jede Abbildung � : Y

�;1

! A

1

gilt, wobei

^

� die �{homomorphe Erweiterung von

� auf T (�; Y

�;1

) bezeichnet.

Nach De�nition von s

i

, f�ur i = 1, 2, : : :, n, gilt dann :

^

� � �

�1

�;1

(s

i

) = (t

i

#

R

)

�

1

Damit gilt A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn :

P

A

�

1

(

^

�((t

1

#

R

)

�

1

);

^

�((t

2

#

R

)

�

1

); : : : ;

^

�((t

n

#

R

)

�

1

))

f�ur jede Abbildung � : Y

�;1

! A

1

gilt.

Nach der allgemeinen De�nition der G�ultigkeit einer atomaren Formel in einer Struktur

ist dies gleichbedeutend damit, da� A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann gilt, wenn

A

�

1

j= P ((t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

)

gilt.

Da A

�

1

und A freie Strukturen f�ur die gleiche Variet�at �uber zwei Mengen mit der

gleichen Kardinalit�at (X

0

und X

1

) sind, sind sie isomorph.

Damit gilt A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn

A j= P ((t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

)

gilt, dh. genau dann wenn P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) nach der De�nition von [KR 94] gilt.
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2. F�ur die zweite Richtung m�ussen wir zeigen :

A j= P ((t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

) =) A�B j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)

Da A und A

�

1

isomorph sind, gilt

A j= P ((t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

)

genau dann, wenn

A

�

1

j= P ((t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

)

gilt.

Nach der allgemeinen De�nition der G�ultigkeit einer Formel in einer Struktur gilt dann

A

�

1

j= P ((t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

)

genau dann, wenn

P

A

�

1

(

^

�((t

1

#

R

)

�

1

);

^

�((t

2

#

R

)

�

1

); : : : ;

^

�((t

n

#

R

)

�

1

))

f�ur jede Wertzuweisung � : Y

�;1

! A

1

gilt.

Da �

�;1

: Y

�;1

! X

1

eine Bijektion ist, ist jede Abbildung � : Y

�;1

! A

1

durch

�

�;1

und eine Abbildung � : X

1

! A

1

eindeutig bestimmt, die f�ur alle x 2 X

1

durch :

�(x) := � � �

�1

�;1

(x)

de�niert ist. Umgekehrt gibt es zu jeder Abbildung � : X

1

! A

1

genau eine Abbildung

� : Y

�;1

! A

1

, de�niert f�ur alle y 2 Y

�;1

durch :

�(y) := � � �

�;1

(y)

Damit gilt :

A

�

1

j= P ((t

1

#

R

)

�

1

; (t

2

#

R

)

�

1

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

1

)

genau dann, wenn f�ur jede Abbildung � : X

1

! A

1

:

P

A

�

1

(� � �

�;1

((t

1

#

R

)

�

1

); � � �

�;1

((t

2

#

R

)

�

1

); : : : ; � � �

�;1

((t

n

#

R

)

�

1

))

gilt. Insbesondere gilt f�ur �

0

:= id

j

X

1

nach Voraussetzung :

P

A

�

1

(�

0

� �

�;1

((t

1

#

R

)

�

1

); �

0

� �

�;1

((t

2

#

R

)

�

1

); : : : ; �

0

� �

�;1

((t

n

#

R

)

�

1

))
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Da A

�

1

durch X

1

erzeugt ist, gilt zus�atzlich f�ur �

0

und alle Terme t 2 T (� [�;X) :

�

0

� �

�;1

((t#

R

)

�

1

) = [(t#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

Damit gilt nach Voraussetzung :

P

A

�

1

([(t

1

#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

; [(t

2

#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

; : : : ; [(t

n

#

R

)

�

1

�

�;1

]

E

)

Nach De�nition von �

�;1

gilt dann auch :

P

A

�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

Da A

�

1

eine �{Unterstruktur von A

�[�

1

, gilt auch :

P

A

�[�

1

(�

�;1

(t

1

);�

�;1

(t

2

); : : : ;�

�;1

(t

n

))

Nach Lemma 6.13 folgt somit die zweite Richtung, dh. es gilt :

A

�[�

1

j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

):

r

Zusammenfassung : wir haben damit als Hauptergebnis gezeigt, da� eine atomare

Formel �uber der gemischten Signatur in dem amalgamierten Produkt wie in [BS 94] genau

dann gilt, wenn sie nach der syntaktischen De�nition wie in [KR 94] gilt.

Es stellt sich nun die Frage, ob man die G�ultigkeit von atomaren Formeln �uber der ge-

mischten Signatur e�ektiv entscheiden kann, wenn man die Entscheidbarkeit der G�ultigkeit

von reinen atomaren Formeln, dh. von atomaren Formeln �uber der einzelnen Signaturen,

voraussetzt. Dies ist das Thema des n�achsten Kapitels.
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KAPITEL 7

Die Entscheidbarkeit von atomaren Constraints

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, da� eine beliebige atomare Formel P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)

�uber der gemischten Signatur in der kombinierten Struktur A � B, wie in [BS 94], genau

dann gilt, wenn P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) in der kombinierten Struktur C, wie in [KR 94], gilt.

Da aber das Reduktionssystem R in der De�nition der G�ultigkeit von atomaren Formeln

�uber der gemischten Signatur, wie in [KR 94], im allgemeinen unendlich ist, liefert diese

De�nition keinen e�ektiven Weg, um die G�ultigkeit von atomaren Formeln �uber der ge-

mischten Signatur zu entscheiden.

Andererseits generiert der Dekompositionsalgorithmus, wie in [BS 94], auch bei Eingabe

einer 8{quanti�zieren positiven Formel (�uber der gemischten Signatur) im Allgemeinen

Ausgabepaare, deren Komponenten beliebig quanti�zierte Formeln (�uber den Einzelnen

Signaturen) sind.

Die Entscheidbarkeit von atomaren Formeln in den einzelnen Strukturen A und B reicht

damit nicht aus, um mit dem Dekompositionsalgorithmus die Entscheidbarkeit von ato-

maren Formeln in der kombinierten Struktur A�B auf die Entscheidbarkeit von atomaren

Formeln in den einzelnen Strukturen A und B zur�uckzuf�uhren.

In diesem Kapitel wird zuerst eine hinreichende Bedingung f�ur die Entscheidbarkeit von

atomaren Formeln �uber der gemischten Signatur in der kombinierten Struktur C, wie in

[KR 94], formuliert ( Lemma 7.1 ). Anschlie�end werden schrittweise die Voraussetzungen

bestimmt, unter denen diese Bedingung erf�ullbar ist.

F�ur eine �aquivalente De�nition der G�ultigkeit von atomaren Formeln �uber der gemischten

Signatur, wie in [KR 94], wird dann gezeigt, da� sie diese Voraussetzungen erf�ullt und

damit einen e�ektiven Weg liefert, um die G�ultigkeit von atomaren Formeln �uber der

gemischten Signatur in der kombinierten Struktur C ( und damit nach Kapitel 6 in der

kombinierten Struktur A� B ) zu entscheiden.
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De�nition 7.1

Seien A eine beliebige �{Struktur und P ein Pr�adikatensymbol aus �. Ferner bezeichnen

A die Tr�agermenge von A und n die Stelligkeit von P .

Wir sagen, da� das Pr�adikat P in A entscheidbar ist, wenn P

?

A

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

), f�ur alle a

1

,

a

2

, : : :, a

n

2 A, entscheidbar ist.

�

Aquivalent dazu ist somit ein Pr�adikat P 2 �, f�ur eine beliebige Signatur �, in einer

beliebigen �{Struktur A genau dann entscheidbar, wenn A j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

), f�ur eine

beliebige abz�ahlbar unendliche Menge X und beliebige Terme t

1

, t

2

, : : :, t

n

2 T (�;X),

entscheidbar ist.

Lemma 7.2

Seien, f�ur i = 1, 2, �

i

disjunkte Signaturen undA

i

freie �

i

{Strukturen, deren funktionalen

Teile E

i

{freie Algebren �uber der gleichen abz�ahlbar unendlichen Menge X

0

sind.

Ferner seien P ein Pr�adikatensymbol aus �

(n)

i

, f�ur ein beliebiges i 2 f1; 2g, X, Y disjunkte

abz�ahlbar unendliche Variablenmengen und � : T#

R

! Y eine beliebige Bijektion, wobei

R das �aquivalente Reduktionssystem f�ur E := E

1

[ E

2

, wie in [BS 92] (siehe Kapitel 3),

und T#

R

die Menge aller R{irreduziblen Terme aus T (�

1

[ �

2

;X) bezeichnen.

Dann ist P in C entscheidbar, wenn :

1) P in A

i

entscheidbar ist und

2) zu jeder Folge t

1

, t

2

, : : :, t

n

von Termen aus T (�

1

[ �

2

;X) eine berechenbare Folge s

1

,

s

2

, : : :, s

n

von Termen aus T (�

i

; Z) gibt, so da� �(s

j

) =

E

i

(t

j

#

R

)

�

i

, f�ur alle j = 1, 2, : : :,

n, gilt. Dabei ist Z eine beliebige abz�ahlbar unendliche Variablenmenge und � : Z ! Y

eine beliebige Substitution, deren Einschr�ankung auf V ar(s

1

)[V ar(s

2

)[ : : :[V ar(s

n

)

eine Variablenumbenennug ist.

Beweis

Seien Y , � und P wie im Lemma 7.2 und t

1

, t

2

, : : :, t

n

beliebige Terme aus T (�

1

[�

2

;X).

Ferner nehmen wir an, da� die Bedingungen 1) und 2) des Lemmas erf�ullt sind.

Nach Obigem gen�ugt es zu zeigen, da� C j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) gilt.

Da die Bedingung 2) des Lemmas nach Voraussetzung erf�ullt ist, kann man zu der Folge t

1

,

t

2

, : : :, t

n

eine Folge s

1

; s

2

; : : : ; s

n

von reinen �

i

{Termen �uber jeder abz�ahlbar unendlichen

Variablenmenge Z e�ektiv bestimmen, so da�

(�) �j

V

(s

j

) =

E

i

(t

j

#

R

)

�

i

f�ur alle j = 1, 2, : : :, n gilt, wobei � : Z ! Y eine beliebige Substitution ist, deren

Einschr�ankung �

j

V

auf V := V ar(t

1

)[V ar(t

2

)[ : : :[V ar(t

n

) eine Variablenumbenennung

ist.
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Nach De�nition der G�ultigkeit von atomaren Formeln in der kombinierten Struktur C (siehe

Kapitel 5) gilt :

C j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) () A

i

j= P ((t

1

#

R

)

�

i

; (t

2

#

R

)

�

i

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

i

)

Nach (�) gilt dann C j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn

A

i

j= P (�

j

V

(s

1

); �

j

V

(s

2

); : : : ; �

j

V

(s

n

))

f�ur die berechenbare Folge s

1

, s

2

, : : :, s

n

und die Substitution �, gilt.

Da �

j

V

eine Variablenumbenennung ist, ist (�

j

V

)

�1

auch eine Substitution.

Nach der Abgeschlossenheit der Interpetation von P in A

i

bez�uglich Substitutionen gilt

damit C j= P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) genau dann, wenn A

i

j= P (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) gilt.

Da die Folge s

1

, s

2

, : : :, s

n

nach Voraussetzung 2) e�ektiv berechenbar ist und P nach

Voraussetzung 1) in A

i

entscheidbar ist, ist P in C nach obiger

�

Aquivalenzkette entscheid-

bar.

r

Setzt man die Entscheidbarkeit eines Pr�adikats P 2 �

i

in der entsprechenden Struktur

A

i

voraus, so folgt nach obigem Lemma aus der Erf�ullbarkeit von Bedingung 2) stets die

Entscheidbarkeit von P in der kombinierten Struktur C und damit, nach Kapitel 6, auch

in der kombinierten Struktur A

1

�A

2

.

Ein Weg die Erf�ullbarkeit von Bedingung 2) zu untersuchen besteht darin, einen Operator

+ auf T (�

1

[�

2

;X) zu de�nieren, der zu jedem Term t 2 T (�

1

[�

2

;X) eine E{�aquivalente

Form t+ berechnet, deren Fremdterme +{reduziert sind, so da� sg(t+) = sg(t#

R

) gilt.

Ist + ein solcher Operator, so kann man dann, f�ur alle Terme t 2 T (�

1

[ �

2

;X), die

E

i

{Gleichheit von (t#

R

)

�

i

und (t+)

�

i

zeigen (Lemma 7.4).

Ist (t+)

�

i

zus�atzlich (bis auf E

i

{Gleichheit und Variablenumbenennung) berechenbar, so

entspricht dies genau der Erf�ullbarkeit der zweiten Bedingung des Lemmas 7.2.

De�nition 7.3

Seien � eine Signaturen, X eine abz�ahlbare Menge, E eine endliche Menge von �{Identi-

t�aten �uber X und M eine beliebige Teilmenge von T (�;X). Ferner sei Y eine beliebige

Variablenmenge.

Eine Abbildung � :M ! Y hei�t eine Termabstaktion modulo E von M in Y , wenn

�(s) = �(t) () s =

E

t

f�ur alle s, t 2 M , gilt.
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Lemma 7.4

Seien �

1

, �

2

disjunkte Signaturen, X eine abz�ahlbare Variablenmenge und + ein Operator

auf T (�;X), der f�ur alle Terme t 2 T (�;X) folgende Bedingungen erf�ullt :

0) x+ = x und a+ = a, f�ur alle x 2 X und alle a 2 �

(0)

,

1) t+ =

E

t,

2) t+ und t#

R

sind beide Variablen aus X oder es gilt : sg(t+) = sg(t#

R

)

3) alle Fremdterme von t+ sind +{reduziert

wobei t+ die +{reduzierte Form von t bezeichnet.

Ferner seien � := �

1

[ �

2

, Y eine beliebige Variablenmenge geeigneter Kardinalit�at und

� : T (�;X) ! Y eine E{Termabstraktion. Dann gilt :

a) (t+)

�

i

=

E

i

(t#

R

)

�

i

, f�ur i = 1, 2 und alle t 2 T (�;X).

b) t+ =

E

s+ () (t+)

�

i

=

E

i

(s+)

�

i

, f�ur i = 1, 2 und alle Terme s, t 2 T (�;X).

c) Ist Z eine weitere Variablenmenge geeigneter Kardinalit�at und �

0

: T (�;X) ! Z eine

E{Termabstraktion, so gilt

(t+)

�

i

=

E

i

(s+)

�

i

() (t+)

�

0

i

=

E

i

(s+)

�

0

i

f�ur i = 1, 2 und alle Terme s, t 2 T (�;X).

Beweis

Seien + ein beliebiger Operator auf T (�;X), der die Bedingungen 0) { 3) des Lemmas

erf�ullt, � : T (�;X) ! Y eine E{Termabstraktion und t ein beliebiger Term aus T (�;X).

a) Zu zeigen : (t+)

�

i

=

E

i

(t#

R

)

�

i

Da + die Bedingung 2) des Lemmas erf�ullt, sind t#

R

und t+ entweder beide Variablen

oder es gilt : sg(t+) = sg(t#

R

).

Da E

1

und E

2

nach Voraussetzung konsistent sind und der +{Operator die Bedingung

1) des Lemmas erf�ullt, sind t#

R

und t+ immer (syntaktisch) gleich, wenn sie Variablen

sind. Damit ist die Behauptung klar, wenn t#

R

und t+ Variablen sind.

� Fall 1 : sg(t+) = �

i

Dann gilt nach De�nition von �

i

:

(t+)

�

i

= t+[w �((t+)j

w

)]

w2FremdStellen(t+)

: (1)

Sei s := t+[w ((t+)j

w

)#

R

]

w2FremdStellen(t+)

.

Da + die Bedingung 3) des Lemmas erf�ullt, ist (t+)j

w

als Fremdterm von t selbst

+{reduziert.
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Da R ein Reduktionssystem f�ur E = E

1

[E

2

folgt aus der Bedingung 1) des Lemmas :

(t+)j

w

=

E

((t+)j

w

)#

R

: (2)

Nach De�nition von s und Gleichung (2) gilt dann :

t+ =

E

s ^ (t+)

�

i

= s

�

i

: (3)

Da s ein i{Term ist, dessen Fremdterme R{irreduzibel sind, gilt nach der zweiten Eigen-

schaft von R ( siehe Kapitel 6) :

s

�

i

=

E

i

(s#

R

)

�

i

: (4)

Da R ein konvergentes Reduktionssystem f�ur E ist, folgt aus t+ =

E

s (Bedingung 3 des

Lemmas) : (t+)#

R

= s#

R

und aus t+ =

E

t (Bedingung 1) : (t+)#

R

= t#

R

. Damit gilt :

s#

R

= t#

R

: (5)

Insgesamt gilt dann :

(t+)

�

i

(3)

= s

�

i

(4)

=

E

i

(s#

R

)

�

i

(5)

= (t#

R

)

�

i

:

� Fall 2 : sg(t+) 6= �

i

Dann gilt nach De�nition von � :

(t+)

�

i

Def

= �(t+)

Bed: 1

= �(t#

R

)

Def

= (t#

R

)

�

i

:

b) Seien + und � wie in a) und s, t beliebige Terme aus T (�;X). Dann gilt

t+ =

E

s+

Bed: 1)

() t#

R

= s#

R

() (t#

R

)

�

i

= (s#

R

)

�

i

a)

() (t+)

�

i

=

E

i

(s+)

�

i

c) Seien + und � wie in a) und �

0

eine E{Termabstraktion von T (�;X) in eine Menge Z

geeigneter Kardinalit�at.

Dann ist die Abbildung � : Bild

�

0

! Bild

�

de�niert durch :

�(z) = y () 9 t 2 T (�

1

[ �

2

;X) j �

0

(t) = z ^ �(t) = y

o�ensichtlich eine Bijektion. Damit gilt :

(t+)

�

0

i

�

j

V

= (t+)

�

i

^ (s+)

�

0

i

�

j

V

= (s+)

�

i
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wobei �

j

V

die Einschr�ankung von � auf die Menge V := V ar(t+)[V ar(s+) bezeichnet.

Da die Einschr�ankung von � auf V eine Variablenumbenennung ist, ist auch �

�1

j

V

eine

Substitution. Da zus�atzlich =

E

i

abgeschlossen bez�uglich Substitutionen ist, gilt somit :

(t+)

�

i

=

E

i

(s+)

�

i

() (t+)

�

0

i

=

E

i

(s+)

�

0

i

Folgerung 7.5

Die De�nition der G�ultigkeit von atomaren Formeln �uber der gemischten Signatur in der

kombinierten Struktur C, wie in [KR 94],

C j= P ( t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) :() A

i

j= P ( (t

1

#

R

)

�

i

; (t

2

#

R

)

�

i

; : : : ; (t

n

#

R

)

�

i

)

wobei R das Reduktionssystem f�ur E, wie in [BS 92], und � : T#

R

! Y eine beliebige

Bijektion sind, ist �aquivalent zu der De�nition

C j= P ( t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) :() A

i

j= P ( (t

1

+)

�

i

; (t

2

+)

�

i

; : : : ; (t

n

+)

�

i

)

wobei + ein beliebiger Operator auf T (�;X), der die Bedingungen 0) { 3) des Lemmas 7.4

erf�ullt und � eine beliebige E{Termabstraktion auf T (�;X) sind.

Ist der +{Operator berechenbar und die E{Gleichheit zwischen +{reduzierten Termen

entscheidbar, so ist die Bestimmung der +{reduzierten Formen zu den Termen t

1

, t

2

, : : :,

t

n

nach Folgerung 7.5 ein e�ektiver Weg, um P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) in C zu entscheiden.

Um die E{Gleichheit zwischen beliebigen +{reduzierten Termen s+ und t+ zu entscheiden,

k�onnen wir nach Lemma 7.4.b) die Entscheidbarkeit von

s+

?

=

E

t+

auf die Entscheidbarkeit der endlich vielen Fragen

(s+)j

u

?

=

E

(s+)j

w

; (t+)j

u

?

=

E

(t+)j

w

; (s+)j

u

?

=

E

(t+)j

w

zur�uckf�uhren, wobei u, w beliebige Fremdstellen in den entsprechendenTermen bezeichnen.

Damit die induktive Anwendung dieser Vorgehensweise zum Erfolg f�uhren kann, mu� das

Wortproblem f�ur E

1

und E

2

(siehe Kapitel 1) entscheidbar sein.

Das n�achste Lemma zeigt, da� diese Voraussetzung ausreichend ist, wenn wir die Berechen-

barkeit des +{Operators voraussetzen. Zu dem garantiert Lemma 7.4.c, da� das Ergebnis

unabh�angig von der verwendeten E{Termabstraktion � ist.
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Lemma 7.6

Seien E

1

und E

2

Gleichungstheorien �uber disjunkten Signaturen �

1

, �

2

und X eine be-

liebige Variablenmenge. Ferner seien � := �

1

[ �

2

und + ein Operator auf T (�;X), der

die Bedingungen des Lemmas 7.4 erf�ullt.

Dann ist s+

?

=

E

t+, f�ur alle Terme s, t 2 T (�;X), entscheidbar, wenn das Wortproblem

f�ur E

1

und E

2

entscheidbar ist und der Operator + berechenbar ist.

Beweis

Sei + ein berechenbarer Operator auf T (�;X), der die Bedingung 0) { 3) aus Lemma 7.4

erf�ullt und s, t beliebige Terme aus T (�;X). Ferner nehmen wir an, da� das Wortproblem

f�ur E

1

und E

2

entscheidbar ist.

Zu zeigen : s+

?

=

E

t+ ist entscheidbar.

Wir f�uhren den Beweis mit Induktion �uber die maximale Anzahl der Theorienwechseln in

s+ und t+, dh. �uber max(ht(s+); ht(t+)).

1. Induktionsanfang : s+ und t+ sind Variablen oder reinen Terme.

� Fall 1 : s+ und t+ sind reine Terme und sg(s+) 6= sg(t+)

Da der +{Operator die Bedingungen 1) und 2) des Lemmas 7.4 erf�ullt, ist sg(s#

R

) 6=

sg(t#

R

) ( nach Bedingung 2 ) und damit auch s+ 6=

E

t+ ( nach Bedingung 1 ).

� Fall 2 : s+ und t+ sind reine Terme und sg(s+) = sg(t+)

Wir nehmen o.E. an, da� sg(s+) = sg(t+) = �

1

ist. Dann gilt s+ =

E

t+ genau

dann, wenn (s+)

�

1

=

E

1

(t+)

�

1

gilt. Da das Wortproblem f�ur E

1

nach Voraussetzung

entscheidbar ist, ist (s+)

�

1

?

=

E

1

(t+)

�

1

entscheidbar.

� Fall 3 : mindestens s+ oder t+ ist eine Variable.

Da das Wortproblem f�ur E

1

und E

2

nach Voraussetzung entscheidbar ist und s+ =

E

t+

genau dann gilt, wenn (s+)

�

1

=

E

1

(t+)

�

1

gilt, ist s+

?

=

E

t+ entscheidbar.

2. Induktionsannahme : angenommen f�ur ein n > 1 und zwei (beliebige) +{reduzierte

Terme s+ und t+, mit ht(s+) � n und ht(t+) � n, ist die E{Gleichheit zwischen den

Elementen der Menge aller Fremdterme von s+ und t+ entscheidbar.

2. Induktionsschritt : zu zeigen : s+

?

=

E

t+ ist entscheidbar.

� Fall 1 : sg(s+) 6= sg(t+)

Da der +{Operator die Bedingung 2) des Lemmas 7.4 erf�ullt, ist : sg(s#

R

) 6= sg(t#

R

)

und damit auch : s#

R

6= t#

R

.
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Andererseits erf�ullt + die Bedingung 1) des Lemmas 7.4 und R ist ein korrektes Reduk-

tionssystem f�ur E. Damit ist (s+)#

R

= s#

R

und (t+)#

R

= t#

R

.

Da R zus�atzlich konvergent ist, gilt s+ =

E

t+ genau dann, wenn (s+)#

R

= (t+)#

R

gilt.

Da aber (s+)#

R

= s#

R

6= t#

R

= (t+)#

R

ist, k�onnen s+ und t+ nicht E{Gleich sein, dh.

es gilt : s+ 6=

E

t+.

� Fall 2 : sg(s+) = sg(t+)

Dann gilt s+ =

E

t+ nach Lemma 7.4.b) genau dann, wenn (s+)

�

i

=

E

i

(s+)

�

i

gilt.

Zu dem ist die E{Gleichheit (nach Induktionssannahme) f�ur alle Fremdterme von s+

und t+ entscheidbar.

Damit sind (s+)

�

i

und (t+)

�

i

f�ur eine beliebige E{Termabstraktion :

� : Fremdterme(s+) [ Fremdterme(t+) ! Z

berechenbar.

Da nach Voraussetzung das Wortproblem f�ur E

1

und E

2

entscheidbar ist, ist die Frage

(s+)

�

i

?

=

E

i

(s+)

�

i

entscheidbar. Zu dem ist der Antwort nach Lemma 7.4.c) unabh�angig

von der verwendeten E{Termabstraktion.

Damit ist s+ =

E

t+ ( nach Lemma 7.4.b) ) entscheidbar.

r

Zusammenfassend haben wir bis jetzt gezeigt, da� die Bedingung 2) des Lemmas 7.2

erf�ullbar ist, wenn wir die Entscheidbarkeit des Wortproblems f�ur E

1

und E

2

vorraus-

setzen und einen berechenbaren Operator + auf T (�

1

[ �

2

;X) de�nieren k�onnen, der

die Bedingungen 0) { 3) des Lemmas 7.4 erf�ullt. Der n�achste Schritt besteht darin, einen

solchen Operator zu de�nieren.

De�nition 7.7 *

Seien �

1

, �

2

disjunkte Signaturen, X eine Variablenmenge und E

1

, E

2

respektiv endliche

Mengen von �

1

(�

2

){Identit�aten �uber X.

Die +{reduzierte Form eines Terms t 2 T (�

1

[ �

2

;X) wird induktiv �uber ht(t), wie folgt,

de�niert :

� Ist t eine Variable oder eine Konstante, so t+ := t.

� Andernfalls de�nieren wir zu t den Term :

t

0

:= t[w (t

j

w

)+]

w2FremdStellen(t)

Ferner nehmen wir an, da� die E{Gleichheit zwischen den Fremdtermen von t

0

ent-

scheidbar ist.

F�ur eine beliebige Variablenmenge Z (geeigneter Kardinalit�at) und eine beliebige Bi-

jektion :

� : f [s]

E

: s 2 FremdTerme(t

0

) g ! Z

* Diese De�nition ist �ahnlich zu der in [KR 94]
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de�nieren wir zu t

0

den reinen Term :

t

00

:= t

0

[w �(t

0

j

w

)]

w2FremdStellen(t

0

)

Die +{reduzierte Form von t wird dann durch :

t+ =

(

u falls 9u 2 V (t

00

) \X : t

00

=

E

i

u,

REP (�

�1

(u)) falls 9u 2 V (t

00

)nX : t

00

=

E

i

u,

t

0

sonst

de�niert, wobei E

i

der Signatur �

i

von t

00

entspricht und REP (�

�1

(u)) ein beliebiger

Repr�asentant der

�

Aquivalenzklasse �

�1

(u) ist.

Lemma 7.8

Der +{Operator nach De�nition 7.7 erf�ullt die Bedingungen 0) { 3) aus Lemma 7.4.

Beweis

0) Diese Bedingung ist einfach nach De�nition erf�ullt.

1) Ist t+ 6= t, so gibt es eine Stelle w 2 O(t), eine Identit�at (l; r) 2 E und eine Substitution

�, so da� r eine Variable ist, �(l) = t

j

w

und t+ = t[w  �(r)] gilt. Damit gilt stets

t!

R

t+. Da R ein korrektes Reduktionssystem f�ur E ist, gilt somit stets t =

E

t+.

2) Sei t ein beliebiger Term aus T (�

1

[ �

2

;X). Zu zeigen : sg(t#

R

) = sg(t+).

Wir f�uhren den Beweis durch Induktion �uber ht(t).

� Induktionsanfang : t ist eine Variable oder ein reiner Term.

� Fall 1 : t ist eine Variable x 2 X.

Dann folgt respektiv aus der ersten Eigenschaft des Reduktionssystems R f�ur E

(Kapitel 6) und aus der De�nition des +{Operators : t#

R

= t+ = x.

� Fall 2 : t ist ein reiner Term.

Wir nehmen o.E. an, da� t ein reiner i{Term, f�ur ein festgelegtes i 2 f 1; 2 g, ist.

Dann ist t#

R

entweder eine Variable aus V ar(t) oder ein reiner i{Term.

Da R ein konvergentes Reduktionssystem f�ur (E

1

[ E

2

) ist und t ein reiner i{Term

ist, gilt t#

R

= x genau dann, wenn t =

E

i

x gilt (was auch x 2 V ar(t) impliziert).

Andererseits ist der Term t

00

in der De�nition 7.7 identisch mit t, da t ein reiner

Term ist. Damit gilt t#

R

= x genau dann, wenn t+ = x gilt, dh. t#

R

und t+ sind

entweder beide Variablen oder beide reine i{Terme.

� Induktionsannahme : wir nehmen an, da� f�ur ein n > 1 und alle Terme t mit

ht(t) � n gilt : t#

R

und t+ sind beide Variablen oder es gilt : sg(t#

R

) = sg(t+).

� Induktionsschritt : sei t ein Term aus T (�

1

[ �

2

;X) mit ht(t) = n+ 1.
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Zu zeigen : t#

R

und t+ sind beide Variablen oder es gilt : sg(t+) = sg(t#

R

).

F�ur die Bestimmung von t+ unterscheiden wir nach De�nition 7.7 drei F�alle :

� Fall 1 : es gibt eine Variable x 2 V ar(t

00

) \X mit t

00

=

E

i

x, wobei E

i

der Signatur

�

i

von t

00

entspricht und t

00

wie in De�nition 7.7 de�niert ist.

Dann ist (nach De�nition 7.7) : t+ = x.

Da der +{Operator (nach diesem Lemma) die Bedingung 1) aus Lemma 7.4 erf�ullt,

gilt stets : t+ =

E

t, dh. es gilt in diesem Fall : t =

E

x.

Da einerseits x nach der Eigenschaft 1 von R (Kapitel 6) R{irreduzibel ist und

andererseits R ein konvergentes Reduktionssystem f�ur E ist, gilt : t#

R

= x. Damit

gilt : t#

R

= t+ = x.

� Fall 2 : es gibt eine Variable u 2 V ar(t

00

)nX mit t

00

=

E

i

u, wobei E

i

der Signatur

�

i

von t

00

entspricht.

Dann ist nach De�nition 7.7 : t+ = REP (�

�1

(u)), wobei u die Abstraktionsvariable

eines +{reduzierten Fremdterms von t

0

ist. Damit ist u auch die Abstraktionsvariable

eines Fremden Unterterms t

jw

von t mit : sg((t

jw

)+) = sg(t

jw

), dh. wir k�onnen einen

Repr�asentanten f�ur �

�1

(u) so w�ahlen, da� es gilt : t+ = (t

jw

)+, f�ur einen Fremdterm

t

jw

von t.

Da der +{Operator die Bedingung 1) des Lemmas erf�ullt und R ein korrektes Re-

duktionssystem f�ur E gilt :

(t

jw

)+ =

E

(t

jw

)#

R

Damit gilt :

t

Bed:1)

=

E

t+ = (t

jw

)+ =

E

(t

jw

)#

R

Dh. es gilt : t =

E

(t

jw

)#

R

.

Da R ein konvergentes Reduktionssystem f�ur E ist, gilt somit : t#

R

= (t

jw

)#

R

.

Damit gilt insgesamt :

t+ = (t

jw

)+ ^ t#

R

= (t

jw

)#

R

Da nun ht(t

jw

) � n ist, ist die Induktionsannahme f�ur t

jw

anwendbar, dh. es gilt :

sg((t

jw

)+) = sg((t

jw

)#

R

)

und damit :

sg(t#

R

) = sg(t+)

� Fall 3 : f�ur alle v 2 V ar(t

00

) gilt : t

00

6=

E

i

v.

Dann ist nach De�nition 7.7 : t+ = t

0

:= t[w (t

jw

)+]

w2FremdStellen(t)

.

Ferner sei t

0

:= t[w (t

jw

)#

R

]

w2FremdStellen(t)

. Dann gilt : sg(t

0

) = sg(t

0

).

Wir unterscheiden zwei f�alle f�ur t

0

:
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{ Fall 3.1 : t

0

ist R{irreduzibel.

Dann ist : t#

R

= t

0

und damit :sg(t+) = sg(t

0

) = sg(t

0

) = sg(t#

R

).

{ Fall 3.2 : t

0

ist R{reduzibel.

Dann ist t

0

ein R{reduzibler Term, dessen Fremdterme R{irreduzibel sind. Nach

Kapitel 6 (Eigenschaften des ReduktionssystemsR) ist t

0

#

R

entweder ein Fremdterm

von t

0

oder es gilt : sg(t

0

) = sg(t

0

#

R

).

Wir zeigen, da� in diesem Fall t

0

#

R

kein fremder Unterterm von t

0

sein kann.

Angenommen, t

0

#

R

w�are ein fremder Unterterm von t

0

, dann w�are t

0

#

R

= (t

jw

)#

R

,

f�ur eine Fremstelle w 2 O(t).

Da R ein korrektes Reduktionssystem f�ur E ist, gilt : t

0

=

E

t und damit auch :

t#

R

= t

0

#

R

, dh. t#

R

= (t

jw

)#

R

, f�ur eine Fremdstelle w 2 O(t).

Da der +{Operator die Bedingung 1) erf�ullt, gilt :

t

0

=

E

t

und da R ein konvergentes Reduktionssystem f�ur E ist, gilt :

t#

R

= (t

jw

)#

R

=

E

(t

jw

)+

Damit gilt :

t

0

=

E

(t

jw

)+

Somit g�abe es aber die Abstraktionsvariable u := �((t

jw

)+) in t

00

mit : t

00

=

E

i

u und

t+ w�are verschieden von t

0

(Widerspruch).

Damit gilt f�ur t

0

#

R

: sg(t

0

#

R

) = sg(t

0

) und damit :

sg(t#

R

) = sg(t

0

#

R

) = sg(t

0

) = sg(t+)

dh. es gilt : sg(t#

R

) = sg(t+).

3) Diese Eigenchaft ist einfach nach De�nition des +{Operators erf�ullt.

Es bleibt nur noch zu zeigen, da� der +{Operator von De�nition 7.7 berechenbar ist.

Lemma 7.9

Sei + der Operator von De�nition 7.7 und t ein beliebiger Term aus T (�;X). Dann kann

man zu t stets eine +{reduzierte Form e�ektiv bestimmen.

Beweis

Sei t ein beliebiger Term aus T (�;X), wobei � := �

1

[ �

2

ist.

Der Beweis wird mit Induktion �uber die Anzahl der Theorienwechseln in t durchgef�uhrt.

Dabei werden die +{Reduzierten Formen der Fremdterme von t in E{

�

Aquivalenzklassen

zerlegt.
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� Induktionsanfang : t ist eine Variable oder ein reiner Term.

{ Fall 1 : t ist eine Variable oder eine Konstante.

Dann ist nach De�nition 7.7 : t+ = t. Damit ist t+ o�enbar berechenbar.

{ Fall 2 : t ist ein reiner i{Term, f�ur ein beliebiges i 2 f 1; 2 g.

Dann sind die Hilfsterme t

0

und t

00

nach De�nition 7.7 gleich t und damit berechenbar.

Da in t nur endlich viele Variablen vorkommen und das Wortproblem f�ur E

i

nach

Voraussetzung entscheidbar ist, ist : t

?

=

E

i

v, f�ur alle in t vorkommenden Variablen

v, Entscheidbar.

Gibt es eine Stelle w 2 O(t) und eine Variable x 2 V (t) mit : t

j

w

= x und t =

E

i

x,

so gilt : t

00

=

E

i

x.

Nach De�nition 7.7 ist somit t+ = x und damit berechenbar.

Anderenfalls ist t+ nach De�nition 7.7 identisch mit t

0

= t und damit auch berechen-

bar.

� Induktionsannahme : angenommen, f�ur einen beliebigen Term t und alle Fremdterme

t

jw

von t kann man eine +{reduzierte Form (nach De�nition 7.7) bestimmen.

� Induktionsschritt : wir wollen zeigen, da� wir dann eine +{reduzierte Form von t e�ektiv

bestimmen k�onnen.

Da wir nach Induktionsvoraussetzung zu jedem Fremterm von t eine +{reduzierte Form

e�ektiv bestimmen k�onnen, ist einerseits der Term t

0

, wie in De�nition 7.7, e�ektiv

berechenbar und andererseits die E{Gleichheit zwischen den +{reduzierten Formen nach

Lemma 7.6 entscheidbar.

Damit ist die Menge M := f [(t

jw

)+]

E

: w 2 FremdStellen(t) g endlich und

berechenbar.

Sei dann Z eine beliebige Variablenmenge, mit M \ X = ; und jZj = jM j, und sei

� :M ! Z eine beliebige Bijektion. Dann ist � o�enbar berechenbar und damit auch

der Hilfsterm t

00

nach De�nition 7.7.

Da nach Voraussetzung das Wortproblem f�ur E

i

entscheidbar ist, ist dann die Frage :

t

00

?

= v, f�ur alle Variablen v 2 V ar(t

00

), entscheidbar.

Wir unterscheiden daher die folgenden F�alle :

{ Fall 1 : es gibt ein v 2 V ar(t

00

) und v 62 Z.

Dann ist v 2 X. Damit ist : t+

Def

= v und damit berechenbar.

{ Fall 2 : es gibt ein v 2 V ar(t

00

) und v 2 Z.

Dann ist : t+

Def

= REP (�

�1

(v)). Da � endlich und berechenbar ist, ist �

�1

auch berechenbar, dh. wir k�onnen die E{

�

Aquivalenzklasse K 2 M bestimmen, mit

�(K) = v.

Wir w�ahlen dann f�ur t+ einen beliebigen +{reduzierten Term aus K. Damit haben

wir zu t eine +{reduzierte Form bestimmt.
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{ Fall 3 : es gibt keine Variable v 2 V ar(t

00

) mit t

00

=

E

i

v.

Dann ist t+ nach De�nition 7.7 gleich t

0

. Da t

0

nach Obigem berechenbar ist, ist

somit t+ berechenbar.

Folgerung 7.10

F�ur den +{Operator nach De�nition 7.7, alle Terme t 2 T (�;X) und eine beliebige und

E{Termabstraktion � : T (�;X) ! Z ist der Term :

(t+)

�

i

bis auf Variablenumbenennung eindeutig bestimmt und e�ektiv berechenbar, f�ur i = 1, 2.

Hauptsatz

Ist das Wortproblem f�ur E

1

und E

2

entscheidbar und ist die G�ultigkeit von atomaren

Formeln �uber den einzelnen disjunkten Signaturen entscheidbar, so ist die G�ultigkeit von

atomaren Formeln �uber der gemischten Signatur nach [BS 94] und [KR 94] entscheidbar.

Beweis

Seien P ein beliebiges Pr�adikatensymbol, n die Stelligkeit von P und t

1

, t

2

, : : :, t

n

beliebige

Terme aus T (�;X), wobei � := �

1

[ �

2

und X eine beliebige Variablenmenge sind.

Nach demHauptsatz in Kapitel 6 gilt dann P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) in dem amalgamierten Produkt,

wie in [BS 94], genau dann, wenn P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) nach der De�nition der G�ultigkeit von

atomaren Formeln �uber der gemischten Signatur, wie in [KR 94], gilt, dh. auch genau

dann, wenn P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) in der kombinierten Struktur C (siehe Kapitel 5) gilt.

Nach Folgerung 7.5 gilt dann P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) in der kombinierten Struktur C genau dann,

wenn P ( (t

1

+)

�

i

; (t

2

+)

�

i

; : : : ; (t

n

+)

�

i

) in A

i

gilt, wobei + ein Operator, der die Bedingun-

gen 0) { 3) aus Lemma 7.4 erf�ullt und � eine beliebige E{Termabstraktion sind.

Nach Folgerung 7.10 kann man zu jedem Term t einen Term (t+)

�

0

i

e�ektiv bestimmen,

der die Bedingung 2) aus Lemma 7.2 erf�ullt.

Damit kann man zu jeder endlichen Folge t

1

, t

2

, : : :, t

n

eine Folge von reinen i{Termen

oder Variablen s

1

, s

2

, : : :, s

n

, indem man den Term

t := f(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)

betrachtet, wobei f ein neues Funktionssymbol der Stelligkeit n bezeichnet.

Da P nach Voraussetzung in A

i

entscheidbar ist, und (t

i

+)

�

0

i

reine i{Terme oder Vari-

ablen sind, ist somit P ( (t

1

+)

�

i

; (t

2

+)

�

i

; : : : ; (t

n

+)

�

i

) in A

i

entscheidbar. Damit ist

P (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

), nach Interpretation von P in C und Folgerung 7.5, in C entscheidbar.

r
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Zusammenfassung : in diesem Kapitel haben wir gezeigt, da� die Entscheidbarkeit der

G�ultgkeit von reinen atomaren Formeln (in den entsprechenden Strukturen) zusammen

mit der Entscheidbarkeit des Wortproblems in jeder der zu kombinierenden Strukturen

notwendige und hinreichene Bedingungen sind, um die G�uttigkeit von atomaren Formeln

�uber der gemischten Signatur (in der kombinierten Struktur wie in [BS 94] oder �aquivalent

dazu nach der De�nition der G�ultigkeit von atomaren Formeln �uber der gemischten Sig-

natur wie in [KR 94]) e�ektiv zu entscheiden.
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