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Kapitel 1
Einleitung

Die Unifikationstheorie beschéftigt sich mit der Frage, ob man in zwei gegebenen
Termen s und ¢ die Variablen uniform durch Terme ersetzen kann, so dafl s und
t gleich sind.

Dabei kann unter gleich einerseits syntaktische Gleicheit verstanden werden.
Man kann aber auch Gleichheit modulo einer Gleichungstheorie £ betrachten,
was dquivalent dazu ist, Gleichheit in allen Algebren zu untersuchen, die den
Gleichungen aus &£ geniigen. Schliefllich kann man gleich aber auch im Sinne
von Gleichheit in einer Algebra A verstehen, das heifit, die betrachteten Terme
miissen fiir alle Belegungen durch Elemente von A den gleichen Wert ergeben.

Fiir die Unifikation in Gleichungstheorien kénnen zwei Ansdtze zur Lésung von
Unifikationsproblemen unterschieden werden. Der erste Ansatz, den man als
»syntaktischen Ansatz® bezeichnen konnte, benutzt in erster Linie die syntak-
tischen Eigenschaften der Identitdten, die eine Gleichungstheorie erzeugen. Der
zweite Ansatz hingegen verwendet die Struktur der Algebren, die den gegebe-
nen Identitdten geniigen. Diesen kann man somit als ,semantischen Ansatz
bezeichnen.

Bei monoidalen/kommutativen Theorien (im folgenden monoidal-kommutativ
genannt) wird ein semantischer Ansatz verwendet. Ein Unifikationsproblem
wird in ein Gleichungssystem {iber einem Halbring transformiert. Jedes end-
liche Erzeugendensystem der Losungsmenge des Gleichungssystems liefert nun
einen allgemeinsten Unifikator fiir das Unifikationsproblem (vgl. Kapitel 5).

Interessiert man sich fiir Unifikation in primalen Algebren, so ist der syntak-
tische Ansatz nicht ratsam, da primale Algebren weder unter Verwendung ei-
ner festen Signatur noch durch Identitédten definiert werden. Somit ist es nicht
verwunderlich, daf§ Unifikationsverfahren fiir primale Algebren ([Bii90], [Ni90],
[KiRi94]) strukturelle Eigenschaften von primalen Algebren verwenden, das
heiflt, auch bei primalen Algebren verwendet man den semantischen Ansatz.

Vergleicht man nun Unifikationsalgorithmen fiir monoidal-kommutative Theo-
rien und primale Algebren, so gewinnt man den Eindruck, dafl es hier — {iber
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die reine Tatsache, dafl beide ,,semantischer Natur“ sind, hinaus — noch weiter-
gehende Parallelen gibt.

Ziel dieser Arbeit ist daher, die Unifikation in primalen Algebren aus der Sicht
der monoidal-kommutativer Theorien zu untersuchen, um die Gemeinsamkeiten
und Unterschiede genauer herauszuarbeiten.

Es wird sich zeigen, dafi die Unifikation in primalen Algebren zwar nicht dqui-
valent zu der Unifikation in monoidal-kommutativen Theorien ist, sich aber
hierauf zuriickfiihren 148t.

Nachdem in Kapitel 2 zundchst die in der Arbeit bendétigten mathematischen
Grundlagen bereitgestellt werden, folgt dann in Kapitel 3 die der jeweiligen
Auffassung von gleich entsprechenden Begriffe ,,syntaktischer Unifikator, ,,&-
Unifikator* und ,, A-Unifikator* definiert. Auflerdem wird eine kategorientheo-
retische Sichtweise der Unifikation vorgestellt. Bisweilen kdnnen verschiedene
Gleichungstheorien und Algebren hinsichtlich Unifikation identifiziert werden.
Um dieses genauer zu formalisieren wird zum Schluf des Kapitels eine Aqui-
valenzrelation auf Gleichungstheorien und Algebren vorgestellt. Fiir diese wird
gezeigt, daf dquivalente Gleichungstheorien oder Algebren vom gleichen Unifi-
kationstyp sind und wie Unifiaktoren transformiert werden kénnen.

Die Unifikation findet insbesondere im Bereich des Constraint Solving eine An-
wendung (vgl. [BaaSig4]). Dabei interessiert weniger, durch welche Terme die
Variablen von s und t ersetzt werden miissen, damit s und ¢ gleich sind, son-
dern mehr die Frage, ob es eine Ersetzung gibt, so dafl s und ¢ gleich sind. Man
fragt sich somit, ob s =t ldsbar ist. Zusammenhinge zwischen Lésbarkeit und
Unifikation werden in Kapitel 4 untersucht.

In Kapitel 5 werden monoidale/kommutative Theorien zusammen mit einem
Unifikationsalgorithmus vorgestellt. Monoidal-kommutative Theorien beschrei-
ben Varietiten abelscher Monoide und verallgemeinern bzw. vereinheitlichen so-
mit Unifikationsalgorithmen z.B. fiir die Theorie (idempotenter) abelscher Mo-
noide oder Gruppen. Auflerdem wird gezeigt, dafl kommutative und monoidale
Theorien dquivalent sind. Somit ist die Bezeichnung ,monoidal-kommutativ*
gerechtfertigt.

In Kapitel 6 werden zunéchst primale Algebren, d.h. Algebren, bei denen jede
Operation durch eine Termfunktion dargestellt werden kann, definiert und eini-
ge ihrer Eigenschaften hergeleitet. Insbesondere wird gezeigt, dal man Losbar-
keit in einer beliebigen endlichen Algebra mit Hilfe der Unifikation in primalen
Algebren entscheiden kann. Auflerdem wird gezeigt, dafl primale Algebren und
monoidale Theorien nicht dquivalent sind, man also einen Unifikationsalgorith-
mus flir monoidale Theorien nicht direkt zur Unifikation in primalen Algebren
verwenden kann.

Anschlieflend wird ein Algorithmus skizziert, der mit Hilfe eines Unifikations-
algorithmus fiir monoidale Theorien, Unifikatoren in primalen Algebren be-



stimmt. Dazu werden die zu untersuchenden Terme in eine bestimmte syntak-
tische Form gebracht und in Terme iiber einer monoidalen Theorie {ibersetzt.
Hier wird ein Unifikator bestimmt, der nach kleineren Modifikationen in einen

Unifikator fiir das urspriingliche Problem iibersetzt werden kann.



Kapitel 2
Grundlagen

Die Unifikationstheorie beschiftigt sich (vereinfacht ausgedriickt) mit der Frage,
ob man zwei gegebene Terme, in denen Variablen enthalten sind, durch Substi-
tutionen gleich machen kann. Dabei ist man in der Regel nicht an irgendwelchen
Substitutionen interessiert, sondern an moglichst allgemeinen.

Wenngleich jeder eine intuitive Vorstellung von den gerade verwendeten Be-
griffen hat, ist es jedoch fiir die formale Definition des Unifikationsproblems
unabdingbar, zunichst diese Begriffe zu kldren.

Deshalb sollen zuerst einige Schreibweisen festgelegt und die fiir die weitere
Arbeit bendtigten Begriffe und Sdtze zur Verfiigung gestellt werden.

Die in diesem Kapitel angegebenen Definitionen und Sitze sind im wesentli-
chen (sofern nicht anders angegeben) den Biichern [Ih93], [We92] und [Gra79]
entnommen. [[h93] und [We92] bieten eine leicht verstdndliche Einfiihrung in
die universelle Algebral. [We92] entwickelt die universelle Algebra aus der An-
wendungssicht fiir den Informatiker, wihrend [1h93] eher allgemeine Resultate
aus den wichtigen Bereichen der universellen Algebra beschreibt. [Gra79] bietet
hingegen eine umfassende Darstellung zur universellen Algebra.

2.1 Ordnungen

Um von einer Substitution sagen zu kdnnen, sie sei allgemeiner als eine andere,
ist es hilfreich, Substitutionen vergleichen zu kénnen. Wir werden daher spiter
auf Substitutionen eine Ordnung einfiihren. Daher zun&chst einige Bemerkun-

gen {iber Ordnungen:

Definition 2.1.1 (Quasiordnung)
FEine zweistellige Relation < auf einer Menge A heifit Quasiordnung, falls fiir
alle x,y,z € A die folgenden Bedingungen gelten:

"Dort finden sich auch die Beweise zu den hier angegebenen Sétzen, die der Ubersichtlich-
keit wegen hier nicht noch einmal angegeben wurden. Der interessierte Leser sollte, sofern ihm
die Beweise nicht bekannt sind, an den angegebenen Stellen nachschlagen.
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x (Reflexivitit)
yundy <z =2 Sz (Transitivitdt)

Eine Quasiordnung, die zudem noch antisymmetrisch ist, heilit Halbordnunyg.

Definition 2.1.2 (Halbordung; vgl. [Th93, 2.2.1])
FEine zweistellige Relation < auf einer Menge A heifit Halbordnung, falls fiir
alle x,y,z € A die folgenden Bedingungen gelten:

(01) z<uz (Reflexivitit)

(02) z<yundy<z=a2<z (Transitivitit)

(03) z<yundy<z=2x=y (Antisymmetrie)

Man nennt dann A oder auch das Paar (A, <) bzw. (4, <) eine quasigeord-
nete Menge bzw. halbgeordnete Menge. Zwei Elemente a,b € A heiflen
vergleichbar, falls ¢ < b oder b < a (bzw. @ < b oder b < a), und sonst
unvergleichbar. ¢ und b heiflen &hnlich, falls ¢ < b und b < a gilt.

Fiir Elemente a und b einer quasi- oder halbgeordneten Menge heifit a kleiner
als b (a < b), falls @ < b, aber nicht b < a (bzw. a < b, aber nicht b < a)?. Die
Relation < als Teilmenge von < (bzw. < C <) heifit der strikte Teil von <
(bzw. <).

Fiir Quasiordnungen definiert man fernerhin folgende Begriffe:

Definition 2.1.3 (Vollstandigkeit; vgl. [Nutt92, 2.1])

Sei (A, <) eine quasigeordnete Menge. Ein Element a € A heifit minimal, falls
kein b € A existiert mit b < a. Fine Menge BCA heifit vollstdndige Menge,
falls fiir jedes a € A ein b € B existiert mit b < a. Eine minimal vollstandige
Menge ist eine vollstindige Menge BC A, so daf3 keine echte Teilmenge C' C B
existiert, die vollstindig ist. Fin kleinstes Element ist ein Element a € A mit
a < d fiir alle a' € A.

Man beachte, dafi ein minimales Element a kein kleinstes Element sein muf3, da

es Elemente geben koénnte, die nicht mit a vergleichbar sind.

Unter einer vollstidndigen Menge versteht man also eine Teilmenge B einer Men-
ge A, so dal zu jedem Element ¢ aus A ein kleineres oder dhnliches Element
in B existiert. Eine vollstindige Menge einer Menge A existiert immer, da die
Menge A selbst vollstdndig ist.

falsoa < bund a #b
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Minimal vollstindige Mengen einer quasigeordneten Menge
miissen aber nicht existieren, wie man sich z.B. anhand von Z
zusammen mit der iiblichen Halb- und somit auch Quasiordnung
< (vgl. nebenstehende Abbildung) klar machen kann. Denn ange-

nommen, es gibe eine minimal vollstindige Menge BCZ. Dann <
gibt es zu einem beliebigen b € B ein ¢ € Z mit ¢ < b. Da B <
vollstdndig ist, existiert zu ¢ ein d € B mit d < ¢. Daher gilt

IN

d < b. Somit ist auch C':= B\{b} C B eine vollstindige Menge.
Widerspruch!

Auflerdem sind minimal vollstindige Mengen in der Regel, sofern sie existieren,
nicht eindeutig®.

Nach Definition ist ein Element a € A genau dann ein kleinstes Element fiir
A, wenn {a} eine minimal vollstindige Menge ist. Somit ist weder die Existenz
noch die Eindeutigkeit eines kleinsten Elements gesichert.

Die Definitionen der obigen Begriffe lassen sich woértlich auch auf Halbordnun-
gen iibertragen. Bei Halbordnungen ist jedoch aufgrund der Antisymmetrie die
Eindeutigkeit minimal vollstindiger Mengen gewihrleistet. Deswegen ist es bis-
weilen hinderlich, auf die Antisymmetrie verzichten zu miissen. Jedoch ist es
moglich, von einer quasigeordneten Menge zu einer halbgeordneten Menge zu
gelangen, indem man dhnliche Elemente identifiziert. Dazu definiert man auf
einer quasigeordneten Menge (A, <) eine Aquivalenzrelation ~ wie folgt:

Fira,be Aseia~b:aSbund b Sa

Dann ist mit A’ := A/~ und < definiert durch @ < b :& a < b fiira,be A
das Paar (A4’, <) eine halbgeordnete Menge, wobei z die Aquivalenzklasse von

z bzgl. ~ bezeichne (vgl. [We92, S. 34]).

2.2 Terme, Algebren, Termalgebra

Der Begriff eines Terms ist gebunden an den Begriff einer Signatur. Eine Signa-
tur legt fest, welche Symbole man zum Aufbau von Termen verwenden darf. Die
Angabe einer Signatur ist aber auch notwendig zur Beschreibung einer Algebra.

Definition 2.2.1 (Signatur)

Fine Signatur ist ein Paar (X, st), wobei ¥ eine Menge, genannt die Menge
der Funktionssymbole oder auch Operationssymbole, und st : ¥ —IN eine
Abbildung ist*, die jedem Funktionssymbol aus ¥ eine Stelligkeit zuordnet.

®Sei z.B. {a}C A eine mininimal vollstindige Menge fiir A und existiere ein b € B mit b < a
und a < b. Dann ist auch {b} eine minimal vollstdndige Menge fiir A.

‘IN=1{0,1,2,...}
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Nullstellige Funktionssymbole werden auch Konstantensymbole genannt. Fiir
Elemente aus > verwenden wir in der Regel die Zeichen f,g,h,..., f1, [, ...
oder auch +,*,0, 1.

Im folgenden geben wir eine Signatur h&ufig nur durch Nennung von ¥ an und
weisen auf die Stelligkeit von f € ¥ hin, wenn es notwendig ist.

Gruppiert man die Elemente von 3 gem#B ihrer Stelligkeit, z.B. 2(%) := {fex:
st(f) = n}, so ist die Signatur eindeutig durch die Familie (X("), ¢y bestimmt.
Daher unterscheiden wir in der Regel nicht zwischen der Signatur ¥ und der
Familie (X("), ey und schreiben statt f € ¥, st(f) = n kurz f € 2%,

Bei gegebener Signatur ¥ kann man erkldren, was man unter einem X-Term

versteht:

Definition 2.2.2 (Term; vgl. [Th93, 6.2.1])

Sei (32, st) eine Signatur und X eine abzihlbare® Menge, deren Elemente Varia-
blen genannt werden, mit XN X = (). Die Menge T(X, X) wird durch folgende
Rekursionsvorschrift definiert:

1. Fir allez € X ist x € T(X, X).

2. Fiir f € S und ty,...,t, € T(X,X) ist auch fty...t, € T(Z,X).
Die Elemente von T'(X, X') heifen X-Terme.

Mit Var(t) bezeichnen wir die Menge aller bei der Bildung von ¢ verwendeten
Variablen, das heifit, Var(t) ist rekursiv definiert durch Var(z) = {2} firz € X
und Var(ft ...t,) = Var(t;)U---U Var(t,) fir f € ). Fiir t € T(Z, X) mit
Var(t)C{x1,...,2,} schreibt man oft auch #(xy,...,2,) um anzudeuten, dafl
alle bei der Bildung von t verwendeten Variablen in der Menge {z1,...,2,}

enthalten sind. Man nennt den Term dann n-stellig.

Der Ubersichtlichkeit wegen werden wir bisweilen die Infixnotation verwenden
und Klammern setzen, wo es sonst zu Mehrdeutigkeiten fithren kénnte. Zum
Beispiel schreiben wir statt 4+ 4+ zyz einfach (z 4+ y) + z.

Gilt fiir zwei Variablenmengen X, Y, dal XCVY, so ist T(3, X)CT'(3,Y), da
man bei der Bildung von Termen (in 7'(X,Y’)) nicht alle Variablen verwenden
muf. Hat man insbesondere die Folge (X;);en von Variablenmengen gegeben
mit Xo := {2,} und X;1; := X; U{2i11}, 1 € IN, so folgt T'(X, X;)CT(¥, X,)
fiir Xo, := {21, 22, 23,...} = U;ew Xi. Das heifit, fiir jeden Term ¢ aus T'(3, X;)
gilt t € T'(X, X,). Andererseits gilt fiir ¢t € T'(X, X,,), da ¢t € T'(X, X;) fiir ein
t € IN, da ein Term ein endliches Wort ist und somit nur endlich viele Variablen
enthalten kann. Bisweilen ist es daher ,geschickt®, mit 7'(3, X,) zu arbeiten,
da man dann stets ,,ausreichend viele Variablen“ hat, sich aber ggf. auf endlich
viele Variablen beschrinken kann.

Sendliche oder unendliche
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Terme sind wie die Elemente einer Signatur rein syntaktischer Natur. Man
kann ihnen jedoch ,eine Bedeutung geben“, wenn man sie in einer Struktur
interpretiert. Dazu prigen wir den Begriff einer Algebra.

Unter einer Realisation eines n-stelligen Funktionssymbols f auf einer Menge
A versteht man eine Funktion von A™ nach A, die wir mit f4 bezeichnen. Damit
kann man fiir eine Signatur ¥ den Begriff einer 3-Algebra wie folgt definieren:

Definition 2.2.3 (X-Algebra)
Sei 3 eine Signatur. Unter einer 3-Algebra A versteht man ein Paar A =
(A, 24), wobei A eine Menge und ¥4 eine Familie ¥4 = (f#) ;s von Realisa-
tionen f* von Funktionssymbolen f ist. Die Menge A wird Universum oder
Trigermenge der Algebra A genannt, und die Abbildungen fA := f4 heiBen
fundamentale Operationen.

In der Sprache der mathemathischen Logik ist eine ¥-Algebra also nichts an-
deres als eine funktionale >-Struktur, also eine 3-Struktur, deren Signatur nur
Funktionssymbole und keine Relationssymbole enthilt.

Im folgenden werden wir nicht immer typographisch zwischen f € 3 und der
zugehdrigen Abbildung f4 unterscheiden.

Definition 2.2.4 (Unteralgebra)

Sei A = (A, ¥4) eine ¥-Algebra. Dann heiit B = (B, %P) Unteralgebra von A
(in Zeichen: B < A), falls BCA und die Einschrénkung von f# auf B ((f4)|g)
eine Abbildung in B ist. Mit Sub A wird die Menge aller Unteralgebren von A
bezeichnet.

Hat man zwei ¥-Algebren gegeben, so kann man Abbildungen zwischen ihnen
betrachten. Wichtige Abbildungen sind insbesondere die, die die Struktur der
betrachteten Algebren respektieren:

Definition 2.2.5 (Homomorphismus, Endomorphismus)
Es seien A = (A,%4) und B = (B,%P) zwei Y-Algebren. Eine Abbildung
@ : A—DB heifit

e Homomorphismus, falls fiir alle f € ¥ und alle aq,...,a, (n = st(f))
gilt:

c,ofA(al, S fB(c,oal, e pay)

e Monomorphismus, falls ¢ Homorphismus und ¢ injektiv

Epimorphismus, falls ¢ Homorphismus und ¢ surjektiv

Isomorphismus, falls ¢ Homorphismus und ¢ bijektiv

e Endomorphismus, falls ¢ Homorphismus und A = B.
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Ist ¢ : A—B ein Epimorphismus, so wird B homomorphes Bild von A ge-
nannt. Die Menge aller Homomorphismen von A nach B wird mit Hom(.A, B)
und die Menge der Endomorphismen von A mit End A bezeichnet. Existiert

ein Isomorphismus zwischen A und B, so heien A und B isomorph (in Zeichen:

AxB).

Bisweilen méchte man Elemente einer Algebra identifizieren, d.h. zu einer Al-
gebra {ibergehen, in der man statt mit einzelnen Elementen mit Klassen von
Elementen rechnet. Genauer:

Definition 2.2.6 (Kongruenzrelation; vgl. [Th93, 1.4.5])

Sei § eine Aquivalenzrelation und A = (A,X4) eine Y-Algebra. Dann heift 6
Kongruenzrelation, falls fiir alle f € X" und alle aq, b, ..., a,,b, € A mit
ay 0 by,...,a, 00b, gilt

fAag, ... an) 0 fA(by, ... by).

Die Kongruenzklasse von a € A ist die Menge {a’ € A : ' 0 a} und wird
mit [a]@ oder [a] bezeichnet, falls 8 aus dem Zusammenhang klar ist. Die Menge
aller Kongruenzrelationen einer Algebra A wird mit Con A bezeichnet.

Eine Kongruenzrelation ist also eine Aquivalenzrelation, die mit allen funda-
mentalen Operationen vertréglich ist.

Definition 2.2.7 (Kern)
Es sei ¢ : A—B eine Abbildung. Dann ist der Kern von ¢ definiert als

Kern ¢ :={(a,b) € A* : pa = b}

Fiir den Kern eines Homomorphismus ¢ : A—B kann man leicht zeigen, daf§
Kern ¢ eine Kongruenzrelation auf A ist, das heifit, es gilt Kernyp € Con A
(vel. [1h93, 1.4.11]). AuBerdem kann man zeigen, dal Con A genau aus den
Kernen von Homomorphismen von A besteht ([1h93, 1.4.14]).

Definition 2.2.8 (Faktoralgebra; vgl. [ITh93, 1.4.9])

Sei A eine Y-Algebra und 8 € Con A. Wir definieren die Faktoralgebra A/6
von A nach 8 wie folgt: Das Universum von A/6 sei A/6, d.h. die Menge aller
Kongruenzklassen von 8. Die fundamentalen Operationen von A/# werden aus
denen von A gewonnen durch

A9 (A9 — A/
fA/e([al]H, ooy lan]0) = [f““(al7 ceey )]0

Aufgrund der Vertriglichkeitsbedingung von 6 ist .4/ wohldefiniert. A 148t

sich auf kanonische Weise homomorph in A/ einbetten:
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Lemma 2.2.9 (Einbettungshomomorphismus; vgl. [Th93, 1.4.12])
Es sei A eine ¥-Algebra und 6 € Con A. Dann ist die Abbildung ¢ definiert
durch

) A=A/
S [a]d

ein surjektiver Homomorphismus. 1y heiit kanonischer Einbettungshomo-

morphismus.

Die Termalgebra hat als Universum die Menge der 3-Terme. Das Rechnen in
der Termalgebra ist dem Aufbau von Termen nachempfunden:

Definition 2.2.10 (Termalgebra; vgl. [Th93, 6.2.1])

Sei 3 eine Signatur und T'(X, X) eine Menge von Y-Termen. Die X-Termal-
gebra T (X, X) ist definiert als ¥-Algebra mit Universum T'(X, X') und den fiir
jedes f € X" durch

FTEXNN @y, b)) = fty ..ty
definierten fundamentalen Operationen.

Bisweilen identifizieren wir die Menge der ¥-Terme 7'(X, X') mit der 3-Term-
algebra 7 (X, X).

Mit Hilfe der Termalgebra und dem Begriff eines Homomorphismus ist eine
formale Beschreibung des Begriffs einer Substitution moglich:

Definition 2.2.11 (Substitution)

Sei V' eine Variablenmenge. Ein Homomorphismus ¢ : T (X, V)—=T (X, V) heifit
Substitution, falls ¢(v) # v nur fiir endlich viele v € V. Die Menge der Substi-
tutionen von T (X, V)—=T (X, V) wird mit Subs(T(X,V), T(X,V)) bezeichnet.

Ist ¢ : T(X,X)=T(X,Y) ein Homomorphismus und gilt | X| < oo, so kann ¢
zu einer Substitution @ : T (3, V)=T (X, V) fir V := X UY erweitert werden.
Definiere dazu

v fir v € Y\X
p(v) firveX

Offensichtlich ist ¢|x = ¢ und @(v) # v nur fiir endlich viele v € V. Somit ist
@ eine Substitution. Wir wollen daher fiir endliches X bereits ¢ als Substitu-
tion bezeichnen. Die Menge der Substitutionen von 7 (X, X) nach 7(X,Y) mit
Subs(T (X, X), T(X,Y)) abgekiirzt.
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Satz 2.2.12 (Prinzip der endl. algebraischen Induktion; [ITh93, 6.2.5])
Sei T (X, X)) die ¥-Termalgebra iiber X . Dann gibt es fiir jede ¥-Algebra A und
jede Abbildung ¢ : X —A genau einen Homomorphismus ¢ : T (3, X )—A, der
@ fortsetzt, d.h. mit ¢|x = .

Will man also eine X-Termalgebra in eine >-Algebra A homomorph einbetten,
so braucht man nur die Bilder der Variablen vorzugeben. Insbesondere sind
auch Substitutionen eindeutig durch die Angabe der Bilder der Variablen be-
stimmt. Die Eindeutigkeit des Einbettungshomorphismus liefert fernerhin die

Wohldefiniertheit von Termfunktionen:

Definition 2.2.13 (Termfunktion; [Th93, 6.2.6])

Esseit ein ¥-Term iiber X = {xy,...,z,} und A eine X-Algebra. Fiir ay, . .., a,
€ Asel @q.  a,: T(X, X)—=A der eindeutig bestimmte Homomorphismus mit
x; — a;, i = 1,...,n. Dann erhélt man eine n-stellige Operation t* : A"—A
durch

tA(al, Cey an) = S«Qal,...,ant'

Die auf diese Weise aus den Termen gebildeten Operationen auf A heiflen Term-
funktionen. Die Menge aller Termfunktionen von A wird mit T (.A) bezeichnet.

Man nennt t* auch die durch ¢t induzierte Termfunktion und den eindeutig
bestimmten Homomorphismus ¢q, . 4, @ 7 (2, X)—A eine Belegung.® Die Be-

legung wir oft auch nur durch a4, ..., a, angegeben.

Fiir ¢t € T(3, X) und fiir jedes endliche Y 2> X gilt offenbar t € T'(X,Y). Da

fiir die Belegungen ¢, .. 4, und Par sy

S‘Qal,...,ant = S‘Qal,...,an,...,a|y|t

gilt, induziert ¢ auch eine Termfunktion t4 : AV —A.

Fiir einen Term ¢ € T(X,X), X = {z1,...,2,} mit induzierter Termfunk-
tion +4 : A"—A heiBt z; unwesentliche Variable (bzgl. A), falls fiir alle
(a1,...,a,) € A" und fiir alle a,b € A gilt

tA(ah cees (i1, G5 0441, - '7an) = tA(alv <oy -1, b7 Ait1y - - '7an)
Ansonsten heifit z; wesentliche Variable von ¢ (bzgl. A). Offensichtlich ist

fiir jede Algebra A die Menge der wesentlichen Variablen von ¢ (bzgl. A) eine

Teilmenge von Var(t).

®Da ¥t € T(Z, X) : |Var(t)| < oo gilt, ist |X| < co keine wesentliche Einschriinkung fiir
die Begriffe Termfunktion und Belegung.
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Besitzt ein Term ¢ mindestens eine wesentliche Variable z, so kann man jede
unwesentliche Variable durch z ersetzen und so zu einem Term ¢’ {ibergehen, in
t.A — t/.A

dem jede Variable wesentlich ist und fiir den gilt.

Besitzt ¢ keine wesentliche Variable, d.h., fiir t4 : A¥*—A und alle (a1,...,ax) €
A¥ist t4(ay, . . ., ag) konstant, so kann man fiir # nur dann einen Term ¢’ finden,
fiir den gilt, daB #' nur wesentliche Variablen enthilt und daf t4 = ¢4, wenn
mindestens ein Konstantensymbol in der Signatur vorhanden ist, da ansonsten
jeder Term mindestens eine Variable enthélt. Ist keine Konstante in der Signatur
vorhanden, wollen wir aber t* : A—A mit einer Abbildung f; : A=A, f, =
a € A identifizieren, falls fiir jede Belegung b gilt t4(b) = a.

Wir sagen daher auch, dafl ein Term ¢ eine Familie von Termfunktionen (¢4 :
Ak—>A)keI induziert, wobei I := {n € IN : n > i} und ¢ die Anzahl der
wesentlichen Variablen von ¢ ist.

Ahnlich wie fiir die fundamentalen Operationen schreibt man auch bei den
Termfunktionen oft einfach ¢ anstelle von ¢4.

Da jede Variable z; € X = {zy,...,2,} ein Term ist, erhdlt man als Term-
funktion fiir den Term ¢ = x; die Projektionsabbildung tA(al, Ce Q) = a.
Die Termfunktionen einer Algebra sind genau die Abbildungen, die man durch
Zusammensetzen aus den fundamentalen Operationen sowie den Projektions-

abbildungen erhilt (vgl. [Th93, 6.2.7])7.

Es sei noch erwdhnt, daf sich alle Termfunktionen bzgl. Homomorphismen wie
fundamentale Funktionen verhalten:

Satz 2.2.14 ([Ih93, 6.2.9])
Seien X eine Signatur, A, B ¥-Algebren und t ein n-stelliger ¥-Term. Dann gilt
fir jeden Homomorphismus ¢ : A—B und alle aq,...,a, € A:

etMay, ... a,) =15 (pay, ..., pa,)

Wie oben bereits erwdhnt sind Termfunktionen genau die Funktionen, die durch
Zusammensetzen der fundamentalen Operationen und der Projektionsabbildun-
gen entstehen. Die Grundmenge A einer Algebra A wird nicht bei der Definition
von Termfunktionen verwendet. L&4Bt man beim Aufbau der Terme Elemente

der Grundmenge als Konstanten zu, so spricht man von Polynomen:

Definition 2.2.15 (Polynome, Polynomfunktion; [Ih93, 6.2.10])

Es sei (3, st) eine Signatur und A = (A, ¥4) eine Y-Algebra. Werden zu % alle
a € A als neue nullstellige Operationssymbole hinzugefiigt, dann erhdlt man die
neue Signatur ¥ := X U A (mit den alten Stelligkeiten st(f) fiir alle f € ¥ und
st(a) = 0 fiir alle a € A). Ein ¥'-Term wird Polynom genannt, die Menge der

"Termen werden hier also — wie in der mathematischen Logik iiblich — Termfunktionen
zugeordnet.
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Y/-Terme iiber der Variablenmenge X wird mit P4(X, X) bezeichnet und die
FElemente von P4(X, X) heiflen Polynome. Aus A wird nun eine ¥'-Algebra,
indem man fiir jedes a € A eine nullstellige Operation f, mit Wert a hinzufiigt.
Die Termfunktionen der so erhaltenen Algebra As := (A, XA U{f, 1 a € A})
heifen Polynomfunktionen von A, und die Menge aller Polynomfunktionen
von A wird mit P(A) bezeichnet.

Natiirlich schreibt man oft einfacher ¢ oder a anstelle von f,.

Die Polynome einer Algebra A entstehen, indem in den Termen einige der Va-
riablen durch Konstanten aus A ersetzt werden. Da man die >-Termalgebra
problemlos in jede Y-Algebra einbetten kann, betrachtet man hiufig nicht die
Polynome einer konkreten >-Algebra, sondern die X-Termalgebra iiber der Men-
ge X U{cy,...,c;} und nennt die ¢q,..., ¢, freie Konstanten.

Wie weiter unten erldutert wird, sind Gleichungstheorien Kongruenzrelationen
einer Algebra (vgl. [Ih93, S. 94 unten]). Deshalb sei folgendes Resultat genannt:

Satz 2.2.16 ([Ih93, 6.2.12])

Die Polynomfunktionen einer Algebra A sind mit allen Kongruenzrelationen
von A vertrdglich, das heifit, aus n € IN, p € Py(xy,...,2,), 8 € Con A und
a; 8 b; fiire=1,...,n folgt:

pA(al, ceyp) B pA(bl7 ooy by)

2.3 Gleichungen

Ein wichtiger Begriff fiir die Unifikationstheorie ist der Begriff der Gleichung.
Denn zu untersuchen, ob zwei Terme gleich sind, bedeutet hier zu {iberpriifen,
ob eine Gleichung gilt.

Definition 2.3.1 (Gleichung; Gleichungssystem; vgl. [Ih93, 6.3.1])

Es sei T(X, X) die Menge der X.-Terme iiber X. Dann heifit jedes Paar (s,t) €
T(X,X) x T(X,X) eine Gleichung iiber X. Eine Teilmenge ECT (3, X) X
T (X, X) heifit Gleichungssystem.

Anstelle von (s,t) wird im folgenden meist
s=toder s(x1,...,2,) =t(x1,...,2,)

geschrieben (letzteres, falls alle in s und ¢ auftretenden Variablen in der Menge

{x1,...,2,} enthalten sind.

Das heift, eine Gleichung ist nichts anderes als ein Paar von Termen. Die Frage

ist nun, wann eine Gleichung gilt.



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Definition 2.3.2 (Modell; vgl. [Th93, 6.3.1])

Eine ¥-Algebra A erfiillt die Gleichung s(zy,...,2,) = t(z1,...,2,) (oder
ist Modell fiir s = t oder die Gleichung gilt in A), falls s*(ay,...,a,) =
tA(ay, ..., a,) fiir jede Belegung ay,...,a, € A. In diesem Fall schreibt man

AE sz, z,) =ta, ..., 2,)

oder kiirzer
AEs=toder AEVXs=t,

wobei {xq,...,2,}CX gelte.

Ist A Modell fiir jede Gleichung eines Gleichungssystems F, so heifit A auch
E-Algebra (der Signatur ), und wir sagen A ist Modell fiir . Man schreibt
dann bisweilen auch

AEE

Eine Algebra ist also Modell fiir eine Gleichung, wenn die durch die Gleichung
gegebenen Terme in der Algebra die gleichen Termfunktionen induzieren.

Um den Begriff ,, A ist Modell fiir eine Gleichung s = ¢t mit dem in der mathe-
matischen Logik verwendeten Modellbegriff konform zu machen, kénnte man
eine Gleichung ¢ als ein Tripel (X', s,t) definieren, wobei X' := {ay,..., 2}
die in s und ¢ auftretenden Variablen bezeichne, und der Gleichung ¢ die logi-
sche Formel ¢’ := Vay...V2,, s =t zuordnen und von A |= ¢’ sprechen. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit haben wir hier darauf verzichtet.

Desweiteren existiert auch der Begriff der Erfiillbarkeit. Man driickt damit aus,
dafl es mindestens eine Belegung gibt, so dafi die durch die Gleichung induzier-
ten Termfunktionen dieselben Bilder fiir diese Belegung in der Algebra liefern.

Definition 2.3.3 (Erfiillbarkeit)

Eine Gleichung s(z1,...,2,) = t(z1,...,2,) heifit erfiillbar in der ¥-Algebra
A, falls eine Belegung o : X—A, x; — a; fiir i € {l,...,n} existiert mit
sA(ay, ... a,) = t*ay,...,a,). Dabei sei X = {x1,...,2,}. In diesem Fall
schreibt man

(Aya) E s(ar, .., a,) =t ..., 25)
oder kiirzer
(Aya) Es=toder AE=3IXs=t.

Wir erweitern nun den Modellbegriff fiir Algebren zu einem Modellbegriff fiir
Klassen von Algebren:
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Definition 2.3.4 (Modell; vgl. [Th93, 6.3.1])

Sei & eine Klasse von X-Algebren. & erfiillt eine Gleichung s(zy,...,2,) =
t(z1,...,2,) (oder die Gleichung gilt in R), falls s =t in jeder Algebra A € &
gilt. Man schreibt dann

RAEs=t.

Im folgenden wollen wir untersuchen, wie man vorgehen kann, um Aufschluf}
iber die Gleichungen und deren erfiillende Algebren zu erhalten.

Dazu definieren wir die Operatoren M und Gy folgendermafien:

Definition 2.3.5 (M, Gx; vgl. [Ih93, 6.3.2])
Sei X eine Signatur. Fiir jedes Gleichungssystem ECT (X, X) x T(X, X) iber
der Variablenmenge X ist

M(E):={A: AEs=tfiralle (s,t) € I'}

die Klasse der Modelle von IV und wird Modellklasse von E genannt. Umge-
kehrt ist fiir jede Klasse & von Algebren

Gx(R) ={(s,) e T'(E,X) xT(X,X) : AEs=tfiralle A€ R}

die Menge aller in allen Algebren von R giiltigen Gleichungen iiber X.

Fernerhin betrachten wir die Operatoren S, H, P und I, die jede Klasse £ von
3-Algebren wieder auf eine Klasse von >-Algebren abbilden. Es sei

Definition 2.3.6 (S, H, P, I; [Ih93, 6.1.1])
S(R) die Klasse aller Unteralgebren von Algebren aus S
H(R) die Klasse aller homomorphen Bilder von Algebren aus £
P(R) die Klasse aller direkten Produkte von Familien von Algebren aus S
I(R) die Klasse aller zu Algebren aus & isomorphen Algebren.

Man sagt dann auch, S(£) ist der Abschlufl von & bzgl. Unteralgebrenbildung
(fiir H, P, I entsprechend). Besteht die Klasse & nur aus einem Element A

(also & = {A}), so schreibt man statt H({A}) kiirzer H(A) (fiir 5,1, P ent-
sprechend).

Fiir diese Klassen gilt:
Satz 2.3.7 ([Ih93, 6.3.17])

Es sei 8 ein Klasse von YX-Algebren. In jeder der Klassen £, H(R), S(8), P(8)
und I(R) gelten dieselben Gleichungen iiber jeder Variablenmenge X .



18 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Untersucht man die Gleichungen, die in einer Klasse & gelten, so kann man also
oBdA die Gleichungen des Abschlusses von & unter den Operatoren S, H und
P untersuchen.®

Definition 2.3.8 (abgeschlossen, Varietat; [Ih93, 6.1.4])
Eine Klasse 8 von ¥-Algebren heiBt unter I (bzw. S, bzw. P) abgeschlos-
sen, falls H(R)CKR (bzw. S(R)CR, bzw. P(R)CR) gilt. Eine unter allen drei

Operatoren H, S, P abgeschlossene Klasse wird Varietat genannt.

Man kann von jeder Klasse von 3-Algebren zu einer Varietdt gelangen, indem
man den Abschlufl unter den Operatoren H, S, P bildet. Die so erhaltene Klasse
wird minimal (bzgl. C), wenn man die Operatoren in folgender Weise kombi-
niert:

Satz 2.3.9 ([Ih93, 6.1.5)])
Fiir jede Klasse S von Y-Algebren ist HSP(R) die kleinste & umfassende Va-
rietdt.

2.3.1 Freie Algebren

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, ob es eine Algebra F in einer Klasse
K von X-Algebren gibt, die fiir eine feste Belegung ¢ stellvertretend bzgl. aller
Gleichungen s =t fiir die ganze Klasse ist, d.h. (F,p) Es=t & K s=t.
Da F € & ist, folgt per Definition R Es=1t¢ = (F,¢) E s =t. Es ist also eine
Algebra F gesucht, fiir die (F,¢) Es=t=VA € R: AEs=t¢gilt, in der
also, anschaulich gesprochen, die wenigsten Gleichungen gelten.

Algebren, die in diesem Sinne fiir eine ganze Klasse charakteristisch sind, werden
[freie Algebren genannt:

Definition 2.3.10 (freie Algebra; [We92, 3.2, Def. 4])

Sei R eine Klasse von Y-Algebren. F = (F,XF) € R heifit freie Algebra
bzgl. ¢ : X —F fiir R, wenn es zu jeder Algebra A € & und jeder Abbildung
o : X—A genau einen Homomorphismus & : F—A mit o = pé gibt.

X wird dann auch Erzeugermenge von F und die Elemente von X Erzeuger
genannt.

Die Situation sei in Abbildung 2.1 erl&utert.

Haben wir also eine Gleichung s = ¢ iiber T'(X, X') gegeben, so induziert
e die Einbettung von X in 7(%, X) die Termfunktionen s7 (%) und ¢7(X),
e ¢ die Termfunktionen s* und t* und

e « die Termfunktionen s und t# (vgl. Abbildung 2.2).
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Abbildung 2.1:

TE,X) ¢ F

X a A

Abbildung 2.2:

Gilt nun (F, @) E s = t, also sp = tp, wobei ¢ die homomorphe Fortsetzung
von ¢ bezeichne, so folgt mit o = ¢é& und dem Prinzip der endlichen algebrai-
schen Induktion (Induktion iiber den Termaufbau) auch s¢a = tpa und somit
sa = ta, was bedeutet, dafl A = s =t. Da A beliebig ist, gilt also, daf jede in
F bzgl. ¢ giiltige Gleichung in jeder Algebra A von K gilt.

Sind F; und F; freie Algebren fiir eine Klasse £ von X-Algebren mit Erzeuger-
menge X bzw. Y und gilt | X| = |Y], so kann man zeigen, daf} diese isomorph
sind. ldentifiziert man isomorphe Algebren (unproblematisch bei unter Isomor-
phismen abgeschlossenen Klassen von Algebren), so kann man von der freien
Algebra von & mit Erzeugermenge X sprechen.

Beispiel 2.3.11

Die freie Algebra der Klasse aller ¥-Algebren ist T (X, X), denn nach dem Prin-
zip der endlichen algebraischen Induktion (Satz 2.2.12) existiert die gewiinschte
Fortsetzung (vgl. Definition) und T (3, X) ist als ¥-Algebra in der Klasse aller
3-Algebren enthalten. Wir haben also, daB eine Gleichung genau dann in al-
len Y-Algebren gilt, wenn sie in T (X, X) gilt. Man beachte allerdings, daf fiir
s, t € T(3,X) genau dann T (X, X) | s =t gilt, wenn s syntaktisch gleich ¢
ist.

Allgemein muf} fiir eine Klasse & von Algebren die freie Algebra von & nicht
existieren. Der néchste Satz liefert uns aber fiir gewisse Klassen von -Algebren

die Existenz einer freien Algebra:

8Man beachte, daB I(£) C H(£) und es deshalb ausreicht, den Abschlufl unter H zu
betrachten.
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Satz 2.3.12 (Existenz freier Algebren; [We92, Satz 3.15])
Jede unter den Operatoren I, S und P abgeschlossene nichttriviale Klasse &
von X-Algebren (insbesondere jede Varietit) besitzt eine freie Algebra.

Wie sieht nun eine freie Algebra (bis auf Isomorphie) fiir solche Klassen aus?
Das Beispiel legt uns nahe, die freie Algebra mit Hilfe der Termalgebra 7 (X, X)
zu beschreiben.

Wir stellen folgende Uberlegungen an:

Lemma 2.3.13 ([Ih93, 6.3.7])
Es sei 8 eine Klasse von Y-Algebren und T (X, X) die X-Termalgebra iiber der
Variablenmenge X . Dann gilt

Gx(R) = ﬂ{Kerncp DTS, X)—A Ae R}

Das Lemma besagt insbesondere, dal G'x(R) € ConT (X, X) ist, was einem
erlaubt, die Faktoralgebra 7 (X, X)/G x(R) zu betrachten:

Satz 2.3.14 ([Ih93, 6.3.9])

Sei & eine Klasse von Y-Algebren, 7 := [2](Gx(K)) und X := {z : 2 € X},
wobei [2](G x(fR)) die Kongruenzklasse von x bzgl. G'x(f) bezeichne. Dann
gibt es fiir jede Algebra A € R und jede Abbildung o : X—A genau einen
Homomorphismus & : T (3, X)/G x (R)—=A, der « fortsetzt, d.h. mit &|g = a.

Die Faktoralgebra Fg(X) := T(X,X)/Gx(R) ist also fiir eine unter I, S, P
abgeschlossene Klasse £ eine freie Algebra, das heifit, fiir alle s,t € T'(X, X)
gilt

REs=t & FeX)Es=t.

Fg(X) wird die freie Algebra von R iiber der Erzeugermenge X genannt.

2.3.2 Gleichungsdefinierte Klassen

Klassen, deren Elemente eindeutig durch Gleichungen beschrieben werden kén-
nen, heiflen gleichungsdefinierte Klassen:

Definition 2.3.15 (gleichungsdefinierte Klassen)
Man nennt eine Klasse & von X-Algebren gleichungsdefiniert, falls ein Glei-
chungssystem F mit & = M (L) existiert.

Erfiillt & ein Gleichungssystem F,d.h. A = F fiir alle A € &, so folgt A € M (F)
fir alle A € &, d.h. RCM(F). Die Frage ist nun, wann M (E£)CSK gilt. Der
folgende Satz von Birkhoff liefert die Antwort:
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Satz 2.3.16 (Erster Hauptsatz der Gleichungstheorie; [Ih93, 6.3.18])
Eine Klasse & von Algebren ist genau dann gleichungsdefiniert, wenn K eine
Varietdt ist.

Dieser Satz rechtfertigt, dafl die Menge M (F) fiir eine gegebene Menge von
Gleichungen E auch die von E definierte Varietat genannt wird.

2.3.3 Gleichungstheorien

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich die Menge der in & giilti-
gen Gleichungen Gx (8f) beschreiben 14t. Dazu definieren wir den Begriff der
Gleichungstheorie.

Definition 2.3.17 (Gleichungstheorien)
Ein Gleichungssystem ECT(X, X) x T(X, X) heiBt Gleichungstheorie iiber
X, falls es eine Klasse & von Algebren mit F! = Gx(R) gibt.

Die Frage ist also, wie eine Menge von Gleichungen aussieht, die eine Glei-
chungstheorie ist.

Bemerkung 2.3.18 ([Th93, S. 94 unten])
Fiir jede Gleichungstheorie G'x (R) gilt offenbar:

(G1) firseT (X, X)gilt s=s¢€ Gx(R) (Reflexivitit)
(G2) firs=1t¢eGx(R) folgt t = s € Gx(K) (Symmetrie)
(G3) firs=tt=uec Gx(R) folgt s =u € Gx(K) (Transitivitdt)
(G4) fiir f € (") und s; = t; € Gx(R) fiir (Vertraglichkeit)

t=1,...,n folgt
f(s1ycaey8n) = flt1, ... tn) € Gx(K)
(G5) aus s(x1,...,2,) =t(x1,...,2,) € Gx(R) und (Vollinvarianz)
ULy Uy € T(3, X) folgt
S(tpy ey ty) =t(ur, ... u,) € Gx(R)

Die Regeln (G1) - (G4) sagen aus, daf jede Gleichungstheorie G'x (f) eine Kon-
gruenzrelation von 7 (X, X) sein muBl. Regel (G5) besagt, daff Gleichungen wei-
terhin gelten, wenn man Variablen durch Terme substituiert. Da Substitutio-
nen spezielle Endomorphismen sind, kann (G5) auch folgendermaflen formuliert
werden:

(G5”) Aus ¢ € EndT(X,X) und s =t € Gx(R) folgt sp =ty € Gx(K)

Definition 2.3.19 (vollinvariant; [Th93, 6.3.20])

FEine Kongruenzrelation 6 einer Algebra A heiit vollinvariant, wenn sie mit
allen Endomorphismen von A vertriglich ist, das heifit, wenn aus ¢ € Fnd A
und a 8 b immer ap 8 by folgt. Die kleinste vollinvariante Kongruenzrelation
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&, die eine Relation F enthilt, heifit die von E erzeugte vollinvariante
Kongruenzrelation und wird mit (F)sc bezeichnet.”

Das heifit, die in einer Klasse giiltigen Gleichungen sind Obermenge einer vollin-
varianten Kongruenzrelation. Dafl jede vollinvariante Kongruenzrelation ande-
rerseits genau die Gleichungen einer Klasse beschreibt, sagt folgender Satz von

Birkhoff.

Satz 2.3.20 (Vollstandigkeitssatz der Gleichungslogik; [ITh93, 6.3.23])
Ein Gleichungssystem FECT (3, X) x T(X, X) ist genau dann eine Gleichungs-
theorie, wenn E eine vollinvariante Kongruenzrelation von T (X, X) ist.

Wir definieren daher:

Definition 2.3.21 (von E erzeugte Gleichungstheorie)
Sei IV ein Gleichungssystem. Dann heifit £ = (E)sc die von E erzeugte
Gleichungstheorie.

Satz 2.3.20 umformuliert besagt, dafl die aus der mathematischen Logik stam-
menden Begriffe  folgern“ und ,,beweisen® hier dquivalent sind.

Definition 2.3.22 (folgern, beweisen)
e Fine Gleichung s = t folgt aus einem Gleichungssystem E (kurz: F =
s =t), falls fiir jede E-Algebra A gilt: A|Es=1

e FEine Gleichung s = t ist aus I/ beweisbar (kurz & s = t), wenn sie

aus IV mit Hilfe der Regeln (G1)-(G5) herleitbar ist.

Fiir eine Gleichung s =t und ein Gleichungssystem F gilt dann:
FEs=t & s=te Gx(M(F)) & s=te (F)sc.

Statt s =t € & schreiben wir kiirzer s =¢ t, wobei £ = (F)sc.

2.4 Kategorien

Da wir im ndchsten Kapitel Unifikation auch aus der Sicht der Kategorientheorie
beschreiben, bendtigen wir auch einige Kenntnisse {iber Kategorien. Die im
folgenden genannten Ausfiihrungen entstammen im wesentlichen [HeSt79], einer
leicht verstdndlichen Einfiihrung in die Kategorientheorie.

Kategorien bestehen im wesentlichen aus Objekten und Morphismen zwischen
diesen Objekten:

9SC steht hierbei fiir substitution invariant closure
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Definition 2.4.1 (Kategorie)
Fine Kategorie ist ein Tupel € = (O,9M, dom, cod, o) mit folgenden Eigen-
schaften:

1. O ist eine Klasse, deren Elemente €-Objekte genannt werden.
2. M ist eine Klasse, deren Elemente €-Morphismen genannt werden.

3. dom, cod sind Funktionen von 9 nach O. dom f heifit Domain von f
und cod [ heift Codomain von f.

4. o ist eine Funktion von
D=A{(f,g9):f,9 € M und cod f = dom g}

nach M. o wird Kompositionsfunktion genannt. Statt o(f, g) schreibt
man fog und sagt f og ist genau dann definiert, wenn (f,g) € D.

Zusitzlich miissen die folgenden Bedingungen erfillt sein:

1. Falls f o g definiert ist, so ist dom f o g = dom f und cod f o g = cod g.
2. Falls fog und goh definiert sind, so gilt (fog)oh = fo(goh).

3. Fiir jedes €-Objekt A existiert ein €-Morphismus e mit dome = A = cod e
und
(a) foe=f, falls f oe definiert
(b) eog =g, falls e o g definiert

4. Fiir jedes Paar (A, B) von €-Objekten ist die Klasse
Hom(A,B)={f:fe€M dom f=A und cod f = B}
eine Menge.

Man kann leicht zeigen, dafi das e aus 3. eindeutig ist, so dafl wir statt e : A—A
auch 14 schreiben und von der €-Identitat auf A sprechen.

Die recht allgemeine Definition erlaubt die Anwendung der Kategorientheorie
in vielen Bereichen. In dieser Arbeit werden die Objekte freie Algebren und
die Morphismen die Homomorphismen zwischen den freien Algebren sein (vgl.
Kapitel 3.5).

Fiir eine gegebene Kategorie € bezeichne Ob € die Klasse der €-Objekte und
Mor € die Klasse der €-Morphismen. Obwohl Morphismen nicht notwendiger-
weise Funktionen sein miissen, schreiben wir fiir f € Hom(A, B) auch f: A—B.

Fiir die weiteren Uberlegungen bendtigen wir noch einige Begriffe:
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Definition 2.4.2 (initial, terminal, Nullobjekt)
e FEin Objekt X einer Kategorie € heift initial fiir €, falls |[Hom(X, B)| =1
fiir alle €-Objekte B.

e FEin Objekt X einer Kategorie € heifit terminal fiir €, falls |[Hom (B, X )| =
1 fiir alle €-Objekte B.

e Fin Objekt X einer Kategorie € heifit Nullobjekt fiir €, falls X initial
und terminal ist.

Definition 2.4.3 (konstant, cokonstant, Nullmorphismus)
Ein €-Morphismus [ : A—B heifit

e konstant, falls fiir jedes C' € Ob€ und fiir alle r,s € Hom(C, A) gilt
rof=sof.

e cokonstant, falls fiir jedes C' € Ob€ und fiir alle r,s € Hom(B,C) gilt
for=fos.

e Nullmorphismus, falls f konstant und cokonstant ist.

Definition 2.4.4 (punktierte Kategorie)
Fine Kategorie € heifit punktiert, falls fiir alle A, B € Ob ¢ gilt, daB Hom(A, B)
einen Nullmorphismus enthélt.

Einen Nullmorphismus von A auf B schreiben wir oft als 045 : A—B oder
einfach als 0, wenn A und B aus dem Kontext bekannt sind.

Bisweilen méchte man sich nicht nur die Struktur einer Kategorie ansehen, son-
dern diese mit der einer anderen Kategorie vergleichen. Dazu bedient man sich
mstrukturerhaltender Abbildungen®, die man sich dhnlich wie Homomorphismen
bei Algebren vorstellen kann:

Definition 2.4.5 (Funktor)

Seien ¢ und ® Kategorien. Fin Funktor von € nach ® ist ein Tripel (€, F,D),
wobei F eine Abbildung von Mor € nach Mor® ist, die die folgenden Bedin-
gungen erfiillt:

1. Fiir jede €-Identitit e ist (e)F eine D-Identitit.

2. Fiir alle f,g € Mor € gilt (fog)F = (f)F'o(g)F, falls f o g definiert ist.

Natiirlich schreiben wir statt (&, F, D) auch F : €—=D.

Da fiir jedes Objekt eine eindeutige Identitdt existiert und ein Funktor Iden-
tidten auf Identitdten abbildet, erhdlt man fiir jeden Funktor auch eine Ab-
bildung der Objekte von € auf Objekte von ®. Hierfiir schreiben wir kurz
F:0bC—0bD.
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Definition 2.4.6 (Isomorphe Kategorien)

FEin Funktor F' : €9 heifit Isomorphismus von € nach 9, falls ein Funktor
G D—C existiert mit F'oG = 1l¢ und GoF = 1p, dh. Ho(FoG) =H,
(FoG)oH =H und Ho (GoF)=H, (GoF)oH = H fiir alle Funktoren
H, fiir die die Komposition definiert ist. Dabei ist H o H' genau dann definiert,
wenn H : €—=9 und H' : D—¢, und zwar durch (f)(H o H') = ((f)H)H’ fiir
alle f € Mor C.

¢ und D heiflen isomorph (¢ = D), falls es einen Isomorphismus zwischen
ihnen gibt.

Fiir Funktoren, die Isomorphismen sind, kann man folgendes Resultat zeigen,
das wir im n&chsten Kapitel bendtigen:

Lemma 2.4.7 (vgl. [HeSt79, 14.3])
Sei F': €D ein Funktor. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. F ist ein Isomorphismus.
2. Die Abbildung F : Mor €—Mor® ist eine Bijektion.

3. Die Einschrinkung von F' auf Hom(A, A’), also I’ betrachtet als Abbil-
dung von Hom(A, A") auf Hom(F A, FA"), kurz

F|H0m(FA,FA')
Hom(A,A")

ist injektiv und surjektiv fiir jedes A, A’ € € und die zugehorige Objekt-
funktion I : Ob€—0b® ist eine Bijektion.

Definition 2.4.8 (Produkt, Coprodukt, Biprodukt)
e FEin €-Produkt einer Familie (A;);er von €-Objekten ist ein Paar

(JT(A)ier: (mi)ier),
welches die folgenden Bedingungen erfiillt

1. TI(A;)ier ist ein €-Objekt.
2. fiir jedes j € I ist m; @ [[(A;)ier—A; ein € Morphismus, der Pro-
Jektion von [](A;);er auf A; genannt wird.

3. fiir jedes Paar (C,(fi)ier), wobei C' ein €-Objekt ist und fiir jedes
Jj €l gilt f; : C—A;, existiert ein eindeutiger €-Morphismus (f;) :
C—TI(As)ier, so daB folgendes Diagramm

Ji
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kommoutiert.

e FEin €-Coprodukt einer Familie (A;);e; von €-Objekten ist ein Paar
((t:)ier, [1(Ai)ier, ), welches die folgenden Bedingungen erfiillt

1. T1(A;)ier ist ein €-Objekt.

2. fiir jedes j € I ist v; : A;—](A;)ier ein €-Morphismus, der Injek-
tion von A; auf [](A;);er genannt wird.

3. fiir jedes Paar ((fi)ier,C), wobei C' ein €-Objekt ist und fiir jedes
Jj €l gilt f; + A;—C, existiert ein eindeutiger €-Morphismus [f;] :
[1(A:)ier—A;, so daB folgendes Diagramm

A.
Y ] Ji
A

e Sei € eine punktierte Kategorie und (A;);er eine Familie von €-Objekten.
Die Familie (v;, B, 7;)icr heiBt dann €-Biprodukt von (A;);c;, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

kommoutiert.

1. (B, m)ier ist Produkt von (A;)er,
2. (44, B)ier ist Coprodukt von (A;)ier,
3. v;om, = 6 fiir alle j, k € 1,

wobei ;5 + A;— Ay, definiert ist durch

5jk:{ la, falls j=k

0 sonst

e Fine Kategorie € hat (endliche) Produkte, Coprodukte, Biprodukte, falls

fiir jede (endliche) Familie von €-Objekten Produkte, Coprodukte bzw.

Biprodulkte existieren.'?

10Tm letzten Fall muB ¢ natiirlich punktiert sein.



Kapitel 3

Unifikation

Sei V eine abzdhlbar unendliche Menge von Variablen. Da einerseits eine Substi-
tution nur endlich viele Variablen nicht festlifit und auflerdem jeder Term und
damit auch jede endliche Menge von Termen nur endlich viele Variablen enthilt,
ist es zweckmiBig, nur mit endlichen Variablenmengen zu rechnen. Es seien da-
her im folgenden X, Y, Z endliche Teilmengen von V', die wir meist schreiben als
X =Aaey,oovsan, Y = {1, sUm ), £ =H21,. ., 215, und T(E, X), T(X,Y)
bzw. T(X, Z) die ¥-Termalgebra iiber X, Y bzw. Z.

3.1 Syntaktische Unifikation

Unifikation im urspriinglichen Sinn wird definiert als Suche nach einer geeigne-
ten endlichen Variablenmenge Y und einer Substitution o : 7 (X, X)—7T(X2,Y)

mit
so =to

fiir Terme s,t € T (X, X), notiert als Gleichung s Z ¢! Ein derartiges o wird
Unifikator genannt.

Unifikatoren sind also Substitutionen, die ein Paar von Termen (s,t) auf (syn-
taktisch) gleiche Terme abbilden. Mit Satz 2.2.12 gilt

soc =to & EVYY so=to,

wobei VY als Abkiirzung fiir Yy, . ..Vy,, zu verstehen ist.

Um die Analogie zur Definition von E- und A-Unifikatoren zu verdeutlichen,
benutzen wir obige Figenschaft zur Definition von Unifikatoren, die wir zu de-
ren Unterscheidung von E- und A-Unifikatoren als syntaktische Unifikatoren

'Y erhilt man, indem man ¢ : 7(Z, X)=T (3, V) sucht und auf o : T(X2, X)=T(%,Y)
einschrinkt, wobei Var(Xea')CY gelte.

27
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bezeichnen. Weiterhin machen wir von der Konvention Gebrauch, dafi unge-
bundene Variablen allquantifiziert sein sollen. Auflerdem wird die Definition
dahingehend erweitert, dafl man statt einer Gleichung eine Menge I' von Glei-

chungen, ein sogenanntes Gleichungssystem, betrachtet:
Definition 3.1.1 (Syntaktischer Unifikator)
Sei T':= {(s1,t1), .., (Sk, t) } mit s;,t; € T(E, X), i€ {1,...,k}.

e Dann heifit 0 € Subs(T (X, X),T(X,Y)) syntaktischer Unifikator von
I, falls fiir alle i € {1,..., k}

0 = sjo = t;0.

o Mit Uy(l') bezeichnen wir die Menge aller Unifikatoren von I'.

e Das Paar (I', () wird Unifikationsproblem genannt.

3.2 Unifikation in Gleichungstheorien

Bei der Unifikation in Gleichungstheorien hat man Gleichungen F| Identitéten
genannt, auf der Menge der Terme gegeben. Statt eine Susbstitution ¢ zu finden,
so dafl zu gegebenen Termen s und ¢ jede X-Algebra die Formel VY so = to
erfiillt, verlangt man dies nur von jeder F-Algebra, also jeder X-Algebra, die
den Identitdten aus F geniigt.

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dafl man dazu stellvertretend in der Term-
algebra faktorisiert nach der von F erzeugten vollinvarianten Kongruenzrelation
rechnen kann. Wir definieren daher:

Definition 3.2.1 (E-Unifikator)
Seien E eine Menge von Identitdten und I' := {(s1,t1), ..., (Sk, tx)} mit s;,t; €
TS, X),ie{l,....k}.

e Dann heift o € Subs(T (X, X), T(2,Y)/€) E-Unifikator von T, falls®
E | sio =tio

fiir alle i € {1,...,k}, wobei £ = (F)sc.
o Mit Ug(I') bezeichnen wir die Menge aller Unifikatoren von I'.

e Das Paar (I', F) wird Unifikationsproblem genannt.

2zur Bedeutung von E |= s;0 = ;0 vergleiche nachfolgende Bemerkung
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Zunichst ist nicht klar, was F = s;0 = t;0 bedeuten soll, da s;o und t;0
Elemente von 7 (X,Y)/€ sind und daher s;o0 = t;0 nicht direkt als syntak-
tischer Ausdruck behandelt werden kann, falls E2 # (. Wir wollen unter s;o
bzw. t;o beliebige Reprisentanten aus 7 (X,Y) von s;0 bzw. t;0 verstehen. Der
Ausdruck F |= s;o0 = t;0 ist unabhdngig von der Wahl der Reprisentanten, da
jedes Modell von F per Definition nicht zwischen verschiedenen Repréisentanten
unterscheidet. F |= s;0 = t;0 ist auf diese Weise wohldefiniert.

Ein Unifikator o : 7(X, X)—=T(X2,Y)/€ kann oBdA auch mit einem Unifikator
G:T(E,X)/E-T(X,Y)/E auf folgende Weise identifiziert werden:

Lemma 3.2.2
1. Sei eine Substitution o : T(X, X)—=T(X,Y)/E gegeben. Dann existiert
eine Substitution ¢ : T (X, X)/E—=T(X,Y)/€ mit

to = [t]o

fiir alle t € T'(X, X), wobei [t] die Kongruenzklasse von t bzgl. £ bezeich-
net.
2. Sei eine Substitution 6 : T (X, X)/E—T(X,Y)/E gegeben. Dann existiert
eine Substitution o : T (X, X)=T(X,Y)/E mit
[t]o = to

fir alle t € T'(3, X).

Beweis

zu 1) Sei o gegeben durch z; — [t;], ¢ € {1,...,n}. ¢ : T(X, X)=T (3, X)/€
wird dann als kanonischen Einbettungshomomorphismus definiert durch
z; = [2;] und & 1 T(X, X)/E=T(3,Y)/E durch [2;] = [;].? Da 2,0 =
[t:] = [2:]0 = 26 ist, gilt ¢ = 6. Mit tv = [t] (vgl. Lemma 2.2.9) folgt

fiir alle t € T(X, X).

zu 2) Sei ¢ gegeben durch [z;] — [t;], ¢ € {1,...,n}. Definiere den Homomor-
phismus o : T(X, X)—=T(X,Y) /€ durch

T; — [tz]

*beachte, daB T (X, X)/& frei auf X := {[z]: 2 € X} fiir die durch £ erzeugte Varietit ist.

Somit ist & wohldefiniert.
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Dadurch ist o wohldefiniert. Zu zeigen ist, daf3
[t]o = to

fiir alle t € T(X, X). Wir zeigen dies per Induktion iiber den Termaufbau.
Induktionsanfang:

Sei t = x;. w0 = [t;] = [x4]0.

Sei t = faq...2,, f € X0 Dann ist

toc = fT(E’X)/E(xla, , T 0 )
FTEAE (] )
FTEAE (26, . [24]0)
FTEE (2], [ea))6
[fT(E’X)(tlv yta)]o
= [t]o
Induktionsschritt:

Sei t = fsq...5,, f €2 Dann ist

to = fTEX/E G0 . s,0)
FTEXE (516, . .., [50]6)
FTEXNE (5], .. [sa])6
FTEX) (o s)]6

= [t]o

=

Somit ist die Behauptung gezeigt.

O

Wir werden daher in Zukunft einen I/-Unifikator je nach Anwendung als einen
Homomorphismus von 7 (X, X') oder von T (X, X)/E betrachten, insbesondere

identifizieren wir x; und [z;].*

Setzen wir £ = () und damit £ := (E)sc = {(¢,t) : t € T(X, X)}, so erhalten
wir den Spezialfall des syntaktischen Unifikators. Also werden im folgenden
syntaktische Unifikatoren nicht gesondert untersucht.

Abkiirzend fiir 7(X, X)/(F)sc schreiben wir auflerdem Fg(X).

4

was keine Probleme bei einer nichttrivialen, d.h. nicht 0- oder 1l-elementigen, Algebra
bedeutet.
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3.3 Unifikation in Algebren

Wihrend bei syntaktischen Unifikatoren das Rechnen in der Klasse aller -
Algebren bzw. stellvertretend dazu das Rechnen in der ¥-Termalgebra und bei
der F-Unifikation das Rechnen in der Klasse aller IJ-Algebren bzw. stellvertre-
tend dazu das Rechnen in einem Faktor der Termalgebra im Vordergrund steht,
betrachtet man bei der Unifikation in Algebren eine konkrete 3-Algebra A.

Um die bisher gewonnenen Definitionen und Techniken verwenden zu kénnen,
stellt sich auch hier zunédchst die Frage nach einer Termalgebra, die es erlaubt,
in ihr weitestgehend stellvertretend fiir die Algebra A rechnen zu kénnen. Dazu

halten wir fest:

Satz 3.3.1
Sei A eine ¥-Algebra und s =t eine Gleichung iiber T'(X, X'). Dann gilt:

AEs=1 & T(5,X)/Gx({A}) Es=t

Beweis

Zunichst zeigen wir, daB A= s=t o R := HSP(A) Es=t: Falls R | s =t,
so folgt mit A € R per Definition auch A |= s = t. Sei andererseits A = s = 1.
Nach Satz 2.3.7 gilt damit H(A) Es=1t, S(A) Es=tund P(A) Fs=1.

PAEs=t = VA ePA A Es=t
= VA e P(A) S(AEs=t
= |J SA)YEs=t

AEP(A)
= SPA)Es=t

Analog ergibt sich & = HSP(A) E s =t.

Nach Satz 2.3.9 ist & Varietdt und besitzt somit nach Satz 2.3.12 eine freie
Algebra iiber X, die nach der Bemerkung zu Satz 2.3.14 isomorph zu F :=
T(E,X)/Gx(8) = T(X,X)/Gx({A}) ist. Da F frei ist, gilt fiir alle s/, €
TS, X),daB FlEs =t & KA s =1, also insbesondere F s =t < 8
s=1t.Insgesamt gilt also AEs=t o REs=toFEs=t. O

Wir definieren daher:

Definition 3.3.2 (\A-Unifikator)
Sei A eine $-Algebra, T' = {(s1,t1),. .., (sk, tx) }JCT(Z, X )2

e Sei W eine Variablenmenge. Dann heifit die Algebra
FaW) :=TE,W)/Gw({A})

freie Algebra zu A (iiber W).
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e FEine Substitution o : Fo(X)—=Fa(Y) heiBt A-Unifikator von I', falls
FalY) E sic =tio

fir alle i € {1,...,k}.
o Mit Uy(I') bezeichnen wir die Menge aller Unifikatoren von I'.

e Das Paar (I', A) wird dann auch A-Unifikationsproblem genannt.

Wir haben gesehen, dafl unabhingig von F- oder A-Unifikation stellvertretend
fiir die durch E erzeugte Varietdt bzw. fiir die Algebra A in einer freien Term-
algebra gerechnet werden kann, da sich diese in Bezug auf die Giiltigkeit von
Gleichungen nicht unterscheiden. Daher wird im folgenden mit F(X) die Term-
algebra Fe(X) 1= T (X, X)/(E)sc oder F4(X) :=T(X,X)/Gx({A}) bezeich-
net, das heifit, wir verzichten auf die Angabe des Index F bzw. A, sofern dieser
aus dem Kontext hervorgeht.

Im Vorgriff auf Kapitel 4 sei bereits erw&hnt, daB F(X) nur eingeschrénkt
stellvertretend fiir eine Algebra A in Bezug auf Losbarkeit von Gleichungen ist.

3.4 Unifikationstypen

In der Regel ist man nicht an allen Unifikatoren eines Unifikationsproblems
I’ interessiert, sondern nur an moglichst aussagekréftigen, allgemeinen. Dabei
nennt man einen Unifikator o allgemeiner als einen Unifikator 7, falls sich 7 als
Spezialisierung bzw. Instanz von o ergibt. Beisweilen sagt man auch, daf sich
7 durch o faktorisieren 1dfit. Formal kénnen wir dieses fassen, indem wir auf
der Menge der Unifikatoren eine Quasiordnung einfiihren und mdoglichst kleine
Elemente suchen:

Definition 3.4.1 (Allgemeinster Unifikator)
Seien o € Subs(F(X),F(Y)), 7 € Subs(F(Y),F(Z)) und I ein Unifikations-
problem mit Xo := Var(I').

e 7 heiflt Instanz oder Spezialisierung von o bzgl. I, bzw. 7 lifit sich
bzgl. I' durch o faktorisieren, falls es ein A € Subs(F(Y),F(Z)) gibt
mit

oMx, =7lx, d.h.Vo € Xg:az0X=2aT

e Die Quasiordnung <r sei definiert durch

o Sr 7 & 71 laft sich bzgl. I durch o faktorisieren.
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e Fiir ein Unifikationsproblem (I', E') bzw. (I', A) bezeichne pUg(I') bzw.
pUA(D) (kurz: pU(I')) eine minimal vollstindige Menge der Uni-
fikatoren von I' (bgzl. <r). o heiBit allgemeinster Unifikator (mgu,
most general unifier), falls o kleinstes Element in Ug (') bzw. Uy (I')

(bzgl. <r) ist.

Sicherlich interessieren uns bei einem Unifikator nur die Bilder der in I' vorkom-
menden Variablen, so dafl in obiger Definition die Gleichheit von oA = 7 auf
die in I" vorkommenden Variablen eingeschridnkt worden ist. Fordert man die
Gleichheit auf ganz X, so &ndert sich die Ordnung, so daf sich unter Umsténden
andere minimal vollstdndige Mengen und somit ein anderer Unifikationstyp (De-
finition siehe unten) ergeben (vgl. hierzu [Baa91]).

Zur Vereinfachung der Schreibweise gehen wir im folgenden oBdA davon aus,
dafl X gleich der Menge der in I vorkommenden Variablen ist und wir schreiben

statt <r kiirzer <, sofern I' aus dem Kontext hervorgeht.

Wir haben in Kapitel 2.1 gesehen, dafl minimal vollst&ndige Mengen und klein-
ste Elemente einer quasigeordneten Menge nicht immer existieren miissen. Die-
ses gilt auch fiir die Menge der Unifikatoren®.

Anhand der Existenz und der Michtigkeit minimal vollstindiger Mengen kann

man eine Einteilung von Unifikationsproblemen vornehmen:

Definition 3.4.2 (Unifikationstyp)

Je nach Existenz und Méchtigkeit der minimal vollstdndigen Menge pU(I') von
Unifikatoren fiir Gleichungssysteme ' sei der Unifikationstyp einer Menge F
von Identitidten definiert als

Typ 1 (unitdr) pU (L) existiert fiir alle 1" und |pU(I')] < 1

Typw  (finitdr) pU(T) existiert fiir alle T und |pU(T)| < oo

Typ oo (infinitér) pU (L) existiert fiir alle ' und es gibt ein I'
mit |pU(I')| = oo

Typ 0 (null) es gibt ein I', so daB pU(I") nicht existiert

Fiir jeden der obengenannten Typen existieren Beispiele:

Beispiel 3.4.3 (aus [BaaSi94])
e Die leere Theorie @), d.h. die durch eine leere Menge von Identitien er-

zeugte Gleichungstheorie, ist unitir ([Ro65]).

e Die durch die Gleichung f(z,y) = f(y,2) (,Kommutativtit®) erzeugte
Gleichungstheorie C' ist finitdr (z.B. [Si79]).

e Die durch die Gleichung f(f(z,y),2) = f(z, f(y,2)) (,Assoziativitdt")
erzeugte Gleichungstheorie A ist infinitdr ([P172]).

5Fine ausfithrliche Darstellung iiber notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Exi-
stenz minimal vollstdndiger Mengen, insbesondere im Hinblick auf Mengen von Unifikatoren
findet main in [Baa89a]
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e Die durch die Gleichungen f(f(z,v),z)= f(z, f(y, 2)) (,,Assoziativitdt")
und f(z,2) = z (,Idempotenz“) erzeugte Gleichungstheorie Al ist vom
Typ 0 ([Baa86]).

3.5 Unifikation aus kategorientheoretischer Sicht

Unifikation kann statt als Suche nach einer Substitution, die Paare von Termen
gleich macht, auch auf folgende Weise als die Suche nach einer Substitution, die
Substitutionen gleich macht, verstanden werden.

Sei I' := {(s1,t1),...,(Sk,tx)} ein Gleichungssystem iiber F(X) und W :=
{z1,...,zx}. Definiere n,v : F(W)=F(X) durch  : z; — s;, v @ x; — &,
ie{l,..., k}.

Lemma 3.5.1
Mit obiger Bezeichnung gilt:

no=vo <& so=to Vie{l, ... k}
firo: F(X)=F(Y).

Beweis
no=vo s ano=xwoViel, ... ks so=toVie{l, ..k} O

Wir wollen daher auch (n,v) als Unifikationsproblem verstehen (vgl. Abbildung
3.5).

Abbildung 3.1:

Beachte, dafi X nach Konvention genau aus den in I' vorkommenden Variablen
besteht.

Diese Sichtweise erlaubt uns, Unifikationsprobleme im Rahmen der Kategori-

entheorie auszudriicken.
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Definition 3.5.2 (kanonische Kategorie)

Sei & eine Gleichungstheorie bzw. A eine ¥-Algebra mit zugehérigen freien
Algebren F(W) = Fe(W) bzw. F(W) = Fa(W) fiir alle WCV. Dann wird
¢ =&, M, dom, cod, o), €= &¢ bzw. €= €4 definiert durch

e O={F(W) : WCV,|W| < o0}
e M={o: FW)=>FW') : ¢ Hom.,W,W'CV endlich}
e dom, cod entsprechend dem Quell- und Zielbereichs der o € M

e o sei die gewOhnliche Komposition von Homomorphismen.
¢ heiBt die zu & bzw. A kanonische Kategorie.

Ein Unifikationsproblem ist also ein Paar von Morphismen 7, v und ein Unifi-
kator ist ein Morphismus ¢, so dafl no o = v oo gilt.

Fiir die kanonische Kategorie einer Gleichungstheorie gilt, daf§ endliche Copro-
dukte existieren:

Lemma 3.5.3
Sei €¢ kanonische Kategorie einer Gleichungstheorie £. Dann existiert zu jeder
endlichen Familie (F(X;));er von €¢-Objekten ein Coprodukt.

Beweis

Beachte, dal moglicherweise () X; # 0. Setze daher X ::U Xiy X =A{zy; 1 1€
Ij e {1, .. | Xil}) Fiir Xo = {wi, .o @iy ) osel i F(X)—=F (X) definiert
durch z;; > ;. Dann ist ((¢;);er, F(X)) ein Coprodukt. Dazu ist zu zeigen:

1. F(X) ist ein €e-Objekt
2. Die ¢; sind Morphismen

3. Fiir jedes Tupel ((¢:)ier, F(Y)) mit ¢; : F(X;)—=F(Y) gibt es genau ein
¢ F(X)=F(Y) mit ¢; = ;0.

L. und 2. sind offensichtlich erfiillt. Fiir ¢; : F(X;)—F (Y) definiert durch z;,
ti;yJ €41, | Xil}, sei ¢ : F(X)—=F(Y) definiert durch z;; +— t;,. Da z;,1p =
Tijp = by, = Tijp fiir alle ri; € Xy, gilt ¢, = 1 fiir alle ¢ € I. Fiir ¢’ :
F(X)=F(Y) mit z;;¢" # t;, fiir ein Paar ¢, j gilt offensichtlich z; ;¢ # t;, =
z;, i, 80 dafl ¢ eindeutig bestimmt ist. O

Kanonische Kategorien, wo obiges Coprodukt zu einem Biprodukt erweitert
werden kann, werden in Kapitel 5 untersucht.
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3.6 Aquivalente Algebren

Fiir gewisse Anwendungen, insbesondere der Unifikation, ist es hilfreich, nicht
zwischen zwei verschiedenen Algebren zu unterscheiden, falls sie ineinander

iiberfiihrt werden kénnen:®

Beispiel 3.6.1

Seien ¥ = {V,}, ¥ = {A,}, A = ({0,1}, 24, B = ({0,1},¥5), wobei 4 =
B dem logischen nicht, VA dem logischen oder und AP dem logischen und
entspreche. Dann sind A und B aufgrund der unterschiedlichen Signaturen zwar
nicht isomorph, doch es gilt (2 vV y)A = (T A 7). Versteht man die Gleichung
als Abbildung, das heiBt, Teilterme der Form (2 V y) werden durch (ZAp)®
ersetzt, so kann jeder Term ¢ der Signatur X in einen Term ¢’ der Signatur X'
mit t4 = ¢'® umgewandelt werden. Hat man also einen Unifikator o fiir eine
Y-Gleichung (s,t) gegeben mit A |= so = to, d.h. (s0)* = (ta)4, so wird man
einen Unifikator ¢ fiir (¢',¢') finden, falls man in (s,¢) und dem Bild von o jedes
Auftreten von V gemifl der obigen Gleichung ersetzt. Aufgrund der Gleichung
(z Ay)A = (V)P gilt obige Argumentation umgekehrt auch fiir ¥/ und 3, so
daB wir A und B bzgl. der Unifikationseigenschaften identifizieren wollen.”

Wir definieren daher (vgl. [BaNu90]):

Definition 3.6.2 (Signaturtransformation, &quivalente Algebren)
1. Seien 3, X' zwei Signaturen. Eine Abbildung A : T(X, X)—=T (¥, X)

heifit Signaturtransformation von ¥ zu Y/, falls fiir alle v € X
xA ==z

und fiir alle f € ©%) und alle z4, ...,z € X, paarweise verschieden
(ft1.. ) A= (for...op)Ao{zy = 1A, ...z, — A}

mit Var(fzq...25A) = {x1, ..., 21} gilt.

2. Eine X-Algebra A heift &quivalent zu einer X'-Algebra B (A ~ B), falls
eine Signaturtransformation A von & zu ¥/ und eine Signaturtransforma-
tion A’ von Y/ zu X existieren mit

(A1) sA = tA=(sA)8 = (tA)B
(A2) B — t’B:>(S’A’)A — (t’A’)A

Bei isomorphen Algebren ist einem diese Vorgehensweise sehr vertraut, da man in vielen
Fallen isomorphe Algebren identifiziert. Wie das Beispiel zeigt, wollen wir aber unter gewissen
Voraussetzungen auch nichtisomorphe Algebren identifizieren.

"Im folgenden wird genauer erldutert, wie sich allgemeinste Unifikatoren usw. bei der Uber-
setzung verhalten.
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(A3) (SAANA = 54 (S'ATA)E = &'B
fiir alle s,t € T(S, X), '\t e T(X, X).

3. Zwei Gleichungstheorien £, &' iiber der Signatur X bzw. ' heifien dqui-
valent (€ ~ &'), falls eine Signaturtransformation A von ¥ zu ¥’ und eine

Signaturtransformation A’ von ¥/ zu ¥ existieren mit

(Al) s =g t=>sA =g tA
(A2) s =g /="' A =g /A’
(A3) sAA" =¢ 5, SN'A =g &

fiir alle s,t € T(S, X), '\t e T(X, X).

4. Seien A und B (£ und &') dquivalente Algebren (Theorien) mit Signatur-
transformationen A und A'. Zwei Unifikationsprobleme (I', A) und (I', B)
((I', &) und (I', £') ) heiflen dquivalent, falls'A = 1" und I"A" = I', wobei
A = {(sA,tA) : (s,t) e T} fiir (T,A) = (T, A) bzw. (I, A) = (T, AY).

Bei einer Signaturtransformation wird also jedem Funktionssymbol, genauer
jedem flachen Term® der Signatur ¥ mit & Variablen ein Term der Signatur
Y mit k Variablen zugeordnet und die Zuordnung auf alle ¥-Terme kanonisch

erweitert.

Zwei Algebren A und B werden dann dquivalent genannt, falls es zwischen ithnen
jeweils eine Signaturtransformation gibt, so daf fiir in A gleiche Terme s und ¢
auch die Bilder von s und ¢ unter der Signaturtransformation in B gleich sind

und umgekehrt.

Dafi man bzgl. Unifikation dquivalente Algebren oder Theorien identifizieren
kann, zeigt der letzte Satz des Kapitels, fiir den wir einige Vorarbeit leisten.

Die Uberlegungen in Kapitel 2 ergeben direkt:

Lemma 3.6.3
Seien &, &' zwei Gleichungstheorien und Fg(X) bzw. Fei(X) die zugehdrigen
freien Algebren. Dann gilt:

E~E & fg(X) N]:g/(X)

Wir werden daher im folgenden nur Eigenschaften dquvialenter Algebren un-

tersuchen.

Folgendes Lemma zeigt, daB der Aquivalenzbegriff fiir Algebren vertriglich mit

dem der zugehdrigen freien Algebra ist:

8d.h. jeder Teilterm ist eine Variable
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Lemma 3.6.4
Sei A eine Y-Algebra, B eine ¥'-Algebra. Dann gilt:

A~B & Fai~Fp

Beweis

A~NB e 3AT(E X)=T(E, X), A T(Y, X)=T7 (S, X) mit
sA=tA = (sA)F =(tA)B
1B _ pB = (S’A’)A — (t’A’)A
(SAA’)A— A (’A’A)B: B
S IA TS, X) ST (X, X), A T(Y, X)o7 (S, X) mit

A= = (A = (1A)
S/}‘B — t/}'B = ( )}'A ( )
(SAA/)}-A:S}-A ( /A/A) :S/}'B

& Far~Fp
g
Insbesondere sind zwei Algebren dquivalent, falls sie die gleichen Termfunktio-

nen besitzen:

Lemma 3.6.5

Sei A = (A,¥4) eine Y-Algebra, B = (A, ¥'4) eine Y'-Algebra. Aus T(A) =
T(B) folgt A ~ B.

Beweis

Sei T(A) = T(B). Definiere Signaturtransformationen A : 7 (3, X)—T7 (¥, X)
und A’ T(Y, X)=T (X, X) folgendermaBen: Sei f € L), Zu fA . AP 4
gibt es dann ein ¢ty € T(X', X) mit t? c AP AL 1B = fA und oBdA Var(ty) =
{z1,...,21}. Setze fa;...2A =5, 2A = 2. Analog wird A’ definiert. Beh.:
A und A’ liefern die Aquivalenz von A und B, das heift, fiir alle s,¢ € T/(%, X),
st gilt:

(A1) s = tA=(sA)B = (tA)B

(AQ) B — t’B:>(S’A’)A — (t’A’)A

(A3) (SAANA = 54, (s'A/A)B = o8

Zunichst beweisen wir per Induktion {iber den Termaufbau, daf fiir alle s €

T(X,X)und s € T(¥, X) gilt:
A _ (SA)B7S/B _ (S/A/)A

Der Induktionsanfang ist klar nach Definition von A und A’.
Seis= fsy...s;

(sAP = (fsy...s10)B
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(
(
(518)5,..., (s3.2)5)e8
AN
COr sl
= (fs1...50)"

Analog zeigt man 55 = (s'A")A.

Dann gilt:
sA =14 o (sA)8 = (tA)B
B =18 o (s ANA = (ANA
(SAA)A = ((sA)ANA = (s)F = o4,
(SATAYE = ((S'ANA)YE = (s'ANA = &8
Somit sind insbesondere (A1), (A2) und (A3) erfiillt. a

DafB dquivalente Algebren nicht die gleichen Termfunktionen besitzen miissen,
zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel 3.6.6
Seien A = {0,1}, ¥ = {0} und ¥’ = {1}. Die Signaturtransformationen A :
T(E, X)=»T(X,X) und A" : T(X, X)—»T (X, X) definiert durch

A
A/

[

=
IS =

Dann sind die Algebren A = (A, %4) und B = (A, X") mit der natiirlichen
Interpretation von ¥ bzw. X' iiber A #quivalent.” Dennoch besitzt A nur die
Termfunktionen, die konstant das Element 0 liefern, wihrend B nur Termfunk-
tionen besitzt, die konstant 1 liefern.

Der folgende Satz zeigt, daf der etwas , technische® Aquivalenzbegriff im Rah-
men der Kategorientheorie ,,recht einfach®“ beschrieben werden kann.

Satz 3.6.7

Seien F (V) und F'(V) zwei freie Algebren iiber der abzdhlbar unendlichen
Variablenmenge V mit zugehdrigen kanonischen Kategorien €x bzw. €z, Dann
gilt:

FV)~ F(V) = Cr =

?(A1) und (A2) sind trivialerweise erfiillt, da es keine verschiedenen Terme s und ¢ bzw. s’
und ¢ in T(Z, X) bzw. in T(Z', X) gibt. Wegen 0AA’ = 0 und 1A’A = 1 gilt insbesondere
(0AA)A =07 und (1A'A)® = 17 und somit (A3).
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Beweis

= Wegen F(V) ~ F'(V) existieren Signaturtransformationen A, A’ mit
den Eigenschaften (A1), (A2), (A3). Die Abbildung I : Mor €x—Mor € wird
wie folgt definiert: Sei 0 € Mor €x mit o : F(X)—=F(Y) gegeben durch z; —
thy .oy Xy > by Definiere o’ : F'(X)=F'(Y) durch 2y — 1A, .. 2, — t,A.
Da Var(t;A)CY, ist ¢’ wohldefiniert.

Analog ordnen wir jedem o' : F/(X)—F'(Y) einen Homomorphismus o” :
F'(X)—=F'(Y) zu und nennen diese Abbildung I~ : Mor €z1— Mor €.

Per Induktion zeigen wir zunichst, daf fiir s € F(X) gilt:
(s0)A = (sA)d’

Induktionsanfang:
Sei x; € X:z;0A =1\ =x;0' = 2;Ac’
Sei f e N

(fer...xp)0 A = (ft1...tp)A
= (for...xpD)[a/tA, 2/t A]
= fr1...2A0

Induktionsschritt:
Sei s = fs1...5; € F(X)

(fs1...s00)A
JA[z1/s10A, ..z /sp0A]

. YA[z1/51A0", ... 21/spAd’]
far . cap)Aley /1A, ... 3 /s Al
fs1...s8)Ad’

Lk
Lk

Analog zu obiger Argumentation erhalten wir auch fiir ' € F/(X)
(S/O_/)A/ — (S/A/)O_//
Nun zeigen wir, dal oI~ = ¢ und ¢'I~11 = o fiir alle 0 € Hom(F(X), F(Y))

und ¢’ € Hom(F'(X), F'(Y)).
Sei s € F(X) beliebig. Nach (A3) gilt (so)AA" = (s0).

soAN =s0 = sAd'A =so
= sAA'¢" = so

A3
(:>) so” = so
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Da s beliebig ist, gilt ¢’ = o. Analog zeigt man ¢'I~'] = o¢'. Somit ist I
eine Bijektion von Hom (F(X), F(Y)) auf Hom(F'(X), F'(Y)) fiir alle X, Y CV,
|X|, Y| < oo.
Da die eindeutige Identitdt eryy von F(Y) (bzw. ez(yy von F'(Y)) definiert
ist durch y — y fiir alle y € Y (bzw. y — y fiir alle y € V') und yA =y (bzw.
yA' = y), gilt:

6}'()/)] = 6}‘/(}/) bZW. e]:/(y)]_l = 6}'()/)
Somit gilt:

1. €r-ldentitdten werden unter I abgebildet auf €/ -Identitdten und umge-
kehrt.

2. Die zu I, I~! gehérigen Objektfunktionen sind bijektiv auf Ob&r bzw.
ObCri.

Falls I Funktor ist, folgt mit Lemma 2.4.7, dal I ein Isomorphismus von €r
auf €z ist.

Zeigen wir daher noch, dafi I ein Funktor ist. Da wir bereits gesehen haben,
dafl €r-ldentitdten unter I auf € -ldentitdten abgebildet werden, ist nur noch
zu zeigen, daf

(61009)] = (011) 0 (021)

fiir alle 01,09 € Mor €.
Seien oy : F(X)—=F(Y) und oy : F(Y)—=F(Z) gegeben. Fiir s € F(X) gilt

(sA)((a109)1)

Insbesondere gilt die Gleichung fiir alle s € X (also s = sA € X), so da§
(61009)] = (011) 0 (021)

gilt.
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Aus dem Beweis des letzten Satzes ergibt sich die wichtige Folgerung, daf§ aus
der Sicht der Unifikation dquivalente Algebren oder Theorien gemeinsam be-
handelt werden kdnnen:



42 KAPITEL 3. UNIFIKATION

Satz 3.6.8

Seien V' eine abzédhlbar unendliche Variablenmenge, F (V) und F'(V) dquiva-
lente Algebren der Signaturen X bzw. ¥/, (I', F(V)) und (I, F'(V)) dquivalente
Unifikationsprobleme iiber F (V) bzw. F'(V)). Dann gilt: F(V) und F'(V) sind
von gleichem Unifikationstyp.

Beweis
Wegen F (V) ~ F'(V) existieren Signaturtransformationen A, A’ mit den Ei-
genschaften (A1), (A2), (A3) iiber V.

Seien €x und €z die zu F(V) bzw. F'(V) kanonischen Kategorien.

Analog wie im Beweis des letzten Satzes definieren wir eine Abbildung I :
Mor €r—Mor €z wie folgt: Sel ¢ € Mor€r mit o : F(X)—=F(Y) gegeben
durch z1 — t1,..., 2, — t,. Definiere o’ : F/(X)—=F'(Y) durch z; — t; A, ..,
z, — t, A, Wegen Var(t;A)CY ist ¢’ wohldefiniert.

Analog ordnen wir jedem o’ : F/(X)—F'(Y) einen Homomorphismus ¢”
F'(X)—=F'(Y) zu und nennen diese Abbildung I~ : Mor €z1— Mor €.

Per Induktion zeigt man wie im letzten Beweis, daf§ fiir s € F(X) und ¢ €
F1X)
(so)A = (sA)o’

(S/O_/)A/ — (S/A/)O_//
gilt und dafBl I ein Funktor ist.
Fiir (s,t) € T gilt somit (sa)70) = (ta)f( = (SUA) 70 = (teA)T'0) &
(sA0Y' ) = (tAd)Y' ) < (s6")F' ) = (Vo)) fiir die (s, t) entsprechen-
de Gleichung (s',¢') € T".
Das heifit, Unifikatoren von I" werden unter I auf Unifikatoren von I abgebildet
und mit =1 folgt auch die Umkehrung.

Da I eine Bijektion von den Morphismen von €r auf die Morphismen von
Cr ist, gilt somit, dafBl I|Uf(x)(F) eine Bijektion der Unifikatoren von I' auf die
Unifikatoren von I" ist.

Damit F(X) und F'(X) den gleichen Unifikationstyp haben, ist noch zu zeigen,
daf die Zuordnung vertréglich mit der Ordnung <r und <t ist.

Seien o : F(X)—=F(Y) und 7 : F(X)—>F(Z) mit o < 7 gegeben.

o<t & AN FY)»F(Z)mit oA=r1
& X FY)>F(Z) mit (e =11
& AN FY)=>F(Z) mit (al)(M) =71
& ol STl

Somit ist die Behauptung gezeigt. O



Kapitel 4

Eine Anwendung:
Losbarkeit von Gleichungen

In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe der Unifikation untersuchen, ob ei-
ne Gleichung Idsbar ist und wie man Ldsungen beschreiben kann. Dabei wird

deutlich, daf§ der Begriff des A-Unifikators sich nur bedingt fiir diese Aufgabe

verwenden 146t.

4.1 Losbarkeit

Definition 4.1.1 (Lésbarkeit)
Seien s =t eine Gleichung iiber T (X, X)), E eine Menge von Identitdten und A
eine ¥-Algebra. s =t heif3t

1. léshar, falls fiir alle X-Algebren B gilt: B=3X s=t
2. Iésbar in E, falls fiir alle F-Algebren B gilt: B =3X s=t
3. loshar in A, falls gilt: A=3X s=t

Satz 4.1.2 (Losbarkeit)
Seien s =t eine Gleichung iiber T (X, X)), E eine Menge von Identitdten und A
eine ¥-Algebra. s =t ist

1. genau dann Idsbar, wenn es einen syntaktischen Unifikator zu s =t gibt.
2. genau dann I6sbar in I/, wenn es einen F/-Unifikator zu s =t gibt.

3. losbar in A, falls es einen A-Unifikator zu s =t gibt.

Bewelis

43
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zu l.) ,=“ s = t losbar < fiir alle ¥-Algebren A gilt A = 3IX s = ¢.

—~ T(ZY)E3Xs=t

= J Belegung ¢ : X =7 (X,Y) mit (7T(X,Y),p) Es=t

= fiir ¢ : T(X, X)—>T(X,Y) als kanonische Fortsetzung
von @ gilt: sp =1

= ¢ ist Unifikator

»<=“: Sei andererseits ¢ : T(X, X)—=7 (X, Y) Unifikator. Dann gilt s¢ =
t¢ in T(X, X) und damit auch in allen X-Algebren A, da 7 (X, X) frei
fiir die Klasse aller ¥-Algebren ist. Sei o : Y —A Belegung der in s¢
freien Variablen, wobei A das Universum einer ¥-Algebra A bezeichne.
Dann ist @& : X—A eine erfiillende Belegung der Variablen aus s bzw.
t, wobei ¢ = ¢|x und & die kanonische Fortsetzung von a auf 7(X,Y)
bezeichne.

zu 2.) anolog zu 1.

zu 3.) Sei ¢ @ FA(X)—=F4(Y) A-Unifikator. Dann gilt A = s@ = t@. Sei
A = (A, 54, @ : YA beliebige Abbildung, ¢ = ¢|x. Dann ist ¢ :
X—A mit spad = tea (in A), also erfiillende Belegung. Hierbei be-
zeichne & die kanonische Fortsetzung von o auf 7(3,Y). Beachte, daf
¢t FA(X)—=F4(Y) als Homomorphismus ¢’ : T(Z, X)—=T (X,Y) aufge-
fafit werden kann.

O

Man beachte, dafl aus der Losbarkeit einer Gleichung in einer Algebra A nicht
die Existenz eines A-Unifikators folgt. Der Grund hierfiir ist, daf§ nicht in Ana-
logie zu den Fillen 1 und 2 aus der Losbarkeit in A auch die Losbarkeit in

Fa(X) folgt.

Beispiel 4.1.3

Sei die Signatur ¥ = {+,0,2,3}, A = (N, %N), wobei +™ die Addition auf
den natiirlichen Zahlen, 0, 2V, 3N die entsprechenden natiirlichen Zahlen
bedeuten moge. Betrachtet sei die Gleichung  + 2 = 3. Es ist offensichtlich,
dafl a : {£}—=IN, 2 — 1 eine erfiillende Belegung ist, die Gleichung also ins-
besondere 16sbar ist. Dennoch existiert kein A-Unifikator. Denn angenommen,
o:Fn({z})—=Fn({z}) definiert durch z — ¢ sei ein Unifikator, so ist

(2 +2)0 =ry((2)) 30 & 20 + 2 =7y () 3G T+ 2 =ry((e)) 3

Aufgrund von Satz 3.3.1 gilt daher A }= t4+2 = 3 und somit t* = 1. Andererseits
oder t* nicht konstant aufgrund freier Variablen in ¢ sein. Widerspruch!

Im obigen Beispiel existiert fiir die betrachtete Gleichung kein Unifikator, da 1
nicht durch einen Term erreichbar ist:
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Definition 4.1.4 (Erreichbarkeit)
Sei A = (A,Y) eine Algebra. Ein Element a € A heiit erreichbar, falls es
einen Term t € T (%, V) mit t* = a gibt.

Man beachte, daB t# = a bedeutet, daf t(4*) = ¢ unabhingig von der Belegung
o ist.

Lemma 4.1.5 (Losbarkeit)
Seien s =t eine Gleichung iiber T (X, X') und A eine ¥-Algebra, deren Elemente

erreichbar sind. Dann gilt:
s =t losbar < 3 A-Unifikator zu s = ¢

Beweis

Noch zu zeigen ,,=*“:

s=tlosbhar > AEIX s=t=Ja: X—>Amit (A a)EFs=t

« sei definiert duch z; — a;. Dann gibt es ¢; mit tf‘ = a; t; € T(X,Y) fir
geeignetes YCV.

Sei o : T(X, X)—»F4(Y) definiert durch 2 — ¢;

Offensichtlich gilt so = to. O
Etwas anders ausgedriickt liegt das Problem an folgender Tatsache: F4(X) ist
logisch #quivalent! zu A bzgl. allquantifizierter Gleichungen (vgl. Satz 3.3.1),
jedoch nicht logisch dquivalent bzgl. existenzquantifizierter Gleichungen. Sieht
man sich noch einmal den Beweis von Satz 3.3.1 an, so kann man bei existenz-
quantifizierten Gleichungen nicht schliefien, daff aus der Erfiillbarkeit in A auch
die Erfiillbarkeit in H({A}) oder S({A}) folgt.

Wir halten also fest:

1. Untersucht man Gleichungen auf Losbarkeit in A durch Priifung, ob ein
A-Unifikator existiert, so ist dies vollstandig, falls alle Elemente von A

erreichbar sind.

2. Ist A = (A,X4) eine U-Algebra, in der nicht alle Elemente von A er-
reichbar sind, so kann man zu einer ¥/-Algebra A’ iibergehen, in der alle
Elemente erreichbar sind, indem man alle nicht erreichbaren Elemente aus
A als nullstellige Funktionssymbole zu X hinzufiigt.?

4.2 Symbolische Lésungen

Mit A-Unifikatoren 148t sich nicht nur die Losbarkeit in A testen, sondern sie
eignen sich auch zum Beschreiben von Lésungen. Wir definieren zun&chst, was

ein Lésung ist:

'dh. FaAX)Ee & Al v

?In vielen Arbeiten wird daher der A-Unifikator direkt als Homomorphismus iiber der
Termalgebra der Signatur ¥ U A definiert. Dies fiihrt aber z.B. bei IN als Universum zu einer
unendlichen Signatur, obwohl bereits mit ¥ = {+,0, 1} alle Elemente aus IN erreichbar sind.
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Definition 4.2.1 (exakte Losung)
Sei A eine Y-Algebra, s =t eine Gleichung iiber T (X, X) und o : T (2, X)—A
eine Belegung. Dann heiit o exakte Lésung von s =t, falls (A, o) E s =t.

Beispiel 4.2.2

Sei die Signatur ¥ := {+,0} gegeben und betrachten wir als ¥-Algebra die
natiirlichen Zahlen, aufgefafit als additiven Monoid. Fiir die Gleichung z + z +
z+a = y+y (abkiirzend schreiben wir dafiir 42 = 2y) sind die exakten Lésungen
die Homomorphismen {z — 0,y — 0}, {z — 1,y — 2}, {x — 2,y — 4} usw.

Mochte man in diesem Beispiel alle Losungen endlich reprisentieren, so ist klar,
dafl man dies nur symbolisch erreichen kann, da es unendlich viele Losungen
gibt. Offensichtlich ist die im obigen Beispiel betrachtete Gleichung &quivalent
zur Gleichung 2z = y.

Diese Gleichung kann als Substitution o,  — z,y — 2z (genauer z — 2,y —
z + z) aufgefaft werden. Wendet man diese Substitution auf die Ausgangsglei-
chung an, so gilt fiir jede Belegung « der Variablen 2 durch ein Element aus

IN, daf (z + 2+ 2+ @)oo = (y + y)oa. Wir definieren daher:

Definition 4.2.3 (symbolische Losung)

Seien A eine ¥-Algebra, s =t eine Gleichung iiber T (X, X) und o eine Substi-
tution, o : T (X, X)—=T(X,Y) . Dann heifit o symbolische Lésung von s = t,
falls A |E so = to.

Auch hier werden wir o : 7(X, X)—=T(X,Y) mit o : Fu(X)—=F4(Y) identifi-

zieren, so da unter der Beachtung der Aquivalenz
AEso=to & Fa(Y)Eso=to

symbolische Losungen genau die A-Unifikatoren von (s,t) sind.

Eine symbolische Losung ist also eine Substitution, bei der fiir alle Belegungen
der abgebildeten Terme die Gleichung in der betrachteten Algebra A gilt, d.h.
(so)o = (to)a fiir jede Belegung o : T(X, X)—.A. Klammert man in obiger
Gleichung anders, also s(ca) = t(oa), d.h. oo : T(X, X)—A, so sieht man, daf
man exakte Lésungen als Instanzen symbolischer Lésungen erhilt.

Im obigen Beispiel erhdlt man fiir die symbolische Losung {2 — 2,y — o + 2}
und die Belegung {z — 1} die exakte Losung {z — 1,y — 2}, die wir oben
bereits als solche erkannt haben.

Beispiel 4.1.3 zeigt, dafi in der Regel nicht alle exakten Lésungen durch symbo-

lische beschrieben werden kénnen.

Definition 4.2.4 (Symbolisierbarkeitseigenschaft)
FEine ¥-Algebra A hat die Symbolisierbarkeitseigenschaft, falls alle exakten
Losungen Instanzen symbolischer Lésungen sind.
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Satz 4.2.5
In einer ¥-Algebra A sind alle exakten Losungen Instanzen symbolischer Lésun-
gen, falls alle Elemente von A erreichbar sind.

Beweis

Sei s = ¢ eine Gleichung iber T'(X, X') und o : 7(X, X )—.A eine exakte Losung,
d.h. sa = ta. Dann ist « eindeutig bestimmt durch zy — aq,..., 2, — a, mit
{1,...,2,} diein s und ¢ auftretenden Variablen und a; € A fiir ¢ € {1,...,n}.
Da jedes Element a; von A erreichbar ist, gibt es Terme ty,...,¢, mit tf‘ = a;
fiir i € {1,...,n}. Dann gilt fir o : 7(X, X)—A definiert durch z; — ¢;, daf§
(s0)A = (to)* und a = o fiir beliebiges 5 : T (X, X)—A. a

Folgerung 4.2.6
Sind alle Elemente einer Y-Algebra erreichbar, so besitzt sie die Symbolisier-

barkeitseigenschaft.

Auch hier kann man bei einer endlichen 3-Algebra A leicht zu einer endli-
chen Algebra A’ mit endlicher Signatur X' iibergehen, in der jedes Element
erreichbar ist, indem man die Elemente aq, ..., a, des Universums als 0-stellige
Funktionsymbole a4, ..., a, zur Signatur hinzunimmt.



Kapitel 5

Unifikation 1n

monoidal-kommutativen
Gleichungstheorien

Statt einen Unifikationsalgorithmus! fiir eine einzelne Gleichungstheorie zu ent-
wickeln, ist man bestrebt, Algorithmen direkt fiir eine ganze Klasse von Theo-
rien zu entwickeln. In diesem Kapitel soll eine Klasse von Gleichungstheorien,
sogenannte monoidale bzw. kommutative Theorien, zusammen mit einem ein-

heitlichen Unifikationsalgorithmus vorgestellt werden.

In Kapitel 6 wird anschlieBend gezeigt, wie sich die Unifikation in primalen
Algebren auf die Unifikation in monoidalen Theorien zuriickfiihren 1&48¢.

Monoidale Theorien wurden von W. Nutt untersucht und z.B. in [Nutt92] vor-
gestellt. Kommutative Theorien wurden von F. Baader definiert und u.a. in
[Baa89] betrachtet. Die folgenden Ausfiihrungen wurden im wesentlichen die-
sen beiden Quellen entnommen.

5.1 Monoidale/kommutative Theorien

Definition 5.1.1 (monoidale Theorie)
Seien X eine Signatur und F eine Menge von Identitdten iiber T (X, X). Dann
heit die von E erzeugte Gleichungstheorie & = (E)sc monoidal, falls gilt: 2

1. Y =xO UM U@ mit 2@ = {4}, 20 = {0}, M) beliebig.

'd.h. einen Algorithmus zur Berechnung minimal vollstindiger Mengen von Unifikatoren
(evtl. eines mgu), falls existent
27ur Erinnnerung: s =¢ t ist Kurzschreibweise fiir (s7 t) cé&.

48
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2. 4+ ist assoziativ und kommutativ:

(x+y)+z = 2+ (y+2)
r+y =¢ yto

3. 0 ist neutrales Element bzgl. +:
O+z=¢2
4. Jedes h € ©(V) st Homomorphismus fiir + und 0:

hz+y) = h(z)+h(y)
h(0) =¢ 0

Monoidale Theorien beschreiben also Varietiten abelscher Monoide mit Homo-
morphismen.

Beispiel 5.1.2

Sei + ein zweistelliges und 0 ein nullstelliges Funktionssymbol. Als Signaturen
seien gegeben: ¥ := {4,0}, ¥/ := X U{h}, wobei h einstellig ist, A := {+,0, -},
wobei — einstellig ist, A’ := AU {h}, wobei h einstellig ist und  := {4, 0,1},
wobei 7 einstellig ist. Dann sind die folgenden Gleichungstheorien offensichtlich

monoidal:

AC = (Fc)sc, wobei E4¢ aus den Identititen iiber X fiir Assoziativitdt, Kom-
mutativitit und Neutralitdt der 0 bzgl. + besteht. AC' beschreibt die
Theorie abelscher Monoide und ist die kleinste monoidale Theorie in
dem Sinne, daf} keine weiteren Homomorphismensymbole oder weitere als
die in der Definition verlangten Identitdten gelten.

ACT = (Facr)sc, die Theorie idempotenter abelscher Monoide. Dabei
ist Facr := Faco U {x +ax= ac}

ACN = (Facn)sc, die Theorie n-kongruenter abelscher Monoide. Da-
bei ist Facony = Fac U {z+---4+a = z}. Fiir n = 2 erhilt man die

n
Theorie idempotenter abelscher Monoide.

ACH = (Facm)sc, die Theorie abelscher Monoide mit Homomorphis-
mus (iiber der Signatur ¥'). Dabei ist E4cpy die Vereinigung von Fac¢
mit den Identitdten, die besagen, dafl A ein Homomorphismus ist.

AG = (Fag)sc, die Theorie abelscher Gruppen. F ¢ ist definiert {iber der
Signatur A und umfafit Identitdten, die festlegen, dafi 4+ die bindre Ope-
ration einer abelschen Gruppe mit neutralem Element 0 und Inversersi-
onsoperation — ist.
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AGH = (Facm)sc, die Theorie abelscher Gruppen mit Homomorphis-
mus (iiber A’) erweitert AG' um ,Homomorphismengleichungen* fiir h.

Monoidale Theorien sind also mit expliziter Bezugnahme auf die Signatur defi-
niert. Primale Algebren hingegen, die wir spéter definieren, werden unabhingig
von der Signatur definiert. Um die zugehorigen freien Algebren hinsichtlich
der Unifikationseigenschaften vergleichen zu kénnen, ist es hilfreich, die Struk-
tur freier Algebren einer monoidalen Theorie genauer zu untersuchen. Dazu

bendtigen wir einige Begriffe:

Definition 5.1.3 (Semiadditive Kategorie)

1. Fine semiadditive Struktur auf einer punktierten Kategorie € ist eine
Abbildung +, die jedem Paar (f,g) € 9M? mit f,g : A—B einen Morphis-
mus h := f+ g mit h : A—B zuordnet, wobei + folgende Bedingungen
erfiillt:

(SA1) Fiir jedes Paar (A, B) von €-Objekten ist
(Hom(A, B)? 0AB7 +|Hom(A,B))

ein kommutativer Monoid.

(SA2) Die Komposition ist links- und rechtsdistributiv bzgl. +, das heifit,
fiir &-Morphismen f: A—B, g,h: B—=C, k : C—D gilt
folg+h)=fog+foh
und
(9+h)ok=gok+hok

2. Eine Kategorie € heifit genau dann semiadditive Kategorie, wenn

(a) € ein Nullobjekt enthalt und

(b) auf € eine semiadditive Struktur + existiert.®

Statt € schreiben wir dann auch (€, +), falls + eine semiadditive Struktur auf
¢ ist.

Lemma 5.1.4
Die kanonische Kategorie €¢ einer monoidalen Theorie £ ist semiadditiv.

Beweis

Fe(0) ist ein Nullobjekt fiir €¢: Das Universum von F¢ () besteht offensichtlich
nur aus dem Term 0, d.h. |Fg(0)| = 1. Fiir 0 : Fg(X)—=Fe(0) gilt somit 2 — 0
fiir alle # € X. Andererseits existiert durch die Definition z — 0 fiir alle z € X
ein Homomorphismus von Fg(X) auf Fg(0). Somit ist Fg () terminal. Da Fe(0)

FBeachte, daBl aus der Existenz eines Nullobjekts in € folgt, daB ¢ punktiert ist.
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auf genau eine Weise in Fg(X) eingebettet werden kann, ist Fg () auch initial
und somit Nullobjekt.

Somit ist €¢ punktiert, genauer: Seien Fg(X), Fe(Y) € Ob&¢. Definiere den
Morphismus 0z, (x)7.(v) : Fe(X)—=Fe(Y) durch @ — 0 fiir # € X. Offensicht-
lich ist Oz, (x)7.(yv) konstant und cokonstant, also Nullmorphismus.

Sei 0,7 € Hom(Fe(X),Fe(Y)) gegeben durch z; — t; bzw. 2; — s;, @ €
{1,...,n}. Definiere + : Mor €¢ x Mor €c—Mor €¢ durch

H Hom(Fe(X),Fe(v)) P (0, 7) = (0 +T) mit (0 +7) 12 = 8+ 1
Dann ist + offensichtlich wohldefiniert, und es gilt:

L 0rxyrevy to =0+ 0r,x)Fev) = 0 (aufgrund der Kommutativitit
von + auf Fg(Y) und der Neutralitdt der 0 € Fe(Y) bzgl. +).

2. Fiir t € Fe(X) gilt t(oc + 7) = (to) + (t7). Denn:
Firt=a; gilt 2;(c+71)=s;+t;, = xj0 + ;7.
Per Induktion gilt dann:

Fiir t = h(t')
('Y o+7) = h(t'(c+71))
4 h(t'o+t'7)
h(t'o) + h(t'T)
= h({t"Yo+h(t")T

Fiir t = t1 + 12 gllt

(ti+t)(c+7) = ti(lo+7)+t2(04+7)
= o+ 617 +i04 o7
t10+i0+017+ 17

= (ti+t2)o+ (t+12)7

Per Induktion folgt die Behauptung fiir alle t € Fg(X).
3. Fiir A\t Fe(Y)—=Fe(Z) und X : Fe(Z)—=Fe(X) gilt
(c+T)A=0cX+ 7
da (z(c+1))A=(eo+ar)A\=zoA+a7A =2(cA+7A) und
Nio+71)=No+ N7

da zX(o 4 7) ZaNo4aNT = z(Neo 4+ N1).
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+ ist also eine semiadditive Struktur auf &g, so dafl insgesamt C€¢ eine semiad-
ditive Kategorie ist. O

Da fiir die semiadditive Struktur + gilt, daf§ sie kommutativ ist, definieren wir:
Definition 5.1.5 (Kommutative Theorie)

Eine Gleichungstheorie £ heift kommutative Theorie, falls die zu £ kanoni-
sche Kategorie C¢ semiadditiv ist.

Folgerung 5.1.6

Jede monoidale Theorie ist eine kommutative Theorie.

5.2 Monoidale und kommutative Theorien sind dqui-
valent

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dal das Konzept der kommutativen
Theorien nicht allgemeiner ist. Sicherlich kénnen wir schon allein aufgrund der
Signatur(einschrdnkung) bei monoidalen Theorien nicht eine direkte Umkeh-
rung der letzten Folgerung erwarten, d.h. wir werden nicht zeigen kénnen, daf§
jede kommutative Theorie eine monoidale Theorie ist. Aus der Sicht der Uni-
fikation reicht es aber aus zu zeigen, dafl zu jeder kommutativen Theorie eine
dquivalente monoidale Theorie existiert (vgl. Kapitel 3.6).

Dazu einige Vorarbeit:

Definition 5.2.1 (idempotent)

Sei & eine Gleichungstheorie iiber ©.. Ein Konstantensymbol e € %) heift
idempotent in £, wenn fiir alle f € 3 gilt: fe...e =¢ e.

Fiir f € 2 bedeutet dies f =¢ e.

Lemma 5.2.2 (vgl. [Baa89])
Sei £ eine Gleichungstheorie iiber ¥ mit kanonischer Kategorie €¢. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. €¢ enthélt ein Nullobjekt
2. |Fe(@) =1

3. Je € (O mit e ist idempotent

Beweis
Offensichtlich sind 2. und 3. dquivalent.

Da F¢(0) freie Algebra ist, ist Fg(0) initial in €¢. Gilt zusitzlich |Fe(0)| = 1,
so ist Fg () auch terminal in €¢, also Nullobjekt von €¢. Dies zeigt ,,2. = 1. ¢
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Besitze nun €¢ ein Nullobjekt A. Da Fg(0) initial ist, existiert genau ein Ho-
momorphismus von f : Fg(@)—N und, da N initial ist, existiert genau ein
Homomorphismus von ¢ : N—=Fg(0). Aufgrund der Eindeutigkeit gilt fo g =
Lz gy und g o f = 1y. Somit sind Fg¢(f)) und jedes Nullobjekt isomorph. Fiir
|Fe(0)] > 1 existieren mindestens zwei Morphismen von Fg({z}) nach F¢(0).
Fiir |Fg(0)] = 0 existiert kein Morphismus von Fg({z}) nach Fg(0). Dies zeigt
plo=2.¢ O

Definition 5.2.3 (implizite Operation)

Es sei & ein Klasse von ¥-Algebren. Eine n-stellige implizite Operation in £
ist eine Familie f = (fa)aeq von Abbildungen f* : A"—A, die mit allen Ho-
momorphismen vertraglich ist, das heifit, fiir jeden Homomorphismus h : A—B

mit A, B € & und alle ay,...,a, € Aist fA(ay,...,a,)h = fB(arh,. .., a,h).

Offenbar induziert jeder Y-Term eine implizite Operation in jeder Klasse von
3-Algebren. Sei umgekehrt £ eine Gleichungstheorie. Dann gilt fiir die durch &
erzeugte Varietdt und fiir die zu £ kanonische Kategorie €¢, daf alle impliziten
Operationen durch ¥-Terme definiert werden kénnen (vgl. [La63]).

Satz 5.2.4
C¢ enthalte ein Nullobjekt, e sei idempotentes Konstantensymbol. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

1. C¢ ist semiadditiv
2. Es gibt eine bindre implizite Operation % in Ob €¢ mit

(a) Die Konstante e ist neutrales Element fiir * in jeder Algebra F €
ObCs.

(b) Fiir jedes f € (") und jede Algebra F € ObCs und alle s, ..., sy,
th,... b, € F gilt

f(Sl*th...,Sn*tn)If(Sh...,Sn)*f(th...,tn)

Beweis
Siehe [Baag89, S. 74]. a

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Satz:

Satz 5.2.5 (vgl. [BaNu90])
Zu jeder kommutativen Theorie &£ iiber der Signatur X existiert eine Signatur
Y und eine monoidale Theorie £ iiber der Signatur X' mit

E~E
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Beweis
Wir geben die Signatur 3’ und eine Signaturtransformation an: 3 enthalte
neben dem zweistelligen + und der Konstanten 0 zu jedem f € %(") einstel-
lige fi,..., fn. Sei e die idempotente Konstante von &£ und t.(z,y) Term der
impliziten Operation * (vgl. Satz 5.2.4). Sei A’ : T(X/, X)—=T (X, X) definiert
durch

0A" = e
(z+y)A" = t.

. ! —
filz)A" = f(e, ... €, NURTCERSEE;
i—1 t—te Pos. n—i
und B :i={s' =t' : A = t/A’}. Sei A : T (X, X)—=T (X, X) definiert durch

eA = 0
flee,...,z)A = filz)+... 4+ fulan)
Eine leichte Rechnung zeigt, da £ := (E')sc eine monoidale Theorie ist und
daB £ und &' dquivalent sind (vgl. [BaNu90, S. 11f.]). a

Wir wollen daher im folgenden auch von monoidal-kommutativen Theorien

sprechen.

Eine wichtige Eigenschaft monoidaler und somit auch kommutativer Theorien,
die fiir die Unifikation verwendet wird, ist die Existenz von Biprodukten in der

zugehorigen kanonischen Kategorie:

Satz 5.2.6
Sei £ eine monoidale Theorie mit zugehdriger kanonischer Kategorie €¢. Dann
existiert zu jeder endlichen Familie (F¢(X;));cr ein Biprodukt.

Beweis
Nach Lemma 3.5.3 existiert zu der Familie (Fe(X})),o; ein Coprodukt

((ti)ier s Fe(X)) -

Analog zum Beweis von Lemma 3.5.3 sei X; = {xil,...,wilxl} fiir 7 € I,

X ::U X; = {xij 1€l g€ {1, Ceey |)(Z|}}7 Lt fg(Xi)—h}-g(X), T, = Tige
Sei m; @ Fe(X)—=Fe(X;) definiert durch z;; ~— z;, und x +— 0 fiir k # 4,
J e AL .., |Xs|}, € {1,...,]Xk|}. Dann gilt offensichtlich ¢;7; = ¢é;; und
mit; = &;;. Noch zu zeigen: (Fe(X), (7;);c;) ist ein Produkt. Sei (¢;),cp, ¢
Fe(Y)=Fe(X;) zu Y = {zy,...,2,} gegeben durch ; : z; — t;;. Setze 9 :
Fe(Y)=Fe(X) als ¢ := 37, bie;. Dann ist ohmy = (30, Yptr)®i = o (Yntnms) =
Sk (Urdri) = o fiir alle ¢ € I. Dies zeigt, daB ((¢i);cr, Fe(X), (7);cp) ein Bi-
produkt ist. O

Eine etwas abstraktere Art, obige Aussage zu bestétigen, liefert folgendes Lem-

ma:
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Lemma 5.2.7

Sei (€, +) eine semiadditive Kategorie, ((¢;);,B) ein Coprodukt der endlichen
Familie (A;);. Dann kann ((¢;);,B) auf eindeutige Weise zu einem Biprodukt
((5);, B, (7;);) erweitert werden.

Beweis

Nach Definition eines Coproduktes exi- Ai
stiert zu jedem j € [ ein eindeutig be-
stimmtes 7; : B—A; mit 6;; = 7. ij

Fiir ("47 (fj)]‘e[)v fj . -/4—>.A] sei f = ti
Z]EI f]L] Dann ist fﬂ-k = (Z] f]L]) T =

: A;
fi k=3 , J
Yo fitime =225 fidin = { 0] const B T
Somit ist ((¢;);, B, (7;);) ein Biprodukt. a

5.3 Unifikation in monoidalen/kommutativen Theo-

rien

Im folgenden wird kurz die Idee bei der Unifikation in monoidalen Theorien
geschildert. Fiir eine umfassende Darstellung sei auf [Nutt92] verwiesen.

Bei der Unifikation in monoidalen Theorien wird einer Theorie £ ein Halbring
Se zugeordnet. Ein Unifikationsproblem [' iber £ wird dann in ein lineares
Gleichungssystem iiber dem Halbring Sg transformiert, das Gleichungsystem
gelost und die Losung in eine Substitution zuriickiibersetzt. Diese ist dann ein
allgemeinster Unifikator fiir I'. Schematisch sei der Sachverhalt noch einmal in

Abbildung 5.1 dargestellt.

Unifikationsproblem +— lin. Gleichungssystem

! !

Monoidale Theorie — +— Halbring

Abbildung 5.1:

Definition 5.3.1 (Halbring)

Ein Halbring ist eine Menge § mit verschiedenen Elementen 0 und 1 und zwei
zweistelligen Operationen + und -, so daB (S, +,0) ein kommutativer Monoid
und (8, -, 1) ein Monoid ist und fiir alle a,b,c € § gilt:

1. (a4+b)-c=a-c+b-c

2.a-(b+ec)=a-b+ta-c
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Im Gegensatz zu Ringen besitzen Halbringe also nicht notwendigerweise ein
Inverses bzgl. der Addition.

Beispiel 5.3.2
e Die natiirlichen Zahlen IN zusammen mit 4, -, 0 und 1 sind offensichtlich
ein Halbring.

e Jeder Ring (mit 1) ist ein Halbring.

Fiir monoidale Theorien gilt:

Satz 5.3.3

Seien & eine monoidale Theorie und A eine £-Algebra. Dann ist
(End A,+,04,0,td4)

ein Halbring, wobei id 4 die Identitidt auf A bezeichne und die Addition + zweier
Endomorphismen o, 7 € Fnd A durch

a(c+71):=aoc +ar
fiir alle a € A definiert ist.

Beweis
Der Beweis ergibt sich durch einfaches Nachrechnen der Halbring-Gesetze, vgl.
[Nutt92, 6.3]. O

Fiir eine monoidale Theorie £ definieren wir nun den kanonischen Halbring Sg:

Definition 5.3.4 (kanonischer Halbring)
Sei £ eine monoidale Theorie. Dann ist der kanonische Halbring S¢ definiert
als:

Se = (end Fe(u),+, 05, (), 05 idry(u))

fiir eine Variable u.

Beispiel 5.3.5

Sei ¥ := X U x® U x® mit ©O© = {0}, M = {=}, 2@ = {4} und £ :=
AG = (F4g)sc die Theorie abelscher Gruppen. Zur Erinnerung sei erwihnt,
dafl F/4q iiber der Signatur X definiert ist und aus den Identitdten, die festlegen,
dafl 4+ die bindre Operation einer abelschen Gruppe mit neutralem Element 0
und Inversionsoperation — ist, besteht.
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In Fe({u}) gibt es offensichtlich nur die folgenden Kongruenzklassen von Ter-
men:

[0], [u], [u+ u], [u+u+ul,...
kurz
[Ou], [1u], [2u], [3u], . ..

Somit sind die Endomorphismen von Fg({u}) die Homomorphismen, die ein-
deutig bestimmt sind durch

o u s [Ou]
o u[lu]
o u s [2u]

o u > [3u]

Die Addition zweier Endomorphismen o,7 € End Fg({u}) ergibt sich somit
folgendermaflen: seien o, 7 bestimmt durch

our [mul 7w~ [nu]
Dann ist ¢ 4+ 7 der Endomorphismus, der eindeutig bestimmt ist durch
(c47):u—=[(m+n)u] (%)

Offensichtlich kann man ¢ und 7 mit m bzw. n in Z identifizieren. (x) liefert
dann, daf fiir 047 entsprechend m-+n gilt. Man kann sogar zeigen, dafi Sg = Z
gilt (vgl. [Nutt92, 6.4]).

Moduln tiber Halbringen sind Verallgemeinerungen von Vektorrdumen iiber
Kérpern. Da die Multiplikation in einem Halbring jedoch nicht kommutativ
sein mufl, mufl zwischen Links- und Rechtsmoduln unterschieden werden:

Definition 5.3.6 (Modul)
Ein Linksmodul (bzw. Rechtsmodul) iiber einem Halbring S ist ein kom-
mutativer Monoid (M, +,0) mit einer Skalarmultiplikation

SXM—=-M bzw. M X S—M,
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so daf fiir alle a,b € § und v, w € M gilt:

(ab)v = a(bv) bzw. wv(ab) = (va)b
(a+bjv=av+bv bzw. v(a+b)=va+vb
alv+w)=av+aw bzw. (v+w)a=va+ vb

a0 =0 bzw. 0a =10
lo=vw bzw. vl =w
Ov=0 bzw. v0=0

Fiir eine endliche Menge X bezeichne S¥ die Menge der Tupel iiber S indiziert
durch Elemente von X. S* wird zu einem S-Linksmodul bzw. Rechtsmodul
indem wir die Addition komponentenweise und die Skalarmultiplikation durch
a(by)rex = (aby)pex bzw. ((by)rex)a = (bya),cx definieren. Der Einheits-
vektor e, € S¥ ist das Tupel (a,),cx mit ay =1 und a, =0 fiir 2 # y.

Analog wie bei Vektorrdumen definiert man lineare Abbildungen, wobei man
hier zwischen linkslinearen und rechtslinearen Abbildungen unterscheiden muf.

Seien M, N Linksmoduln (Rechtsmoduln). Eine Abbildung o : M—A heifit
linkslinear (rechtslinear), falls fiir alle @ € S und alle v, w € M gilt:

(v+w)o =vo + wo
(av)o = a(ve) bzw. (va)o = (vo)a
0c =0

Ein Linksmodul (Rechtsmodul) M heifit frei iiber einer Menge von Erzeu-
gern X CM, falls fiir jeden Linksmodul (Rechtsmodul) A und jede Abbildung
g : X—N eine eindeutige linkslineare (rechtslineare) Abbildung o, : M—N
existiert, so dafl o, = xg fiir alle z € X.

Lemma 5.3.7 ([Nutt92, 5.3])
Fiir endliches X ist S* mit skalarer Links- bzw. Rechtsmultiplikation ein freier
Links- bzw. Rechtsmodul iiber {e, : x € X }.

Analog wie bei Vektorrdumen kann man bei freien Moduln lineare Abbildungen
durch Matrizen darstellen. Eine linkslineare Abbildung o : ¥ —-S8Y kann durch
eine X X Y-Matrix C, = (04y)rex yey mit Eintrégen aus S beschrieben werden,
indem man die Zeile x von C, auf e, o setzt. Umgekehrt fiithrt jede X x Y-Matrix
C' zu einer linkslinearen Abbildung o¢ : S¥ 58 durch vo. := vC.

Analog kann man bei rechtslinearen Abbildungen vorgehen. Insbhesondere kann
man jede Matrix einer linkslinearen Abbildung ¢ auch als Matrix einer rechts-
linearen Abbildung ¢* verstehen und umgekehrt. Man spricht dann von der zu
o dualen Abbildung o* (vgl. [Nutt92, Abschnitt 5.3]).
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Beispiel 5.3.8
Sei & = Z. Betrachte die Z-Moduln Z* fiir k = 2,3. Dann entspricht der
Matrix

( 12 3 )

4 5 6

die linkslineare Abbildung o : Z?—Z> mit
(z,y) — (lz + 4y, 22 + by, 3z + 6y)

und die rechtslineare Abbildung o* : Z>—Z* mit
(z,y,2z)— (la + 2y + 32,42 4+ by + 62).

Wir wollen nun mittels zweier Abbildungen die X-Homomorphismen zwischen
freien £-Algebren in Bezug zu linkslinearen Abbildungen zwischen freien Sg-
Moduln setzen. Da man ein Unifikationsproblem als Unifikation von »-Homo-
morphismen verstehen kann (vgl. Lemma 3.5.1), kann auf diese Weise ein Uni-
fikationsproblem in ein algebraisches Problem iibersetzt werden.

Zu einem Homomorphismus o : Fg(X)—=Fe(Y) definieren wir eine linkslineare
Abbildung """ : Sg(—h?g wie folgt:

Fiir 2 € X seien ¢, : Fe(u)—Fe(X) definiert durch
Uz
und 7, : Fe(X)—Fe(u) durch

T = U

o'~ 0 fiir o # 2.

Fiir 0 : Fe(X)—>Fe(Y) sei
Opy 1= LpOTy
und o : Sg(—h?g sei definiert durch

(Ul’y)xeX7yEY N

Zu einer linkslinearen Abbildung o : Sg( —>Sg geg. durch die Matrix (04y)zex yey
definieren wir einen ¥-Homomorphismus 0" : Fg(X)—F¢(Y) durch

ghom .— g Ty Oayly

rzeX,yeY
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Beispiel 5.3.9 (Fortsetzung von Beispiel 5.3.5 und 5.3.8)
Identifizieren wir, wie oben beschrieben, S¢ und 2, so ist fiir die linkslineare
Abbildung o, gegeben durch die Matrix

M= 1 2 3
4 5 6
ghom . §levet L, glyiw st eindeutig bestimmt durch

z1 = ly1 +2y2 4+ 3y3
xy +— 4y + 5ys + 6ys.

Andersherum ergibt sich fiir ¢"°™ gerade M als Matrix der entsprechenden
linkslinearen Abbildung (aom)hn,

Hhomy von der

Fiir -%" kann man zeigen, daf es ein Isomorphismus (mit Inverser
kanonischen Kategorie €¢ auf die Kategorie der endlich erzeugten Sg-Linksmo-
duln ist (vgl. [Nutt92, Abschnitt 6.2]).

Fiir linkslineare Abbildungen o, 7 : S¥ =8 sei
ker(o,7) = {v e 8* 1vo = vt}

und
imo:=8%c={be 8 :IweSX mit vo=b}

Dann gilt:

Satz 5.3.10 ([Nutt92, 7.2])
Seien o, T : Sg(—h?g und 6 : Sg—>SEZ linkslineare Abbildungen. Dann gilt:

1. ¢ ist Unifikator von ¢ und 7 <& im 6*Cker(c*, %)

2. ¢ ist allgemeinster Unifikator von o und 7 < im 6" = ker(o*, 7%)

Ist der Kern von ¢* und 7* endlich erzeugt, so kann man ein endliches Erzeugen-
densystem (aufgefaBt als Matrix) mittels -"°™ in einen allgemeinsten Unifikator
ibersetzen.

Folgerung 5.3.11 (vgl. [Nutt92, 7.11])
Sei £ eine monoidale Theorie und S¢ sei endlich. Dann ist £ unitéar.

Bewelis

Da S¢ endlich ist, ist jeder Kern von ¢* und 7* endlich erzeugt. O

Wir verdeutlichen die obigen Uberlegungen an einem Beispiel:
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Beispiel 5.3.12 (Fortsetzung von Beispiel 5.3.9)

Seien Y = {y1,42}, s = y1 + y1 +y2 und t = y1 + y1 + y2 + y2. Definiere 7,
v:Fe({z})—Fe(Y) durch

=1+ ty: ev=y1t+yity2+uy

kurz
xn =2y + ly2  av =2y + 2.

Betrachte im folgenden 7, v als Unifikationsproblem (im Sinne von Lemma
3.5.1).

Die zugehdorigen linkslinearen Abbildungen lauten dann (in Matrixdarstellung

iiber Z):
Cnlm - (27 1) Cylm - (27 2)

Der Kern von (5')* und (¢""")*, d.h. die Menge

() e en(s)=ea(2))

ist dann durch den Vektor v = (1,0)" erzeugt. Als als Matrix einer linksli-
nearen Abbildung aufgefafit entspricht v der Substitution § : Fe(Y)—=Fe(2)
definiert durch y; — z und y; — 0 mit Z = {z}. § ist nach dem vorigen Satz
allgemeinster Unifikator.

Es sei noch folgendes Resultat genannt, welches dahingehend interpretiert wer-
den kann, dafl das Konzept der monoidalen Theorien alle Unifikationsprobleme
umfafit, bei denen Unifikatoren durch Lésen von linearen Gleichungssystemen
bestimmt werden kénnen.

Lemma 5.3.13 ([Nutt92, 6.3])
Fiir jeden Halbring § existiert eine monoidale Theorie £, so daffi § und Sg
isomorph sind.



Kapitel 6

Unifikation in primalen
Algebren

Ziel dieses Kapitels ist es, die Unifikation in primalen Algebren auf die Unifika-
tion in monoidalen Theorien zuriickzufiihren, statt Verfahren vorzustellen, die

direkt fiir primale Algebren entwickelt worden sind.

Dazu werden im ersten Abschnitt primale Algebren und einige ihrer Figenschaf-
ten vorgestellt. Insbesondere wird gezeigt, dafl primale Algebren und monoidale
Theorien nicht dquivalent sind, so dafi man nicht direkt Unifikationsalgorithmen
fiir monoidale Theorien fiir die Unifikation in primalen Algebren {ibernehmen

kann.

Im zweiten Abschnitt wird allerdings ein Ubersetzungsschritt vorgestellt, der es
erlaubt, die Unifikation in primalen Algebren auf die Unifikation in monoidalen

Theorien zuriickzufiihren.

6.1 Primale Algebren

Zunéchst die Definition einer primalen und zur Verdeutlichung die einer funk-
tionalvollstdndigen Algebra:

Definition 6.1.1 (Primale/funktionalvollstindige Algebren)
Eine Algebra A = (A,Y) heift primal (bzw. funktional vollstidndig) :&
Vn e IN Yf: A"—A gibt es eine Termfunktion t (bzw. Polynomfunktion pA)

mit
flay, ..., a,) :tA(al,...,an) Yay,...,a, € A
bzw.

f(al,...,an):pA(al,...,an) Yay,...,a, € A

62
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Beispiel 6.1.2
Betrachten wir folgende boolesche Algebren:

e B = ({0,1},{wor, A}) mit der iiblichen Interpretation von zor und A ist
funktional vollstdndig aber nicht primal, da man das Element 1 nicht

durch eine Termfunktion darstellen kann.
e B=({0,1}, {zor, A, 1}) ist daher primal.

e B=({0,1},{v,}) ist primal. Das heifit, primale Algebren haben nicht

notwendigerweise Konstanten in der Signatur.

Bisweilen bereitet es jedoch Probleme, keine Konstante in der Signatur zu haben
(betrachte F4(0)), so dal wir uns in diesen Fillen die Signatur tempordr um

ein Konstantensymbol erweitert denken.

Die nichsten beiden Resultate liefern einige Aussagen iiber die Struktur prima-

ler Algebren.

Lemma 6.1.3
FEine primale Algebra A ist einfach, das heifit, sie besitzt nur die trivialen Kon-

gruenzen, und hat keine echten Unteralgebren.

Beweis

Sei # Kongruenzrelation von A = (A,%4), a = b (0), a # b, und ¢,d € A.

Sei die Operation p so, dafl ap = ¢ und bp = d. Aus a = b (0) folgt dann

c=ap=bp=d (f). Somit ist # = A x A. Sei A' = (A, ¥) < A Fiirac A

sei p, derart, daf8 bp, = a fiir alle b € A. Dann ist (J,c4 A'p, 2 A, also A < A’
Il

Lemma 6.1.4
Jede primale Algebra A ist gleichungsvollstindig, das heifit, nimmt man zu den
in A giiltigen Gleichungen weitere hinzu, so erfiillt nur noch die triviale Algebra

die erhaltene Menge von Gleichungen.

Beweis

Sei & = HSP(A). Dann ist Fg() = A. Falls 81 CK und £ gleichungsdefiniert
ist, dann ist Fg, (0) homomorphes Bild von Fg(0). Wegen der Einfachheit folgt
die Behauptung. O

Lemma 6.1.5
Jede primale Algebra ist endlich.

Beweis
Uber unendlichem Universum existieren iiberabzihlbar viele Funktionen, die

Menge der Termfunktionen ist aber abzidhlbar. O

Gemidf Kapitel 3.3 betrachten wir bei der Unifikation in Algebren statt der
Algebra selbst die zugehorige freie Algebra. Fiir diese gilt:
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Lemma 6.1.6
Seien A = (A,X4) eine primale Algebra, f : A"—A, g; : A™—A und | :=

max{n, my,...,my} firi € {1,...,n}.

1. Dann existieren ty,t,, € T(3,X) fir X = {ay,..., 2} mit Var(ty) =
{z1,...,2,}, Var(ty,) ={z1,..., 25} und

= fth =g
firtve {1,...,n}.

2. Firh: A™—A, h:(ar,...,a1) = f(g1(ar,...,m1),...,gn(a1,...,am,))
und t, :==tp{a —ty, ...z, — t, } gilt

=t

Bewelis

einfaches Nachrechnen. O

Daher schreiben wir statt tp{zq — t,,,..., 2, — t,, } suggestiver

th(zy, .o x) =ty (X1, s @my)s ooy by (T1s ooy Ty )

Da in einer primalen Algebra A jede Funktion als Termfunktion darstellbar ist
und jedes Element a € A eine konstante Funktion definiert, gibt es zu jedem
Element a € A einen Term t, mit t2* = a. Also gilt:

Lemma 6.1.7 (Erreichbarkeit)
Jedes Element a einer primalen Algebra A ist erreichbar.

Mit Folgerung 4.2.6 besitzt also jede primale Algebra die Symbolisierbarkeits-
eigenschaft. Insbesondere ist also Losbarkeit durch Unifikation zu entscheiden
(vel. Kapitel 4).

Die folgenden Uberlegungen zeigen, daB man sogar die Lsbarkeit einer Glei-
chung (iiber der Signatur X) in einer beliebigen endlichen ¥-Algebra mit Hilfe
der Unifikation in primalen Algebren entscheiden kann.

Wie bereits in Kapitel 3 erwihnt, kann man jede endliche ¥-Algebra zu einer ¥/~
Algebra erweitern, in der jedes Element erreichbar ist, indem man jedes Element
des Universums als nullstelliges Funktionssymbol zur Signatur hinzunimmt und
geeignet interpretiert. Fiigt man weitere Funktionen hinzu, so kann man sogar
jede endliche Algebra zu einer primalen Algebra erweitern:

Definition 6.1.8 (primale Erweiterung)
Fiir eine Algebra A = (A,%) mit A = {0,...,q— 1} sei A := (A, ) definiert
durch

Yi=3U{0,...,¢—1,Coy...,Cyq,+,*}

mit folgender Interpretation in A:
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e VicA: ift=3

falls x =1

. ~1
WEANxeA:qH@:{q
0 sonst
o V(z,y) € A%2: o +Ay = max(z, y)
o V(z,y)c A?: 2 Ay = min (z, y)

VfieS sei fA=fA

A heift die primale Erweiterung von A.

Lemma 6.1.9
Sei A die primale Erweiterung einer endlichen Algebra A. Dann ist A primal.

Beweis
Analog zu Beweis von Lemma 6.2.1. O
Satz 6.1.10

Sei A = (A,~4) eine endliche ¥-Algebra und A die primale Erweiterung von
A. Fiir eine Gleichung s =t iiber der Signatur ¥ gilt dann:

s =t I6sbar in A < FEs gibt einen A-Unifikator fiir s =t

Beweis
Sei X = {zq,...,2,} = Var(s) U Var(t). s = t ist genau dann lgsbar in A,
wenn

(Aa) Es=t

fiir eine Belegung o : X —A.

»=":5eil s = t 1osbar und « : X — A erfiillende Belegung, definiert durch z; — «a;
fir i € {1,...,n}. Da A primal ist, existieren ¢,, € 7T (3, X) mit té = a;.
Definiere o : T(2, X)—=T(3%,Y) durch @; — t,, fiir ¢ € {1,...,n}. Dann gilt
A |= so = to, so daB o Unifikator ist.

w=“1Sei 00 F4(X)—=TF 4(Y) ein A-Unifikator fiir s = t mit Y = {y1, ..., Y} =
Var(X o) gegeben durch z; — t; fiir ¢ € {1,...,n}. Dann ist auch jede Instanz
von o ein Unifikator von s = ¢. Sei X : F1(Y)—=F 1(Z) gegeben durch y; — 0.
Dann gilt fiir A, dafl ;0\ = s; mit s;‘T € A. Dann ist o : X — A definiert durch

T; > 5;4 offensichtlich eine erfiillende Belegung. O

Wir zeigen nun, daf sich die die Unifikation in einer primalen Algebra sich i.a.
nicht direkt auf die Unifikation in einer monoidalen Theorie zuriickfiithren 148t,
d.h. die freie Algebra einer primalen Algebra i.a. nicht &quivalent zu der einer
monoidalen Theorie ist.
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Satz 6.1.11
Sei A = (A, %) eine primale Algebra mit |A| > 2, F4(V) freie Algebra zu A.

Dann existiert keine monoidale Theorie £, so daf3
FaV) ~ Fe(V)

Beweis

OBdA sei A = {0,1,...}CIN. Falls ¥ keine idempotente Konstante e enthilt,
besitzt €4 kein Nullobjekt (vgl. Satz 5.2.2) und kann somit keine semiadditive
Kategorie sein. Besitze > daher im folgenden eine idempotente Konstante e.
OBdA sei e = 0. Betrachte die Operation a : A—A definiert durch z — 1 fiir
alle z € A.

Da A primal ist, existiert t, € T'(X, X) fiir X := {2} mit

tf:oe

t, kann jedoch nicht existieren, denn

L. falls Var(t,) =  wire, wiirde, da e idempotent ist, t, =z ,(x) € und
somit (t,)* = et = 0 # 1 gelten, Widerspruch!

2. falls Var(t,) = {x} wire, wiirde (t, 0 {z — ¢})* =1 # 0 = ¢* und somit
to o {z — e} #74(x) € im Widerspruch zur Idempotenz von e gelten.

O

Mit Lemma 5.3.13 folgt somit, daBl man ein Unifikationsproblem iiber einer
primalen Algebra (mit mehr als zwei Elementen) nicht in ein lineares Glei-
chungssystem iiber einem Halbring iibersetzen kann, so daf ein allgemeinster
Unifikator genau der Homomorphismus ist, der durch ein Erzeugendensystem
des Kerns definiert wird.

Im n&chsten Abschnitt {iberlegen wir uns jedoch, dafl man ein Unifikationspro-
blem iiber einer primalen Algebra in ein lineares Gleichungssystem iiber einem
Halbring tibersetzen kann, so dafl ein allgemeinster Unifikator durch ein Erzeu-
gendensystem des Kerns bestimmt werden kann.

6.2 Unifikation in primalen Algebren durch Unifika-
tion in monoidalen Theorien

In diesem Abschnitt soll ein Algorithmus fiir die Unifikation in primalen Alge-
bren vorgestellt werden, der einen Unifikationsalgorithmus fiir monoidale Theo-
rien verwendet. Dieser Algorithmus soll einen allgemeinsten Unifikator fiir ein
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gegebenes Unifikationsproblem bestimmen. Er basiert auf dem in [Bii90] vorge-
stellten Verfahren.

Die Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt zeigen, daB es i.a. nicht méglich
ist, das Unifikationsproblem iiber der primalen Algebra mittels einer Signa-
turtransformation in ein dquivalentes Problem iiber einer monoidalen Theorie
zu transformieren und hier den Unifikator mit dem gegebenen Algorithmus zu

bestimmen. Wir werden daher anders vorgehen:

1. Das gegebene Unifikationsproblem {iber der primalen Algebra wird zu-
nichst in eine bestimmte syntaktische Form gebracht, in die sog. Post-
Normalform.

2. AnschlieBend wird das Unifikationsproblem in ein (nicht &quivalentes)
Unifikationsproblem iiber einer monoidalen Theorie iibersetzt. Fiir dieses
wird ein Unifikator mit Hilfe eines gegebenen Algorithmus fiir monoidale

Theorien berechnet.

3. Dieser wird geeignet modifiziert und genau dann in einen allgemeinsten
Unifikator fiir das urspriingliche Unifikationsproblem iibersetzt, wenn die-
ses unifizierbar ist.

Zunéchst jedoch einige Voriiberlegungen.

Lemma 6.2.1
Sei A = (A, ¥4) primale Algebra mit (oBdA ) A=1{0,...,q— 1} und sei A’ =
(A, 2 mit Y ={0,...,¢—1,Co,...,Cy_1,+, *} mit folgender Interpretation
in A"

o VicA: i* =i

g—1 fallsz =1
0 sonst

.WGAWEA:@W@:{

o V(z,y) € A%2: o +A y = max(z, y)

o V(z,y)e A% : a+A y = min(z,y)
Dann ist A’ primal.

Beweis
Wir miissen zeigen, dafB jede Funktion f: A*—A als Termfunktion darstellbar
ist. Sei f: A*—A gegeben durch
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Setze ty = iy * Co(@q) * -+ # Colwg) + -+ igw ¥ Cyoy(x1) * - - x Cyy (zg). Dann
ist offensichtlich t}“ = f (,ts kodiert die Wertetabelle von f<). O

Folgerung 6.2.2
Seien A und A’ wie im vorigen Lemma. Dann sind A und A’ dquivalent.

Beweis
Da A und A’ als primale Algebren iiber gleichem Universum die gleichen Term-
funktionen haben, folgt die Aussage direkt aus Lemma 3.6.5. O

Sei daher im folgenden A = (A, 24) eine primale X-Algebra mit

A = {0,...,9—1}
X o= {Q,...,q—1,00,...,Cq_1,—|—,*}

mit ¥4 wie in Lemma 6.2.1. Wir schreiben statt a x b kurz ab und setzen (je
nach Kontext) L:=0oder L:=0und T:=¢—1oder T :=¢q— 1.

6.2.1 Atome

Sei im folgenden I' ein Unifikationsproblem iiber der primalen Algebra A mit

Xg=Var(l') ={21,..., 24}

Definition 6.2.3 (Atome, Post-Normalform)
e Die Menge der Atome von A bzgl. X 4 ist definiert durch

AL(A, X 4) = {Ci (x1) ...Cy, (x) @ (in,...,05) € AF}
o Seit € Fua(X4). Zut definieren wirt € T (X, X 4) durch?®

t{= Z (il,...,ik)tACil (961) C’Zk(ack)
(21,,Zk)€Ak

Dann heift t Post-Normalform oder vollstéindige disjunktive Nor-

malform von t, kurz t := PN (t).

e Fiir ein Gleichungssystem 1" ist PN (I') definiert durch
PN(I'):={PN(s)=PN(t) : s=tel}

Die Post-Normalform eines Terms ¢ € F4(X4), genauer die Post-Normalform
einer Kongruenzklasse ¢t € F4(X 1), ist ein Vertreter £ € T(%, X 4) von ¢:

!Genaugenommen ist ¢ eine Kongruenzklasse von Termen. Mit ¢ ist die induzierte Term-
funktion eines beliebigen Vertreters von t gemeint. Da fiir je zwei Vertreter ¢1 und ¢ der
Klasse gilt, daf3 ' = t3' ist, ist t** wohldefiniert.
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Lemma 6.2.4
Seit € Fa(X4) und t := PN(t). Dann gilt:

~

b=raxat
Beweis
Fiir alle (ji,...,j%) € A* gilt

. San . . A . .
i,y gt = ST Gy YR G -G G
(21,,Zk)€Ak
= (j17"'7jk)tA

Somit gilt 4 = t*, und mit Satz 3.3.1 folgt die Behauptung. O

Im folgenden werden wir des 6fteren — wie im obigen Beweis — Gleichheit von
Termen in F4(Y4) durch Gleichheit der induzierten Termfunktionen zeigen
(vgl. Satz 3.3.1), ohne explizit darauf hinzuweisen.

Wir iiberlegen uns nun, wie Atome mittles Homomorphismen abgebildet wer-
den:

Lemma 6.2.5
Sei o : F4(Xa)—=F4(Ya) ein Homomorphismus. Dann gilt

(H1) (ao)(bo)= L fiir alle a,b € At(A, X4), a #b.

(H2) Yicaraxyac=T
(H3) (i1,...,i4)(ac)?* € {L, T} fiir jedes a € At(A, X4) und jede Belegung
(il, .. .,il) € Al, [:= 1Yyl

Beweis
Fiir jede Belegung o : X 4—A nimmt genau ein Atom aus At(A, X 4) den Wert
T an. Mit Satz 3.3.1 folgt dann, dafl ab =#,(x ) L fiir unterschiedliche Atome

a,b € At(.A,XA) und ZaEAt(.A,XA) a :}-A(XA) T.

(H1) (ao)(ba) =F,(v,) (ab)o =5, (v,) Lo =5, (v, Lfirallea,b e At(A, Xa),
a#b.

(H2) Yocarax )90 =7,(va) (Cacarax,) D0 =r4va) 10 =5,y T

(H3) Seia € At(A, X4), a =Cj (z1)...Cj, (1) und (iy,..., i) € AL Dann ist

(i1, ..., 1) (ac)?
= (i1, i) ((Chy (21) ... Cjy (21)) o)
= (i1,...,i)(C; .

(@10) ... Cj, (20))
CA (i1, i) (m10) ) . CH (G, -y i) (2r0) )

Da CA(:) € {L, T} fiir alle r € {1,...,k} und i € A ist die Behauptung
klar.
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a
(H1) besagt, dal Produkte der Bilder von Atomen konstant L sein miissen.
(H2) besagt, daB die Summe der Bilder aller Atome konstant T sein mu8.

(H3) besagt, daff die den Atomen zugeordneten Terme, interpretiert als Term-
funktion iiber A, Funktionen sind, die evaluiert in A lediglich die Bilder T und
1 haben.

Gelten andererseits fiir eine Abbildung der Atome die Bedingungen (H1) — (H3),
so definiert diese Abbildung auf eindeutige Weise einen Homomorphismus:

Satz 6.2.6

Seien X 4 == {x1,..., 2}, A= ({0,...,q=1}, 34 und ¢ : At(A, X4)=Fa(Ya)
mit

(H1) (ag)(bp) = L, fir alle a,b € At(A, X 4), a #b.

(H2) Yicaraxyap=T
(H3) (iy,...,0)(ap)? € {1, T} fiir jedes a € At(A,X4) und jede Belegung
(il, .. .,il) € Al, [:= 1Yyl

Dann gilt fiir o : T (3, X 4)—F(Y4) definiert durch

ox; Z Z_J(C“(acl)Czk(xk))cp
(21,,Zk)€Ak

fir j € {1,...,k}, da
ac =ap  Va € At(A, X 4)

Gilt fiir einen Homomorphismus ¢’ : T (X, X4)—=Fa(Ya), daB ac’ = ap Va €
At(A, X 4), so ist ¢/ = o0, das heiBt, die Bilder der Atome bestimmen auf ein-

deutige Weise einen Homomorphismus.

Beweis
Zunichst iiberlegen wir uns, daf§

(i1, i) (ap) =T = (i,..., i) (bp)A = L (%)

fiir alle b € At(A, X4), b # a und [ := | Var(ap)U Var(by)| und ein (iy,...,1%) €
Al, das heiBt, ist fiir eine Belegung (ac,o)A = T, so gilt fiir jedes andere Atom b,
daB (bp)A = L fiir diese Belegung ist. Denn angenommen, es gibe (iy, ..., 1)

mit

(i1, .. i) (ap)t = T = (i1, ..., 1) (bp)!



6.2. DAS VERFAHREN 71

fiir ein b # a, dann gilt nicht

(ap)(bp) = L

im Widerspruch zu (H1). Also muf§ gelten (i1,...,4)(be)* # T und mit (H3)
sogar (iy,...,4)(b)A = L.

Betrachten wir nun Ch(z;)o = Cy(z;0).

Die folgende Rechnung betrachtet die zu den Termen gehorigen Termfunktio-
nen angewendet auf eine Belegung. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden

jedoch Terme anstelle der Termfunktionen geschrieben.?

Ch(zjo) = Ch( S (Ci(m) . .Cp ()
(
(x1) ..

i in)EAR
_ [T falls T, ear 1(Chi(21) - Ci(an)e = h
1 sonst

Wir untersuchen jetzt, wann 37 o year 15 (Ci (21) .. .Coy(an))p = h gilt:

Yo G(Ci(er) . Co o)) =h
(21,,Zk)EAk
& Y i(Cile) . Ci(ar)e = h,

da fiir ¢; < h das Produkt ¢; - (...) < h ist und somit nichts zum Maximum

beitrigt.
1. Fall: A > 0:

‘J
& a) > WMCiy(@1) - Co (1) Cr(a)Cippy (1) - Cop(2n) ) o = I
(il,...,ij_l,h,ij+1,...,ik)EAk
und

Y i(Cila) .. .Colar))p < h

oder

b) > h(Ci (1) - Ciyy (1) Cr(2)Ciyyy (2540) - Ci () < b
(il,...,ij_l,h,’i]+1,...,ik)EAk

und

°Wir schreiben z.B. Ch(z;0) anstelle von (iy, ..., il)(Ch(xla))A.



72 KAPITEL 6. UNIFIKATION IN PRIMALEN ALGEBREN

b) ist nicht moglich, da die zweite Bedingung von b) aufgrund von (H3) nicht

erfiillbar ist, also

J
& > WOy (x1) .o C (25-1)Cr(@)Ciyy (2541) -+ o (28) )p =
(il,...,ij_l,h,ij+1,...,ik)€Ak
und
Yo i(Ch(@) ... Ci(z)p < R
(11,..‘.,ik)eAk
1J>h
(H3)
& > (Ci(@1) . Coy (2j—1)Cn(@) iy (Tj41) - C(ap))p = T
(il,...,ij_l,h,ij+1,...,ik)€Ak
und
Yo i(Ciar) ... Cip(ar)p =L
(11,..‘.,ik)eAk
1J>h
(*
& > (Ciy (1) -y (2 Ca) iy (241) - Co () o = T

(il,...,ij_l ,h,ij+1,...,ik)€Ak

Beachte bei der letzten Umformung, daf§ die Aussage von (x) gerade besagt,
daf} die erste Bedingung die zweite impliziert, so dafl diese weggelassen werden

kann.

Also gilt fiir 2 > 0 (in Fa(Ya))

> (Co(@1) - Coy (2j-1) Crl@j) oy (Tj41) - - Co ()

(il,...,ij_l,h,ij+1 ,,’Lk)EAk

Ch(zj0) =

2. Fall: h=0

J
& a) > (Ciy(z1) . Chy_y (2j-1)Col(2) iy (1) - Cop(@n)) o =T
(il,...,’i]_l,O,ij+1,...,’ik)€Ak
und

Yo (Culzr)...Cylzn))p=L

b) > (Cilz)...Ci(zn))p=1L

(21,,Zk)€Ak
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b) ist nach (H2) nicht moglich, also

> lCilan) . Colar))p =0

& > (Coy (1) .. Chyy (2j-1)Co(2)Cipyy (1) - O (wp))p = T
(il,...,ij_l,O,ij+1,...,’ik)€Ak
und

Yo (Culzr)...Cylzn))p=L

@ ) (Ciy (1)« Ciyy (5m)Col)Cip o (@) - Cip wr))p = T

(il,...,ij_l,O,ij+1,...,’ik)€Ak
Also gilt auch fiir h =0 (in Fa(Ya))

Ch(zjo) = > (Ciy(@1) .. Ciy (1) COn(2)Clipyy (g) - iy (n))

(il,...,ij_l,h,ij+1,...,ik)EAk

Somit gilt fiir

(Chy(21) ... Ch, (25))0

= Ch(z10)...Ch, (210)
hj E{hl,...,hk}
> (Ciy(@1) .. Ciy (2-1)Chy (@) Ciyy (Tj41) - Cip (@) @

(’il,...,ij_l,hj,ij+1,...,ik)EAk
Multipliziert man dieses Produkt aus, so erhdlt man eine Summe iiber Glieder
der Form

(Chy(z1)Resty)p - (Ch, (x2)Resty) - ...+ (Ch, (21) Resta) e

Nach (H1) ist dieses Produkt nur dann ungleich L, wenn die Cy, (2;) Rest; die-
selben Atome sind also gleich dem Atom Cf, (1) ...Ch, (2g) sind. Somit gilt:

(Ch(z1) .. Chy(zr))o = (Chy (1) - .. Chy (zk))

Es ist noch die Eindeutigkeit von o zu zeigen: Sei o’ : T (3, X 4)—=Fa(Y4)
Homomorphismus mit ac’ = ay fiir alle ¢ € At(A, X 4). Dann gilt:

r;o = Z Z_J(C'Z (1) ...Cy(2g))p
(21,,Zk)€Ak
= Z Z_J(C'Z (x1)...Ci (xg))0’
(21,,Zk)€Ak
= ( Z Z_]C“(wl)czk(wk)) o'
(21,,Zk)€Ak

= ;0
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fiir alle j € {1,...,k} und somit ¢ = ¢'. O

Folgerung 6.2.7
FEine Substitution o : F4(X4)—F4(Y4) ist eindeutig durch die Bilder der Ato-
me ao fiir a € At(A, X4) bestimmt.

6.2.2 ¢-max-Theorie

Wir betrachten nun die Gleichungstheorie, in die wir unser Unifikationsproblem
ibersetzen wollen:

Definition 6.2.8 (¢-max-Theorie)

Seien ¢ € N, Q©) = {0}, = {4}, QM = {hg,...,h,1},2 = QO UQ? U
QW) Sei Xe¢ eine Menge von Variablen, F,CT (12, Xg)2 enthalte neben den Iden-
titdten, die besagen, dafl + kommutativ, assoziativ und 0 neutral fiir + ist,
genau die folgenden:

y+y =y

vh e QW h(0) = 0

vh e QW) h(yi +y2) = hly) + h(y2)
ho(y) 0

Vhi,hj € QW >0 hi(h;(y)) hi(y)

Vhi, h; € Q) hi(y) +hi(y) = hmax(i gy (v)

wobei y, y1,y2 € Xe. Dann heiit £, = (F,)sc g-max-Theorie.

Die g-max-Theorie ist offensichtlich eine monoidale Theorie. Sie ist so konstru-
iert, daf die Homomorphismensymbole h; € Q) sich wie die Elemente i der
primalen Algebra bzgl. + verhalten.

Offensichtlich gibt es in der ¢-max-Theorie bzgl. einer Variablen y nur die fol-

genden Aquivalenzklassen von Termen:

[0], [y], [hi(y)]; [y + hily)] - (i € A\{0})

Hieraus ergeben sich direkt die Aquivalenzklassen von Termen iiber beliebi-
ger Variablenmenge. Analog wie bei Termen iiber primalen Algebren (Post-
Normalform) méchten wir besondere Vertreter dieser Klassen auszeichnen:

Definition 6.2.9 (H-Normalform)
Sei &, eine g-max-Theorie iiber der Signatur €2 und der Variablenmenge X¢ mit

QW = {ho,...,hy_1} und Xe = {y1,...,yn}. Seit € Fe,(Xe) gegeben durch

t=1[0] oder t=] Z hj(y¢)+zyr]

jEJel rER



6.2. DAS VERFAHREN 75

fiir geeignete Indexmengen J, R und -familie (I)je; mit JUR # 0 und I; # 0
fiir alle j € J.

Dann definieren wir ~: Fe (Xe)—=T(Q, X¢) durch

=0 bzw. = Z hj(yi)—l—Zyr
JEJEl; reR

und nennen t die H-Normalform von t.

Wir zeigen nun, daf§ eine g-max-Theorie £, unitér ist. Dazu betrachten wir
den zu &, kanonischen Halbring Se . Zur Wiederholung sei erwihnt, daf§ der
kanonische Halbring einer monoidalen Theorie aus den Endomorphismen der
zugehorigen freien Algebra {iber einer Variablen y besteht. Da die betreffenden
Homomorphismen eindeutig durch das Bild ¢ von y bestimmt sind, betrachten
wir die Terme ¢ {iber einer Variablen y. Wie oben bereits erwdhnt existieren

hier nur die folgenden Aquivalenzklassen von Termen:

[0], [y], [hi(y)]; [y + hily)] - (i € A\{0})

Das heifit, die Menge aller Endomorphismen & € End Fe ({y}) ist die Menge
der Homomorphismen, die eindeutig bestimmt sind durch

oy — [(]

ey — [y]

oy — [hiy)] (i € A\{0})
oy — [y+hi(y)] (i€ A\{0})

Insbesondere ist [Se | < 0o, so daf§ mit Folgerung 5.3.11 gilt:

Satz 6.2.10
Die g-max-Theorie &, ist unitér.

Da bei monoidalen Theorien immer ein Unifikator existiert (ersetze jede Varia-
ble durch 0), bedeutet dies, daf bei der ¢-max-Theorie immer ein allgemeinster

Unifikator existiert.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit kiirzen wir ab:

0 =y — [0]
1 =y = [y
hi =y — [hi(y)] (i € A\{0})
W =y = [y+hi(y)] (i€ A\{0})
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Anstelle von 0 verwenden wir auch die Bezeichnung hg. Schreibt man fiir die
Addition auf Fe ({y}) + und fiir die Komposition von Homomorphismen auf
Fe,({y}) -, so gelten die folgenden Gleichungen in S, := Se,, wie man durch
leichtes Nachrechnen bestétigt:

Fiir alle r € S, und 7,5 € {0,...,¢— 1} ist

r+r = r
0O+r» = r4+40 = r
1+h = h+1 = hi»/
hi+h; = hmax(i,j)
O-r = r-0 = 0
r-1 = 1-r = r
0 7=0
hi-hj = {hi i>0

6.2.3 A/&-Transformation

Ahnlich wie bei der Signaturtransformation setzen wir eine primale Algebra A
in Beziehung zu einer g-max-Theorie &,. Statt jedoch jedem flachen Term in
Fa(X4) einen Term in Fe (X¢) zuzuordnen, bilden wir ein Atom, genauer ein
Atom mit Vorfaktor, auf einen Term in Fe (X¢) ab:

Definition 6.2.11 (A, A’)
Sei X4 = {z1,..., 23} und Xeg = {y1,...,y,} mit n = |A*.

o A Fa(Xa)=Fe,(Xe) wird folgendermaBen definiert: Sei t € Fa(X4)
und

(i1 5.nyig ) EAF

die Post-Normalform von t. Dann ist

tA = Z h](zl ..... zk)(y(ll,,lk))
(21,,Zk)EAk

wobei y(;, iy 1=y miti= Y0y iq"" + 1.
o A': Fe (Xe)=Fa(X4) wird folgendermaBen definiert: Sei t' € Fg (X¢)

und

=0 oder = Z hj(yi)—l—Zy,,

jEJel rE€R
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fiir geeignete Indexmengen J,I; und R. Dann ist

UA"= 1L
bzw.
UA = > jC (1) . Cipar) + Y Cry(a1) .. Cry ()
JEJEl; reR
.o . . S k s k—v
wobei (i1,...,4;) und (ry,...,r) derart seien, daff i = Y ©_ | t,¢" " + 1

und r =Y _ ro¢" v 4+ 1.

Das heiit, die Atome Cj (21)...C;, (2) werden mittels A der Variablen y;
zugeordnet, wobei ¢ dem um 1 erhdhten g-ndren Wert von 4y ...%5 entspricht.
Dann wird die Konstante j vor einem Atom auf den entsprechenden Homo-
morphismus £;(y;) abgebildet. Wir erhalten also mittels A nur Terme, deren
H-Normalform entweder nur aus der 0 oder aus Summen von Homomorphismen
besteht. A’ macht im wesentlichen das Umgekehrte von A. Allerdings wird eine

Variable y genau wie auch der Term h,_4(y) auf denselben Term in F4(X 4)
abgebildet.

Beachte, dafl aufgrund der Definiton von A’ eine Eigenschaft fiir alle Term
t'A’" per Induktionsprinzip nur fiir alle Terme der Form 0, h;(y;) und y, gezeigt
werden muf.

Lemma 6.2.12
L. Firt € Fa(Xa) gilt tAN =5, (x ) t-

2. Fiirt,s € FaA(Xa) mit t #5,(x ) s gilt tA #fgq(Xg) sA.

Beweis

zu 1) Sei & = Y4y (1) ---Cy, (xg) mit i = S°F_, 6,657 + 1. Dann ist tA =
[ he(y)]. tA =0 & Vit; =0 < ¢t = L. Somit folgt aus ¢t = L
insbesondere tAA’ = 1. Gilt andererseits t # 1, so ist tA = 3 hy, (4i)
und somit tAA" =3 6C; (x1) -+ - Ch ().

zu?2) Sei t = S t;C; (x1) - Ci(2) und & = 3 5;C; (1) -+ Cs, (1). Auf-
grund von s #z,(x,) t gibt es ein j € {1,...,¢"} mit t; # s;, also

hi, (i) # 7o, (xe) s, (y5)- Somit ist tA = [37; by, ()] #7,, (x) 3 hs, (4i)]
= sA.
O

Analog kénnen wir einer Substitution o : Fa(X4)—F4(Y4) eine Substitution
o' 1 Fe,(Xe)=Fe, (Ye) mittels einer Abbildung, die wir ebenfalls A nennen,
zuordnen.
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Definition 6.2.13 (A)

Seien X 4,Ya, Xe,Ye Variablenmengen mit |Xe| = |A|X4l und |Ye| = [A|V4l.
A Subs(Fa(Xa), Fa(Ya))—Subs(Fe, (Xe), Fe,(Ye)) wird folgendermaBen de-
finiert: Sei | X 4| = k und 0 € Subs(F4(X4), Fa(Ya)) definiert durch

x>t (Je{Ll,... k}).
Dann ist oA definiert durch

yi = siA (i € Xe =y, Ypap )y

wobei s; = Cy, (t1) ... Cs, (tg) = (Ciy (21) .. .Cy, (2g))o und (44, ..., 1) die g-nédre
Darstellung von i — 1 bezeichne.
A ist also folgendermaflen definiert:
Lemma 6.2.14
Fiirt' ¢ fgq(Xg) und o : FoA(Xa)—=Fa(Ya) gilt
t'(cA) =Fe,(Ye) ('ANo)A
Beweis
Fiir y; € X¢ gilt
Def
yilod) = ((Ci(21) ... Cip (2p))o) A
= ((gA)o)A

Per Induktion folgt die Behauptung. O
Somit erhalten wir:

Lemma 6.2.15
Seien o : Fo(XA)—>Fa(Ya) und X : F4(Ya)—F4(Z4) Substitutionen.

1. Fiir alle t € F4(X4) gilt (to)A = (tA)(cA).

2. (GA)A = (6A)(AA).

Beweis
zu 1) Fiir alle t € Fa(X4) gilt
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zu 2) Fiir alle y; € Xe = {y1, -+, Yjar(a,x o) gilt:

yi((eN)A) “EN ((gA)(eh)A
= (((:A")o)N)A
= (((5:A)9)A)(AA)
S (yi(oA))(AA)
Somit gilt (6A)A = (6 A)(AA). 0

Ziel ist es nun, eine Abbildung A’ zu definieren, die einer Substitution o :
Fe,(Xe)—=Fe,(Ye) eine Substitution o : F4(X4)—+Fa(Ya) zuordnet.

Definition 6.2.16 (A)
Seien X 4,Ya, Xe,Ye Variablenmengen mit |Xe| = |A|X4l und |Ye| = [A|V4l.
Betrachte die Abbildung

A s Subs(Fe,(Xe), Fe,(Ye)) —={ : ALA, X ) >Fa(Ya)},

die wie folgt definiert wird. Sei |X¢| = n und 0 € Subs(Fe (Xe), Fe, (Ye))
definiert durch

gt (i€ {1,...m})
Dann wird ¢ = oA definiert durch
yiA’ — tiA/ = (yia)A’

Beachte, daB #;A’ wohldefiniert ist, da |Ye| = |A|Y4l vorausgesetzt wurde.

¢ = oA ist also auf At(A, X 4) definiert. Falls ¢ die Eigenschaften (H1) - (H3)
erfiillt, 148t sich ¢ gem&B Satz 6.2.6 zu einem Homomorphismus auf F4(X 4)
fortsetzen. Da wir einer Substitution o : Fe (Xe)—=Fe, (Ye) eine Substitution
zuordnen wollen, untersuchen wir daher zundchst, unter welchen Voraussetzun-
gen oA die Voraussetzungen (H1) — (H3) erfiillt.

Definition 6.2.17 (variablenreduziert, variablenexpandiert)
Sei eine Substitution o : Fe (Xe)—Fe, (Ye) gegeben. Dann heifit o variablen-
reduziert falls

D= U (Var(y;o) N Var(y;jo)) =0
Yy €EX g
Y FYy
und

H::{y:EIyiEXgElhjeg(l) mit yio =+ hi(y)+ -} =0

gilt. Ist Var(Xg¢o) = Ye, so heifit o variablenexpandiert.
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Eine Substitution heifit also variablenreduziert, falls in den Bildern der Varia-
blen aus Xg, genauer in der H-Normalform der Bilder aller Variablen, keine
gleichen Variablen (aus Yz) und keine Homomorphismen vorkommen.? Somit
gilt:

Bemerkung 6.2.18

Sei o : Fe,(Xe)—=Fe,(Ye) eine variablenreduzierte Substitution. Setzen wir
>orep Yr =0, so gilt

Yi0 = Z Yr

reR;
fiir geeignete, paarweise verschiedene Indexmengen R;, ¢ € {1,...,|X¢|}.

Lemma 6.2.19

Seien X 4,Ya, Xe,Ye Variablenmengen mit* | Xg| = |A|X4l und |Ye| = | A4l
und eine Substitution o : Fe (Xe)—Fe, (Ye) gegeben. Ist o variablenreduziert
und variablenexpandiert, so erfiillt oA die Bedingungen (H1) — (H3).

Beweis
Da |X¢| = |A[X4l und |Ye| = |A|Y4l gilt XeA! = At(A, X 4) bzw. YeA! =
At(A,Y4) und A'|x, ist eine Bijektion.

Es ist zu zeigen:
(H1) (ao)(bo)= L fiir alle a,b € At(A, X4), a #b.

(H2) Yicaraxyeo=T

(H3) (i1,...,i4)(ac)* € {1, T} fiir jedes a € At(A, X4) und jede Belegung
(il, .. .,il) € Al, [:=1Yy].

Sei fiir 7 € {1,...,[X¢e|} und geeigneter Indexfamilie (R;);c(1,..|x.|} @ gegeben
durch Yi0 = ZTER,‘ Yr-

Dann ist (3, cp. 4-)A" = 3, g, Cry(21) .. .Cr (21), wobei (ry,...r;) die g-nére
Darstellung von r — 1 bezeichne und [ = |Y4] sei.

Das heifit, die Bilder von (y;0)A’ sind Summen von paarweise verschiedenen
Atomen. Somit ist a(cA) = (y;A')(6A) = (y;0)A’ eine Summe von paarweise
verschiedenen Atomen. Daher gelten offensichtlich (H1) und (H3). Da o varia-
blenexpandiert ist, gilt Var(Xgo) = Yg, so daf alle Atome als Summanden im
Bild von X 4(cA) vorkommen. Somit gilt (H3). a

*Wir werden im folgenden — wie hier — einfachheitshalber von syntaktischen Eigenschaften
eines Terms aus F¢ (X¢) sprechen, obwohl natiirlich genauer von syntaktischen Eigenschaften
des entsprechenden Terms in H-Normalform { die Rede ist.

*Beachte, daB hierdurch implizit |Ye| > 0 vorausgesetzt wird.
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Da fiir eine Variable yA" =z (x , h7(y)A'ist, gilt andererseits auch fiir Homo-
morphismen o : Fe (Xe)—=Fe,(Ye), wo die Bilder von Variablen aus Summen
von ht(y) bestehen, daB diese die Bedingungen (H1) — (H3) erfiillen. Genauer:

Sei 0g : Fe (Xe)—Fe,(Ye) eine variablenreduzierte und -expandierte Substitu-
tion, dann erfiillt o : Fe (Xe)—=Fe, (Ye) fiir 0 = aoA mit A : Fe (Ye)—=Fe, (Ye)
definiert durch y — ht(y) die Bedingungen (H1) — (H3). Wir nennen ein der-
artiges ¢ Atom-Substitution.

Wir definieren daher:

Definition 6.2.20 (A’)

Seien X 4,Y 4, Xe,Ye Variablenmengen mit |Xe| = |A|X4l und |Ye| = |A|Yal.
Dann ist Sppa(Fe, (Xe), Fe, (Ye))CSubs(Fe, (Xe), Fe,(Ye)) die Menge aller va-
riablenreduzierten und variablenexpandierten Substitutionen vereinigt mit allen
Atom-Substitutionen von Fg (X¢) nach Fe (Ye). Man beachte, daff die Men-
ge Sppa(Fe, (Xe), Fe,(Ye)) nur fiir nicht leeres Ye definiert ist. Wir definieren
weiterhin

A/ : SREA(fgq(Xg),fgq(Yg))—}SubS(fA(XA),fA(YA))

folgendermaBen: Sei 0 € Sppa(Fe (Xe), Fe,(Ye)) gegeben und o, die durch
oA gemdf Satz 6.2.6 eindeutig bestimmte Substitution mit oA = @o|41(A,x ,)-
Dann sei

oA = p,.

Seien im folgenden X 4, Y4, Za, X¢, Ye, Ze Variablenmengen mit | X¢| = |A[X4l,
[Ve| = |A|Y4l und | Zg| = |A|lZ4l,

Lemma 6.2.21
Fiir alle t € Fg, (Xe) und alle 0’ € Srpa(Fe (Xe), Fe,(Ye)) gilt

(to")A' = (tA") (o' A')

Bewelis

Zunidchst zeigen wir, daf3
1. (0A")(o’A") = (00") A’
2. (yiA")(o'AY) = (yio') A’ und

3. (hj(y) AN) (o' A) = (hj(yi)o') A gilt.
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(0A")(0’A") = L(0’A") = L = 0A’ = 00’A’. Somit gilt 1. Per Definition gilt 2.

Die Giiltigkeit von 3. sieht man folgendermafien ein:

((hi(y))AY(o'A) = (jas)(o 'A") fiir ein a; € At(A, X 4)
j(ai(c'A"))
= j(5A")(0'AT))
L (o)A
Y b (o)A

hj(yi)a') A’

—~

Dabei besagt (), daB j(y;A") = j(ht(yi)A") = h;(y;)A’. Per Induktionsprinzip
folgt nun die Behauptung fiir beliebige Terme ¢ € F¢ (X¢). a

Lemma 6.2.22
Sei o1 F4(Xa4)—=F4(Ya) gegeben. Dann ist (0 A)A’ definiert und es gilt

(cAYA' =

Beweis
Sei t € F4(X 4) beliebig. Dann ist

H(eA)A) TE (A)A)(eA)A)
S ((1a) (o)A
ET ((t)A)A

to

Lemma 6.2.23
Seien o € SREA(fgq(Xg),fgq(Yg)) und A € SREA(fgq(Yg),fgq(Zg)) gegeben.
Dann ist (6 \)A’ definiert und es gilt

(EAN)A = (A (AA)

Bewelis

Man rechnet leicht nach, dafi die Komposition

e zweier variablenreduzierter und variablenexpandierter Substitutionen wie-
der eine variablenreduzierte und -expandierte Abbildung ergibt.

e ciner variablenreduzierten und -expandierten Substitution mit einer Atom-
Substitution eine Atom-Substitution ergibt.
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Daher ist (cA\)A’ wohldefiniert.

Dann ist
H(oNA) TEF ((tA)A) (0N A)
S ((tA)(oN) A
((tA)o)A) A
S (((tA)o) A (AAY)
S (((tA)A) (oA (AA)
(HoA))(AA)
= t((cA)(AA))

O

6.2.4 Unifikation in primalen Algebren durch Unifikation in der
g-max-Theorie

Wir beschreiben nun, wie man mit Hilfe der Unifikation in einer monoidalen
g-max-Theorie einen allgemeinsten Unifikator, sofern existent, bestimmen kann.
Seien im folgenden X 4, X¢ Variablenmengen mit |X¢| = |A[X4l und I' ein
Unifikationsproblem {iber einer primalen Algebra A gegeben.

Der erste Schritt unseres Algorithmus besteht darin, das gegebene Problem I'

in ein Problem der ¢-max-Theorie zu iibersetzen. Dazu bedienen wir uns der

Abbildung A.

Definition 6.2.24

[:=TA = {(sA,tA) : (s,t) € T'} heift das zu T gehérige Unifikationspro-
blem in der g-max-Theorie.

Beispiel 6.2.25

Seien A = (A4, %4), A = {0,1,2}, ¥ = {+,%,0,1,2,Co, C1,C5} mit gewohnter
Interpretation und X 4 := {21,232}, ¢ :=|A| = 3.

Beachte, dafl A mittels der Post-Normalform der Terme in I' definiert ist.

1. Seien 51 ‘= 200($1) —|—201 ($1) —|—202($1)Co($2)7 tl = 100($1)CO($2) und
I'y :={(s1,t1)}. Dann ist
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und somit T := PN(T) = {(41,%)}.

2. Seien

89 = 100($1)CO($2)
tz = 0Co(z1)Co(xe) + 1Co(z1)Ci(22) + 2Co(21)C2(22) +
201 (21)Co(22) + 2C1 (1) Cr(22) + 2C1 (1) Ca(22) +
(21)Co(@2)

Da fiir die Belegung o : X 4—A definiert durch z; — 2, 25 — 1 gilt, daB
sy = ty o, existiert mit der Bemerkung nach 6.1.7 ein Unifikator fiir das erste
Beispiel.

Da sich im zweiten Beispiel die Koeffizienten der sich entsprechenden Atome
von & und £y unterscheiden und bei einer Auswertung genau ein Atom den Wert
T annehmen muB, existiert keine Belegung o mit S0 = fya, so daB mit der
Bemerkung nach Lemma 6.1.7 kein Unifikator fiir das zweite Beispiel existieren

kann.
Betrachten wir nun die Umwandlung in die entsprechende g-max-Theorie.

Wegen ¢ = |A| = 3 und k = | X 4| = 2 setzen wir X¢ := {y1,...,y0}. Dann gilt
1. fiir das erste Beispiel

51=5A = hy(n

und f = {51751}.
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2. fiir das zweite Beispiel

§2 = SQA =

tNQ = tQA =

und f = {52752}.
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Fiir das Unifikationsproblem I' = TA wird nun ein allgemeinster Unifikator

bestimmt. Beachte, daf dieser nach der Bemerkung zu Satz 6.2.10 existiert.

Dieser heifie & : Fe (Xe)—=Fe,(Ye).

Beispiel 6.2.26 (Fortsetzung von Beispiel 6.2.25)
Die zu den Termen gehorigen Matrizen (iiber S;) lauten (vgl. Kapitel 5.3)

1. fiir das erste Beispiel

ms = (h27h27h27h27h27h27h27h07h0)

1

mfl = (h17h07h07h07h07h07h07h07h0)

Ist in einem Vektor eine der ersten sieben Komponenten ungleich 0, so

erhdlt man bei der Multiplikation mit mj; den Wert hy. Diesen kann

man aber durch Multiplikation mit m; nicht erreichen. Daher miissen

die ersten sieben Komponenten eines Lsungsvektor gleich 0 sein. Die

Komponenten 8 und 9 kénnen dagegen beliebig sein. Somit wird der Kern

von den Vektoren

(0,0,0,0,0,0,0,1,0)"

und

(0,0,0,0,0,0,0,0, 1)

erzeugt. Also ist ein allgemeinster Unifikator &y : 7(Q2, X¢)—Fe (Ye) de-

finiert durch

y, — 0 1€
Ys —
Yo = Y2

,...,7)
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2. fiir das zweite Beispiel

msz, = (h1,ho,ho, ho, ho, ho, ho, ho, ho)
mz, = (ho,hi,ha, ha, by, ha, ha,s ho, ha)

Man {iberlegt sich leicht, dafi hier neben dem Nullvektor nur solche Vek-
toren v im Kern liegen fiir die mz,v = mz v = (hy) gilt. Somit wird der
Kern von den folgenden Vektoren (als Spalten einer Matrix geschrieben)

erzeugt:

Pl
3
Pl
[N~}
>~
>~

[eelifen Bl e BN e B e B e =l
o O O o o o =

o O O O o o o =
o O O O o o o
o O O O o o o

0

Somit ergibt sich der allgemeinste Unifikator &y : 7 (2, Xg)—=Fe, (Ye), der
definiert ist durch

y1 — Y1+ hi(y2) + he(ys) +va+ ys
Yo — y1+y2+ys+ ha(ys) + ha(ys)
vy, — 0 i€{3,...,9}

Ziel ist nun zu zeigen, daff der Unifikator & fiir T’ mittels A’ auf einem Unifikator

fiir I' abgebildet werden kann.

Lemma 6.2.27
Seien | X¢| = |A|X4l und |Ye| = |A|V4l und 6 € Srea(Fe, (Xe), Fe, (Ye)) Uni-
fikator eines Problems I' = TA. Dann ist A’ Unifikator fiir T.

Beweis
Da & € Sppa(Fe,(Xe), Fe,(Ye)) ist A" definiert.
Betrachte (s,t) € . Da & Unifikator fiir T' ist, gilt mit 3 = sA und = tA

S :}'gq (Yg) to

Dann gilt (in F4(Y4))

S (A (6A) = (A (aA))
= (sAA)(GA") = (tAA)(GA)
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Somit ist ¢ A’ Unifikator fiir T. O

Im allgemeinen gilt jedoch fiir einen (allgemeinsten) Unifikator eines Unifi-
kationsproblems iiber der ¢-max-Theorie nicht, daf |Ye| = |A|M4l und & €

Srea(Fe (Xe), Fe,(Ye)).
Wir werden daher zwei Modifikationen an einem Unifikator vornehmen, so
dafl er die obigen Voraussetzungen erfiillt und wir den letzten Satz anwenden

kénnen.
Definition 6.2.28 (Variablenreduktion, Variablenexpansion)

o Sei eine Substitution & : Fg (Xe)—Fe, (Ye) gegeben und seien

D= U (Var(y;o) N Var(y;o))
v, U  €EXg

Y FYy

und
H:={y:3y; € Xeh; € Qmit yijo = -+ h(y) + - - -}.
Dann heiit y1 5 (kurz py : Fe,(Ye)—Fe,(Ye)) definiert durch

y—0 firye DUH
Y=y fiiry € Ye\(DUH)

Variablenreduktion bzgl. &.

e Seien A eine primale Algebra mit Universum A und eine variablenre-
duzierte Substitution & : Fe (Xe)—=Fe,(Ye) und Y = {y;,,...,y;,} =
Var(Xgo) gegeben. Falls r = 0 ist, setzen wir Zg = (), sonst sei |Zg| =
min{|A|j : |A|J > |Y|} OBdA sei Zg = {yj17 .. '7yjr} U {yjr+17' . '7yjl}
mit | = |Zg|. Wir definieren iy : Fe (Ye)—Fe, (Ze) folgendermafBien. Falls
r = 0 ist, sei fiir alle y € Ye ypo = L. Ansonsten sei py definiert durch

Yy, — Y+ Yirsa + Tt Y
yi =y fiir alle y; € Ye\{y;, }

Dann heifit ps Variablenexpansion bzgl. & und A.

Bemerkung 6.2.29
Sei ¢ : Fe,(Xe)—=Fe,(Ye) Unifikator eines Unifikationsproblems ' iiber der
g-max-Theorie. Dann gilt offensichtlich:

e oy ist variablenreduziert.

e &y ist als Instanz von & Unifikator von T

Gilt fiir Var(Xeofiy) # 0, so gilt auflerdem
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® T ig ist variablenreduziert und variablenexpandiert.

o Guipz € Srpa(Fe (Xe), Fe, (Ze)).

e Gy g ist als Instanz von & Unifikator von T

Mit obiger Bemerkung gilt:

Satz 6.2.30

Sei A eine primale Algebra und 1" ein Unifikationsproblem iiber F 4(X 4). Seien
| Xe| = |A|¥Al und & ¢ Fe (Xe)—Te,(Ye) Unifikator eines Problems I' = T'A.
Ist Var(Xeofn) # 0, so ist (Gpp2) A’ Unifikator fiir T

Ziel ist es, zu zeigen, daf3 falls

1. Var(Xeopy) = 0 ist, kein Unifikator fiir ' existiert und

2. ansonsten (guqp2)A’ allgemeinster Unifikator fiir I" ist.

Sei 7 1 Fa(Xa)—=Fa(Z4') ein Unifikator fiir I'. Wir zeigen unter dieser Vor-
aussetzung gilt, daB Var(Xgopy) # 0 ist und daB ein X : Fa(Z4)=Fa(Z4")
existiert mit

(Guap) AN = 7
Zunéchst iiberlegen wir uns, dafl ein Unifikator fiir I' mittels A auf einen Uni-
fikator fiir ' abgebildet wird:

Lemma 6.2.31
Seien | Xe| = |A|X4l und |Ye| = |A|Y4! und o € Subs(Fa(X ), Fa(Ya)) Unifi-
kator eines Problems T'. Dann ist A Unifikator fiir I = T'A.

Beweis
Da o Unifikator ist, gilt fiir alle (s,¢) € I, daB} so =z, (x , to ist.

so =1tlo
= (so)A = (to)A
CLI5 (sA)(0A) = (tA) (o A)

Somit ist oA Unifikator fiir T. O

Somit ist TA = 7 : Fg (Xe) = Fe (Ze') ein Unifikator fiir ' und es existiert
it 7, d

ein v : Fe (Ye) = Fe (Ze') mit 60 = a ¢ allgemeinster Unifikator ist.

Lemma 6.2.32
Unter den obigen Bezeichnungen gilt

youipe = L = y7 =1

fiir alle y € X¢.
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Beweis
Falls yo = L ist, so gilt auch yov = L, d.h. y7 = L.
Betrachten wir nun den Fall, da8 yo = > cier, hj(yi) + 3, eryr # L und

yopipg = L ist. Aufgrund der Definition von pg gilt dann bereits yopu; = L
ist. D.h.

1. Es gibt y, ¢’ € Xg mit Var(ys) N Var(y's) # 0 oder

)

Angenommen es gibt y,y’ € Xg¢ mit y # 3’ und es gibe ein z € Ye mit
z € Var(ys) N Var(y's), also zuy = L. Angenommen zv # L1, so wiirde
Var(yev) N Var(y'6v) = Var(y7) N Var(y't) # 0 gelten, im Widerspruch zu
T E SREA(fgq(Xg),fgq(Zg/),).

Betrachten wir nun den TFall, daf fiir yo = ZjeJ,ielj hi(y:) + > er yr gilt, daB
J # ( ist. Ist fiir ein j € J und fiir ein ¢ € I; die Variable y; € Y¢ im Bild einer
Variablen y’ # y unter & enthalten, so wird diese mittels 7 auf L abgebildet,
wie im ersten Teil gezeigt wurde.

Betrachten wir daher noch den Fall, daf ein 7 und ein j gibt, mit 7+ € I; und
fiir alle y' € Xe mit y # ¢ gilt y; ¢ Var(y'e). Sei J;, = {j € J 1 y; € I;}.
Nach Voraussetzung ist J; # . Wir fiihren dieses zu einem Widerspruch. Sei
6" Fe (Xe) — Fe,(Ye) definiert durch

7'xo\u) = Olxa\ ()

und

yo' = > hilyi)+ Dyt i

jEJ,i’EI]’ reR

wobei fiir alle j € J I} = I;\{y;} sei. Dann ist offensichtlich ¢’ ein Unifikator fiir
I' (vergleiche Rechstmultiplikation in Sg,) und es gilt &' < & aber nicht & < &',
im Widerspruch dazu, dafi & allgemeinster Unifikator ist.

Somit gilt die Behauptung. O

Folgerung 6.2.33
Gilt fiir Gy po, daB yo = L fiir alle y € X¢ ist, so existiert kein Unifikator fiir
I.

Beweis

Angenommen es gibe einen Unifikator 7 : Fu(XA)—=F4(Z4"). Dannist 7 = 7A
ein Unifikator fiir I'. Gilt fiir alle y € X¢, daB ypuqpe = L, so gilt mit obigem
Lemma auch fiir alle y, y7 = L ist, im Widerspruch dazu, dall 7 eine Atom-
Substitution ist. Daher kann 7 nicht existieren. O
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Im folgenden schreiben wir fiir uqpy kiirzer 6’. Betrachten wir nun den Fall,

daB Var(Xed') = Zg # 0 gilt.

Lemma 6.2.32 liefert uns auBerdem die Moglichkeit, ein A mit '\ = 7 zu kon-
struieren. Denn gilt fiir ein y; € Xe, dafl y;6" # L ist, soist 3,6’ = 3 cp. yr mit
R; # () und fiir y; # y; gilt R;NR; = (), da 6’ variablenreduziert und -expandiert
ist. Sei R; = {r;,,...,r,}. Dann ist die Abbildung A fgq(Zg)—}fgq(Zg/) defi-
niert durch

YiT

1 fiir alle rg # 1y,

S
|

Yri,
yT’k

S
|

wohldefiniert. AuBerdem gilt offensichtlich &'\ = 7.

Wir zeigen nun, daB A € Sria (Fe (Ze), Fe (Ze')) gilt: Zunidchst gilt nach Defi-
nition von pg, dal | Zg| = | A|#4 fiir ein geeignetes Z 4. Nach Definition von 7 gilt
|Z¢'| = |A|%4". Da 7 eine Atom-Abbildung ist, ist auch A eine Atomabbildung.
Somit ist AA’ definiert.

Wir schlieBen unsere Uberlegungen mit der Feststellung, daB 6’A’ ein allge-

meinster Unifikator fiir I ist:

Lemma 6.2.34
Unter den obigen Bezeichnungen gilt: 6'A" = (Guypuz)A
Unifikator fiir I'.

" ist ein allgemeinster

Beweis
Es gilt (‘NT‘/ € SREA(fgq(Xg),fgq(Zgz) und 7 € SREA(.7:5(1()(5),‘7:5(1(25/))L Nach
obigen Uberlegungen existiert ein A € Srpa(Fe,(Ze), Fe (Ze')) mit 5'A = 7.

Dann gilt:
FA=7
= (F'NA = FA
CZT (A (AA) = FA
“Z2 (AN =7

Somit existiert ein A : Fa(Z4) — Fa(Z4') mit (6’A)A = 7, d.h. &'A’ ist
allgemeiner als 7. O

Wir fassen Folgerung 6.2.33 und die Aussage des letzten Lemmas zusammen:

Satz 6.2.35

Sei T ein Unifikationsproblem iiber einer primalen Algebra A und sei & all-
gemeinster Unifikator fiir das Problem T' = TA. Gilt fiir &' = &pypy, dafB
Var(Xe¢6') = 0, so existiert kein Unifikator fiir I'. Ansonsten ist 6'A’ allge-
meinster Unifikator fiir .
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Beispiel 6.2.36 (Fortsetzung von Beispiel 6.2.26)

1. Da o’ variablenreduziert ist, ist g1 die identische Abbildung. Wegen Ye =
{y1,y2} und |A]' = 3 setzen wir Ze = {y1, 42,93} und Y4 := {z,}.
pa : Fe,(Ye)=Fe (Ze) ergibt sich zu y1 — y1 + y3 und ] := dypgpy ist
definiert durch

y, — 0 ie{l,....,7}
Yys — 1+ Yys

Yo = Y2

Somit ist ¢'A : At(A, X 4)—=Fa(Y4) definiert durch

Co($1)00($2) — L
: o
CQ($1)C()($2) — L
CQ($1)01($2) — Co($1)—|—02($1)
CQ($1)CQ($2) — Cl($1)

Aufgrund der allgemeinen Form

g Y (G () - Ci(2n))e
(21,,Zk)€Ak

wird 6'A" =o' : T (2, X 4)—FA(Y4) definiert durch

zy = 2(Co(zy) + Ca(21)) +2C1(21) (=r,000) T)
Ty > 1CO($1)—|—1CQ($1)—|—201($1)

Eine kleine Rechnung zeigt, da§ (wie nicht anders zu erwarten)

sa' =z (v, to'
2. Aus 62 : T(Q, Xe)—>F4(Ye) definiert durch

y1 — Y1+ hi(y2) + he(ys) +va+ ys
Yo — y1+y2+ys+ ha(ys) + ha(ys)
vy, — 0 i€{3,...,9}

ergibt sich zunfchst, dafl die in Homomorphismen enthalten Variablen
Y2, Y3, y4 und ys unter gy auf L abgebildet werden miissen. Auflerdem muf}
auch y; auf L abgebildet werden, da y; Summand sowohl im Bild von 1
als auch im Bild von y, unter & ist. Somit ist py : Fe (Xe)—Fe (Ze)
definiert durch y — L fiir alle y € X¢. Daher ist py : Fe (Ze)—=Fe (Ze')
fiir Z¢' = () der Homomorphismus bestimmt durch y — L fiir alle y € Z¢.
Nach Satz 6.2.35 ist I'y somit nicht unifizierbar ist.
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Abschlieflend sei das Unifikationsverfahren noch einmal schematisch dargestellt:

1. Das gegebene Unifikationsproblem I’ {iber der primalen Algebra wird in
Post-Normalform iibersetzt.

2. AnschlieBend wird das Unifikationsproblem in ein (nicht &quivalentes)
Unifikationsproblem I iiber der g-max- Theorie iibersetzt.

3. Hier wird ein allgemeinster Unifikator & berechnet.
4. ¢ wird mittels gy und pg zu ¢’ = Guqpy abgeindert.

5. Ist Var(Xgd') = 0, so existiert kein Unifikator fiir I, ansonsten ist A’ fiir

&' definiert und es gilt, dal 6’A’ ein allgemeinster Unifikator fiir ' ist.

6.2.5 Bemerkungen

Analysiert man die Modifikation p1 genauer, so stellt man fest, dafl eine Varia-
ble y; unter y; immer dann auf L abgebildet wird, falls sich in der Matrix, die
aus den Vektoren eines Erzeugendensystems des Kerns des entsprechenden Glei-
chungssystems besteht, in der Spalte j mehr als ein Eintrag gleich 1 befindet.
(vgl. das zweite Beispiel in 6.2.36).

Steht z.B. in dieser Matrix in der Spalte j in Zeile i der Wert ¢ und in Zeile i
der Wert ¢/ mit ¢,t' # L, so gilt fiir &, daf

wobei t(y;) bedeute, daf§ in dem Term ¢ nur die Variable y; vorkommt. Somit
wird mittels pq die Variable y; auf L abgebildet, sei es, weil ¢ oder ¢’ nur aus
Summen von Homomorphismen (hx(y;))rer bestehen oder weil t = ¢/ = y;
gilt und somit y; sowohl im Bild von #; als auch im Bild von z; als Variable
vorkommt.

Ist in der Spalte j genau ein Eintrag ungleich 0 und ist dieser ungleich 1, so ist
dieser gleich einem Homomorphismus h; oder gleich AY und wird deshalb durch
die Variablenreduktion auf L abgebildet.

Um daher einen Unifikator fiir ' zu erhalten, braucht man nur solche Vektoren
aus dem Erzeugendensystem zu betrachten, die genau einen Eintrag gleich 1 und
sonst nur Eintrége gleich 0 haben. Dieses sind aber gerade die Einheitsvektoren
e;, die an der Stelle ¢ den Eintrag 1 und sonst 0 haben.
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Offensichtlich ist aber der Vektor e; genau dann Lésungsvektor des betrachteten
Gleichungssystems, falls in den betrachteten Matrizen an der Komponente ¢ der
selbe Eintrag steht.

Betrachten wir noch einmal unser Beispiel, fiir das wir dann erhalten:

Beispiel 6.2.37 (Fortsetzung von Beispiel 6.2.26)
Die Matrizen lauten (vgl. Beispiel 6.2.26)

1. fiir das erste Beispiel

ms = (h27h27h27h27h27h27h27h07h0)

1

mfl = (h17h07h07h07h07h07h07h07h0)

Nur an den Komponenten 8 und 9 sind gleiche Eintrége, so dafl sich g,

ergibt zu:

y, — 0 ie{l,....,7}
Ys =
Yo = U2

2. fiir das zweite Beispiel

msz, = (h1,ho,ho, ho, ho, ho, ho, ho, ho)
mf2 = (h07h17h27h27h27h27h27h27h2)

Das heifit, die Komponenten sind paarweise verschieden, so daf3 sich &y
ergibt als die Abbildung, die jeder Variablen 0 zuweist und mit Satz 6.2.35
folgt somit, dafl kein Unifikator existiert.

Man kann sich also im wesentlichen auf einen Vergleich der entsprechenden
Koeffizienten zweier Terme in Post-Normalform beschridnken, da sich hierdurch
der Unifikator (evtl. unter Verwendung der Variablen-Expansion) sehr leicht
ermitteln 1a8t. Somit ist die Komplexitit des Verfahrens im wesentlichen durch
das NP-vollstindige Entscheidungsproblem, welche zwei Atome in der Post-

Normalform dieselben Koeflizienten haben, gegeben.



Kapitel 7
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die Zusammenh&nge zwischen der Unifikation in pri-
malen Algebren und der Unifikation in monoidal-kommutativen Theorien un-

tersucht.

Dazu war es zundchst notwendig, den Begriff der Unifikation in einer Algebra
geeignet zu definieren. Insbesondere mufite eine Analogie zu der Definition der
Unifikation in Gleichungstheorien erreicht werden, um iiberhaupt Unifikations-
verfahren fiir Gleichungstheorien mit denen fiir primale Algebren vergleichen

zu konnen.

Die Definition erfolgte in Kapitel 3.3 und es wurde gezeigt, dafl auch im Fall der
A-Unifikation — wie bei der Unifikation in Gleichungstheorien — in einer freien
Algebra gerechnet werden kann, falls Giltigkeit von Gleichungen untersucht

wird.

Auf die Besonderheiten dieser Definition des A-Unifikators im Hinblick auf die
Untersuchung der Ldsbarkeit eines Gleichungssystems in einer Algebra wurde
in Kapitel 4 eingegangen. Insbesondere wurde gezeigt, dafl die Lésbarkeit eines
Gleichungssystems in einer Algebra mittels A-Unifikation entschieden werden
kann, falls alle Elemente von A erreichbar sind.

Um die Unifikation in monoidal-kommutativen Theorien mit der in primalen
Algebren vergleichen zu kénnen, wurde als ndchstes untersucht, unter welchen
Voraussetzungen man zwei Gleichungstheorien oder zwei Algebren bzgl. der
Unifikation identifizieren kann. Dazu wurde mittels des Begriffs der Signatur-
transformation eine Aquivalenzrelation auf Gleichungstheorien und auf Alge-

bren eingefiihrt und genauer analysiert (vgl. Kapitel 3.6).

Es wurde gezeigt, daf§ fiir zwei dquivalente Theorien/Algebren A und B eine
minimal vollstdndige Menge von Unifikatoren (insbesondere also allgemeinste
Unifikatoren) fiir ein Unifikationsproblem iiber A durch die zugehérigen Signa-
turtransformationen auf eine minimal vollstdndige Menge von Unifikatoren fiir
das entsprechende Unifikationsproblem {iber B abgebildet werden und umge-
kehrt. Hat man daher die Signaturtransformationen explizit gegeben, so erhélt
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man aus einem Unifikationsverfahren fiir A ein Verfahren fiir B, indem man
ein Unifikationsproblem iiber B in eines iiber A transformiert, hier die Uni-
fikatoren berechnet und diese in Unifikatoren fiir das urspriingliche Problem

zuriickiibersetzt.

Auflerdem wurde gezeigt, dafl die sehr ,technische® Definition der Signatur-
transformation fiir iiber abzdhlbar unendlicher Variablenmenge dquivalente Al-
gebren/Theorien einen Isomorphismus der entsprechenden kanonischen Kate-

gorien definiert und somit ,,recht anschaulich“ charakterisiert werden kann.

In Kapitel 6 wurde gezeigt, dafi primale Algebren und monoidal-kommutative
Theorien nicht dquivalent sind. Man kann also einen Unifikationsalgorithmus
fiir monoidal-kommutative Theorien nicht direkt zur Unifikation in primalen

Algebren verwenden.

Da monoidal-kommutative Theorien genau die Theorien sind, bei denen ein
allgemeinster Unifikator durch ein endliches Erzeugendensystem der Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems {iber einem Halbring gegeben ist, folgt,
dafi dies fiir die Unifikation in primalen Algebren nicht gilt. Das heif3t, iibersetzt
man ein Unifikationsproblem I iiber einer primalen Algebra in ein Gleichungs-
system iiber einem Halbring, so ist ein allgemeinster Unifikator im allgemeinen
nicht durch ein Erzeugendensystem des Lésungsraums gegeben.

Allerdings zeigt das Vorgehen in Kapitel 6.2, dafi die Einheitsvektoren, die in
einem endlichen Erzeugendensystem des Losungsraums liegen, verwendet wer-
den kénnen, um einen allgemeinsten Unifikator fiir [' zu erhalten. Das heift,
ein allgemeinster Unifikator, sofern existent, kann durch ein endliches Erzeugen-
densystem eines geeigneten Teilraums des Lésungsraums des Gleichungssystems
ermittelt werden. Ist der von den Einheitsvektoren im Losungsraum des Glei-
chungssystems erzeugte Teilraum der Nullraum, so existiert kein allgemeinster
Unifikator fiir I'.

Daf die durch das Erzeugendensystem des Teilraums gegebene Abbildung noch
einer Variablenexpansion bedarf, um allgemeinster Unifikator fiir I zu sein, ist
eher als ,,technische Nebensache® zu verstehen.

Wenn auch fiir praktische Belange das hier vorgestellte Verfahren nicht zweck-
mafig erscheint und miihelos durch die Bemerkungen in Kapitel 6.2.5 wesent-
lich verbessert werden kann, so macht dieses Ergebnis doch deutlich, daf§ die
Unifikation in primalen Algebren zwar nicht dquivalent zu der in monoidal-
kommutativen Theorien ist, aber grofie Gemeinsamkeiten zwischen beiden An-
sitzen bestehen.



Symbolverzeichnis

w2
=
8
o
=B

M = 1A A
IA
o3

Bemerkung

Quasiordnung (auf Unifikatoren)
Halbordnung

A Unteralgebra von B

natiirliche Zahlen, IN = {0, 1,...}
Signatur

Stelligkeitsfunktion

Menge der n-stelligen Symbole
Menge der Y-Terme iiber X

Menge der Variablen von ¢

Familie der zu jedem f € X gehorigen
Operationen

Menge der Unteralgebren von A
Menge der Homomorphismen von A nach
B

Menge der Endomorphismen von A
A isomorph zu B

Aquivalenz- bzw. Kongruenzklasse von ¢
bzgl. 6

Menge aller Kongruenzrelationen von A
Y-Termalgebra iiber X

Menge der Substitutionen von

T8, X)=T(%,Y)

Menge der Polynomfunktionen von A
Menge der Polynome iiber X

Menge der Termfunktionen von A

A ist Modell fiir s =¢

(A, ) ist Modell fiir s = ¢

£ ist Modell fiir s =t

Klasse der Modelle von F

Menge der in & giiltigen Gleichungen
Operatoren auf &
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¢ = (O,M, dom, cod, o)
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obe

Mor €

0B

c=D

F Hom(FA,FA')
|H0m(A,A)

(fi)
[fi]
v

XY, 7

nUg(T)
pUA(T)

Q:7 Q:Ev Q:.A
O
m

dom, cod

A

freie Algebra (vgl. weiter unten)
von F erzeugte vollinvariante
Kongruenzrelation bzw.
Gleichungstheorie
Gleichungstheorie

s =1 ist aus I/ beweisbar

(s,t) € &

Kategorie

Identitat auf A

Objekte einer Kategorie €
Morphismen einer Kategorie €
Nullmorphismus von A nach B
¢ isomorph zu D

F eingeschrinkt als

F: Hom(A, A')=Hom(FA,FA')
Produktabbildung von (f;)r
Coproduktabbildung von (f;)s
abzdhlbar unendliche Menge von
Variablen

endliche Mengen von Variablen
Gleichungssystem

Menge aller syntaktischen Unifikatoren

Unifikationsproblem

Identitéten

Menge aller I7-Unifikatoren
FE-Unifikationsproblem

freie F-Algebra / A-Algebra
Menge aller A-Unifikatoren
A-Unifikationsproblem

freie -/ A-Algebra

minimal vollstindige Menge von
Unifikatoren

minimal vollstindige Menge von
E-Unifikatoren

minimal vollstindige Menge von
A-Unifikatoren

(kanonische) Kategorie

Objekte einer Kategorie
Morphismen einer Kategorie
Domain / Codomain einer Kategorie
Signaturtransformation
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A dquivalent zu B

& dquivalent zu &’
Halbring

kanonischer Halbring zu &
Modul

Einheitsvektor

duale Abbildung zu o
lineare Abbildung zu o
Homomorphismus zu ¢
Kern von ¢ und 7

Bild von ¢

y transponiert

primale Erweiterung von A
T, falls z =1

1, falls @ # ¢
Post-Normalform von ¢

36
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58
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60
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64
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