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Kapitel 1

Einleitung

Die Uni�kationstheorie besch

�

aftigt sich mit der Frage, ob man in zwei gegebenen

Termen s und t die Variablen uniform durch Terme ersetzen kann, so da� s und

t gleich sind.

Dabei kann unter gleich einerseits syntaktische Gleicheit verstanden werden.

Man kann aber auch Gleichheit modulo einer Gleichungstheorie E betrachten,

was

�

aquivalent dazu ist, Gleichheit in allen Algebren zu untersuchen, die den

Gleichungen aus E gen

�

ugen. Schlie�lich kann man gleich aber auch im Sinne

von Gleichheit in einer Algebra A verstehen, das hei�t, die betrachteten Terme

m

�

ussen f

�

ur alle Belegungen durch Elemente von A den gleichen Wert ergeben.

F

�

ur die Uni�kation in Gleichungstheorien k

�

onnen zwei Ans

�

atze zur L

�

osung von

Uni�kationsproblemen unterschieden werden. Der erste Ansatz, den man als

"

syntaktischen Ansatz\ bezeichnen k

�

onnte, benutzt in erster Linie die syntak-

tischen Eigenschaften der Identit

�

aten, die eine Gleichungstheorie erzeugen. Der

zweite Ansatz hingegen verwendet die Struktur der Algebren, die den gegebe-

nen Identit

�

aten gen

�

ugen. Diesen kann man somit als

"

semantischen Ansatz\

bezeichnen.

Bei monoidalen/kommutativen Theorien (im folgenden monoidal-kommutativ

genannt) wird ein semantischer Ansatz verwendet. Ein Uni�kationsproblem

wird in ein Gleichungssystem

�

uber einem Halbring transformiert. Jedes end-

liche Erzeugendensystem der L

�

osungsmenge des Gleichungssystems liefert nun

einen allgemeinsten Uni�kator f

�

ur das Uni�kationsproblem (vgl. Kapitel 5).

Interessiert man sich f

�

ur Uni�kation in primalen Algebren, so ist der syntak-

tische Ansatz nicht ratsam, da primale Algebren weder unter Verwendung ei-

ner festen Signatur noch durch Identit

�

aten de�niert werden. Somit ist es nicht

verwunderlich, da� Uni�kationsverfahren f

�

ur primale Algebren ([B

�

u90], [Ni90],

[KiRi94]) strukturelle Eigenschaften von primalen Algebren verwenden, das

hei�t, auch bei primalen Algebren verwendet man den semantischen Ansatz.

Vergleicht man nun Uni�kationsalgorithmen f

�

ur monoidal-kommutative Theo-

rien und primale Algebren, so gewinnt man den Eindruck, da� es hier {

�

uber

3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

die reine Tatsache, da� beide

"

semantischer Natur\ sind, hinaus { noch weiter-

gehende Parallelen gibt.

Ziel dieser Arbeit ist daher, die Uni�kation in primalen Algebren aus der Sicht

der monoidal-kommutativer Theorien zu untersuchen, um die Gemeinsamkeiten

und Unterschiede genauer herauszuarbeiten.

Es wird sich zeigen, da� die Uni�kation in primalen Algebren zwar nicht

�

aqui-

valent zu der Uni�kation in monoidal-kommutativen Theorien ist, sich aber

hierauf zur

�

uckf

�

uhren l

�

a�t.

Nachdem in Kapitel 2 zun

�

achst die in der Arbeit ben

�

otigten mathematischen

Grundlagen bereitgestellt werden, folgt dann in Kapitel 3 die der jeweiligen

Au�assung von gleich entsprechenden Begri�e

"

syntaktischer Uni�kator\,

"

E-

Uni�kator\ und

"

A-Uni�kator\ de�niert. Au�erdem wird eine kategorientheo-

retische Sichtweise der Uni�kation vorgestellt. Bisweilen k

�

onnen verschiedene

Gleichungstheorien und Algebren hinsichtlich Uni�kation identi�ziert werden.

Um dieses genauer zu formalisieren wird zum Schlu� des Kapitels eine

�

Aqui-

valenzrelation auf Gleichungstheorien und Algebren vorgestellt. F

�

ur diese wird

gezeigt, da�

�

aquivalente Gleichungstheorien oder Algebren vom gleichen Uni�-

kationstyp sind und wie Uni�aktoren transformiert werden k

�

onnen.

Die Uni�kation �ndet insbesondere im Bereich des Constraint Solving eine An-

wendung (vgl. [BaaSi94]). Dabei interessiert weniger, durch welche Terme die

Variablen von s und t ersetzt werden m

�

ussen, damit s und t gleich sind, son-

dern mehr die Frage, ob es eine Ersetzung gibt, so da� s und t gleich sind. Man

fragt sich somit, ob s = t l

�

osbar ist. Zusammenh

�

ange zwischen L

�

osbarkeit und

Uni�kation werden in Kapitel 4 untersucht.

In Kapitel 5 werden monoidale/kommutative Theorien zusammen mit einem

Uni�kationsalgorithmus vorgestellt. Monoidal-kommutative Theorien beschrei-

ben Variet

�

aten abelscher Monoide und verallgemeinern bzw. vereinheitlichen so-

mit Uni�kationsalgorithmen z.B. f

�

ur die Theorie (idempotenter) abelscher Mo-

noide oder Gruppen. Au�erdem wird gezeigt, da� kommutative und monoidale

Theorien

�

aquivalent sind. Somit ist die Bezeichnung

"

monoidal-kommutativ\

gerechtfertigt.

In Kapitel 6 werden zun

�

achst primale Algebren, d.h. Algebren, bei denen jede

Operation durch eine Termfunktion dargestellt werden kann, de�niert und eini-

ge ihrer Eigenschaften hergeleitet. Insbesondere wird gezeigt, da� man L

�

osbar-

keit in einer beliebigen endlichen Algebra mit Hilfe der Uni�kation in primalen

Algebren entscheiden kann. Au�erdem wird gezeigt, da� primale Algebren und

monoidale Theorien nicht

�

aquivalent sind, man also einen Uni�kationsalgorith-

mus f

�

ur monoidale Theorien nicht direkt zur Uni�kation in primalen Algebren

verwenden kann.

Anschlie�end wird ein Algorithmus skizziert, der mit Hilfe eines Uni�kations-

algorithmus f

�

ur monoidale Theorien, Uni�katoren in primalen Algebren be-
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stimmt. Dazu werden die zu untersuchenden Terme in eine bestimmte syntak-

tische Form gebracht und in Terme

�

uber einer monoidalen Theorie

�

ubersetzt.

Hier wird ein Uni�kator bestimmt, der nach kleineren Modi�kationen in einen

Uni�kator f

�

ur das urspr

�

ungliche Problem

�

ubersetzt werden kann.



Kapitel 2

Grundlagen

Die Uni�kationstheorie besch

�

aftigt sich (vereinfacht ausgedr

�

uckt) mit der Frage,

ob man zwei gegebene Terme, in denen Variablen enthalten sind, durch Substi-

tutionen gleich machen kann. Dabei ist man in der Regel nicht an irgendwelchen

Substitutionen interessiert, sondern an m

�

oglichst allgemeinen.

Wenngleich jeder eine intuitive Vorstellung von den gerade verwendeten Be-

gri�en hat, ist es jedoch f

�

ur die formale De�nition des Uni�kationsproblems

unabdingbar, zun

�

achst diese Begri�e zu kl

�

aren.

Deshalb sollen zuerst einige Schreibweisen festgelegt und die f

�

ur die weitere

Arbeit ben

�

otigten Begri�e und S

�

atze zur Verf

�

ugung gestellt werden.

Die in diesem Kapitel angegebenen De�nitionen und S

�

atze sind im wesentli-

chen (sofern nicht anders angegeben) den B

�

uchern [Ih93], [We92] und [Gr

�

a79]

entnommen. [Ih93] und [We92] bieten eine leicht verst

�

andliche Einf

�

uhrung in

die universelle Algebra

1

. [We92] entwickelt die universelle Algebra aus der An-

wendungssicht f

�

ur den Informatiker, w

�

ahrend [Ih93] eher allgemeine Resultate

aus den wichtigen Bereichen der universellen Algebra beschreibt. [Gr

�

a79] bietet

hingegen eine umfassende Darstellung zur universellen Algebra.

2.1 Ordnungen

Um von einer Substitution sagen zu k

�

onnen, sie sei allgemeiner als eine andere,

ist es hilfreich, Substitutionen vergleichen zu k

�

onnen. Wir werden daher sp

�

ater

auf Substitutionen eine Ordnung einf

�

uhren. Daher zun

�

achst einige Bemerkun-

gen

�

uber Ordnungen:

De�nition 2.1.1 (Quasiordnung)

Eine zweistellige Relation . auf einer Menge A hei�t Quasiordnung, falls f

�

ur

alle x; y; z 2 A die folgenden Bedingungen gelten:

1

Dort �nden sich auch die Beweise zu den hier angegebenen S

�

atzen, die der

�

Ubersichtlich-

keit wegen hier nicht noch einmal angegeben wurden. Der interessierte Leser sollte, sofern ihm

die Beweise nicht bekannt sind, an den angegebenen Stellen nachschlagen.

6



2.1. ORDNUNGEN 7

(O1) x . x (Re
exivit

�

at)

(O2) x . y und y . z ) x . z (Transitivit

�

at)

Eine Quasiordnung, die zudem noch antisymmetrisch ist, hei�t Halbordnung.

De�nition 2.1.2 (Halbordung; vgl. [Ih93, 2.2.1])

Eine zweistellige Relation � auf einer Menge A hei�t Halbordnung, falls f

�

ur

alle x; y; z 2 A die folgenden Bedingungen gelten:

(O1) x � x (Re
exivit

�

at)

(O2) x � y und y � z ) x � z (Transitivit

�

at)

(O3) x � y und y � x ) x = y (Antisymmetrie)

Man nennt dann A oder auch das Paar (A;.) bzw. (A;�) eine quasigeord-

nete Menge bzw. halbgeordnete Menge. Zwei Elemente a; b 2 A hei�en

vergleichbar, falls a . b oder b . a (bzw. a � b oder b � a), und sonst

unvergleichbar. a und b hei�en

�

ahnlich, falls a . b und b . a gilt.

F

�

ur Elemente a und b einer quasi- oder halbgeordneten Menge hei�t a kleiner

als b (a < b), falls a . b, aber nicht b . a (bzw. a � b, aber nicht b � a)

2

. Die

Relation < als Teilmenge von . (bzw. < � �) hei�t der strikte Teil von .

(bzw. �).

F

�

ur Quasiordnungen de�niert man fernerhin folgende Begri�e:

De�nition 2.1.3 (Vollst

�

andigkeit; vgl. [Nutt92, 2.1])

Sei (A;.) eine quasigeordnete Menge. Ein Element a 2 A hei�t minimal, falls

kein b 2 A existiert mit b < a. Eine Menge B�A hei�t vollst

�

andige Menge,

falls f

�

ur jedes a 2 A ein b 2 B existiert mit b . a. Eine minimal vollst

�

andige

Menge ist eine vollst

�

andige Menge B�A, so da� keine echte Teilmenge C � B

existiert, die vollst

�

andig ist. Ein kleinstes Element ist ein Element a 2 A mit

a . a

0

f

�

ur alle a

0

2 A.

Man beachte, da� ein minimales Element a kein kleinstes Element sein mu�, da

es Elemente geben k

�

onnte, die nicht mit a vergleichbar sind.

Unter einer vollst

�

andigen Menge versteht man also eine Teilmenge B einer Men-

ge A, so da� zu jedem Element a aus A ein kleineres oder

�

ahnliches Element

in B existiert. Eine vollst

�

andige Menge einer Menge A existiert immer, da die

Menge A selbst vollst

�

andig ist.

2

also a � b und a 6= b



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Minimal vollst

�

andige Mengen einer quasigeordneten Menge

m

�

ussen aber nicht existieren, wie man sich z.B. anhand von ZZ

zusammen mit der

�

ublichen Halb- und somit auch Quasiordnung

� (vgl. nebenstehende Abbildung) klar machen kann. Denn ange-

nommen, es g

�

abe eine minimal vollst

�

andige Menge B�ZZ. Dann

gibt es zu einem beliebigen b 2 B ein c 2 ZZ mit c < b. Da B

vollst

�

andig ist, existiert zu c ein d 2 B mit d � c. Daher gilt

d < b. Somit ist auch C := Bnfbg � B eine vollst

�

andige Menge.

Widerspruch!

�

�

�

Au�erdem sind minimal vollst

�

andige Mengen in der Regel, sofern sie existieren,

nicht eindeutig

3

.

Nach De�nition ist ein Element a 2 A genau dann ein kleinstes Element f

�

ur

A, wenn fag eine minimal vollst

�

andige Menge ist. Somit ist weder die Existenz

noch die Eindeutigkeit eines kleinsten Elements gesichert.

Die De�nitionen der obigen Begri�e lassen sich w

�

ortlich auch auf Halbordnun-

gen

�

ubertragen. Bei Halbordnungen ist jedoch aufgrund der Antisymmetrie die

Eindeutigkeit minimal vollst

�

andiger Mengen gew

�

ahrleistet. Deswegen ist es bis-

weilen hinderlich, auf die Antisymmetrie verzichten zu m

�

ussen. Jedoch ist es

m

�

oglich, von einer quasigeordneten Menge zu einer halbgeordneten Menge zu

gelangen, indem man

�

ahnliche Elemente identi�ziert. Dazu de�niert man auf

einer quasigeordneten Menge (A;.) eine

�

Aquivalenzrelation � wie folgt:

F

�

ur a; b 2 A sei a � b :, a . b und b . a

Dann ist mit A

0

:= A=� und � de�niert durch �a �

�

b :, a . b f

�

ur a; b 2 A

das Paar (A

0

;�) eine halbgeordnete Menge, wobei �x die

�

Aquivalenzklasse von

x bzgl. � bezeichne (vgl. [We92, S. 34]).

2.2 Terme, Algebren, Termalgebra

Der Begri� eines Terms ist gebunden an den Begri� einer Signatur. Eine Signa-

tur legt fest, welche Symbole man zum Aufbau von Termen verwenden darf. Die

Angabe einer Signatur ist aber auch notwendig zur Beschreibung einer Algebra.

De�nition 2.2.1 (Signatur)

Eine Signatur ist ein Paar (�; st), wobei � eine Menge, genannt die Menge

der Funktionssymbole oder auch Operationssymbole, und st : �!IN eine

Abbildung ist

4

, die jedem Funktionssymbol aus � eine Stelligkeit zuordnet.

3

Sei z.B. fag�A eine mininimal vollst

�

andige Menge f

�

ur A und existiere ein b 2 B mit b . a

und a . b. Dann ist auch fbg eine minimal vollst

�

andige Menge f

�

ur A.

4

IN = f0; 1; 2; : : :g
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Nullstellige Funktionssymbole werden auchKonstantensymbole genannt. F

�

ur

Elemente aus � verwenden wir in der Regel die Zeichen f; g; h; : : : ; f

1

; f

2

; : : :

oder auch +; �; 0; 1.

Im folgenden geben wir eine Signatur h

�

au�g nur durch Nennung von � an und

weisen auf die Stelligkeit von f 2 � hin, wenn es notwendig ist.

Gruppiert man die Elemente von � gem

�

a� ihrer Stelligkeit, z.B. �

(n)

:= ff 2 � :

st(f) = ng, so ist die Signatur eindeutig durch die Familie (�

(n)

)

n2IN

bestimmt.

Daher unterscheiden wir in der Regel nicht zwischen der Signatur � und der

Familie (�

(n)

)

n2IN

und schreiben statt f 2 �, st(f) = n kurz f 2 �

(n)

.

Bei gegebener Signatur � kann man erkl

�

aren, was man unter einem �-Term

versteht:

De�nition 2.2.2 (Term; vgl. [Ih93, 6.2.1])

Sei (�; st) eine Signatur und X eine abz

�

ahlbare

5

Menge, deren ElementeVaria-

blen genannt werden, mit �\X = ;. Die Menge T (�; X) wird durch folgende

Rekursionsvorschrift de�niert:

1. F

�

ur alle x 2 X ist x 2 T (�; X).

2. F

�

ur f 2 �

(n)

und t

1

; : : : ; t

n

2 T (�; X) ist auch ft

1

: : : t

n

2 T (�; X).

Die Elemente von T (�; X) hei�en �-Terme.

Mit Var(t) bezeichnen wir die Menge aller bei der Bildung von t verwendeten

Variablen, das hei�t, Var(t) ist rekursiv de�niert durch Var(x) = fxg f

�

ur x 2 X

und Var(ft

1

: : : t

n

) = Var(t

1

)[ � � �[Var(t

n

) f

�

ur f 2 �

(n)

. F

�

ur t 2 T (�; X) mit

Var(t)�fx

1

; : : : ; x

n

g schreibt man oft auch t(x

1

; : : : ; x

n

) um anzudeuten, da�

alle bei der Bildung von t verwendeten Variablen in der Menge fx

1

; : : : ; x

n

g

enthalten sind. Man nennt den Term dann n-stellig.

Der

�

Ubersichtlichkeit wegen werden wir bisweilen die In�xnotation verwenden

und Klammern setzen, wo es sonst zu Mehrdeutigkeiten f

�

uhren k

�

onnte. Zum

Beispiel schreiben wir statt + + xyz einfach (x+ y) + z.

Gilt f

�

ur zwei Variablenmengen X , Y , da� X�Y , so ist T (�; X)�T (�; Y ), da

man bei der Bildung von Termen (in T (�; Y )) nicht alle Variablen verwenden

mu�. Hat man insbesondere die Folge (X

i

)

i2IN

von Variablenmengen gegeben

mit X

0

:= fx

o

g und X

i+1

:= X

i

[ fx

i+1

g, i 2 IN, so folgt T (�; X

i

)�T (�; X

!

)

f

�

ur X

!

:= fx

1

; x

2

; x

3

; : : :g =

S

i2IN

X

i

. Das hei�t, f

�

ur jeden Term t aus T (�; X

i

)

gilt t 2 T (�; X

!

). Andererseits gilt f

�

ur t 2 T (�; X

!

), da� t 2 T (�; X

i

) f

�

ur ein

i 2 IN, da ein Term ein endliches Wort ist und somit nur endlich viele Variablen

enthalten kann. Bisweilen ist es daher

"

geschickt\, mit T (�; X

!

) zu arbeiten,

da man dann stets

"

ausreichend viele Variablen\ hat, sich aber ggf. auf endlich

viele Variablen beschr

�

anken kann.

5

endliche oder unendliche
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Terme sind wie die Elemente einer Signatur rein syntaktischer Natur. Man

kann ihnen jedoch

"

eine Bedeutung geben\, wenn man sie in einer Struktur

interpretiert. Dazu pr

�

agen wir den Begri� einer Algebra.

Unter einer Realisation eines n-stelligen Funktionssymbols f auf einer Menge

A versteht man eine Funktion von A

n

nach A, die wir mit f

A

bezeichnen. Damit

kann man f

�

ur eine Signatur � den Begri� einer �-Algebra wie folgt de�nieren:

De�nition 2.2.3 (�-Algebra)

Sei � eine Signatur. Unter einer �-Algebra A versteht man ein Paar A =

(A;�

A

), wobei A eine Menge und �

A

eine Familie �

A

= (f

A

)

f2�

von Realisa-

tionen f

A

von Funktionssymbolen f ist. Die Menge A wird Universum oder

Tr

�

agermenge der Algebra A genannt, und die Abbildungen f

A

:= f

A

hei�en

fundamentale Operationen.

In der Sprache der mathemathischen Logik ist eine �-Algebra also nichts an-

deres als eine funktionale �-Struktur, also eine �-Struktur, deren Signatur nur

Funktionssymbole und keine Relationssymbole enth

�

alt.

Im folgenden werden wir nicht immer typographisch zwischen f 2 � und der

zugeh

�

origen Abbildung f

A

unterscheiden.

De�nition 2.2.4 (Unteralgebra)

Sei A = (A;�

A

) eine �-Algebra. Dann hei�t B = (B;�

B

)Unteralgebra von A

(in Zeichen: B � A), falls B�A und die Einschr

�

ankung von f

A

auf B ((f

A

)j

B

)

eine Abbildung in B ist. Mit SubA wird die Menge aller Unteralgebren von A

bezeichnet.

Hat man zwei �-Algebren gegeben, so kann man Abbildungen zwischen ihnen

betrachten. Wichtige Abbildungen sind insbesondere die, die die Struktur der

betrachteten Algebren respektieren:

De�nition 2.2.5 (Homomorphismus, Endomorphismus)

Es seien A = (A;�

A

) und B = (B;�

B

) zwei �-Algebren. Eine Abbildung

' : A!B hei�t

� Homomorphismus, falls f

�

ur alle f 2 � und alle a

1

; : : : ; a

n

(n = st(f))

gilt:

'f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

B

('a

1

; : : : ; 'a

n

)

� Monomorphismus, falls ' Homorphismus und ' injektiv

� Epimorphismus, falls ' Homorphismus und ' surjektiv

� Isomorphismus, falls ' Homorphismus und ' bijektiv

� Endomorphismus, falls ' Homorphismus und A = B.
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Ist ' : A!B ein Epimorphismus, so wird B homomorphes Bild von A ge-

nannt. Die Menge aller Homomorphismen von A nach B wird mit Hom(A;B)

und die Menge der Endomorphismen von A mit End A bezeichnet. Existiert

ein Isomorphismus zwischen A und B, so hei�en A und B isomorph (in Zeichen:

A

�

=

B).

Bisweilen m

�

ochte man Elemente einer Algebra identi�zieren, d.h. zu einer Al-

gebra

�

ubergehen, in der man statt mit einzelnen Elementen mit Klassen von

Elementen rechnet. Genauer:

De�nition 2.2.6 (Kongruenzrelation; vgl. [Ih93, 1.4.5])

Sei � eine

�

Aquivalenzrelation und A = (A;�

A

) eine �-Algebra. Dann hei�t �

Kongruenzrelation, falls f

�

ur alle f 2 �

(n)

und alle a

1

; b

1

; : : : ; a

n

; b

n

2 A mit

a

1

� b

1

; : : : ; a

n

� b

n

gilt

f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) � f

A

(b

1

; : : : ; b

n

):

Die Kongruenzklasse von a 2 A ist die Menge fa

0

2 A : a

0

� ag und wird

mit [a]� oder [a] bezeichnet, falls � aus dem Zusammenhang klar ist. Die Menge

aller Kongruenzrelationen einer Algebra A wird mit Con A bezeichnet.

Eine Kongruenzrelation ist also eine

�

Aquivalenzrelation, die mit allen funda-

mentalen Operationen vertr

�

aglich ist.

De�nition 2.2.7 (Kern)

Es sei ' : A!B eine Abbildung. Dann ist der Kern von ' de�niert als

Kern ' := f(a; b) 2 A

2

: 'a = 'bg

F

�

ur den Kern eines Homomorphismus ' : A!B kann man leicht zeigen, da�

Kern ' eine Kongruenzrelation auf A ist, das hei�t, es gilt Kern ' 2 Con A

(vgl. [Ih93, 1.4.11]). Au�erdem kann man zeigen, da� Con A genau aus den

Kernen von Homomorphismen von A besteht ([Ih93, 1.4.14]).

De�nition 2.2.8 (Faktoralgebra; vgl. [Ih93, 1.4.9])

Sei A eine �-Algebra und � 2 ConA. Wir de�nieren die Faktoralgebra A=�

von A nach � wie folgt: Das Universum von A=� sei A=�, d.h. die Menge aller

Kongruenzklassen von �. Die fundamentalen Operationen von A=� werden aus

denen von A gewonnen durch

f

A=�

: (A=�)

n

!A=�

f

A=�

([a

1

]�; : : : ; [a

n

]�) := [f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)]�

Aufgrund der Vertr

�

aglichkeitsbedingung von � ist A=� wohlde�niert. A l

�

a�t

sich auf kanonische Weise homomorph in A=� einbetten:
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Lemma 2.2.9 (Einbettungshomomorphismus; vgl. [Ih93, 1.4.12])

Es sei A eine �-Algebra und � 2 Con A. Dann ist die Abbildung � de�niert

durch

�

�

=

(

A!A=�

a 7! [a]�

ein surjektiver Homomorphismus. �

�

hei�t kanonischer Einbettungshomo-

morphismus.

Die Termalgebra hat als Universum die Menge der �-Terme. Das Rechnen in

der Termalgebra ist dem Aufbau von Termen nachempfunden:

De�nition 2.2.10 (Termalgebra; vgl. [Ih93, 6.2.1])

Sei � eine Signatur und T (�; X) eine Menge von �-Termen. Die �-Termal-

gebra T (�; X) ist de�niert als �-Algebra mit Universum T (�; X) und den f

�

ur

jedes f 2 �

(n)

durch

f

T (�;X)

(t

1

; : : : ; t

n

) := ft

1

: : : t

n

de�nierten fundamentalen Operationen.

Bisweilen identi�zieren wir die Menge der �-Terme T (�; X) mit der �-Term-

algebra T (�; X).

Mit Hilfe der Termalgebra und dem Begri� eines Homomorphismus ist eine

formale Beschreibung des Begri�s einer Substitution m

�

oglich:

De�nition 2.2.11 (Substitution)

Sei V eine Variablenmenge. Ein Homomorphismus ' : T (�; V )!T (�; V ) hei�t

Substitution, falls '(v) 6= v nur f

�

ur endlich viele v 2 V . Die Menge der Substi-

tutionen von T (�; V )!T (�; V ) wird mit Subs(T (�; V ); T (�; V )) bezeichnet.

Ist ' : T (�; X)!T (�; Y ) ein Homomorphismus und gilt jX j < 1, so kann '

zu einer Substitution �' : T (�; V )!T (�; V ) f

�

ur V := X [ Y erweitert werden.

De�niere dazu

�'(v) =

(

v f

�

ur v 2 Y nX

'(v) f

�

ur v 2 X

O�ensichtlich ist �'j

X

= ' und �'(v) 6= v nur f

�

ur endlich viele v 2 V . Somit ist

�' eine Substitution. Wir wollen daher f

�

ur endliches X bereits ' als Substitu-

tion bezeichnen. Die Menge der Substitutionen von T (�; X) nach T (�; Y ) mit

Subs(T (�; X); T (�; Y )) abgek

�

urzt.
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Satz 2.2.12 (Prinzip der endl. algebraischen Induktion; [Ih93, 6.2.5])

Sei T (�; X) die �-Termalgebra

�

uber X . Dann gibt es f

�

ur jede �-Algebra A und

jede Abbildung ' : X!A genau einen Homomorphismus �' : T (�; X)!A, der

' fortsetzt, d.h. mit �'j

X

= '.

Will man also eine �-Termalgebra in eine �-Algebra A homomorph einbetten,

so braucht man nur die Bilder der Variablen vorzugeben. Insbesondere sind

auch Substitutionen eindeutig durch die Angabe der Bilder der Variablen be-

stimmt. Die Eindeutigkeit des Einbettungshomorphismus liefert fernerhin die

Wohlde�niertheit von Termfunktionen:

De�nition 2.2.13 (Termfunktion; [Ih93, 6.2.6])

Es sei t ein �-Term

�

uberX = fx

1

; : : : ; x

n

g und A eine �-Algebra. F

�

ur a

1

; : : : ; a

n

2 A sei '

a

1

;:::;a

n

: T (�; X)!A der eindeutig bestimmte Homomorphismus mit

x

i

7! a

i

, i = 1; : : : ; n. Dann erh

�

alt man eine n-stellige Operation t

A

: A

n

!A

durch

t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) := '

a

1

;:::;a

n

t:

Die auf diese Weise aus den Termen gebildeten Operationen aufA hei�en Term-

funktionen. Die Menge aller Termfunktionen von A wird mit T (A) bezeichnet.

Man nennt t

A

auch die durch t induzierte Termfunktion und den eindeutig

bestimmten Homomorphismus '

a

1

;:::;a

n

: T (�; X)!A eine Belegung.

6

Die Be-

legung wir oft auch nur durch a

1

; : : : ; a

n

angegeben.

F

�

ur t 2 T (�; X) und f

�

ur jedes endliche Y � X gilt o�enbar t 2 T (�; Y ). Da

f

�

ur die Belegungen '

a

1

;:::;a

n

und '

a

1

;:::;a

n

;:::;a

jY j

'

a

1

;:::;a

n

t = '

a

1

;:::;a

n

;:::;a

jY j

t

gilt, induziert t auch eine Termfunktion t

A

: A

jY j

!A.

F

�

ur einen Term t 2 T (�; X), X = fx

1

; : : : ; x

n

g mit induzierter Termfunk-

tion t

A

: A

n

!A hei�t x

i

unwesentliche Variable (bzgl. A), falls f

�

ur alle

(a

1

; : : : ; a

n

) 2 A

n

und f

�

ur alle a; b 2 A gilt

t

A

(a

1

; : : : ; a

i�1

; a; a

i+1

; : : : ; a

n

) = t

A

(a

1

; : : : ; a

i�1

; b; a

i+1

; : : : ; a

n

)

Ansonsten hei�t x

i

wesentliche Variable von t (bzgl. A). O�ensichtlich ist

f

�

ur jede Algebra A die Menge der wesentlichen Variablen von t (bzgl. A) eine

Teilmenge von Var(t).

6

Da 8t 2 T (�; X) : jVar(t)j < 1 gilt, ist jXj < 1 keine wesentliche Einschr

�

ankung f

�

ur

die Begri�e Termfunktion und Belegung.
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Besitzt ein Term t mindestens eine wesentliche Variable x, so kann man jede

unwesentliche Variable durch x ersetzen und so zu einem Term t

0

�

ubergehen, in

dem jede Variable wesentlich ist und f

�

ur den t

A

= t

0A

gilt.

Besitzt t keine wesentliche Variable, d.h., f

�

ur t

A

: A

k

!A und alle (a

1

; : : : ; a

k

) 2

A

k

ist t

A

(a

1

; : : : ; a

k

) konstant, so kann man f

�

ur t nur dann einen Term t

0

�nden,

f

�

ur den gilt, da� t

0

nur wesentliche Variablen enth

�

alt und da� t

A

= t

0A

, wenn

mindestens ein Konstantensymbol in der Signatur vorhanden ist, da ansonsten

jeder Termmindestens eine Variable enth

�

alt. Ist keine Konstante in der Signatur

vorhanden, wollen wir aber t

A

: A!A mit einer Abbildung f

t

: A

0

!A, f

t

=

a 2 A identi�zieren, falls f

�

ur jede Belegung b gilt t

A

(b) = a.

Wir sagen daher auch, da� ein Term t eine Familie von Termfunktionen (t

A

:

A

k

!A)

k2I

induziert, wobei I := fn 2 IN : n � ig und i die Anzahl der

wesentlichen Variablen von t ist.

�

Ahnlich wie f

�

ur die fundamentalen Operationen schreibt man auch bei den

Termfunktionen oft einfach t anstelle von t

A

.

Da jede Variable x

i

2 X = fx

1

; : : : ; x

n

g ein Term ist, erh

�

alt man als Term-

funktion f

�

ur den Term t = x

i

die Projektionsabbildung t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = a

i

.

Die Termfunktionen einer Algebra sind genau die Abbildungen, die man durch

Zusammensetzen aus den fundamentalen Operationen sowie den Projektions-

abbildungen erh

�

alt (vgl. [Ih93, 6.2.7])

7

.

Es sei noch erw

�

ahnt, da� sich alle Termfunktionen bzgl. Homomorphismen wie

fundamentale Funktionen verhalten:

Satz 2.2.14 ([Ih93, 6.2.9])

Seien � eine Signatur, A;B �-Algebren und t ein n-stelliger �-Term. Dann gilt

f

�

ur jeden Homomorphismus ' : A!B und alle a

1

; : : : ; a

n

2 A:

't

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = t

B

('a

1

; : : : ; 'a

n

)

Wie oben bereits erw

�

ahnt sind Termfunktionen genau die Funktionen, die durch

Zusammensetzen der fundamentalen Operationen und der Projektionsabbildun-

gen entstehen. Die Grundmenge A einer Algebra A wird nicht bei der De�nition

von Termfunktionen verwendet. L

�

a�t man beim Aufbau der Terme Elemente

der Grundmenge als Konstanten zu, so spricht man von Polynomen:

De�nition 2.2.15 (Polynome, Polynomfunktion; [Ih93, 6.2.10])

Es sei (�; st) eine Signatur und A = (A;�

A

) eine �-Algebra. Werden zu � alle

a 2 A als neue nullstellige Operationssymbole hinzugef

�

ugt, dann erh

�

alt man die

neue Signatur �

0

:= �[A (mit den alten Stelligkeiten st(f) f

�

ur alle f 2 � und

st(a) = 0 f

�

ur alle a 2 A). Ein �

0

-Term wird Polynom genannt, die Menge der

7

Termen werden hier also { wie in der mathematischen Logik

�

ublich { Termfunktionen

zugeordnet.
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�

0

-Terme

�

uber der Variablenmenge X wird mit P

A

(�; X) bezeichnet und die

Elemente von P

A

(�; X) hei�en Polynome. Aus A wird nun eine �

0

-Algebra,

indem man f

�

ur jedes a 2 A eine nullstellige Operation f

a

mit Wert a hinzuf

�

ugt.

Die Termfunktionen der so erhaltenen Algebra A

A

:= (A;�

A

[ ff

a

: a 2 Ag)

hei�en Polynomfunktionen von A, und die Menge aller Polynomfunktionen

von A wird mit P(A) bezeichnet.

Nat

�

urlich schreibt man oft einfacher a oder a anstelle von f

a

.

Die Polynome einer Algebra A entstehen, indem in den Termen einige der Va-

riablen durch Konstanten aus A ersetzt werden. Da man die �-Termalgebra

problemlos in jede �-Algebra einbetten kann, betrachtet man h

�

au�g nicht die

Polynome einer konkreten �-Algebra, sondern die �-Termalgebra

�

uber der Men-

ge X [ fc

1

; : : : ; c

k

g und nennt die c

1

; : : : ; c

k

freie Konstanten.

Wie weiter unten erl

�

autert wird, sind Gleichungstheorien Kongruenzrelationen

einer Algebra (vgl. [Ih93, S. 94 unten]). Deshalb sei folgendes Resultat genannt:

Satz 2.2.16 ([Ih93, 6.2.12])

Die Polynomfunktionen einer Algebra A sind mit allen Kongruenzrelationen

von A vertr

�

aglich, das hei�t, aus n 2 IN, p 2 P

A

(x

1

; : : : ; x

n

), � 2 ConA und

a

i

� b

i

f

�

ur i = 1; : : : ; n folgt:

p

A

(a

1

; : : : ; a

n

) � p

A

(b

1

; : : : ; b

n

)

2.3 Gleichungen

Ein wichtiger Begri� f

�

ur die Uni�kationstheorie ist der Begri� der Gleichung.

Denn zu untersuchen, ob zwei Terme gleich sind, bedeutet hier zu

�

uberpr

�

ufen,

ob eine Gleichung gilt.

De�nition 2.3.1 (Gleichung; Gleichungssystem; vgl. [Ih93, 6.3.1])

Es sei T (�; X) die Menge der �-Terme

�

uber X . Dann hei�t jedes Paar (s; t) 2

T (�; X) � T (�; X) eine Gleichung

�

uber X . Eine Teilmenge E�T (�; X) �

T (�; X) hei�t Gleichungssystem.

Anstelle von (s; t) wird im folgenden meist

s = t oder s(x

1

; : : : ; x

n

) = t(x

1

; : : : ; x

n

)

geschrieben (letzteres, falls alle in s und t auftretenden Variablen in der Menge

fx

1

; : : : ; x

n

g enthalten sind.

Das hei�t, eine Gleichung ist nichts anderes als ein Paar von Termen. Die Frage

ist nun, wann eine Gleichung gilt.
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De�nition 2.3.2 (Modell; vgl. [Ih93, 6.3.1])

Eine �-Algebra A erf

�

ullt die Gleichung s(x

1

; : : : ; x

n

) = t(x

1

; : : : ; x

n

) (oder

ist Modell f

�

ur s = t oder die Gleichung gilt in A), falls s

A

(a

1

; : : : ; a

n

) =

t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) f

�

ur jede Belegung a

1

; : : : ; a

n

2 A. In diesem Fall schreibt man

A j= s(x

1

; : : : ; x

n

) = t(x

1

; : : : ; x

n

)

oder k

�

urzer

A j= s = t oder A j= 8Xs = t;

wobei fx

1

; : : : ; x

n

g�X gelte.

Ist A Modell f

�

ur jede Gleichung eines Gleichungssystems E, so hei�t A auch

E-Algebra (der Signatur �), und wir sagen

"

A ist Modell f

�

ur E\. Man schreibt

dann bisweilen auch

A j= E

Eine Algebra ist also Modell f

�

ur eine Gleichung, wenn die durch die Gleichung

gegebenen Terme in der Algebra die gleichen Termfunktionen induzieren.

Um den Begri�

"

A ist Modell f

�

ur eine Gleichung s = t\ mit dem in der mathe-

matischen Logik verwendeten Modellbegri� konform zu machen, k

�

onnte man

eine Gleichung g als ein Tripel (X

0

; s; t) de�nieren, wobei X

0

:= fx

1

; : : : ; x

m

g

die in s und t auftretenden Variablen bezeichne, und der Gleichung g die logi-

sche Formel g

0

:= 8x

1

: : :8x

m

s = t zuordnen und von A j= g

0

sprechen. Aus

Gr

�

unden der

�

Ubersichtlichkeit haben wir hier darauf verzichtet.

Desweiteren existiert auch der Begri� der Erf

�

ullbarkeit. Man dr

�

uckt damit aus,

da� es mindestens eine Belegung gibt, so da� die durch die Gleichung induzier-

ten Termfunktionen dieselben Bilder f

�

ur diese Belegung in der Algebra liefern.

De�nition 2.3.3 (Erf

�

ullbarkeit)

Eine Gleichung s(x

1

; : : : ; x

n

) = t(x

1

; : : : ; x

n

) hei�t erf

�

ullbar in der �-Algebra

A, falls eine Belegung � : X!A, x

i

7! a

i

f

�

ur i 2 f1; : : : ; ng existiert mit

s

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = t

A

(a

1

; : : : ; a

n

). Dabei sei X = fx

1

; : : : ; x

n

g. In diesem Fall

schreibt man

(A; �) j= s(x

1

; : : : ; x

n

) = t(x

1

; : : : ; x

n

)

oder k

�

urzer

(A; �) j= s = t oder A j= 9Xs = t:

Wir erweitern nun den Modellbegri� f

�

ur Algebren zu einem Modellbegri� f

�

ur

Klassen von Algebren:
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De�nition 2.3.4 (Modell; vgl. [Ih93, 6.3.1])

Sei K eine Klasse von �-Algebren. K erf

�

ullt eine Gleichung s(x

1

; : : : ; x

n

) =

t(x

1

; : : : ; x

n

) (oder die Gleichung gilt in K), falls s = t in jeder Algebra A 2 K

gilt. Man schreibt dann

K j= s = t:

Im folgenden wollen wir untersuchen, wie man vorgehen kann, um Aufschlu�

�

uber die Gleichungen und deren erf

�

ullende Algebren zu erhalten.

Dazu de�nieren wir die Operatoren M und G

X

folgenderma�en:

De�nition 2.3.5 (M , G

X

; vgl. [Ih93, 6.3.2])

Sei � eine Signatur. F

�

ur jedes Gleichungssystem E�T (�; X)� T (�; X)

�

uber

der Variablenmenge X ist

M (E) := fA : A j= s = t f

�

ur alle (s; t) 2 Eg

die Klasse der Modelle von E und wird Modellklasse von E genannt. Umge-

kehrt ist f

�

ur jede Klasse K von Algebren

G

X

(K) := f(s; t) 2 T (�; X)� T (�; X) : A j= s = t f

�

ur alle A 2 Kg

die Menge aller in allen Algebren von K g

�

ultigen Gleichungen

�

uber X .

Fernerhin betrachten wir die Operatoren S ;H ;P und I , die jede Klasse K von

�-Algebren wieder auf eine Klasse von �-Algebren abbilden. Es sei

De�nition 2.3.6 (S, H, P, I; [Ih93, 6.1.1])

S(K) die Klasse aller Unteralgebren von Algebren aus K

H (K) die Klasse aller homomorphen Bilder von Algebren aus K

P(K) die Klasse aller direkten Produkte von Familien von Algebren aus K

I (K) die Klasse aller zu Algebren aus K isomorphen Algebren.

Man sagt dann auch, S(K) ist der Abschlu� von K bzgl. Unteralgebrenbildung

(f

�

ur H , P , I entsprechend). Besteht die Klasse K nur aus einem Element A

(also K = fAg), so schreibt man statt H (fAg) k

�

urzer H (A) (f

�

ur S ; I ;P ent-

sprechend).

F

�

ur diese Klassen gilt:

Satz 2.3.7 ([Ih93, 6.3.17])

Es sei K ein Klasse von �-Algebren. In jeder der Klassen K, H (K), S(K), P(K)

und I (K) gelten dieselben Gleichungen

�

uber jeder Variablenmenge X .
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Untersucht man die Gleichungen, die in einer Klasse K gelten, so kann man also

oBdA die Gleichungen des Abschlusses von K unter den Operatoren S ;H und

P untersuchen.

8

De�nition 2.3.8 (abgeschlossen, Variet

�

at; [Ih93, 6.1.4])

Eine Klasse K von �-Algebren hei�t unter H (bzw. S , bzw. P) abgeschlos-

sen, falls H (K)�K (bzw. S(K)�K, bzw. P(K)�K) gilt. Eine unter allen drei

Operatoren H ; S ;P abgeschlossene Klasse wird Variet

�

at genannt.

Man kann von jeder Klasse von �-Algebren zu einer Variet

�

at gelangen, indem

man den Abschlu� unter den Operatoren H ; S ;P bildet. Die so erhaltene Klasse

wird minimal (bzgl. �), wenn man die Operatoren in folgender Weise kombi-

niert:

Satz 2.3.9 ([Ih93, 6.1.5])

F

�

ur jede Klasse K von �-Algebren ist HSP(K) die kleinste K umfassende Va-

riet

�

at.

2.3.1 Freie Algebren

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, ob es eine Algebra F in einer Klasse

K von �-Algebren gibt, die f

�

ur eine feste Belegung ' stellvertretend bzgl. aller

Gleichungen s = t f

�

ur die ganze Klasse ist, d.h. (F ; ') j= s = t , K j= s = t.

Da F 2 K ist, folgt per De�nition K j= s = t ) (F ; ') j= s = t. Es ist also eine

Algebra F gesucht, f

�

ur die (F ; ') j= s = t ) 8A 2 K : A j= s = t gilt, in der

also, anschaulich gesprochen, die wenigsten Gleichungen gelten.

Algebren, die in diesem Sinne f

�

ur eine ganze Klasse charakteristisch sind, werden

freie Algebren genannt:

De�nition 2.3.10 (freie Algebra; [We92, 3.2, Def. 4])

Sei K eine Klasse von �-Algebren. F = (F;�

F

) 2 K hei�t freie Algebra

bzgl. ' : X!F f

�

ur K, wenn es zu jeder Algebra A 2 K und jeder Abbildung

� : X!A genau einen Homomorphismus ~� : F!A mit � = '~� gibt.

X wird dann auch Erzeugermenge von F und die Elemente vonX Erzeuger

genannt.

Die Situation sei in Abbildung 2.1 erl

�

autert.

Haben wir also eine Gleichung s = t

�

uber T (�; X) gegeben, so induziert

� die Einbettung vonX in T (�; X) die Termfunktionen s

T (�;X)

und t

T (�;X)

,

� ' die Termfunktionen s

F

und t

F

und

� � die Termfunktionen s

A

und t

A

(vgl. Abbildung 2.2).
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X

'

� ~�

F

A

Abbildung 2.1:

�

X A

T (�;X) F

�'

'

~�

��

Abbildung 2.2:

Gilt nun (F ; ') j= s = t, also s �' = t �', wobei �' die homomorphe Fortsetzung

von ' bezeichne, so folgt mit � = '~� und dem Prinzip der endlichen algebrai-

schen Induktion (Induktion

�

uber den Termaufbau) auch s �'~� = t �'~� und somit

s�� = t��, was bedeutet, da� A j= s = t. Da A beliebig ist, gilt also, da� jede in

F bzgl. ' g

�

ultige Gleichung in jeder Algebra A von K gilt.

Sind F

1

und F

2

freie Algebren f

�

ur eine Klasse K von �-Algebren mit Erzeuger-

menge X bzw. Y und gilt jX j = jY j, so kann man zeigen, da� diese isomorph

sind. Identi�ziert man isomorphe Algebren (unproblematisch bei unter Isomor-

phismen abgeschlossenen Klassen von Algebren), so kann man von der freien

Algebra von K mit Erzeugermenge X sprechen.

Beispiel 2.3.11

Die freie Algebra der Klasse aller �-Algebren ist T (�; X), denn nach dem Prin-

zip der endlichen algebraischen Induktion (Satz 2.2.12) existiert die gew

�

unschte

Fortsetzung (vgl. De�nition) und T (�; X) ist als �-Algebra in der Klasse aller

�-Algebren enthalten. Wir haben also, da� eine Gleichung genau dann in al-

len �-Algebren gilt, wenn sie in T (�; X) gilt. Man beachte allerdings, da� f

�

ur

s; t 2 T (�; X) genau dann T (�; X) j= s = t gilt, wenn s syntaktisch gleich t

ist.

Allgemein mu� f

�

ur eine Klasse K von Algebren die freie Algebra von K nicht

existieren. Der n

�

achste Satz liefert uns aber f

�

ur gewisse Klassen von �-Algebren

die Existenz einer freien Algebra:

8

Man beachte, da� I (K) � H (K) und es deshalb ausreicht, den Abschlu� unter H zu

betrachten.
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Satz 2.3.12 (Existenz freier Algebren; [We92, Satz 3.15])

Jede unter den Operatoren I , S und P abgeschlossene nichttriviale Klasse K

von �-Algebren (insbesondere jede Variet

�

at) besitzt eine freie Algebra.

Wie sieht nun eine freie Algebra (bis auf Isomorphie) f

�

ur solche Klassen aus?

Das Beispiel legt uns nahe, die freie Algebra mit Hilfe der Termalgebra T (�; X)

zu beschreiben.

Wir stellen folgende

�

Uberlegungen an:

Lemma 2.3.13 ([Ih93, 6.3.7])

Es sei K eine Klasse von �-Algebren und T (�; X) die �-Termalgebra

�

uber der

Variablenmenge X . Dann gilt

G

X

(K) =

\

fKern ' : ' : T (�; X)!A; A 2 Kg

Das Lemma besagt insbesondere, da� G

X

(K) 2 Con T (�; X) ist, was einem

erlaubt, die Faktoralgebra T (�; X)=G

X

(K) zu betrachten:

Satz 2.3.14 ([Ih93, 6.3.9])

Sei K eine Klasse von �-Algebren, �x := [x](G

X

(K)) und

�

X := f�x : x 2 Xg,

wobei [x](G

X

(K)) die Kongruenzklasse von x bzgl. G

X

(K) bezeichne. Dann

gibt es f

�

ur jede Algebra A 2 K und jede Abbildung � :

�

X!A genau einen

Homomorphismus ~� : T (�; X)=G

X

(K)!A, der � fortsetzt, d.h. mit ~�j

�

X

= �.

Die Faktoralgebra F

K

(X) := T (�; X)=G

X

(K) ist also f

�

ur eine unter I , S , P

abgeschlossene Klasse K eine freie Algebra, das hei�t, f

�

ur alle s; t 2 T (�; X)

gilt

K j= s = t , F

K

(X) j= s = t:

F

K

(X) wird die freie Algebra von K

�

uber der Erzeugermenge X genannt.

2.3.2 Gleichungsde�nierte Klassen

Klassen, deren Elemente eindeutig durch Gleichungen beschrieben werden k

�

on-

nen, hei�en gleichungsde�nierte Klassen:

De�nition 2.3.15 (gleichungsde�nierte Klassen)

Man nennt eine Klasse K von �-Algebren gleichungsde�niert, falls ein Glei-

chungssystem E mit K =M (E) existiert.

Erf

�

ullt K ein Gleichungssystem E, d.h.A j= E f

�

ur alle A 2 K, so folgtA 2 M (E)

f

�

ur alle A 2 K, d.h. K�M (E). Die Frage ist nun, wann M(E)�K gilt. Der

folgende Satz von Birkho� liefert die Antwort:
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Satz 2.3.16 (Erster Hauptsatz der Gleichungstheorie; [Ih93, 6.3.18])

Eine Klasse K von Algebren ist genau dann gleichungsde�niert, wenn K eine

Variet

�

at ist.

Dieser Satz rechtfertigt, da� die Menge M (E) f

�

ur eine gegebene Menge von

Gleichungen E auch die von E de�nierte Variet

�

at genannt wird.

2.3.3 Gleichungstheorien

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich die Menge der in K g

�

ulti-

gen Gleichungen G

X

(K) beschreiben l

�

a�t. Dazu de�nieren wir den Begri� der

Gleichungstheorie.

De�nition 2.3.17 (Gleichungstheorien)

Ein Gleichungssystem E�T (�; X)� T (�; X) hei�t Gleichungstheorie

�

uber

X , falls es eine Klasse K von Algebren mit E = G

X

(K) gibt.

Die Frage ist also, wie eine Menge von Gleichungen aussieht, die eine Glei-

chungstheorie ist.

Bemerkung 2.3.18 ([Ih93, S. 94 unten])

F

�

ur jede Gleichungstheorie G

X

(K) gilt o�enbar:

(G1) f

�

ur s 2 T (�; X) gilt s = s 2 G

X

(K) (Re
exivit

�

at)

(G2) f

�

ur s = t 2 G

X

(K) folgt t = s 2 G

X

(K) (Symmetrie)

(G3) f

�

ur s = t; t = u 2 G

X

(K) folgt s = u 2 G

X

(K) (Transitivit

�

at)

(G4) f

�

ur f 2 �

(n)

und s

i

= t

i

2 G

X

(K) f

�

ur

i = 1; : : : ; n folgt

f(s

1

; : : : ; s

n

) = f(t

1

; : : : ; t

n

) 2 G

X

(K)

(Vertr

�

aglichkeit)

(G5) aus s(x

1

; : : : ; x

n

) = t(x

1

; : : : ; x

n

) 2 G

X

(K) und

u

1

; : : : ; u

n

2 T (�; X) folgt

s(u

1

; : : : ; u

n

) = t(u

1

; : : : ; u

n

) 2 G

X

(K)

(Vollinvarianz)

Die Regeln (G1) - (G4) sagen aus, da� jede Gleichungstheorie G

X

(K) eine Kon-

gruenzrelation von T (�; X) sein mu�. Regel (G5) besagt, da� Gleichungen wei-

terhin gelten, wenn man Variablen durch Terme substituiert. Da Substitutio-

nen spezielle Endomorphismen sind, kann (G5) auch folgenderma�en formuliert

werden:

(G5') Aus ' 2 End T (�; X) und s = t 2 G

X

(K) folgt s' = t' 2 G

X

(K)

De�nition 2.3.19 (vollinvariant; [Ih93, 6.3.20])

Eine Kongruenzrelation � einer Algebra A hei�t vollinvariant, wenn sie mit

allen Endomorphismen von A vertr

�

aglich ist, das hei�t, wenn aus ' 2 End A

und a � b immer a' � b' folgt. Die kleinste vollinvariante Kongruenzrelation
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E , die eine Relation E enth

�

alt, hei�t die von E erzeugte vollinvariante

Kongruenzrelation und wird mit hEi

SC

bezeichnet.

9

Das hei�t, die in einer Klasse g

�

ultigen Gleichungen sind Obermenge einer vollin-

varianten Kongruenzrelation. Da� jede vollinvariante Kongruenzrelation ande-

rerseits genau die Gleichungen einer Klasse beschreibt, sagt folgender Satz von

Birkho�.

Satz 2.3.20 (Vollst

�

andigkeitssatz der Gleichungslogik; [Ih93, 6.3.23])

Ein Gleichungssystem E�T (�; X)� T (�; X) ist genau dann eine Gleichungs-

theorie, wenn E eine vollinvariante Kongruenzrelation von T (�; X) ist.

Wir de�nieren daher:

De�nition 2.3.21 (von E erzeugte Gleichungstheorie)

Sei E ein Gleichungssystem. Dann hei�t E := hEi

SC

die von E erzeugte

Gleichungstheorie.

Satz 2.3.20 umformuliert besagt, da� die aus der mathematischen Logik stam-

menden Begri�e

"

folgern\ und

"

beweisen\ hier

�

aquivalent sind.

De�nition 2.3.22 (folgern, beweisen)

� Eine Gleichung s = t folgt aus einem Gleichungssystem E (kurz: E j=

s = t), falls f

�

ur jede E-Algebra A gilt: A j= s = t

� Eine Gleichung s = t ist aus E beweisbar (kurz E ` s = t), wenn sie

aus E mit Hilfe der Regeln (G1)-(G5) herleitbar ist.

F

�

ur eine Gleichung s = t und ein Gleichungssystem E gilt dann:

E j= s = t , s = t 2 G

X

(M (E)) , s = t 2 hEi

SC

:

Statt s = t 2 E schreiben wir k

�

urzer s =

E

t, wobei E = hEi

SC

.

2.4 Kategorien

Da wir im n

�

achsten Kapitel Uni�kation auch aus der Sicht der Kategorientheorie

beschreiben, ben

�

otigen wir auch einige Kenntnisse

�

uber Kategorien. Die im

folgenden genannten Ausf

�

uhrungen entstammen im wesentlichen [HeSt79], einer

leicht verst

�

andlichen Einf

�

uhrung in die Kategorientheorie.

Kategorien bestehen im wesentlichen aus Objekten und Morphismen zwischen

diesen Objekten:

9

SC steht hierbei f

�

ur substitution invariant closure
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De�nition 2.4.1 (Kategorie)

Eine Kategorie ist ein Tupel C = (O;M; dom; cod ; �) mit folgenden Eigen-

schaften:

1. O ist eine Klasse, deren Elemente C-Objekte genannt werden.

2. M ist eine Klasse, deren Elemente C-Morphismen genannt werden.

3. dom , cod sind Funktionen von M nach O. dom f hei�t Domain von f

und cod f hei�t Codomain von f .

4. � ist eine Funktion von

D = f(f; g) : f; g 2M und cod f = dom gg

nach M. � wird Kompositionsfunktion genannt. Statt �(f; g) schreibt

man f � g und sagt f � g ist genau dann de�niert, wenn (f; g) 2 D.

Zus

�

atzlich m

�

ussen die folgenden Bedingungen erf

�

ullt sein:

1. Falls f � g de�niert ist, so ist dom f � g = dom f und cod f � g = cod g.

2. Falls f � g und g � h de�niert sind, so gilt (f � g) � h = f � (g � h).

3. F

�

ur jedes C-Objekt A existiert ein C-Morphismus e mit dom e = A = cod e

und

(a) f � e = f , falls f � e de�niert

(b) e � g = g, falls e � g de�niert

4. F

�

ur jedes Paar (A;B) von C-Objekten ist die Klasse

Hom(A;B) = ff : f 2M; dom f = A und cod f = Bg

eine Menge.

Man kann leicht zeigen, da� das e aus 3. eindeutig ist, so da� wir statt e : A!A

auch 1

A

schreiben und von der C-Identit

�

at auf A sprechen.

Die recht allgemeine De�nition erlaubt die Anwendung der Kategorientheorie

in vielen Bereichen. In dieser Arbeit werden die Objekte freie Algebren und

die Morphismen die Homomorphismen zwischen den freien Algebren sein (vgl.

Kapitel 3.5).

F

�

ur eine gegebene Kategorie C bezeichne Ob C die Klasse der C-Objekte und

Mor C die Klasse der C-Morphismen. Obwohl Morphismen nicht notwendiger-

weise Funktionen sein m

�

ussen, schreiben wir f

�

ur f 2 Hom(A;B) auch f : A!B.

F

�

ur die weiteren

�

Uberlegungen ben

�

otigen wir noch einige Begri�e:
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De�nition 2.4.2 (initial, terminal, Nullobjekt)

� Ein Objekt X einer Kategorie C hei�t initial f

�

ur C, falls jHom(X;B)j= 1

f

�

ur alle C-Objekte B.

� Ein ObjektX einer Kategorie C hei�t terminal f

�

ur C, falls jHom(B;X)j=

1 f

�

ur alle C-Objekte B.

� Ein Objekt X einer Kategorie C hei�t Nullobjekt f

�

ur C, falls X initial

und terminal ist.

De�nition 2.4.3 (konstant, cokonstant, Nullmorphismus)

Ein C-Morphismus f : A!B hei�t

� konstant, falls f

�

ur jedes C 2 Ob C und f

�

ur alle r; s 2 Hom(C;A) gilt

r � f = s � f .

� cokonstant, falls f

�

ur jedes C 2 Ob C und f

�

ur alle r; s 2 Hom(B;C) gilt

f � r = f � s.

� Nullmorphismus, falls f konstant und cokonstant ist.

De�nition 2.4.4 (punktierte Kategorie)

Eine Kategorie C hei�t punktiert, falls f

�

ur alle A;B 2 Ob C gilt, da� Hom(A;B)

einen Nullmorphismus enth

�

alt.

Einen Nullmorphismus von A auf B schreiben wir oft als 0

AB

: A!B oder

einfach als 0, wenn A und B aus dem Kontext bekannt sind.

Bisweilen m

�

ochte man sich nicht nur die Struktur einer Kategorie ansehen, son-

dern diese mit der einer anderen Kategorie vergleichen. Dazu bedient man sich

"

strukturerhaltender Abbildungen\, die man sich

�

ahnlich wie Homomorphismen

bei Algebren vorstellen kann:

De�nition 2.4.5 (Funktor)

Seien C und D Kategorien. Ein Funktor von C nach D ist ein Tripel (C; F;D),

wobei F eine Abbildung von Mor C nach Mor D ist, die die folgenden Bedin-

gungen erf

�

ullt:

1. F

�

ur jede C-Identit

�

at e ist (e)F eine D-Identit

�

at.

2. F

�

ur alle f; g 2 Mor C gilt (f � g)F = (f)F � (g)F , falls f � g de�niert ist.

Nat

�

urlich schreiben wir statt (C; F;D) auch F : C!D.

Da f

�

ur jedes Objekt eine eindeutige Identit

�

at existiert und ein Funktor Iden-

ti

�

aten auf Identit

�

aten abbildet, erh

�

alt man f

�

ur jeden Funktor auch eine Ab-

bildung der Objekte von C auf Objekte von D. Hierf

�

ur schreiben wir kurz

F : Ob C!ObD.
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De�nition 2.4.6 (Isomorphe Kategorien)

Ein Funktor F : C!D hei�t Isomorphismus von C nach D, falls ein Funktor

G : D!C existiert mit F � G = 1

C

und G � F = 1

D

, d.h. H � (F � G) = H ,

(F � G) �H = H und H � (G � F ) = H , (G � F ) �H = H f

�

ur alle Funktoren

H , f

�

ur die die Komposition de�niert ist. Dabei ist H �H

0

genau dann de�niert,

wenn H : C!D und H

0

: D!E, und zwar durch (f)(H �H

0

) = ((f)H)H

0

f

�

ur

alle f 2 Mor C.

C und D hei�en isomorph (C

�

=

D), falls es einen Isomorphismus zwischen

ihnen gibt.

F

�

ur Funktoren, die Isomorphismen sind, kann man folgendes Resultat zeigen,

das wir im n

�

achsten Kapitel ben

�

otigen:

Lemma 2.4.7 (vgl. [HeSt79, 14.3])

Sei F : C!D ein Funktor. Dann sind die folgenden Aussagen

�

aquivalent.

1. F ist ein Isomorphismus.

2. Die Abbildung F :Mor C!Mor D ist eine Bijektion.

3. Die Einschr

�

ankung von F auf Hom(A;A

0

), also F betrachtet als Abbil-

dung von Hom(A;A

0

) auf Hom(FA; FA

0

), kurz

F j

Hom(FA;FA

0

)

Hom(A;A

0

)

ist injektiv und surjektiv f

�

ur jedes A;A

0

2 C und die zugeh

�

orige Objekt-

funktion F : Ob C!ObD ist eine Bijektion.

De�nition 2.4.8 (Produkt, Coprodukt, Biprodukt)

� Ein C-Produkt einer Familie (A

i

)

i2I

von C-Objekten ist ein Paar

(

Y

(A

i

)

i2I

; (�

i

)

i2I

);

welches die folgenden Bedingungen erf

�

ullt

1.

Q

(A

i

)

i2I

ist ein C-Objekt.

2. f

�

ur jedes j 2 I ist �

j

:

Q

(A

i

)

i2I

!A

j

ein C Morphismus, der Pro-

jektion von

Q

(A

i

)

i2I

auf A

j

genannt wird.

3. f

�

ur jedes Paar (C; (f

i

)

i2I

), wobei C ein C-Objekt ist und f

�

ur jedes

j 2 I gilt f

j

: C!A

j

, existiert ein eindeutiger C-Morphismus hf

i

i :

C!

Q

(A

i

)

i2I

, so da� folgendes Diagramm

C

�

j

A

j

f

j

Q

(A

i

)

i2I

hf

i

i
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kommutiert.

� Ein C-Coprodukt einer Familie (A

i

)

i2I

von C-Objekten ist ein Paar

((�

i

)

i2I

;

`

(A

i

)

i2I

; ), welches die folgenden Bedingungen erf

�

ullt

1.

`

(A

i

)

i2I

ist ein C-Objekt.

2. f

�

ur jedes j 2 I ist �

j

: A

j

!

`

(A

i

)

i2I

ein C-Morphismus, der Injek-

tion von A

j

auf

`

(A

i

)

i2I

genannt wird.

3. f

�

ur jedes Paar ((f

i

)

i2I

; C), wobei C ein C-Objekt ist und f

�

ur jedes

j 2 I gilt f

j

: A

j

!C, existiert ein eindeutiger C-Morphismus [f

i

] :

`

(A

i

)

i2I

!A

j

, so da� folgendes Diagramm

f

j

A

j

C

�

j

[f

i

]

`

(A

i

)

i2I

kommutiert.

� Sei C eine punktierte Kategorie und (A

i

)

i2I

eine Familie von C-Objekten.

Die Familie (�

i

; B; �

i

)

i2I

hei�t dann C-Biprodukt von (A

i

)

i2I

, falls die

folgenden Bedingungen erf

�

ullt sind:

1. (B; �

i

)

i2I

ist Produkt von (A

i

)

i2I

,

2. (�

i

; B)

i2I

ist Coprodukt von (A

i

)

i2I

,

3. �

j

� �

k

= �

jk

f

�

ur alle j; k 2 I ,

wobei �

jk

: A

j

!A

k

de�niert ist durch

�

jk

=

(

1

A

j

falls j = k

0 sonst

� Eine Kategorie C hat (endliche) Produkte, Coprodukte, Biprodukte, falls

f

�

ur jede (endliche) Familie von C-Objekten Produkte, Coprodukte bzw.

Biprodukte existieren.

10

10

Im letzten Fall mu� C nat

�

urlich punktiert sein.



Kapitel 3

Uni�kation

Sei V eine abz

�

ahlbar unendliche Menge von Variablen. Da einerseits eine Substi-

tution nur endlich viele Variablen nicht festl

�

a�t und au�erdem jeder Term und

damit auch jede endliche Menge von Termen nur endlich viele Variablen enth

�

alt,

ist es zweckm

�

a�ig, nur mit endlichen Variablenmengen zu rechnen. Es seien da-

her im folgenden X; Y; Z endliche Teilmengen von V , die wir meist schreiben als

X = fx

1

; : : : ; x

n

g, Y = fy

1

; : : : ; y

m

g, Z = fz

1

; : : : ; z

l

g, und T (�; X), T (�; Y )

bzw. T (�; Z) die �-Termalgebra

�

uber X , Y bzw. Z.

3.1 Syntaktische Uni�kation

Uni�kation im urspr

�

unglichen Sinn wird de�niert als Suche nach einer geeigne-

ten endlichen Variablenmenge Y und einer Substitution � : T (�; X)!T (�; Y )

mit

s� = t�

f

�

ur Terme s; t 2 T (�; X), notiert als Gleichung s

?

= t.

1

Ein derartiges � wird

Uni�kator genannt.

Uni�katoren sind also Substitutionen, die ein Paar von Termen (s; t) auf (syn-

taktisch) gleiche Terme abbilden. Mit Satz 2.2.12 gilt

s� = t� , ; j= 8Y s� = t�;

wobei 8Y als Abk

�

urzung f

�

ur 8y

1

: : :8y

m

zu verstehen ist.

Um die Analogie zur De�nition von E- und A-Uni�katoren zu verdeutlichen,

benutzen wir obige Eigenschaft zur De�nition von Uni�katoren, die wir zu de-

ren Unterscheidung von E- und A-Uni�katoren als syntaktische Uni�katoren

1

Y erh

�

alt man, indem man �

0

: T (�;X)!T (�; V ) sucht und auf � : T (�;X)!T (�; Y )

einschr

�

ankt, wobei Var(X�

0

)�Y gelte.

27
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bezeichnen. Weiterhin machen wir von der Konvention Gebrauch, da� unge-

bundene Variablen allquanti�ziert sein sollen. Au�erdem wird die De�nition

dahingehend erweitert, da� man statt einer Gleichung eine Menge � von Glei-

chungen, ein sogenanntes Gleichungssystem, betrachtet:

De�nition 3.1.1 (Syntaktischer Uni�kator)

Sei � := f(s

1

; t

1

); : : : ; (s

k

; t

k

)g mit s

i

; t

i

2 T (�; X); i 2 f1; : : : ; kg.

� Dann hei�t � 2 Subs(T (�; X); T (�; Y )) syntaktischer Uni�kator von

�, falls f

�

ur alle i 2 f1; : : : ; kg

; j= s

i

� = t

i

�:

� Mit U

;

(�) bezeichnen wir die Menge aller Uni�katoren von �.

� Das Paar (�; ;) wird Uni�kationsproblem genannt.

3.2 Uni�kation in Gleichungstheorien

Bei der Uni�kation in Gleichungstheorien hat man Gleichungen E, Identit

�

aten

genannt, auf der Menge der Terme gegeben. Statt eine Susbstitution � zu �nden,

so da� zu gegebenen Termen s und t jede �-Algebra die Formel 8Y s� = t�

erf

�

ullt, verlangt man dies nur von jeder E-Algebra, also jeder �-Algebra, die

den Identit

�

aten aus E gen

�

ugt.

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, da� man dazu stellvertretend in der Term-

algebra faktorisiert nach der von E erzeugten vollinvarianten Kongruenzrelation

rechnen kann. Wir de�nieren daher:

De�nition 3.2.1 (E-Uni�kator)

Seien E eine Menge von Identit

�

aten und � := f(s

1

; t

1

); : : : ; (s

k

; t

k

)g mit s

i

; t

i

2

T (�; X); i 2 f1; : : : ; kg.

� Dann hei�t � 2 Subs(T (�; X); T (�; Y )=E) E-Uni�kator von �, falls

2

E j= s

i

� = t

i

�

f

�

ur alle i 2 f1; : : : ; kg, wobei E = hEi

SC

.

� Mit U

E

(�) bezeichnen wir die Menge aller Uni�katoren von �.

� Das Paar (�; E) wird Uni�kationsproblem genannt.

2

zur Bedeutung von E j= s

i

� = t

i

� vergleiche nachfolgende Bemerkung
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Zun

�

achst ist nicht klar, was E j= s

i

� = t

i

� bedeuten soll, da s

i

� und t

i

�

Elemente von T (�; Y )=E sind und daher s

i

� = t

i

� nicht direkt als syntak-

tischer Ausdruck behandelt werden kann, falls E 6= ;. Wir wollen unter s

i

�

bzw. t

i

� beliebige Repr

�

asentanten aus T (�; Y ) von s

i

� bzw. t

i

� verstehen. Der

Ausdruck E j= s

i

� = t

i

� ist unabh

�

angig von der Wahl der Repr

�

asentanten, da

jedes Modell von E per De�nition nicht zwischen verschiedenen Repr

�

asentanten

unterscheidet. E j= s

i

� = t

i

� ist auf diese Weise wohlde�niert.

Ein Uni�kator � : T (�; X)!T (�; Y )=E kann oBdA auch mit einem Uni�kator

�̂ : T (�; X)=E!T (�; Y )=E auf folgende Weise identi�ziert werden:

Lemma 3.2.2

1. Sei eine Substitution � : T (�; X)!T (�; Y )=E gegeben. Dann existiert

eine Substitution �̂ : T (�; X)=E!T (�; Y )=E mit

t� = [t]�̂

f

�

ur alle t 2 T (�; X), wobei [t] die Kongruenzklasse von t bzgl. E bezeich-

net.

2. Sei eine Substitution �̂ : T (�; X)=E!T (�; Y )=E gegeben. Dann existiert

eine Substitution � : T (�; X)!T (�; Y )=E mit

[t]�̂ = t�

f

�

ur alle t 2 T (�; X).

Beweis

zu 1) Sei � gegeben durch x

i

7! [t

i

], i 2 f1; : : : ; ng. � : T (�; X)!T (�; X)=E

wird dann als kanonischen Einbettungshomomorphismus de�niert durch

x

i

7! [x

i

] und �̂ : T (�; X)=E!T (�; Y )=E durch [x

i

] 7! [t

i

].

3

Da x

i

� =

[t

i

] = [x

i

]�̂ = x

i

��̂ ist, gilt � = ��̂. Mit t� = [t] (vgl. Lemma 2.2.9) folgt

dann

t� = t��̂ = [t]�̂

f

�

ur alle t 2 T (�; X).

zu 2) Sei �̂ gegeben durch [x

i

] 7! [t

i

], i 2 f1; : : : ; ng. De�niere den Homomor-

phismus � : T (�; X)!T (�; Y )=E durch

x

i

7! [t

i

]

3

beachte, da� T (�;X)=E frei auf

�

X := f[x] : x 2 Xg f

�

ur die durch E erzeugte Variet

�

at ist.

Somit ist �̂ wohlde�niert.
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Dadurch ist � wohlde�niert. Zu zeigen ist, da�

[t]�̂ = t�

f

�

ur alle t 2 T (�; X). Wir zeigen dies per Induktion

�

uber den Termaufbau.

Induktionsanfang:

Sei t = x

i

. x

i

� = [t

i

] = [x

i

]�̂.

Sei t = fx

1

: : : x

n

, f 2 �

(n)

. Dann ist

t� = f

T (�;X)=E

(x

1

�; : : : ; x

n

�)

= f

T (�;X)=E

([t

1

]; : : : ; [t

n

])

= f

T (�;X)=E

([x

1

]�̂; : : : ; [x

n

]�̂)

= f

T (�;X)=E

([x

1

]; : : : ; [x

n

])�̂

= [f

T (�;X)

(t

1

; : : : ; t

n

)]�̂

= [t]�̂

Induktionsschritt:

Sei t = fs

1

: : :s

n

, f 2 �

(n)

. Dann ist

t� = f

T (�;X)=E

(s

1

�; : : :; s

n

�)

IV

= f

T (�;X)=E

([s

1

]�̂; : : : ; [s

n

]�̂)

= f

T (�;X)=E

([s

1

]; : : : ; [s

n

])�̂

= [f

T (�;X)

(s

1

; : : : ; s

n

)]�̂

= [t]�̂

Somit ist die Behauptung gezeigt.

�

Wir werden daher in Zukunft einen E-Uni�kator je nach Anwendung als einen

Homomorphismus von T (�; X) oder von T (�; X)=E betrachten, insbesondere

identi�zieren wir x

i

und [x

i

].

4

Setzen wir E = ; und damit E := hEi

SC

= f(t; t) : t 2 T (�; X)g, so erhalten

wir den Spezialfall des syntaktischen Uni�kators. Also werden im folgenden

syntaktische Uni�katoren nicht gesondert untersucht.

Abk

�

urzend f

�

ur T (�; X)=hEi

SC

schreiben wir au�erdem F

E

(X).

4

was keine Probleme bei einer nichttrivialen, d.h. nicht 0- oder 1-elementigen, Algebra

bedeutet.
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3.3 Uni�kation in Algebren

W

�

ahrend bei syntaktischen Uni�katoren das Rechnen in der Klasse aller �-

Algebren bzw. stellvertretend dazu das Rechnen in der �-Termalgebra und bei

der E-Uni�kation das Rechnen in der Klasse aller E-Algebren bzw. stellvertre-

tend dazu das Rechnen in einem Faktor der Termalgebra im Vordergrund steht,

betrachtet man bei der Uni�kation in Algebren eine konkrete �-Algebra A.

Um die bisher gewonnenen De�nitionen und Techniken verwenden zu k

�

onnen,

stellt sich auch hier zun

�

achst die Frage nach einer Termalgebra, die es erlaubt,

in ihr weitestgehend stellvertretend f

�

ur die Algebra A rechnen zu k

�

onnen. Dazu

halten wir fest:

Satz 3.3.1

Sei A eine �-Algebra und s = t eine Gleichung

�

uber T (�; X). Dann gilt:

A j= s = t , T (�; X)=G

X

(fAg) j= s = t

Beweis

Zun

�

achst zeigen wir, da� A j= s = t , K := HSP(A) j= s = t: Falls K j= s = t,

so folgt mit A 2 K per De�nition auch A j= s = t. Sei andererseits A j= s = t.

Nach Satz 2.3.7 gilt damit H (A) j= s = t, S(A) j= s = t und P(A) j= s = t.

P(A) j= s = t ) 8A

0

2 P(A) A

0

j= s = t

) 8A

0

2 P(A) S(A

0

) j= s = t

)

[

A

0

2P(A)

S(A

0

) j= s = t

) SP(A) j= s = t

Analog ergibt sich K = HSP(A) j= s = t.

Nach Satz 2.3.9 ist K Variet

�

at und besitzt somit nach Satz 2.3.12 eine freie

Algebra

�

uber X , die nach der Bemerkung zu Satz 2.3.14 isomorph zu F :=

T (�; X)=G

X

(K) = T (�; X)=G

X

(fAg) ist. Da F frei ist, gilt f

�

ur alle s

0

; t

0

2

T (�; X), da� F j= s

0

= t

0

, K j= s

0

= t

0

, also insbesondere F j= s = t , K j=

s = t. Insgesamt gilt also A j= s = t, K j= s = t, F j= s = t. �

Wir de�nieren daher:

De�nition 3.3.2 (A-Uni�kator)

Sei A eine �-Algebra, � = f(s

1

; t

1

); : : : ; (s

k

; t

k

)g�T (�; X)

2

.

� Sei W eine Variablenmenge. Dann hei�t die Algebra

F

A

(W ) := T (�;W )=G

W

(fAg)

freie Algebra zu A (

�

uber W ).
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� Eine Substitution � : F

A

(X)!F

A

(Y ) hei�t A-Uni�kator von �, falls

F

A

(Y ) j= s

i

� = t

i

�

f

�

ur alle i 2 f1; : : : ; kg.

� Mit U

A

(�) bezeichnen wir die Menge aller Uni�katoren von �.

� Das Paar (�;A) wird dann auch A-Uni�kationsproblem genannt.

Wir haben gesehen, da� unabh

�

angig von E- oder A-Uni�kation stellvertretend

f

�

ur die durch E erzeugte Variet

�

at bzw. f

�

ur die Algebra A in einer freien Term-

algebra gerechnet werden kann, da sich diese in Bezug auf die G

�

ultigkeit von

Gleichungen nicht unterscheiden. Daher wird im folgenden mit F(X) die Term-

algebra F

E

(X) := T (�; X)=hEi

SC

oder F

A

(X) := T (�; X)=G

X

(fAg) bezeich-

net, das hei�t, wir verzichten auf die Angabe des Index E bzw. A, sofern dieser

aus dem Kontext hervorgeht.

Im Vorgri� auf Kapitel 4 sei bereits erw

�

ahnt, da� F(X) nur eingeschr

�

ankt

stellvertretend f

�

ur eine Algebra A in Bezug auf L

�

osbarkeit von Gleichungen ist.

3.4 Uni�kationstypen

In der Regel ist man nicht an allen Uni�katoren eines Uni�kationsproblems

� interessiert, sondern nur an m

�

oglichst aussagekr

�

aftigen, allgemeinen. Dabei

nennt man einen Uni�kator � allgemeiner als einen Uni�kator � , falls sich � als

Spezialisierung bzw. Instanz von � ergibt. Beisweilen sagt man auch, da� sich

� durch � faktorisieren l

�

a�t. Formal k

�

onnen wir dieses fassen, indem wir auf

der Menge der Uni�katoren eine Quasiordnung einf

�

uhren und m

�

oglichst kleine

Elemente suchen:

De�nition 3.4.1 (Allgemeinster Uni�kator)

Seien � 2 Subs(F(X);F(Y )), � 2 Subs(F(Y );F(Z)) und � ein Uni�kations-

problem mit X

0

:= Var(�).

� � hei�t Instanz oder Spezialisierung von � bzgl. �, bzw. � l

�

a�t sich

bzgl. � durch � faktorisieren, falls es ein � 2 Subs(F(Y );F(Z)) gibt

mit

��j

X

0

= � j

X

0

d.h. 8x 2 X

0

: x�� = x�

� Die Quasiordnung .

�

sei de�niert durch

� .

�

� :, � l

�

a�t sich bzgl. � durch � faktorisieren.
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� F

�

ur ein Uni�kationsproblem (�; E) bzw. (�;A) bezeichne �U

E

(�) bzw.

�U

A

(�) (kurz: �U(�)) eine minimal vollst

�

andige Menge der Uni-

�katoren von � (bgzl. .

�

). � hei�t allgemeinster Uni�kator (mgu,

most general uni�er), falls � kleinstes Element in U

E

(�) bzw. U

A

(�)

(bzgl. .

�

) ist.

Sicherlich interessieren uns bei einem Uni�kator nur die Bilder der in � vorkom-

menden Variablen, so da� in obiger De�nition die Gleichheit von �� = � auf

die in � vorkommenden Variablen eingeschr

�

ankt worden ist. Fordert man die

Gleichheit auf ganzX , so

�

andert sich die Ordnung, so da� sich unter Umst

�

anden

andere minimal vollst

�

andige Mengen und somit ein anderer Uni�kationstyp (De-

�nition siehe unten) ergeben (vgl. hierzu [Baa91]).

Zur Vereinfachung der Schreibweise gehen wir im folgenden oBdA davon aus,

da�X gleich der Menge der in � vorkommenden Variablen ist und wir schreiben

statt .

�

k

�

urzer ., sofern � aus dem Kontext hervorgeht.

Wir haben in Kapitel 2.1 gesehen, da� minimal vollst

�

andige Mengen und klein-

ste Elemente einer quasigeordneten Menge nicht immer existieren m

�

ussen. Die-

ses gilt auch f

�

ur die Menge der Uni�katoren

5

.

Anhand der Existenz und der M

�

achtigkeit minimal vollst

�

andiger Mengen kann

man eine Einteilung von Uni�kationsproblemen vornehmen:

De�nition 3.4.2 (Uni�kationstyp)

Je nach Existenz und M

�

achtigkeit der minimal vollst

�

andigen Menge �U(�) von

Uni�katoren f

�

ur Gleichungssysteme � sei der Uni�kationstyp einer Menge E

von Identit

�

aten de�niert als

Typ 1 (unit

�

ar) �U(�) existiert f

�

ur alle � und j�U(�)j � 1

Typ ! (�nit

�

ar) �U(�) existiert f

�

ur alle � und j�U(�)j <1

Typ 1 (in�nit

�

ar) �U(�) existiert f

�

ur alle � und es gibt ein �

mit j�U(�)j =1

Typ 0 (null) es gibt ein �, so da� �U(�) nicht existiert

F

�

ur jeden der obengenannten Typen existieren Beispiele:

Beispiel 3.4.3 (aus [BaaSi94])

� Die leere Theorie ;, d.h. die durch eine leere Menge von Identit

�

aen er-

zeugte Gleichungstheorie, ist unit

�

ar ([Ro65]).

� Die durch die Gleichung f(x; y) = f(y; x) (

"

Kommutativt

�

at\) erzeugte

Gleichungstheorie C ist �nit

�

ar (z.B. [Si79]).

� Die durch die Gleichung f(f(x; y); z) = f(x; f(y; z)) (

"

Assoziativit

�

at\)

erzeugte Gleichungstheorie A ist in�nit

�

ar ([Pl72]).

5

Eine ausf

�

uhrliche Darstellung

�

uber notwendige und hinreichende Bedingungen f

�

ur die Exi-

stenz minimal vollst

�

andiger Mengen, insbesondere im Hinblick auf Mengen von Uni�katoren

�ndet main in [Baa89a]
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� Die durch die Gleichungen f(f(x; y); z) = f(x; f(y; z)) (

"

Assoziativit

�

at\)

und f(x; x) = x (

"

Idempotenz\) erzeugte Gleichungstheorie AI ist vom

Typ 0 ([Baa86]).

3.5 Uni�kation aus kategorientheoretischer Sicht

Uni�kation kann statt als Suche nach einer Substitution, die Paare von Termen

gleich macht, auch auf folgende Weise als die Suche nach einer Substitution, die

Substitutionen gleich macht, verstanden werden.

Sei � := f(s

1

; t

1

); : : : ; (s

k

; t

k

)g ein Gleichungssystem

�

uber F(X) und W :=

fx

1

; : : : ; x

k

g. De�niere �; � : F(W )!F(X) durch � : x

i

7! s

i

, � : x

i

7! t

i

,

i 2 f1; : : : ; kg.

Lemma 3.5.1

Mit obiger Bezeichnung gilt:

�� = �� , s

i

� = t

i

� 8i 2 f1; : : : ; kg

f

�

ur � : F(X)!F(Y ).

Beweis

�� = �� , x

i

�� = x

i

�� 8i 2 1; : : : ; k, s

i

� = t

i

� 8i 2 f1; : : : ; kg. �

Wir wollen daher auch (�; �) als Uni�kationsproblem verstehen (vgl. Abbildung

3.5).

F(W ) F(X)

F(Y )

F(Z)

F(Z

0

)

�

�

�

0

�

�

�

0

�� = ��

� . �; �

0

�

Abbildung 3.1:

Beachte, da� X nach Konvention genau aus den in � vorkommenden Variablen

besteht.

Diese Sichtweise erlaubt uns, Uni�kationsprobleme im Rahmen der Kategori-

entheorie auszudr

�

ucken.
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De�nition 3.5.2 (kanonische Kategorie)

Sei E eine Gleichungstheorie bzw. A eine �-Algebra mit zugeh

�

origen freien

Algebren F(W ) = F

E

(W ) bzw. F(W ) = F

A

(W ) f

�

ur alle W�V . Dann wird

C = C(O;M; dom; cod; �), C = C

E

bzw. C = C

A

de�niert durch

� O = fF(W ) : W�V; jW j<1g

� M = f� : F(W )!F(W

0

) : � Hom.;W;W

0

�V endlichg

� dom , cod entsprechend dem Quell- und Zielbereichs der � 2M

� � sei die gew

�

ohnliche Komposition von Homomorphismen.

C hei�t die zu E bzw. A kanonische Kategorie.

Ein Uni�kationsproblem ist also ein Paar von Morphismen �; � und ein Uni�-

kator ist ein Morphismus �, so da� � � � = � � � gilt.

F

�

ur die kanonische Kategorie einer Gleichungstheorie gilt, da� endliche Copro-

dukte existieren:

Lemma 3.5.3

Sei C

E

kanonische Kategorie einer Gleichungstheorie E . Dann existiert zu jeder

endlichen Familie (F(X

i

))

i2I

von C

E

-Objekten ein Coprodukt.

Beweis

Beachte, da� m

�

oglicherweise

T

X

i

6= ;. Setze daher X :=

�

S

X

i

, X = fx

ij

: i 2

I; j 2 f1; : : : ; jX

i

jgg. F

�

ur X

i

= fx

i

1

; : : : ; x

i

jX

i

j

g sei �

i

: F(X

i

)!F(X) de�niert

durch x

i

j

7! x

ij

. Dann ist ((�

i

)

i2I

;F(X)) ein Coprodukt. Dazu ist zu zeigen:

1. F(X) ist ein C

E

-Objekt

2. Die �

i

sind Morphismen

3. F

�

ur jedes Tupel (('

i

)

i2I

;F(Y )) mit '

i

: F(X

i

)!F(Y ) gibt es genau ein

' : F(X)!F(Y ) mit '

i

= �

i

'.

1. und 2. sind o�ensichtlich erf

�

ullt. F

�

ur '

i

: F(X

i

)!F(Y ) de�niert durch x

i

j

7!

t

i

j

, j 2 f1; : : : ; jX

i

jg, sei ' : F(X)!F(Y ) de�niert durch x

ij

7! t

i

j

. Da x

i

j

�' =

x

ij

' = t

i

j

= x

i

j

'

i

f

�

ur alle x

i

j

2 X

i

, gilt '

i

= �

i

' f

�

ur alle i 2 I . F

�

ur '

0

:

F(X)!F(Y ) mit x

ij

'

0

6= t

i

j

f

�

ur ein Paar i; j gilt o�ensichtlich x

i

j

�

i

'

0

6= t

i

j

=

x

i

j

'

i

, so da� ' eindeutig bestimmt ist. �

Kanonische Kategorien, wo obiges Coprodukt zu einem Biprodukt erweitert

werden kann, werden in Kapitel 5 untersucht.
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3.6

�

Aquivalente Algebren

F

�

ur gewisse Anwendungen, insbesondere der Uni�kation, ist es hilfreich, nicht

zwischen zwei verschiedenen Algebren zu unterscheiden, falls sie ineinander

�

uberf

�

uhrt werden k

�

onnen:

6

Beispiel 3.6.1

Seien � = f_;�g, �

0

= f^;�g, A = (f0; 1g;�

A

), B = (f0; 1g;�

0B

), wobei �

A

=

�

B

dem logischen nicht, _

A

dem logischen oder und ^

B

dem logischen und

entspreche. Dann sind A und B aufgrund der unterschiedlichen Signaturen zwar

nicht isomorph, doch es gilt (x _ y)

A

= (�x ^ �y)

B

. Versteht man die Gleichung

als Abbildung, das hei�t, Teilterme der Form (x _ y) werden durch (�x ^ �y)

B

ersetzt, so kann jeder Term t der Signatur � in einen Term t

0

der Signatur �

0

mit t

A

= t

0B

umgewandelt werden. Hat man also einen Uni�kator � f

�

ur eine

�-Gleichung (s; t) gegeben mit A j= s� = t�, d.h. (s�)

A

= (t�)

A

, so wird man

einen Uni�kator �

0

f

�

ur (s

0

; t

0

) �nden, falls man in (s; t) und dem Bild von � jedes

Auftreten von _ gem

�

a� der obigen Gleichung ersetzt. Aufgrund der Gleichung

(x^ y)

A

= (�x _ �y)

B

gilt obige Argumentation umgekehrt auch f

�

ur �

0

und �, so

da� wir A und B bzgl. der Uni�kationseigenschaften identi�zieren wollen.

7

Wir de�nieren daher (vgl. [BaNu90]):

De�nition 3.6.2 (Signaturtransformation,

�

aquivalente Algebren)

1. Seien �, �

0

zwei Signaturen. Eine Abbildung � : T (�; X)!T (�

0

; X)

hei�t Signaturtransformation von � zu �

0

, falls f

�

ur alle x 2 X

x� = x

und f

�

ur alle f 2 �

(k)

und alle x

1

; : : : ; x

k

2 X , paarweise verschieden

(ft

1

: : : t

k

)� = (fx

1

: : : x

k

)� � fx

1

7! t

1

�; : : : ; x

k

7! t

k

�g

mit Var(fx

1

: : :x

k

�) = fx

1

; : : : ; x

k

g gilt.

2. Eine �-Algebra A hei�t

�

aquivalent zu einer �

0

-Algebra B (A � B), falls

eine Signaturtransformation � von � zu �

0

und eine Signaturtransforma-

tion �

0

von �

0

zu � existieren mit

(A1) s

A

= t

A

)(s�)

B

= (t�)

B

(A2) s

0B

= t

0B

)(s

0

�

0

)

A

= (t

0

�

0

)

A

6

Bei isomorphen Algebren ist einem diese Vorgehensweise sehr vertraut, da man in vielen

F

�

allen isomorphe Algebren identi�ziert. Wie das Beispiel zeigt, wollen wir aber unter gewissen

Voraussetzungen auch nichtisomorphe Algebren identi�zieren.

7

Im folgenden wird genauer erl

�

autert, wie sich allgemeinste Uni�katoren usw. bei der

�

Uber-

setzung verhalten.
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(A3) (s��

0

)

A

= s

A

, (s

0

�

0

�)

B

= s

0B

f

�

ur alle s; t 2 T (�; X), s

0

; t

0

2 T (�

0

; X).

3. Zwei Gleichungstheorien E ; E

0

�

uber der Signatur � bzw. �

0

hei�en

�

aqui-

valent (E � E

0

), falls eine Signaturtransformation � von � zu �

0

und eine

Signaturtransformation �

0

von �

0

zu � existieren mit

(A1) s =

E

t)s� =

E

0

t�

(A2) s

0

=

E

0

t

0

)s

0

�

0

=

E

t

0

�

0

(A3) s��

0

=

E

s, s

0

�

0

� =

E

0

s

0

f

�

ur alle s; t 2 T (�; X), s

0

; t

0

2 T (�

0

; X).

4. Seien A und B (E und E

0

)

�

aquivalente Algebren (Theorien) mit Signatur-

transformationen � und �

0

. Zwei Uni�kationsprobleme (�;A) und (�;B)

((�; E) und (�; E

0

)) hei�en

�

aquivalent, falls �� = �

0

und �

0

�

0

= �, wobei

^

�

^

� = f(s

^

�; t

^

�) : (s; t) 2

^

�g f

�

ur (

^

�;

^

�) = (�;�) bzw. (

^

�;

^

�) = (�

0

;�

0

).

Bei einer Signaturtransformation wird also jedem Funktionssymbol, genauer

jedem 
achen Term

8

der Signatur � mit k Variablen ein Term der Signatur

�

0

mit k Variablen zugeordnet und die Zuordnung auf alle �-Terme kanonisch

erweitert.

Zwei Algebren A und B werden dann

�

aquivalent genannt, falls es zwischen ihnen

jeweils eine Signaturtransformation gibt, so da� f

�

ur in A gleiche Terme s und t

auch die Bilder von s und t unter der Signaturtransformation in B gleich sind

und umgekehrt.

Da� man bzgl. Uni�kation

�

aquivalente Algebren oder Theorien identi�zieren

kann, zeigt der letzte Satz des Kapitels, f

�

ur den wir einige Vorarbeit leisten.

Die

�

Uberlegungen in Kapitel 2 ergeben direkt:

Lemma 3.6.3

Seien E , E

0

zwei Gleichungstheorien und F

E

(X) bzw. F

E

0

(X) die zugeh

�

origen

freien Algebren. Dann gilt:

E � E

0

, F

E

(X) � F

E

0

(X)

Wir werden daher im folgenden nur Eigenschaften

�

aquvialenter Algebren un-

tersuchen.

Folgendes Lemma zeigt, da� der

�

Aquivalenzbegri� f

�

ur Algebren vertr

�

aglich mit

dem der zugeh

�

origen freien Algebra ist:

8

d.h. jeder Teilterm ist eine Variable
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Lemma 3.6.4

Sei A eine �-Algebra, B eine �

0

-Algebra. Dann gilt:

A � B , F

A

� F

B

Beweis

A � B , 9� : T (�; X)!T (�

0

; X);�

0

: T (�

0

; X)!T (�; X) mit

s

A

= t

A

) (s�)

B

= (t�)

B

s

0B

= t

0B

) (s

0

�

0

)

A

= (t

0

�

0

)

A

(s��

0

)

A

= s

A

; (s

0

�

0

�)

B

= s

0B

Satz 3:3:1

, 9� : T (�; X)!T (�

0

; X);�

0

: T (�

0

; X)!T (�; X) mit

s

F

A

= t

F

A

) (s�)

F

B

= (t�)

F

B

s

0F

B

= t

0F

B

) (s

0

�

0

)

F

A

= (t

0

�

0

)

F

A

(s��

0

)

F

A

= s

F

A

; (s

0

�

0

�)

F

B

= s

0F

B

, F

A

� F

B

�

Insbesondere sind zwei Algebren

�

aquivalent, falls sie die gleichen Termfunktio-

nen besitzen:

Lemma 3.6.5

Sei A = (A;�

A

) eine �-Algebra, B = (A;�

0A

) eine �

0

-Algebra. Aus T (A) =

T (B) folgt A � B.

Beweis

Sei T (A) = T (B). De�niere Signaturtransformationen � : T (�; X)!T (�

0

; X)

und �

0

: T (�

0

; X)!T (�; X) folgenderma�en: Sei f 2 �

(k)

. Zu f

A

: A

k

!A

gibt es dann ein t

f

2 T (�

0

; X) mit t

B

f

: A

k

!A, t

B

f

= f

A

und oBdA Var(t

f

) =

fx

1

; : : : ; x

k

g. Setze fx

1

: : :x

k

� = t

f

, x� = x. Analog wird �

0

de�niert. Beh.:

� und �

0

liefern die

�

Aquivalenz von A und B, das hei�t, f

�

ur alle s; t 2 T (�; X),

s

0

; t

0

gilt:

(A1) s

A

= t

A

)(s�)

B

= (t�)

B

(A2) s

0B

= t

0B

)(s

0

�

0

)

A

= (t

0

�

0

)

A

(A3) (s��

0

)

A

= s

A

, (s

0

�

0

�)

B

= s

0B

Zun

�

achst beweisen wir per Induktion

�

uber den Termaufbau, da� f

�

ur alle s 2

T (�; X) und s

0

2 T (�

0

; X) gilt:

s

A

= (s�)

B

; s

0B

= (s

0

�

0

)

A

Der Induktionsanfang ist klar nach De�nition von � und �

0

.

Sei s = fs

1

: : :s

k

.

(s�)

B

= (fs

1

: : : s

k

�)

B
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= ((fx

1

: : : x

k

)�[x

1

=s

1

�; : : : ; x

k

=s

k

�])

B

= (t

f

[x

1

=s

1

�; : : : ; x

k

=s

k

�])

B

= ((s

1

�)

B

; : : : ; (s

k

�)

B

)t

B

f

= (s

A

1

; : : : ; s

A

k

)t

B

f

= (s

A

1

; : : : ; s

A

k

)f

A

= (fs

1

: : : s

k

)

A

Analog zeigt man s

0B

= (s

0

�

0

)

A

.

Dann gilt:

s

A

= t

A

, (s�)

B

= (t�)

B

s

0B

= t

0B

, (s

0

�

0

)

A

= (t

0

�

0

)

A

(s��

0

)

A

= ((s�)�

0

)

A

= (s�)

B

= s

A

,

(s

0

�

0

�)

B

= ((s

0

�

0

)�)

B

= (s

0

�

0

)

A

= s

0B

Somit sind insbesondere (A1), (A2) und (A3) erf

�

ullt. �

Da�

�

aquivalente Algebren nicht die gleichen Termfunktionen besitzen m

�

ussen,

zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel 3.6.6

Seien A = f0; 1g, � = f0g und �

0

= f1g. Die Signaturtransformationen � :

T (�; X)!T (�

0

; X) und �

0

: T (�

0

; X)!T (�; X) de�niert durch

0� = 1

1�

0

= 0

Dann sind die Algebren A = (A;�

A

) und B = (A;�

0A

) mit der nat

�

urlichen

Interpretation von � bzw. �

0

�

uber A

�

aquivalent.

9

Dennoch besitzt A nur die

Termfunktionen, die konstant das Element 0 liefern, w

�

ahrend B nur Termfunk-

tionen besitzt, die konstant 1 liefern.

Der folgende Satz zeigt, da� der etwas

"

technische\

�

Aquivalenzbegri� im Rah-

men der Kategorientheorie

"

recht einfach\ beschrieben werden kann.

Satz 3.6.7

Seien F(V ) und F

0

(V ) zwei freie Algebren

�

uber der abz

�

ahlbar unendlichen

Variablenmenge V mit zugeh

�

origen kanonischen Kategorien C

F

bzw. C

F

0

. Dann

gilt:

F(V ) � F

0

(V ) ) C

F

�

=

C

F

0

9

(A1) und (A2) sind trivialerweise erf

�

ullt, da es keine verschiedenen Terme s und t bzw. s

0

und t

0

in T (�;X) bzw. in T (�

0

;X) gibt. Wegen 0��

0

= 0 und 1�

0

� = 1 gilt insbesondere

(0��

0

)

A

= 0

A

und (1�

0

�)

B

= 1

B

und somit (A3).
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Beweis

"

)\: Wegen F(V ) � F

0

(V ) existieren Signaturtransformationen �, �

0

mit

den Eigenschaften (A1), (A2), (A3). Die Abbildung I :Mor C

F

!Mor C

F

0
wird

wie folgt de�niert: Sei � 2 Mor C

F

mit � : F(X)!F(Y ) gegeben durch x

1

7!

t

1

; : : : ; x

n

7! t

n

. De�niere �

0

: F

0

(X)!F

0

(Y ) durch x

1

7! t

1

�; : : : ; x

n

7! t

n

�.

Da Var(t

i

�)�Y , ist �

0

wohlde�niert.

Analog ordnen wir jedem �

0

: F

0

(X)!F

0

(Y ) einen Homomorphismus �

00

:

F

0

(X)!F

0

(Y ) zu und nennen diese Abbildung I

�1

:Mor C

F

0

!Mor C

F

.

Per Induktion zeigen wir zun

�

achst, da� f

�

ur s 2 F(X) gilt:

(s�)� = (s�)�

0

Induktionsanfang:

Sei x

i

2 X : x

i

�� = t

i

� = x

i

�

0

= x

i

��

0

Sei f 2 �

(k)

:

(fx

1

: : :x

k

)�� = (ft

1

: : : t

k

)�

= (fx

1

: : : x

k

�)[x

1

=t

1

�; : : : ; x

k

=t

k

�]

= fx

1

: : :x

k

��

0

Induktionsschritt:

Sei s = fs

1

: : :s

k

2 F(X)

(fs

1

: : : s

k

�)� = (fs

1

� : : : s

k

�)�

= (fx

1

: : : x

k

)�[x

1

=s

1

��; : : : ; x

k

=s

k

��]

IV

= (fx

1

: : : x

k

)�[x

1

=s

1

��

0

; : : : ; x

k

=s

k

��

0

]

= (fx

1

: : : x

k

)�[x

1

=s

1

�; : : : ; x

k

=s

k

�]�

0

= (fs

1

: : :s

k

)��

0

Analog zu obiger Argumentation erhalten wir auch f

�

ur s

0

2 F

0

(X)

(s

0

�

0

)�

0

= (s

0

�

0

)�

00

Nun zeigen wir, da� �II

�1

= � und �

0

I

�1

I = � f

�

ur alle � 2 Hom(F(X);F(Y ))

und �

0

2 Hom(F

0

(X);F

0

(Y )).

Sei s 2 F(X) beliebig. Nach (A3) gilt (s�)��

0

= (s�).

s���

0

= s� ) s��

0

�

0

= s�

) s��

0

�

00

= s�

(A3)

) s�

00

= s�
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Da s beliebig ist, gilt �

00

= �. Analog zeigt man �

0

I

�1

I = �

0

. Somit ist I

eine Bijektion von Hom(F(X);F(Y )) auf Hom(F

0

(X);F

0

(Y )) f

�

ur alle X; Y�V ,

jX j; jY j <1.

Da die eindeutige Identit

�

at e

F(Y )

von F(Y ) (bzw. e

F

0

(Y )

von F

0

(Y )) de�niert

ist durch y 7! y f

�

ur alle y 2 Y (bzw. y 7! y f

�

ur alle y 2 Y ) und y� = y (bzw.

y�

0

= y), gilt:

e

F(Y )

I = e

F

0

(Y )

bzw. e

F

0

(Y )

I

�1

= e

F(Y )

Somit gilt:

1. C

F

-Identit

�

aten werden unter I abgebildet auf C

F

0

-Identit

�

aten und umge-

kehrt.

2. Die zu I , I

�1

geh

�

origen Objektfunktionen sind bijektiv auf Ob C

F

bzw.

Ob C

F

0

.

Falls I Funktor ist, folgt mit Lemma 2.4.7, da� I ein Isomorphismus von C

F

auf C

F

0

ist.

Zeigen wir daher noch, da� I ein Funktor ist. Da wir bereits gesehen haben,

da� C

F

-Identit

�

aten unter I auf C

F

0

-Identit

�

aten abgebildet werden, ist nur noch

zu zeigen, da�

(�

1

� �

2

)I = (�

1

I) � (�

2

I)

f

�

ur alle �

1

; �

2

2 Mor C

F

.

Seien �

1

: F(X)!F(Y ) und �

2

: F(Y )!F(Z) gegeben. F

�

ur s 2 F(X) gilt

(s�)((�

1

�

2

)I) = (s�)(�

1

�

2

)

0

= (s(�

1

�

2

))�

= ((s�

1

)�

2

)�

= ((s�

1

)�)�

0

2

= ((s�)�

0

1

)�

0

2

= ((s�)(�

1

I))(�

2

I)

Insbesondere gilt die Gleichung f

�

ur alle s 2 X (also s = s� 2 X), so da�

(�

1

� �

2

)I = (�

1

I) � (�

2

I)

gilt.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Aus dem Beweis des letzten Satzes ergibt sich die wichtige Folgerung, da� aus

der Sicht der Uni�kation

�

aquivalente Algebren oder Theorien gemeinsam be-

handelt werden k

�

onnen:
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Satz 3.6.8

Seien V eine abz

�

ahlbar unendliche Variablenmenge, F(V ) und F

0

(V )

�

aquiva-

lente Algebren der Signaturen � bzw. �

0

, (�;F(V )) und (�

0

;F

0

(V ))

�

aquivalente

Uni�kationsprobleme

�

uber F(V ) bzw. F

0

(V ). Dann gilt: F(V ) und F

0

(V ) sind

von gleichem Uni�kationstyp.

Beweis

Wegen F(V ) � F

0

(V ) existieren Signaturtransformationen �, �

0

mit den Ei-

genschaften (A1), (A2), (A3)

�

uber V .

Seien C

F

und C

F

0

die zu F(V ) bzw. F

0

(V ) kanonischen Kategorien.

Analog wie im Beweis des letzten Satzes de�nieren wir eine Abbildung I :

Mor C

F

!Mor C

F

0

wie folgt: Sei � 2 Mor C

F

mit � : F(X)!F(Y ) gegeben

durch x

1

7! t

1

; : : : ; x

n

7! t

n

. De�niere �

0

: F

0

(X)!F

0

(Y ) durch x

1

7! t

1

�, : : :,

x

n

7! t

n

�. Wegen Var(t

i

�)�Y ist �

0

wohlde�niert.

Analog ordnen wir jedem �

0

: F

0

(X)!F

0

(Y ) einen Homomorphismus �

00

:

F

0

(X)!F

0

(Y ) zu und nennen diese Abbildung I

�1

:Mor C

F

0

!Mor C

F

.

Per Induktion zeigt man wie im letzten Beweis, da� f

�

ur s 2 F(X) und s

0

2

F

0

(X)

(s�)� = (s�)�

0

(s

0

�

0

)�

0

= (s

0

�

0

)�

00

gilt und da� I ein Funktor ist.

F

�

ur (s; t) 2 � gilt somit (s�)

F(Y )

= (t�)

F(Y )

(A1)

) (s��)

F

0

(Y )

= (t��)

F

0

(Y )

,

(s��

0

)

F

0

(Y )

= (t��

0

)

F

0

(Y )

, (s

0

�

0

)

F

0

(Y )

= (t

0

�

0

)

F

0

(Y )

f

�

ur die (s; t) entsprechen-

de Gleichung (s

0

; t

0

) 2 �

0

.

Das hei�t, Uni�katoren von � werden unter I auf Uni�katoren von �

0

abgebildet

und mit I

�1

folgt auch die Umkehrung.

Da I eine Bijektion von den Morphismen von C

F

auf die Morphismen von

C

F

0

ist, gilt somit, da� I j

U

F(X)

(�)

eine Bijektion der Uni�katoren von � auf die

Uni�katoren von �

0

ist.

Damit F(X) und F

0

(X) den gleichen Uni�kationstyp haben, ist noch zu zeigen,

da� die Zuordnung vertr

�

aglich mit der Ordnung .

�

und .

0

�

ist.

Seien � : F(X)!F(Y ) und � : F(X)!F(Z) mit � . � gegeben.

� . � , 9 � : F(Y )!F(Z) mit �� = �

, 9 � : F(Y )!F(Z) mit (��)I = �I

, 9 � : F(Y )!F(Z) mit (�I)(�I) = �I

, �I . �I

Somit ist die Behauptung gezeigt. �



Kapitel 4

Eine Anwendung:

L

�

osbarkeit von Gleichungen

In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe der Uni�kation untersuchen, ob ei-

ne Gleichung l

�

osbar ist und wie man L

�

osungen beschreiben kann. Dabei wird

deutlich, da� der Begri� des A-Uni�kators sich nur bedingt f

�

ur diese Aufgabe

verwenden l

�

a�t.

4.1 L

�

osbarkeit

De�nition 4.1.1 (L

�

osbarkeit)

Seien s = t eine Gleichung

�

uber T (�; X), E eine Menge von Identit

�

aten und A

eine �-Algebra. s = t hei�t

1. l

�

osbar, falls f

�

ur alle �-Algebren B gilt: B j= 9X s = t

2. l

�

osbar in E, falls f

�

ur alle E-Algebren B gilt: B j= 9X s = t

3. l

�

osbar in A, falls gilt: A j= 9X s = t

Satz 4.1.2 (L

�

osbarkeit)

Seien s = t eine Gleichung

�

uber T (�; X), E eine Menge von Identit

�

aten und A

eine �-Algebra. s = t ist

1. genau dann l

�

osbar, wenn es einen syntaktischen Uni�kator zu s = t gibt.

2. genau dann l

�

osbar in E, wenn es einen E-Uni�kator zu s = t gibt.

3. l

�

osbar in A, falls es einen A-Uni�kator zu s = t gibt.

Beweis

43



44 KAPITEL 4. L

�

OSBARKEIT VON GLEICHUNGEN

zu 1.)

"

)\: s = t l

�

osbar , f

�

ur alle �-Algebren A gilt A j= 9X s = t.

) T (�; Y ) j= 9X s = t

) 9 Belegung ' : X!T (�; Y ) mit (T (�; Y ); ') j= s = t

) f

�

ur '̂ : T (�; X)!T (�; Y ) als kanonische Fortsetzung

von ' gilt: s'̂ = t'̂

) '̂ ist Uni�kator

"

(\: Sei andererseits '̂ : T (�; X)!T (�; Y ) Uni�kator. Dann gilt s'̂ =

t'̂ in T (�; X) und damit auch in allen �-Algebren A, da T (�; X) frei

f

�

ur die Klasse aller �-Algebren ist. Sei � : Y!A Belegung der in s'̂

freien Variablen, wobei A das Universum einer �-Algebra A bezeichne.

Dann ist '�̂ : X!A eine erf

�

ullende Belegung der Variablen aus s bzw.

t, wobei ' = '̂j

X

und �̂ die kanonische Fortsetzung von � auf T (�; Y )

bezeichne.

zu 2.) anolog zu 1.

zu 3.) Sei '̂ : F

A

(X)!F

A

(Y ) A-Uni�kator. Dann gilt A j= s'̂ = t'̂. Sei

A = (A;�

A

), � : Y!A beliebige Abbildung, ' = '̂j

X

. Dann ist '�̂ :

X!A mit s'�̂ = t'�̂ (in A), also erf

�

ullende Belegung. Hierbei be-

zeichne �̂ die kanonische Fortsetzung von � auf T (�; Y ). Beachte, da�

'̂ : F

A

(X)!F

A

(Y ) als Homomorphismus '̂

0

: T (�; X)!T (�; Y ) aufge-

fa�t werden kann.

�

Man beachte, da� aus der L

�

osbarkeit einer Gleichung in einer Algebra A nicht

die Existenz eines A-Uni�kators folgt. Der Grund hierf

�

ur ist, da� nicht in Ana-

logie zu den F

�

allen 1 und 2 aus der L

�

osbarkeit in A auch die L

�

osbarkeit in

F

A

(X) folgt.

Beispiel 4.1.3

Sei die Signatur � = f+; 0; 2; 3g, A = (IN;�

IN

), wobei +

IN

die Addition auf

den nat

�

urlichen Zahlen, 0

IN

, 2

IN

, 3

IN

die entsprechenden nat

�

urlichen Zahlen

bedeuten m

�

oge. Betrachtet sei die Gleichung x + 2 = 3. Es ist o�ensichtlich,

da� � : fxg!IN, x 7! 1 eine erf

�

ullende Belegung ist, die Gleichung also ins-

besondere l

�

osbar ist. Dennoch existiert kein A-Uni�kator. Denn angenommen,

� : F

IN

(fxg)!F

IN

(fxg) de�niert durch x 7! t sei ein Uni�kator, so ist

(x+ 2)� =

F

IN

(fxg)

3� , x� + 2 =

F

IN

(fxg)

3, t + 2 =

F

IN

(fxg)

3:

Aufgrund von Satz 3.3.1 gilt daher A j= t+2 = 3 und somit t

A

= 1. Andererseits

kann nur t

A

= 0 (t = 0 + � � �+ 0), t

A

� 2 (t = � � �+ 2 + � � �, t = � � �+ 3 + � � �)

oder t

A

nicht konstant aufgrund freier Variablen in t sein. Widerspruch!

Im obigen Beispiel existiert f

�

ur die betrachtete Gleichung kein Uni�kator, da 1

nicht durch einen Term erreichbar ist:
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De�nition 4.1.4 (Erreichbarkeit)

Sei A = (A;�) eine Algebra. Ein Element a 2 A hei�t erreichbar, falls es

einen Term t 2 T (�; V ) mit t

A

= a gibt.

Man beachte, da� t

A

= a bedeutet, da� t

(A;�)

= a unabh

�

angig von der Belegung

� ist.

Lemma 4.1.5 (L

�

osbarkeit)

Seien s = t eine Gleichung

�

uber T (�; X) und A eine �-Algebra, deren Elemente

erreichbar sind. Dann gilt:

s = t l

�

osbar , 9 A-Uni�kator zu s = t

Beweis

Noch zu zeigen

"

)\:

s = t l

�

osbar ) A j= 9X s = t ) 9 � : X!A mit (A; �) j= s = t

� sei de�niert duch x

i

7! a

i

. Dann gibt es t

i

mit t

A

i

= a

i

, t

i

2 T (�; Y ) f

�

ur

geeignetes Y�V .

Sei � : T (�; X)!F

A

(Y ) de�niert durch x 7! t

i

O�ensichtlich gilt s� = t�. �

Etwas anders ausgedr

�

uckt liegt das Problem an folgender Tatsache: F

A

(X) ist

logisch

�

aquivalent

1

zu A bzgl. allquanti�zierter Gleichungen (vgl. Satz 3.3.1),

jedoch nicht logisch

�

aquivalent bzgl. existenzquanti�zierter Gleichungen. Sieht

man sich noch einmal den Beweis von Satz 3.3.1 an, so kann man bei existenz-

quanti�zierten Gleichungen nicht schlie�en, da� aus der Erf

�

ullbarkeit in A auch

die Erf

�

ullbarkeit in H (fAg) oder S(fAg) folgt.

Wir halten also fest:

1. Untersucht man Gleichungen auf L

�

osbarkeit in A durch Pr

�

ufung, ob ein

A-Uni�kator existiert, so ist dies vollst

�

andig, falls alle Elemente von A

erreichbar sind.

2. Ist A = (A;�

A

) eine �-Algebra, in der nicht alle Elemente von A er-

reichbar sind, so kann man zu einer �

0

-Algebra A

0

�

ubergehen, in der alle

Elemente erreichbar sind, indem man alle nicht erreichbaren Elemente aus

A als nullstellige Funktionssymbole zu � hinzuf

�

ugt.

2

4.2 Symbolische L

�

osungen

Mit A-Uni�katoren l

�

a�t sich nicht nur die L

�

osbarkeit in A testen, sondern sie

eignen sich auch zum Beschreiben von L

�

osungen. Wir de�nieren zun

�

achst, was

ein L

�

osung ist:

1

d.h. F

A

(X) j= ', A j= '

2

In vielen Arbeiten wird daher der A-Uni�kator direkt als Homomorphismus

�

uber der

Termalgebra der Signatur � [A de�niert. Dies f

�

uhrt aber z.B. bei IN als Universum zu einer

unendlichen Signatur, obwohl bereits mit � = f+; 0; 1g alle Elemente aus IN erreichbar sind.



46 KAPITEL 4. L

�

OSBARKEIT VON GLEICHUNGEN

De�nition 4.2.1 (exakte L

�

osung)

Sei A eine �-Algebra, s = t eine Gleichung

�

uber T (�; X) und � : T (�; X)!A

eine Belegung. Dann hei�t � exakte L

�

osung von s = t, falls (A; �) j= s = t.

Beispiel 4.2.2

Sei die Signatur � := f+; 0g gegeben und betrachten wir als �-Algebra die

nat

�

urlichen Zahlen, aufgefa�t als additiven Monoid. F

�

ur die Gleichung x+ x+

x+x = y+y (abk

�

urzend schreiben wir daf

�

ur 4x = 2y) sind die exakten L

�

osungen

die Homomorphismen fx 7! 0; y 7! 0g, fx 7! 1; y 7! 2g, fx 7! 2; y 7! 4g usw.

M

�

ochte man in diesem Beispiel alle L

�

osungen endlich repr

�

asentieren, so ist klar,

da� man dies nur symbolisch erreichen kann, da es unendlich viele L

�

osungen

gibt. O�ensichtlich ist die im obigen Beispiel betrachtete Gleichung

�

aquivalent

zur Gleichung 2x = y.

Diese Gleichung kann als Substitution �, x 7! x; y 7! 2x (genauer x 7! x; y 7!

x+ x) aufgefa�t werden. Wendet man diese Substitution auf die Ausgangsglei-

chung an, so gilt f

�

ur jede Belegung � der Variablen x durch ein Element aus

IN, da� (x+ x+ x+ x)�� = (y + y)��. Wir de�nieren daher:

De�nition 4.2.3 (symbolische L

�

osung)

Seien A eine �-Algebra, s = t eine Gleichung

�

uber T (�; X) und � eine Substi-

tution, � : T (�; X)!T (�; Y ) . Dann hei�t � symbolische L

�

osung von s = t,

falls A j= s� = t�.

Auch hier werden wir � : T (�; X)!T (�; Y ) mit � : F

A

(X)!F

A

(Y ) identi�-

zieren, so da� unter der Beachtung der

�

Aquivalenz

A j= s� = t� , F

A

(Y ) j= s� = t�

symbolische L

�

osungen genau die A-Uni�katoren von (s; t) sind.

Eine symbolische L

�

osung ist also eine Substitution, bei der f

�

ur alle Belegungen

der abgebildeten Terme die Gleichung in der betrachteten Algebra A gilt, d.h.

(s�)� = (t�)� f

�

ur jede Belegung � : T (�; X)!A. Klammert man in obiger

Gleichung anders, also s(��) = t(��), d.h. �� : T (�; X)!A, so sieht man, da�

man exakte L

�

osungen als Instanzen symbolischer L

�

osungen erh

�

alt.

Im obigen Beispiel erh

�

alt man f

�

ur die symbolische L

�

osung fx 7! x; y 7! x+ xg

und die Belegung fx 7! 1g die exakte L

�

osung fx 7! 1; y 7! 2g, die wir oben

bereits als solche erkannt haben.

Beispiel 4.1.3 zeigt, da� in der Regel nicht alle exakten L

�

osungen durch symbo-

lische beschrieben werden k

�

onnen.

De�nition 4.2.4 (Symbolisierbarkeitseigenschaft)

Eine �-Algebra A hat die Symbolisierbarkeitseigenschaft, falls alle exakten

L

�

osungen Instanzen symbolischer L

�

osungen sind.
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Satz 4.2.5

In einer �-Algebra A sind alle exakten L

�

osungen Instanzen symbolischer L

�

osun-

gen, falls alle Elemente von A erreichbar sind.

Beweis

Sei s = t eine Gleichung

�

uber T (�; X) und � : T (�; X)!A eine exakte L

�

osung,

d.h. s� = t�. Dann ist � eindeutig bestimmt durch x

1

7! a

1

; : : : ; x

n

7! a

n

mit

fx

1

; : : : ; x

n

g die in s und t auftretenden Variablen und a

i

2 A f

�

ur i 2 f1; : : : ; ng.

Da jedes Element a

i

von A erreichbar ist, gibt es Terme t

1

; : : : ; t

n

mit t

A

i

= a

i

f

�

ur i 2 f1; : : : ; ng. Dann gilt f

�

ur � : T (�; X)!A de�niert durch x

i

7! t

i

, da�

(s�)

A

= (t�)

A

und � = �� f

�

ur beliebiges � : T (�; X)!A. �

Folgerung 4.2.6

Sind alle Elemente einer �-Algebra erreichbar, so besitzt sie die Symbolisier-

barkeitseigenschaft.

Auch hier kann man bei einer endlichen �-Algebra A leicht zu einer endli-

chen Algebra A

0

mit endlicher Signatur �

0

�

ubergehen, in der jedes Element

erreichbar ist, indem man die Elemente a

1

; : : : ; a

n

des Universums als 0-stellige

Funktionsymbole a

1

; : : : ; a

n

zur Signatur hinzunimmt.



Kapitel 5

Uni�kation in

monoidal-kommutativen

Gleichungstheorien

Statt einen Uni�kationsalgorithmus

1

f

�

ur eine einzelne Gleichungstheorie zu ent-

wickeln, ist man bestrebt, Algorithmen direkt f

�

ur eine ganze Klasse von Theo-

rien zu entwickeln. In diesem Kapitel soll eine Klasse von Gleichungstheorien,

sogenannte monoidale bzw. kommutative Theorien, zusammen mit einem ein-

heitlichen Uni�kationsalgorithmus vorgestellt werden.

In Kapitel 6 wird anschlie�end gezeigt, wie sich die Uni�kation in primalen

Algebren auf die Uni�kation in monoidalen Theorien zur

�

uckf

�

uhren l

�

a�t.

Monoidale Theorien wurden von W. Nutt untersucht und z.B. in [Nutt92] vor-

gestellt. Kommutative Theorien wurden von F. Baader de�niert und u.a. in

[Baa89] betrachtet. Die folgenden Ausf

�

uhrungen wurden im wesentlichen die-

sen beiden Quellen entnommen.

5.1 Monoidale/kommutative Theorien

De�nition 5.1.1 (monoidale Theorie)

Seien � eine Signatur und E eine Menge von Identit

�

aten

�

uber T (�; X). Dann

hei�t die von E erzeugte Gleichungstheorie E = hEi

SC

monoidal, falls gilt:

2

1. � = �

(0)

�

[ �

(1)

�

[ �

(2)

mit �

(2)

= f+g, �

(0)

= f0g, �

(1)

beliebig.

1

d.h. einen Algorithmus zur Berechnung minimal vollst

�

andiger Mengen von Uni�katoren

(evtl. eines mgu), falls existent

2

Zur Erinnnerung: s =

E

t ist Kurzschreibweise f

�

ur (s; t) 2 E.

48
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2. + ist assoziativ und kommutativ:

(x+ y) + z =

E

x+ (y + z)

x+ y =

E

y + x

3. 0 ist neutrales Element bzgl. +:

0 + x =

E

x

4. Jedes h 2 �

(1)

ist Homomorphismus f

�

ur + und 0:

h(x+ y) =

E

h(x) + h(y)

h(0) =

E

0

Monoidale Theorien beschreiben also Variet

�

aten abelscher Monoide mit Homo-

morphismen.

Beispiel 5.1.2

Sei + ein zweistelliges und 0 ein nullstelliges Funktionssymbol. Als Signaturen

seien gegeben: � := f+; 0g, �

0

:= �[fhg, wobei h einstellig ist, � := f+; 0;�g,

wobei � einstellig ist, �

0

:= � [ fhg, wobei h einstellig ist und 
 := f+; 0; ig,

wobei i einstellig ist. Dann sind die folgenden Gleichungstheorien o�ensichtlich

monoidal:

AC = hE

AC

i

SC

, wobei E

AC

aus den Identit

�

aten

�

uber � f

�

ur Assoziativit

�

at, Kom-

mutativit

�

at und Neutralit

�

at der 0 bzgl. + besteht. AC beschreibt die

Theorie abelscher Monoide und ist die kleinste monoidale Theorie in

dem Sinne, da� keine weiteren Homomorphismensymbole oder weitere als

die in der De�nition verlangten Identit

�

aten gelten.

ACI = hE

ACI

i

SC

, die Theorie idempotenter abelscher Monoide. Dabei

ist E

ACI

:= E

AC

�

[ fx+ x = xg.

ACN = hE

ACN

i

SC

, die Theorie n-kongruenter abelscher Monoide. Da-

bei ist E

ACN

:= E

AC

�

[ fx+ � � �+ x

| {z }

n

= xg. F

�

ur n = 2 erh

�

alt man die

Theorie idempotenter abelscher Monoide.

ACH = hE

ACH

i

SC

, die Theorie abelscher Monoide mit Homomorphis-

mus (

�

uber der Signatur �

0

). Dabei ist E

ACH

die Vereinigung von E

AC

mit den Identit

�

aten, die besagen, da� h ein Homomorphismus ist.

AG = hE

AG

i

SC

, die Theorie abelscher Gruppen. E

AG

ist de�niert

�

uber der

Signatur � und umfa�t Identit

�

aten, die festlegen, da� + die bin

�

are Ope-

ration einer abelschen Gruppe mit neutralem Element 0 und Inversersi-

onsoperation � ist.
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AGH = hE

AGH

i

SC

, die Theorie abelscher Gruppen mit Homomorphis-

mus (

�

uber �

0

) erweitert AG um

"

Homomorphismengleichungen\ f

�

ur h.

Monoidale Theorien sind also mit expliziter Bezugnahme auf die Signatur de�-

niert. Primale Algebren hingegen, die wir sp

�

ater de�nieren, werden unabh

�

angig

von der Signatur de�niert. Um die zugeh

�

origen freien Algebren hinsichtlich

der Uni�kationseigenschaften vergleichen zu k

�

onnen, ist es hilfreich, die Struk-

tur freier Algebren einer monoidalen Theorie genauer zu untersuchen. Dazu

ben

�

otigen wir einige Begri�e:

De�nition 5.1.3 (Semiadditive Kategorie)

1. Eine semiadditive Struktur auf einer punktierten Kategorie C ist eine

Abbildung +, die jedem Paar (f; g) 2M

2

mit f; g : A!B einen Morphis-

mus h := f + g mit h : A!B zuordnet, wobei + folgende Bedingungen

erf

�

ullt:

(SA1) F

�

ur jedes Paar (A;B) von C-Objekten ist

(Hom(A;B); 0

AB

;+j

Hom(A;B)

)

ein kommutativer Monoid.

(SA2) Die Komposition ist links- und rechtsdistributiv bzgl. +, das hei�t,

f

�

ur C-Morphismen f : A!B, g; h : B!C, k : C!D gilt

f � (g + h) = f � g + f � h

und

(g + h) � k = g � k + h � k

2. Eine Kategorie C hei�t genau dann semiadditive Kategorie, wenn

(a) C ein Nullobjekt enth

�

alt und

(b) auf C eine semiadditive Struktur + existiert.

3

Statt C schreiben wir dann auch (C;+), falls + eine semiadditive Struktur auf

C ist.

Lemma 5.1.4

Die kanonische Kategorie C

E

einer monoidalen Theorie E ist semiadditiv.

Beweis

F

E

(;) ist ein Nullobjekt f

�

ur C

E

: Das Universum von F

E

(;) besteht o�ensichtlich

nur aus dem Term 0, d.h. jF

E

(;)j = 1. F

�

ur � : F

E

(X)!F

E

(;) gilt somit x 7! 0

f

�

ur alle x 2 X . Andererseits existiert durch die De�nition x 7! 0 f

�

ur alle x 2 X

ein Homomorphismus von F

E

(X) auf F

E

(;). Somit ist F

E

(;) terminal. Da F

E

(;)

3

Beachte, da� aus der Existenz eines Nullobjekts in C folgt, da� C punktiert ist.
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auf genau eine Weise in F

E

(X) eingebettet werden kann, ist F

E

(;) auch initial

und somit Nullobjekt.

Somit ist C

E

punktiert, genauer: Seien F

E

(X);F

E

(Y ) 2 Ob C

E

. De�niere den

Morphismus 0

F

E

(X)F

E

(Y )

: F

E

(X)!F

E

(Y ) durch x 7! 0 f

�

ur x 2 X . O�ensicht-

lich ist 0

F

E

(X)F

E

(Y )

konstant und cokonstant, also Nullmorphismus.

Sei �; � 2 Hom(F

E

(X);F

E

(Y )) gegeben durch x

i

7! t

i

bzw. x

i

7! s

i

, i 2

f1; : : : ; ng. De�niere + :Mor C

E

�Mor C

E

!Mor C

E

durch

+j

Hom(F

E

(X);F

E

(Y ))

: (�; �) 7! (� + �) mit (� + �) : x

i

7! s

i

+ t

i

Dann ist + o�ensichtlich wohlde�niert, und es gilt:

1. 0

F

E

(X)F

E

(Y )

+ � = � + 0

F

E

(X)F

E

(Y )

= � (aufgrund der Kommutativit

�

at

von + auf F

E

(Y ) und der Neutralit

�

at der 0 2 F

E

(Y ) bzgl. +).

2. F

�

ur t 2 F

E

(X) gilt t(� + �) = (t�) + (t�). Denn:

F

�

ur t = x

i

gilt x

i

(� + �) = s

i

+ t

i

= x

i

� + x

i

� .

Per Induktion gilt dann:

F

�

ur t = h(t

0

)

h(t

0

)(� + �) = h(t

0

(� + �))

IV

= h(t

0

� + t

0

�)

= h(t

0

�) + h(t

0

�)

= h(t

0

)� + h(t

0

)�

F

�

ur t = t

1

+ t

2

gilt

(t

1

+ t

2

)(� + �) = t

1

(� + �) + t

2

(� + �)

IV

= t

1

� + t

1

� + t

2

� + t

2

�

= t

1

� + t

2

� + t

1

� + t

2

�

= (t

1

+ t

2

)� + (t

1

+ t

2

)�

Per Induktion folgt die Behauptung f

�

ur alle t 2 F

E

(X).

3. F

�

ur � : F

E

(Y )!F

E

(Z) und �

0

: F

E

(Z)!F

E

(X) gilt

(� + �)� = ��+ ��

da (x(� + �))� = (x� + x�)� = x��+ x�� = x(��+ ��) und

�

0

(� + �) = �

0

� + �

0

�

da x�

0

(� + �)

2:

= x�

0

� + x�

0

� = x(�

0

� + �

0

�).
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+ ist also eine semiadditive Struktur auf C

E

, so da� insgesamt C

E

eine semiad-

ditive Kategorie ist. �

Da f

�

ur die semiadditive Struktur + gilt, da� sie kommutativ ist, de�nieren wir:

De�nition 5.1.5 (Kommutative Theorie)

Eine Gleichungstheorie E hei�t kommutative Theorie, falls die zu E kanoni-

sche Kategorie C

E

semiadditiv ist.

Folgerung 5.1.6

Jede monoidale Theorie ist eine kommutative Theorie.

5.2 Monoidale und kommutative Theorien sind

�

aqui-

valent

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, da� das Konzept der kommutativen

Theorien nicht allgemeiner ist. Sicherlich k

�

onnen wir schon allein aufgrund der

Signatur(einschr

�

ankung) bei monoidalen Theorien nicht eine direkte Umkeh-

rung der letzten Folgerung erwarten, d.h. wir werden nicht zeigen k

�

onnen, da�

jede kommutative Theorie eine monoidale Theorie ist. Aus der Sicht der Uni-

�kation reicht es aber aus zu zeigen, da� zu jeder kommutativen Theorie eine

�

aquivalente monoidale Theorie existiert (vgl. Kapitel 3.6).

Dazu einige Vorarbeit:

De�nition 5.2.1 (idempotent)

Sei E eine Gleichungstheorie

�

uber �. Ein Konstantensymbol e 2 �

(0)

hei�t

idempotent in E , wenn f

�

ur alle f 2 � gilt: fe : : :e =

E

e.

F

�

ur f 2 �

(0)

bedeutet dies f =

E

e.

Lemma 5.2.2 (vgl. [Baa89])

Sei E eine Gleichungstheorie

�

uber � mit kanonischer Kategorie C

E

. Dann sind

folgende Aussagen

�

aquivalent:

1. C

E

enth

�

alt ein Nullobjekt

2. jF

E

(;)j = 1

3. 9 e 2 �

(0)

mit e ist idempotent

Beweis

O�ensichtlich sind 2. und 3.

�

aquivalent.

Da F

E

(;) freie Algebra ist, ist F

E

(;) initial in C

E

. Gilt zus

�

atzlich jF

E

(;)j = 1,

so ist F

E

(;) auch terminal in C

E

, also Nullobjekt von C

E

. Dies zeigt

"

2. ) 1. \
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Besitze nun C

E

ein Nullobjekt N . Da F

E

(;) initial ist, existiert genau ein Ho-

momorphismus von f : F

E

(;)!N und, da N initial ist, existiert genau ein

Homomorphismus von g : N!F

E

(;). Aufgrund der Eindeutigkeit gilt f � g =

1

F

E

(;)

und g � f = 1

N

. Somit sind F

E

(;) und jedes Nullobjekt isomorph. F

�

ur

jF

E

(;)j > 1 existieren mindestens zwei Morphismen von F

E

(fxg) nach F

E

(;).

F

�

ur jF

E

(;)j = 0 existiert kein Morphismus von F

E

(fxg) nach F

E

(;). Dies zeigt

"

1. ) 2. \ �

De�nition 5.2.3 (implizite Operation)

Es sei K ein Klasse von �-Algebren. Eine n-stellige implizite Operation in K

ist eine Familie f = (f

A

)

A2K

von Abbildungen f

A

: A

n

!A, die mit allen Ho-

momorphismen vertr

�

aglich ist, das hei�t, f

�

ur jeden Homomorphismus h : A!B

mit A;B 2 K und alle a

1

; : : : ; a

n

2 A ist f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)h = f

B

(a

1

h; : : : ; a

n

h).

O�enbar induziert jeder �-Term eine implizite Operation in jeder Klasse von

�-Algebren. Sei umgekehrt E eine Gleichungstheorie. Dann gilt f

�

ur die durch E

erzeugte Variet

�

at und f

�

ur die zu E kanonische Kategorie C

E

, da� alle impliziten

Operationen durch �-Terme de�niert werden k

�

onnen (vgl. [La63]).

Satz 5.2.4

C

E

enthalte ein Nullobjekt, e sei idempotentes Konstantensymbol. Dann sind

die folgenden Aussagen

�

aquivalent:

1. C

E

ist semiadditiv

2. Es gibt eine bin

�

are implizite Operation � in Ob C

E

mit

(a) Die Konstante e ist neutrales Element f

�

ur � in jeder Algebra F 2

Ob C

E

.

(b) F

�

ur jedes f 2 �

(n)

und jede Algebra F 2 Ob C

E

und alle s

1

; : : : ; s

n

,

t

1

; : : : ; t

n

2 F gilt

f(s

1

� t

1

; : : : ; s

n

� t

n

) = f(s

1

; : : : ; s

n

) � f(t

1

; : : : ; t

n

)

Beweis

Siehe [Baa89, S. 74]. �

Wir kommen nun zu dem angek

�

undigten Satz:

Satz 5.2.5 (vgl. [BaNu90])

Zu jeder kommutativen Theorie E

�

uber der Signatur � existiert eine Signatur

�

0

und eine monoidale Theorie E

0

�

uber der Signatur �

0

mit

E � E

0



54 KAPITEL 5. MONOIDAL-KOMMUTATIVE THEORIEN

Beweis

Wir geben die Signatur �

0

und eine Signaturtransformation an: �

0

enthalte

neben dem zweistelligen + und der Konstanten 0 zu jedem f 2 �

(n)

einstel-

lige f

1

; : : : ; f

n

. Sei e die idempotente Konstante von E und t

�

(x; y) Term der

impliziten Operation � (vgl. Satz 5.2.4). Sei �

0

: T (�

0

; X)!T (�; X) de�niert

durch

0�

0

= e

(x+ y)�

0

= t

�

f

i

(x)�

0

= f(e; : : : ; e

| {z }

i�1

; x

|{z}

i�te Pos:

; e; : : : ; e

| {z }

n�i

)

und E

0

:= fs

0

= t

0

: s

0

�

0

=

E

t

0

�

0

g. Sei � : T (�; X)!T (�

0

; X) de�niert durch

e� = 0

f(x

1

; : : : ; x

n

)� = f

1

(x

1

) + : : :+ f

n

(x

n

)

Eine leichte Rechnung zeigt, da� E

0

:= hE

0

i

SC

eine monoidale Theorie ist und

da� E und E

0

�

aquivalent sind (vgl. [BaNu90, S. 11f.]). �

Wir wollen daher im folgenden auch von monoidal-kommutativen Theorien

sprechen.

Eine wichtige Eigenschaft monoidaler und somit auch kommutativer Theorien,

die f

�

ur die Uni�kation verwendet wird, ist die Existenz von Biprodukten in der

zugeh

�

origen kanonischen Kategorie:

Satz 5.2.6

Sei E eine monoidale Theorie mit zugeh

�

origer kanonischer Kategorie C

E

. Dann

existiert zu jeder endlichen Familie (F

E

(X

i

))

i2I

ein Biprodukt.

Beweis

Nach Lemma 3.5.3 existiert zu der Familie (F

E

(X

i

))

i2I

ein Coprodukt

�

(�

i

)

i2I

;F

E

(X)

�

:

Analog zum Beweis von Lemma 3.5.3 sei X

i

= fx

i

1

; : : : ; x

i

jX

i

j

g f

�

ur i 2 I ,

X :=

�

S

X

i

= fx

ij

: i 2 I; j 2 f1; : : : ; jX

i

jgg, �

i

: F

E

(X

i

)!F

E

(X), x

i

j

7! x

ij

.

Sei �

i

: F

E

(X)!F

E

(X

i

) de�niert durch x

ij

7! x

i

j

und x

kl

7! 0 f

�

ur k 6= i,

j 2 f1; : : : ; jX

i

jg, l 2 f1; : : : ; jX

k

jg. Dann gilt o�ensichtlich �

i

�

j

= �

ij

und

�

i

�

j

= �

ij

. Noch zu zeigen:

�

F

E

(X); (�

i

)

i2I

�

ist ein Produkt. Sei ( 

i

)

i2I

,  

i

:

F

E

(Y )!F

E

(X

i

) zu Y = fx

1

; : : : ; x

m

g gegeben durch  

i

: x

j

7! t

ij

. Setze  :

F

E

(Y )!F

E

(X) als  :=

P

i

 

i

�

i

. Dann ist  �

i

= (

P

k

 

k

�

k

)�

i

=

P

k

( 

k

�

k

�

i

) =

P

k

( 

k

�

ki

) =  

i

f

�

ur alle i 2 I . Dies zeigt, da�

�

(�

i

)

i2I

;F

E

(X); (�

i

)

i2I

�

ein Bi-

produkt ist. �

Eine etwas abstraktere Art, obige Aussage zu best

�

atigen, liefert folgendes Lem-

ma:
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Lemma 5.2.7

Sei (C;+) eine semiadditive Kategorie, ((�

i

)

I

;B) ein Coprodukt der endlichen

Familie (A

i

)

I

. Dann kann ((�

i

)

I

;B) auf eindeutige Weise zu einem Biprodukt

((�

i

)

I

;B; (�

i

)

I

) erweitert werden.

Beweis

Nach De�nition eines Coproduktes exi-

stiert zu jedem j 2 I ein eindeutig be-

stimmtes �

j

: B!A

j

mit �

ij

= �

i

�

j

.

F

�

ur (A; (f

j

)

j2I

), f

j

: A!A

j

sei f =

P

j2I

f

j

�

j

. Dann ist f�

k

=

�

P

j

f

j

�

j

�

�

k

=

P

j

f

j

�

j

�

k

=

P

j

f

j

�

jk

=

(

f

j

k = j

0 sonst

A

j

A

i

B

�

ij

�

i

�

j

Somit ist ((�

i

)

I

;B; (�

i

)

I

) ein Biprodukt. �

5.3 Uni�kation in monoidalen/kommutativen Theo-

rien

Im folgenden wird kurz die Idee bei der Uni�kation in monoidalen Theorien

geschildert. F

�

ur eine umfassende Darstellung sei auf [Nutt92] verwiesen.

Bei der Uni�kation in monoidalen Theorien wird einer Theorie E ein Halbring

S

E

zugeordnet. Ein Uni�kationsproblem �

�

uber E wird dann in ein lineares

Gleichungssystem

�

uber dem Halbring S

E

transformiert, das Gleichungsystem

gel

�

ost und die L

�

osung in eine Substitution zur

�

uck

�

ubersetzt. Diese ist dann ein

allgemeinster Uni�kator f

�

ur �. Schematisch sei der Sachverhalt noch einmal in

Abbildung 5.1 dargestellt.

Uni�kationsproblem  ! lin. Gleichungssystem

# #

Monoidale Theorie  ! Halbring

Abbildung 5.1:

De�nition 5.3.1 (Halbring)

Ein Halbring ist eine Menge S mit verschiedenen Elementen 0 und 1 und zwei

zweistelligen Operationen + und � , so da� (S;+; 0) ein kommutativer Monoid

und (S; �; 1) ein Monoid ist und f

�

ur alle a; b; c 2 S gilt:

1. (a+ b) � c = a � c+ b � c

2. a � (b+ c) = a � b+ a � c
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3. 0 � a = a � 0 = 0

Im Gegensatz zu Ringen besitzen Halbringe also nicht notwendigerweise ein

Inverses bzgl. der Addition.

Beispiel 5.3.2

� Die nat

�

urlichen Zahlen IN zusammen mit +, �, 0 und 1 sind o�ensichtlich

ein Halbring.

� Jeder Ring (mit 1) ist ein Halbring.

F

�

ur monoidale Theorien gilt:

Satz 5.3.3

Seien E eine monoidale Theorie und A eine E-Algebra. Dann ist

(End A;+; 0

A

; �; id

A

)

ein Halbring, wobei id

A

die Identit

�

at auf A bezeichne und die Addition + zweier

Endomorphismen �; � 2 End A durch

a(� + �) := a� + a�

f

�

ur alle a 2 A de�niert ist.

Beweis

Der Beweis ergibt sich durch einfaches Nachrechnen der Halbring-Gesetze, vgl.

[Nutt92, 6.3]. �

F

�

ur eine monoidale Theorie E de�nieren wir nun den kanonischen Halbring S

E

:

De�nition 5.3.4 (kanonischer Halbring)

Sei E eine monoidale Theorie. Dann ist der kanonische Halbring S

E

de�niert

als:

S

E

:= (end F

E

(u);+; 0

F

E

(u)

; �; id

F

E

(u)

)

f

�

ur eine Variable u.

Beispiel 5.3.5

Sei � := �

(0)

�

[ �

(2)

�

[ �

(1)

mit �

(0)

= f0g, �

(1)

= f�g, �

(2)

= f+g und E :=

AG = hE

AG

i

SC

die Theorie abelscher Gruppen. Zur Erinnerung sei erw

�

ahnt,

da� E

AG

�

uber der Signatur � de�niert ist und aus den Identit

�

aten, die festlegen,

da� + die bin

�

are Operation einer abelschen Gruppe mit neutralem Element 0

und Inversionsoperation � ist, besteht.
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In F

E

(fug) gibt es o�ensichtlich nur die folgenden Kongruenzklassen von Ter-

men:

[0]; [u]; [u+ u]; [u+ u+ u]; : : :

kurz

[0u]; [1u]; [2u]; [3u]; : : :

Somit sind die Endomorphismen von F

E

(fug) die Homomorphismen, die ein-

deutig bestimmt sind durch

� u 7! [0u]

� u 7! [1u]

� u 7! [2u]

� u 7! [3u]

.

.

.

Die Addition zweier Endomorphismen �; � 2 End F

E

(fug) ergibt sich somit

folgenderma�en: seien �; � bestimmt durch

� : u 7! [mu] � : u 7! [nu]

Dann ist � + � der Endomorphismus, der eindeutig bestimmt ist durch

(� + �) : u 7! [(m+ n)u] (�)

O�ensichtlich kann man � und � mit m bzw. n in ZZ identi�zieren. (�) liefert

dann, da� f

�

ur �+� entsprechend m+n gilt. Man kann sogar zeigen, da� S

E

�

=

ZZ

gilt (vgl. [Nutt92, 6.4]).

Moduln

�

uber Halbringen sind Verallgemeinerungen von Vektorr

�

aumen

�

uber

K

�

orpern. Da die Multiplikation in einem Halbring jedoch nicht kommutativ

sein mu�, mu� zwischen Links- und Rechtsmoduln unterschieden werden:

De�nition 5.3.6 (Modul)

Ein Linksmodul (bzw. Rechtsmodul)

�

uber einem Halbring S ist ein kom-

mutativer Monoid (M;+; 0) mit einer Skalarmultiplikation

S �M!M bzw. M�S!M;
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so da� f

�

ur alle a; b 2 S und v; w 2 M gilt:

(ab)v = a(bv) bzw. v(ab) = (va)b

(a+ b)v = av + bv bzw. v(a+ b) = va+ vb

a(v + w) = av + aw bzw. (v + w)a = va+ vb

a0 = 0 bzw. 0a = 0

1v = v bzw. v1 = v

0v = 0 bzw. v0 = 0

F

�

ur eine endliche Menge X bezeichne S

X

die Menge der Tupel

�

uber S indiziert

durch Elemente von X . S

X

wird zu einem S-Linksmodul bzw. Rechtsmodul

indem wir die Addition komponentenweise und die Skalarmultiplikation durch

a(b

x

)

x2X

:= (ab

x

)

x2X

bzw. ((b

x

)

x2X

)a := (b

x

a)

x2X

de�nieren. Der Einheits-

vektor e

y

2 S

X

ist das Tupel (a

x

)

x2X

mit a

y

= 1 und a

x

= 0 f

�

ur x 6= y.

Analog wie bei Vektorr

�

aumen de�niert man lineare Abbildungen, wobei man

hier zwischen linkslinearen und rechtslinearen Abbildungen unterscheiden mu�.

Seien M;N Linksmoduln (Rechtsmoduln). Eine Abbildung � : M!N hei�t

linkslinear (rechtslinear), falls f

�

ur alle a 2 S und alle v; w 2 M gilt:

(v + w)� = v� + w�

(av)� = a(v�) bzw. (va)� = (v�)a

0� = 0

Ein Linksmodul (Rechtsmodul)M hei�t frei

�

uber einer Menge von Erzeu-

gern X�M, falls f

�

ur jeden Linksmodul (Rechtsmodul)N und jede Abbildung

g : X!N eine eindeutige linkslineare (rechtslineare) Abbildung �

g

: M!N

existiert, so da� x�

g

= xg f

�

ur alle x 2 X .

Lemma 5.3.7 ([Nutt92, 5.3])

F

�

ur endliches X ist S

X

mit skalarer Links- bzw. Rechtsmultiplikation ein freier

Links- bzw. Rechtsmodul

�

uber fe

x

: x 2 Xg.

Analog wie bei Vektorr

�

aumen kann man bei freien Moduln lineare Abbildungen

durch Matrizen darstellen. Eine linkslineare Abbildung � : S

X

!S

Y

kann durch

eine X�Y -Matrix C

�

= (�

xy

)

x2X;y2Y

mit Eintr

�

agen aus S beschrieben werden,

indem man die Zeile x von C

�

auf e

x

� setzt. Umgekehrt f

�

uhrt jede X�Y -Matrix

C zu einer linkslinearen Abbildung �

C

: S

X

!S

Y

durch v�

c

:= vC.

Analog kann man bei rechtslinearen Abbildungen vorgehen. Insbesondere kann

man jede Matrix einer linkslinearen Abbildung � auch als Matrix einer rechts-

linearen Abbildung �

�

verstehen und umgekehrt. Man spricht dann von der zu

� dualen Abbildung �

�

(vgl. [Nutt92, Abschnitt 5.3]).



5.3. UNIFIKATION IN MONOIDALEN/KOMMUTATIVEN THEORIEN 59

Beispiel 5.3.8

Sei S = ZZ. Betrachte die ZZ-Moduln ZZ

k

f

�

ur k = 2; 3. Dann entspricht der

Matrix

 

1 2 3

4 5 6

!

die linkslineare Abbildung � : ZZ

2

!ZZ

3

mit

(x; y) 7! (1x+ 4y; 2x+ 5y; 3x+ 6y)

und die rechtslineare Abbildung �

�

: ZZ

3

!ZZ

2

mit

(x; y; z) 7! (1x+ 2y + 3z; 4x+ 5y + 6z):

Wir wollen nun mittels zweier Abbildungen die �-Homomorphismen zwischen

freien E-Algebren in Bezug zu linkslinearen Abbildungen zwischen freien S

E

-

Moduln setzen. Da man ein Uni�kationsproblem als Uni�kation von �-Homo-

morphismen verstehen kann (vgl. Lemma 3.5.1), kann auf diese Weise ein Uni-

�kationsproblem in ein algebraisches Problem

�

ubersetzt werden.

Zu einem Homomorphismus � : F

E

(X)!F

E

(Y ) de�nieren wir eine linkslineare

Abbildung �

lin

: S

X

E

!S

Y

E

wie folgt:

F

�

ur x 2 X seien �

x

: F

E

(u)!F

E

(X) de�niert durch

u 7! x

und �

x

: F

E

(X)!F

E

(u) durch

x 7! u

x

0

7! 0 f

�

ur x 6= x

0

.

F

�

ur � : F

E

(X)!F

E

(Y ) sei

�

xy

:= �

x

��

y

und �

lin

: S

X

E

!S

Y

E

sei de�niert durch

(�

xy

)

x2X;y2Y

:

Zu einer linkslinearen Abbildung � : S

X

E

!S

Y

E

geg. durch die Matrix (�

xy

)

x2X;y2Y

de�nieren wir einen �-Homomorphismus �

hom

: F

E

(X)!F

E

(Y ) durch

�

hom

:=

X

x2X;y2Y

�

x

�

xy

�

y
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Beispiel 5.3.9 (Fortsetzung von Beispiel 5.3.5 und 5.3.8)

Identi�zieren wir, wie oben beschrieben, S

E

und ZZ, so ist f

�

ur die linkslineare

Abbildung �, gegeben durch die Matrix

M =

 

1 2 3

4 5 6

!

�

hom

: S

fx

1

;x

2

g

!S

fy

1

;y

2

;y

3

g

eindeutig bestimmt durch

x

1

7! 1y

1

+ 2y

2

+ 3y

3

x

2

7! 4y

1

+ 5y

2

+ 6y

3

:

Andersherum ergibt sich f

�

ur �

hom

gerade M als Matrix der entsprechenden

linkslinearen Abbildung (�

hom

)

lin

.

F

�

ur �

lin

kann man zeigen, da� es ein Isomorphismus (mit Inverser �

hom

) von der

kanonischen Kategorie C

E

auf die Kategorie der endlich erzeugten S

E

-Linksmo-

duln ist (vgl. [Nutt92, Abschnitt 6.2]).

F

�

ur linkslineare Abbildungen �; � : S

X

!S

Y

sei

ker(�; �) := fv 2 S

X

: v� = v�g

und

im � := S

X

� = fb 2 S

Y

: 9v 2 S

X

mit v� = bg

Dann gilt:

Satz 5.3.10 ([Nutt92, 7.2])

Seien �; � : S

X

E

!S

Y

E

und � : S

Y

E

!S

Z

E

linkslineare Abbildungen. Dann gilt:

1. � ist Uni�kator von � und � , im �

�

�ker(�

�

; �

�

)

2. � ist allgemeinster Uni�kator von � und � , im �

�

= ker(�

�

; �

�

)

Ist der Kern von �

�

und �

�

endlich erzeugt, so kann man ein endliches Erzeugen-

densystem (aufgefa�t als Matrix) mittels �

hom

in einen allgemeinsten Uni�kator

�

ubersetzen.

Folgerung 5.3.11 (vgl. [Nutt92, 7.11])

Sei E eine monoidale Theorie und S

E

sei endlich. Dann ist E unit

�

ar.

Beweis

Da S

E

endlich ist, ist jeder Kern von �

�

und �

�

endlich erzeugt. �

Wir verdeutlichen die obigen

�

Uberlegungen an einem Beispiel:
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Beispiel 5.3.12 (Fortsetzung von Beispiel 5.3.9)

Seien Y = fy

1

; y

2

g, s = y

1

+ y

1

+ y

2

und t = y

1

+ y

1

+ y

2

+ y

2

. De�niere �,

� : F

E

(fxg)!F

E

(Y ) durch

x� = y

1

+ y

1

+ y

2

x� = y

1

+ y

1

+ y

2

+ y

2

kurz

x� = 2y

1

+ 1y

2

x� = 2y

1

+ 2y

2

:

Betrachte im folgenden �, � als Uni�kationsproblem (im Sinne von Lemma

3.5.1).

Die zugeh

�

origen linkslinearen Abbildungen lauten dann (in Matrixdarstellung

�

uber ZZ):

C

�

lin

= (2; 1) C

�

lin

= (2; 2)

Der Kern von (�

lin

)

�

und (�

lin

)

�

, d.h. die Menge

( 

z

1

z

2

!

2 ZZ

2

: (2; 1)

 

z

1

z

2

!

= (2; 2)

 

z

1

z

2

!)

ist dann durch den Vektor v = (1; 0)

tr

erzeugt. Als als Matrix einer linksli-

nearen Abbildung aufgefa�t entspricht v der Substitution � : F

E

(Y )!F

E

(Z)

de�niert durch y

1

7! z und y

2

7! 0 mit Z = fzg. � ist nach dem vorigen Satz

allgemeinster Uni�kator.

Es sei noch folgendes Resultat genannt, welches dahingehend interpretiert wer-

den kann, da� das Konzept der monoidalen Theorien alle Uni�kationsprobleme

umfa�t, bei denen Uni�katoren durch L

�

osen von linearen Gleichungssystemen

bestimmt werden k

�

onnen.

Lemma 5.3.13 ([Nutt92, 6.3])

F

�

ur jeden Halbring S existiert eine monoidale Theorie E , so da� S und S

E

isomorph sind.



Kapitel 6

Uni�kation in primalen

Algebren

Ziel dieses Kapitels ist es, die Uni�kation in primalen Algebren auf die Uni�ka-

tion in monoidalen Theorien zur

�

uckzuf

�

uhren, statt Verfahren vorzustellen, die

direkt f

�

ur primale Algebren entwickelt worden sind.

Dazu werden im ersten Abschnitt primale Algebren und einige ihrer Eigenschaf-

ten vorgestellt. Insbesondere wird gezeigt, da� primale Algebren und monoidale

Theorien nicht

�

aquivalent sind, so da� man nicht direkt Uni�kationsalgorithmen

f

�

ur monoidale Theorien f

�

ur die Uni�kation in primalen Algebren

�

ubernehmen

kann.

Im zweiten Abschnitt wird allerdings ein

�

Ubersetzungsschritt vorgestellt, der es

erlaubt, die Uni�kation in primalen Algebren auf die Uni�kation in monoidalen

Theorien zur

�

uckzuf

�

uhren.

6.1 Primale Algebren

Zun

�

achst die De�nition einer primalen und zur Verdeutlichung die einer funk-

tionalvollst

�

andigen Algebra:

De�nition 6.1.1 (Primale/funktionalvollst

�

andige Algebren)

Eine Algebra A = (A;�) hei�t primal (bzw. funktional vollst

�

andig) :,

8n 2 IN 8f : A

n

!A gibt es eine Termfunktion t

A

(bzw. Polynomfunktion p

A

)

mit

f(a

1

; : : : ; a

n

) = t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) 8a

1

; : : : ; a

n

2 A

bzw.

f(a

1

; : : : ; a

n

) = p

A

(a

1

; : : : ; a

n

) 8a

1

; : : : ; a

n

2 A

62
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Beispiel 6.1.2

Betrachten wir folgende boolesche Algebren:

� B = (f0; 1g; fxor;^g) mit der

�

ublichen Interpretation von xor und ^ ist

funktional vollst

�

andig aber nicht primal, da man das Element 1 nicht

durch eine Termfunktion darstellen kann.

� B = (f0; 1g; fxor;^; 1g) ist daher primal.

� B = (f0; 1g; f_;�g) ist primal. Das hei�t, primale Algebren haben nicht

notwendigerweise Konstanten in der Signatur.

Bisweilen bereitet es jedoch Probleme, keine Konstante in der Signatur zu haben

(betrachte F

A

(;)), so da� wir uns in diesen F

�

allen die Signatur tempor

�

ar um

ein Konstantensymbol erweitert denken.

Die n

�

achsten beiden Resultate liefern einige Aussagen

�

uber die Struktur prima-

ler Algebren.

Lemma 6.1.3

Eine primale Algebra A ist einfach, das hei�t, sie besitzt nur die trivialen Kon-

gruenzen, und hat keine echten Unteralgebren.

Beweis

Sei � Kongruenzrelation von A = (A;�

A

), a � b (�), a 6= b, und c; d 2 A.

Sei die Operation p so, da� ap = c und bp = d. Aus a � b (�) folgt dann

c = ap � bp = d (�). Somit ist � = A � A. Sei A

0

= (A

0

;�

A

0

) � A. F

�

ur a 2 A

sei p

a

derart, da� bp

a

= a f

�

ur alle b 2 A. Dann ist

S

a2A

A

0

p

a

� A, also A � A

0

.

�

Lemma 6.1.4

Jede primale Algebra A ist gleichungsvollst

�

andig, das hei�t, nimmt man zu den

in A g

�

ultigen Gleichungen weitere hinzu, so erf

�

ullt nur noch die triviale Algebra

die erhaltene Menge von Gleichungen.

Beweis

Sei K = HSP (A). Dann ist F

K

(;)

�

=

A. Falls K

1

�K und K

1

gleichungsde�niert

ist, dann ist F

K

1

(;) homomorphes Bild von F

K

(;). Wegen der Einfachheit folgt

die Behauptung. �

Lemma 6.1.5

Jede primale Algebra ist endlich.

Beweis

�

Uber unendlichem Universum existieren

�

uberabz

�

ahlbar viele Funktionen, die

Menge der Termfunktionen ist aber abz

�

ahlbar. �

Gem

�

a� Kapitel 3.3 betrachten wir bei der Uni�kation in Algebren statt der

Algebra selbst die zugeh

�

orige freie Algebra. F

�

ur diese gilt:
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Lemma 6.1.6

Seien A = (A;�

A

) eine primale Algebra, f : A

n

!A, g

i

: A

m

i

!A und l :=

maxfn;m

1

; : : : ; m

n

g f

�

ur i 2 f1; : : : ; ng.

1. Dann existieren t

f

; t

g

i

2 T (�; X) f

�

ur X := fx

1

; : : : ; x

l

g mit Var(t

f

) =

fx

1

; : : : ; x

n

g, Var(t

g

i

) = fx

1

; : : : ; x

m

i

g und

t

A

f

= f; t

A

g

i

= g

i

f

�

ur i 2 f1; : : : ; ng.

2. F

�

ur h : A

m

!A, h : (a

1

; : : : ; a

l

) 7! f(g

1

(a

1

; : : : ; m

1

); : : : ; g

n

(a

1

; : : : ; a

m

n

))

und t

h

:= t

f

fx 7! t

g

1

; : : : ; x

n

7! t

g

n

g gilt

h

A

= t

A

h

Beweis

einfaches Nachrechnen. �

Daher schreiben wir statt t

f

fx

1

7! t

g

1

; : : : ; x

n

7! t

g

n

g suggestiver

t

h

(x

1

; : : : ; x

l

) = t

f

(t

g

1

(x

1

; : : : ; x

m

1

); : : : ; t

g

n

(x

1

; : : : ; x

m

n

)):

Da in einer primalen Algebra A jede Funktion als Termfunktion darstellbar ist

und jedes Element a 2 A eine konstante Funktion de�niert, gibt es zu jedem

Element a 2 A einen Term t

a

mit t

A

a

= a. Also gilt:

Lemma 6.1.7 (Erreichbarkeit)

Jedes Element a einer primalen Algebra A ist erreichbar.

Mit Folgerung 4.2.6 besitzt also jede primale Algebra die Symbolisierbarkeits-

eigenschaft. Insbesondere ist also L

�

osbarkeit durch Uni�kation zu entscheiden

(vgl. Kapitel 4).

Die folgenden

�

Uberlegungen zeigen, da� man sogar die L

�

osbarkeit einer Glei-

chung (

�

uber der Signatur �) in einer beliebigen endlichen �-Algebra mit Hilfe

der Uni�kation in primalen Algebren entscheiden kann.

Wie bereits in Kapitel 3 erw

�

ahnt, kann man jede endliche �-Algebra zu einer �

0

-

Algebra erweitern, in der jedes Element erreichbar ist, indem man jedes Element

des Universums als nullstelliges Funktionssymbol zur Signatur hinzunimmt und

geeignet interpretiert. F

�

ugt man weitere Funktionen hinzu, so kann man sogar

jede endliche Algebra zu einer primalen Algebra erweitern:

De�nition 6.1.8 (primale Erweiterung)

F

�

ur eine Algebra A = (A;�) mit A = f0; : : : ; q � 1g sei

�

A := (A;

�

�) de�niert

durch

�

� := �

�

[ f0; : : : ; q � 1; C

0

; : : : ; C

q�1

;+; �g

mit folgender Interpretation in

�

A:
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� 8i 2 A : i

�

A

= i

� 8i 2 A; 8x 2 A : C

�

A

i

(x) =

(

q � 1 falls x = i

0 sonst

� 8(x; y) 2 A

2

: x+

�

A

y = max(x; y)

� 8(x; y) 2 A

2

: x �

�

A

y = min(x; y)

� 8f 2 � sei f

�

A

= f

A

�

A hei�t die primale Erweiterung von A.

Lemma 6.1.9

Sei

�

A die primale Erweiterung einer endlichen Algebra A. Dann ist

�

A primal.

Beweis

Analog zu Beweis von Lemma 6.2.1. �

Satz 6.1.10

Sei A = (A;�

A

) eine endliche �-Algebra und

�

A die primale Erweiterung von

A. F

�

ur eine Gleichung s = t

�

uber der Signatur � gilt dann:

s = t l

�

osbar in A , Es gibt einen

�

A-Uni�kator f

�

ur s = t

Beweis

Sei X := fx

1

; : : : ; x

n

g = Var(s) [ Var(t). s = t ist genau dann l

�

osbar in A,

wenn

(A; �) j= s = t

f

�

ur eine Belegung � : X!A.

"

)\: Sei s = t l

�

osbar und � : X!A erf

�

ullende Belegung, de�niert durch x

i

7! a

i

f

�

ur i 2 f1; : : : ; ng. Da

�

A primal ist, existieren t

a

i

2 T (�; X) mit t

�

A

a

i

= a

i

.

De�niere � : T (

�

�; X)!T (

�

�; Y ) durch x

i

7! t

a

i

f

�

ur i 2 f1; : : : ; ng. Dann gilt

�

A j= s� = t�, so da� � Uni�kator ist.

"

(\: Sei � : F

�

A

(X)!F

�

A

(Y ) ein

�

A-Uni�kator f

�

ur s = t mit Y = fy

1

; : : : ; y

m

g =

Var(X�) gegeben durch x

i

7! t

i

f

�

ur i 2 f1; : : : ; ng. Dann ist auch jede Instanz

von � ein Uni�kator von s = t. Sei � : F

�

A

(Y )!F

�

A

(Z) gegeben durch y

i

7! 0.

Dann gilt f

�

ur ��, da� x

i

�� = s

i

mit s

�

A

i

2 A. Dann ist � : X!A de�niert durch

x

i

7! s

�

A

i

o�ensichtlich eine erf

�

ullende Belegung. �

Wir zeigen nun, da� sich die die Uni�kation in einer primalen Algebra sich i.a.

nicht direkt auf die Uni�kation in einer monoidalen Theorie zur

�

uckf

�

uhren l

�

a�t,

d.h. die freie Algebra einer primalen Algebra i.a. nicht

�

aquivalent zu der einer

monoidalen Theorie ist.
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Satz 6.1.11

Sei A = (A;�

A

) eine primale Algebra mit jAj � 2, F

A

(V ) freie Algebra zu A.

Dann existiert keine monoidale Theorie E , so da�

F

A

(V ) � F

E

(V )

Beweis

OBdA sei A = f0; 1; : : :g�IN. Falls � keine idempotente Konstante e enth

�

alt,

besitzt C

A

kein Nullobjekt (vgl. Satz 5.2.2) und kann somit keine semiadditive

Kategorie sein. Besitze � daher im folgenden eine idempotente Konstante e.

OBdA sei e

A

= 0. Betrachte die Operation � : A!A de�niert durch x 7! 1 f

�

ur

alle x 2 A.

Da A primal ist, existiert t

�

2 T (�; X) f

�

ur X := fxg mit

t

A

�

= �

t

�

kann jedoch nicht existieren, denn

1. falls Var(t

�

) = ; w

�

are, w

�

urde, da e idempotent ist, t

�

=

F

A

(X)

e und

somit (t

�

)

A

= e

A

= 0 6= 1 gelten, Widerspruch!

2. falls Var(t

�

) = fxg w

�

are, w

�

urde (t

�

� fx 7! eg)

A

= 1 6= 0 = e

A

und somit

t

�

� fx 7! eg 6=

F

A

(X)

e im Widerspruch zur Idempotenz von e gelten.

�

Mit Lemma 5.3.13 folgt somit, da� man ein Uni�kationsproblem

�

uber einer

primalen Algebra (mit mehr als zwei Elementen) nicht in ein lineares Glei-

chungssystem

�

uber einem Halbring

�

ubersetzen kann, so da� ein allgemeinster

Uni�kator genau der Homomorphismus ist, der durch ein Erzeugendensystem

des Kerns de�niert wird.

Im n

�

achsten Abschnitt

�

uberlegen wir uns jedoch, da� man ein Uni�kationspro-

blem

�

uber einer primalen Algebra in ein lineares Gleichungssystem

�

uber einem

Halbring

�

ubersetzen kann, so da� ein allgemeinster Uni�kator durch ein Erzeu-

gendensystem des Kerns bestimmt werden kann.

6.2 Uni�kation in primalen Algebren durch Uni�ka-

tion in monoidalen Theorien

In diesem Abschnitt soll ein Algorithmus f

�

ur die Uni�kation in primalen Alge-

bren vorgestellt werden, der einen Uni�kationsalgorithmus f

�

ur monoidale Theo-

rien verwendet. Dieser Algorithmus soll einen allgemeinsten Uni�kator f

�

ur ein
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gegebenes Uni�kationsproblem bestimmen. Er basiert auf dem in [B

�

u90] vorge-

stellten Verfahren.

Die

�

Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt zeigen, da� es i.a. nicht m

�

oglich

ist, das Uni�kationsproblem

�

uber der primalen Algebra mittels einer Signa-

turtransformation in ein

�

aquivalentes Problem

�

uber einer monoidalen Theorie

zu transformieren und hier den Uni�kator mit dem gegebenen Algorithmus zu

bestimmen. Wir werden daher anders vorgehen:

1. Das gegebene Uni�kationsproblem

�

uber der primalen Algebra wird zu-

n

�

achst in eine bestimmte syntaktische Form gebracht, in die sog. Post-

Normalform.

2. Anschlie�end wird das Uni�kationsproblem in ein (nicht

�

aquivalentes)

Uni�kationsproblem

�

uber einer monoidalen Theorie

�

ubersetzt. F

�

ur dieses

wird ein Uni�kator mit Hilfe eines gegebenen Algorithmus f

�

ur monoidale

Theorien berechnet.

3. Dieser wird geeignet modi�ziert und genau dann in einen allgemeinsten

Uni�kator f

�

ur das urspr

�

ungliche Uni�kationsproblem

�

ubersetzt, wenn die-

ses uni�zierbar ist.

Zun

�

achst jedoch einige Vor

�

uberlegungen.

Lemma 6.2.1

Sei A = (A;�

A

) primale Algebra mit (oBdA ) A = f0; : : : ; q� 1g und sei A

0

=

(A;�

0A

) mit �

0

= f0; : : : ; q � 1; C

0

; : : : ; C

q�1

;+; �gmit folgender Interpretation

in A

0

:

� 8i 2 A : i

A

0

= i

� 8i 2 A; 8x 2 A : C

A

0

i

(x) =

(

q � 1 falls x = i

0 sonst

� 8(x; y) 2 A

2

: x+

A

0

y = max(x; y)

� 8(x; y) 2 A

2

: x �

A

0

y = min(x; y)

Dann ist A

0

primal.

Beweis

Wir m

�

ussen zeigen, da� jede Funktion f : A

k

!A als Termfunktion darstellbar

ist. Sei f : A

k

!A gegeben durch

(0; : : : ; 0) 7! i

1

(0; : : : ; 1) 7! i

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(q � 1; : : : ; q � 1) 7! i

q

k
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Setze t

f

= i

1

�C

0

(x

1

) � � � � �C

0

(x

k

) + � � �+ i

q

k

�C

q�1

(x

1

) � � � � �C

q�1

(x

k

). Dann

ist o�ensichtlich t

A

f

= f (

"

t

f

kodiert die Wertetabelle von f\). �

Folgerung 6.2.2

Seien A und A

0

wie im vorigen Lemma. Dann sind A und A

0

�

aquivalent.

Beweis

Da A und A

0

als primale Algebren

�

uber gleichem Universum die gleichen Term-

funktionen haben, folgt die Aussage direkt aus Lemma 3.6.5. �

Sei daher im folgenden A = (A;�

A

) eine primale �-Algebra mit

A = f0; : : : ; q � 1g

� = f0; : : : ; q � 1; C

0

; : : : ; C

q�1

;+; �g

mit �

A

wie in Lemma 6.2.1. Wir schreiben statt a � b kurz ab und setzen (je

nach Kontext) ? := 0 oder ? := 0 und > := q � 1 oder > := q � 1.

6.2.1 Atome

Sei im folgenden � ein Uni�kationsproblem

�

uber der primalen Algebra A mit

X

A

:= Var(�) = fx

1

; : : : ; x

k

g.

De�nition 6.2.3 (Atome, Post-Normalform)

� Die Menge der Atome von A bzgl. X

A

ist de�niert durch

At(A; X

A

) := fC

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

) : (i

1

; : : : ; i

k

) 2 A

k

g

� Sei t 2 F

A

(X

A

). Zu t de�nieren wir

^

t 2 T (�; X

A

) durch

1

^

t =

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

(i

1

; : : : ; i

k

)t

A

C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

)

Dann hei�t

^

t Post-Normalform oder vollst

�

andige disjunktive Nor-

malform von t, kurz

^

t := PN (t).

� F

�

ur ein Gleichungssystem � ist PN (�) de�niert durch

PN (�) := fPN (s) = PN (t) : s = t 2 �g

Die Post-Normalform eines Terms t 2 F

A

(X

A

), genauer die Post-Normalform

einer Kongruenzklasse t 2 F

A

(X

A

), ist ein Vertreter

^

t 2 T (�; X

A

) von t:

1

Genaugenommen ist t eine Kongruenzklasse von Termen. Mit t

A

ist die induzierte Term-

funktion eines beliebigen Vertreters von t gemeint. Da f

�

ur je zwei Vertreter t

1

und t

2

der

Klasse gilt, da� t

A

1

= t

A

2

ist, ist t

A

wohlde�niert.
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Lemma 6.2.4

Sei t 2 F

A

(X

A

) und

^

t := PN (t). Dann gilt:

t =

F

A

(X

A

)

^

t

Beweis

F

�

ur alle (j

1

; : : : ; j

k

) 2 A

k

gilt

(j

1

; : : : ; j

k

)

^

t

A

=

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

(i

1

; : : : ; i

k

)t

A

A

C

A

i

1

(j

1

) : : :C

A

i

k

(j

k

)

= (j

1

; : : : ; j

k

)t

A

Somit gilt

^

t

A

= t

A

, und mit Satz 3.3.1 folgt die Behauptung. �

Im folgenden werden wir des

�

ofteren { wie im obigen Beweis { Gleichheit von

Termen in F

A

(Y

A

) durch Gleichheit der induzierten Termfunktionen zeigen

(vgl. Satz 3.3.1), ohne explizit darauf hinzuweisen.

Wir

�

uberlegen uns nun, wie Atome mittles Homomorphismen abgebildet wer-

den:

Lemma 6.2.5

Sei � : F

A

(X

A

)!F

A

(Y

A

) ein Homomorphismus. Dann gilt

(H1) (a�)(b�) = ? f

�

ur alle a; b 2 At(A; X

A

), a 6= b.

(H2)

P

a2At(A;X

A

)

a� = >

(H3) (i

1

; : : : ; i

l

)(a�)

A

2 f?;>g f

�

ur jedes a 2 At(A; X

A

) und jede Belegung

(i

1

; : : : ; i

l

) 2 A

l

, l := jY

A

j.

Beweis

F

�

ur jede Belegung � : X

A

!A nimmt genau ein Atom aus At(A; X

A

) den Wert

> an. Mit Satz 3.3.1 folgt dann, da� ab =

F

A

(X

A

)

? f

�

ur unterschiedliche Atome

a; b 2 At(A; X

A

) und

P

a2At(A;X

A

)

a =

F

A

(X

A

)

>.

(H1) (a�)(b�) =

F

A

(Y

A

)

(ab)� =

F

A

(Y

A

)

?� =

F

A

(Y

A

)

? f

�

ur alle a; b 2 At(A; X

A

),

a 6= b.

(H2)

P

a2At(A;X

A

)

a� =

F

A

(Y

A

)

(

P

a2At(A;X

A

)

a)� =

F

A

(Y

A

)

>� =

F

A

(Y

A

)

>

(H3) Sei a 2 At(A; X

A

), a = C

j

1

(x

1

) : : :C

j

k

(x

k

) und (i

1

; : : : ; i

l

) 2 A

l

. Dann ist

(i

1

; : : : ; i

l

)(a�)

A

= (i

1

; : : : ; i

l

)((C

j

1

(x

1

) : : :C

j

k

(x

k

))�)

A

= (i

1

; : : : ; i

l

)(C

j

1

(x

1

�) : : :C

j

k

(x

k

�))

A

= C

A

j

1

((i

1

; : : : ; i

l

)(x

1

�)

A

) : : :C

A

j

k

((i

1

; : : : ; i

l

)(x

k

�)

A

)

Da C

A

j

r

(i) 2 f?;>g f

�

ur alle r 2 f1; : : : ; kg und i 2 A ist die Behauptung

klar.
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�

(H1) besagt, da� Produkte der Bilder von Atomen konstant ? sein m

�

ussen.

(H2) besagt, da� die Summe der Bilder aller Atome konstant > sein mu�.

(H3) besagt, da� die den Atomen zugeordneten Terme, interpretiert als Term-

funktion

�

uber A, Funktionen sind, die evaluiert in A lediglich die Bilder > und

? haben.

Gelten andererseits f

�

ur eine Abbildung der Atome die Bedingungen (H1) { (H3),

so de�niert diese Abbildung auf eindeutige Weise einen Homomorphismus:

Satz 6.2.6

Seien X

A

:= fx

1

; : : : ; x

k

g,A = (f0; : : : ; q�1g;�

A

) und ' : At(A; X

A

)!F

A

(Y

A

)

mit

(H1) (a')(b') = ?, f

�

ur alle a; b 2 At(A; X

A

), a 6= b.

(H2)

P

a2At(A;X

A

)

a' = >

(H3) (i

1

; : : : ; i

l

)(a')

A

2 f?;>g f

�

ur jedes a 2 At(A; X

A

) und jede Belegung

(i

1

; : : : ; i

l

) 2 A

l

, l := jY

A

j.

Dann gilt f

�

ur � : T (�; X

A

)!F

A

(Y

A

) de�niert durch

� : x

j

7!

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))'

f

�

ur j 2 f1; : : : ; kg, da�

a� = a' 8a 2 At(A; X

A

)

Gilt f

�

ur einen Homomorphismus �

0

: T (�; X

A

)!F

A

(Y

A

), da� a�

0

= a' 8a 2

At(A; X

A

), so ist �

0

= �, das hei�t, die Bilder der Atome bestimmen auf ein-

deutige Weise einen Homomorphismus.

Beweis

Zun

�

achst

�

uberlegen wir uns, da�

(i

1

; : : : ; i

l

)(a')

A

= > ) (i

1

; : : : ; i

l

)(b')

A

= ? (�)

f

�

ur alle b 2 At(A; X

A

), b 6= a und l := jVar(a')[Var(b')j und ein (i

1

; : : : ; i

l

) 2

A

l

, das hei�t, ist f

�

ur eine Belegung (a')

A

= >, so gilt f

�

ur jedes andere Atom b,

da� (b')

A

= ? f

�

ur diese Belegung ist. Denn angenommen, es g

�

abe (i

1

; : : : ; i

l

)

mit

(i

1

; : : : ; i

l

)(a')

A

= > = (i

1

; : : : ; i

l

)(b')

A
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f

�

ur ein b 6= a, dann gilt nicht

(a')(b') = ?

im Widerspruch zu (H1). Also mu� gelten (i

1

; : : : ; i

l

)(b')

A

6= > und mit (H3)

sogar (i

1

; : : : ; i

l

)(b')

A

= ?.

Betrachten wir nun C

h

(x

j

)� = C

h

(x

j

�):

Die folgende Rechnung betrachtet die zu den Termen geh

�

origen Termfunktio-

nen angewendet auf eine Belegung. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden

jedoch Terme anstelle der Termfunktionen geschrieben.

2

C

h

(x

j

�) = C

h

0

@

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))'

1

A

=

(

> falls

P

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = h

? sonst

Wir untersuchen jetzt, wann

P

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = h gilt:

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = h

,

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

�h

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = h;

da f

�

ur i

j

< h das Produkt i

j

� (: : :) < h ist und somit nichts zum Maximum

beitr

�

agt.

1. Fall: h > 0:

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

�h

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = h

, a)

X

(i

1

;:::;i

j�1

;h;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

h(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

h

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = h

und

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

>h

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' � h

oder

b)

X

(i

1

;:::;i

j�1

;h;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

h(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

h

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))' < h

und

2

Wir schreiben z.B. C

h

(x

j

�) anstelle von (i

1

; : : : ; i

l

)(C

h

(x

1

�))

A

.
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X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

>h

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))'

| {z }

2f>;?g

= h

b) ist nicht m

�

oglich, da die zweite Bedingung von b) aufgrund von (H3) nicht

erf

�

ullbar ist, also

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

�h

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = h

,

X

(i

1

;:::;i

j�1

;h;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

h(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

h

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = h

und

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

>h

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' � h

(H3)

,

X

(i

1

;:::;i

j�1

;h;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

h

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = >

und

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

>h

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = ?

(�)

,

X

(i

1

;:::;i

j�1

;h;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

h

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = >

Beachte bei der letzten Umformung, da� die Aussage von (�) gerade besagt,

da� die erste Bedingung die zweite impliziert, so da� diese weggelassen werden

kann.

Also gilt f

�

ur h > 0 (in F

A

(Y

A

))

C

h

(x

j

�) =

X

(i

1

;:::;i

j�1

;h;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

h

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))'

2. Fall: h = 0

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

�0

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = 0

, a)

X

(i

1

;:::;i

j�1

;0;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

0

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = >

und

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

>0

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = ?

oder

b)

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = ?
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b) ist nach (H2) nicht m

�

oglich, also

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

�0

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = 0

,

X

(i

1

;:::;i

j�1

;0;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

0

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = >

und

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

>0

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = ?

(�)

,

X

(i

1

;:::;i

j�1

;0;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

0

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))' = >

Also gilt auch f

�

ur h = 0 (in F

A

(Y

A

))

C

h

(x

j

�) =

X

(i

1

;:::;i

j�1

;h;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

h

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))'

Somit gilt f

�

ur

(C

h

1

(x

1

) : : :C

h

k

(x

k

))�

= C

h

1

(x

1

�) : : :C

h

k

(x

k

�)

=

Y

h

j

2fh

1

;:::;h

k

g

X

(i

1

;:::;i

j�1

;h

j

;i

j+1

;:::;i

k

)2A

k

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

j�1

(x

j�1

)C

h

j

(x

j

)C

i

j+1

(x

j+1

) : : :C

i

k

(x

k

))'

Multipliziert man dieses Produkt aus, so erh

�

alt man eine Summe

�

uber Glieder

der Form

(C

h

1

(x

1

)Rest

1

)' � (C

h

2

(x

2

)Rest

2

)' � : : : � (C

h

k

(x

k

)Rest

2

)'

Nach (H1) ist dieses Produkt nur dann ungleich ?, wenn die C

h

i

(x

i

)Rest

i

die-

selben Atome sind also gleich dem Atom C

h

1

(x

1

) : : :C

h

k

(x

k

) sind. Somit gilt:

(C

h

1

(x

1

) : : :C

h

k

(x

k

))� = (C

h

1

(x

1

) : : :C

h

k

(x

k

))'

Es ist noch die Eindeutigkeit von � zu zeigen: Sei �

0

: T (�; X

A

)!F

A

(Y

A

)

Homomorphismus mit a�

0

= a' f

�

ur alle a 2 At(A; X

A

). Dann gilt:

x

j

� =

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))'

=

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))�

0

=

0

@

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

)

1

A

�

0

= x

j

�

0



74 KAPITEL 6. UNIFIKATION IN PRIMALEN ALGEBREN

f

�

ur alle j 2 f1; : : : ; kg und somit � = �

0

. �

Folgerung 6.2.7

Eine Substitution � : F

A

(X

A

)!F

A

(Y

A

) ist eindeutig durch die Bilder der Ato-

me a� f

�

ur a 2 At(A; X

A

) bestimmt.

6.2.2 q-max-Theorie

Wir betrachten nun die Gleichungstheorie, in die wir unser Uni�kationsproblem

�

ubersetzen wollen:

De�nition 6.2.8 (q-max-Theorie)

Seien q 2 IN, 


(0)

= f0g;


(2)

= f+g;


(1)

= fh

0

; : : : ; h

q�1

g;
 = 


(0)

[ 


(2)

[




(1)

. Sei X

E

eine Menge von Variablen, E

q

�T (
; X

E

)

2

enthalte neben den Iden-

tit

�

aten, die besagen, da� + kommutativ, assoziativ und 0 neutral f

�

ur + ist,

genau die folgenden:

y + y = y

8h 2 


(1)

h(0) = 0

8h 2 


(1)

h(y

1

+ y

2

) = h(y

1

) + h(y

2

)

h

0

(y) = 0

8h

i

; h

j

2 


(1)

; j > 0 h

i

(h

j

(y)) = h

i

(y)

8h

i

; h

j

2 


(1)

h

i

(y) + h

j

(y) = h

maxfi;jg

(y)

wobei y; y

1

; y

2

2 X

E

. Dann hei�t E

q

= hE

q

i

SC

q-max-Theorie.

Die q-max-Theorie ist o�ensichtlich eine monoidale Theorie. Sie ist so konstru-

iert, da� die Homomorphismensymbole h

i

2 


(1)

sich wie die Elemente i der

primalen Algebra bzgl. + verhalten.

O�ensichtlich gibt es in der q-max-Theorie bzgl. einer Variablen y nur die fol-

genden

�

Aquivalenzklassen von Termen:

[0]; [y]; [h

i

(y)]; [y+ h

i

(y)] (i 2 Anf0g)

Hieraus ergeben sich direkt die

�

Aquivalenzklassen von Termen

�

uber beliebi-

ger Variablenmenge. Analog wie bei Termen

�

uber primalen Algebren (Post-

Normalform) m

�

ochten wir besondere Vertreter dieser Klassen auszeichnen:

De�nition 6.2.9 (H-Normalform)

Sei E

q

eine q-max-Theorie

�

uber der Signatur 
 und der Variablenmenge X

E

mit




(1)

= fh

0

; : : : ; h

q�1

g und X

E

= fy

1

; : : : ; y

n

g. Sei t 2 F

E

q

(X

E

) gegeben durch

t = [0] oder t = [

X

j2J;i2I

j

h

j

(y

i

) +

X

r2R

y

r

]



6.2. DAS VERFAHREN 75

f

�

ur geeignete Indexmengen J , R und -familie (I)

j2J

mit J [R 6= ; und I

j

6= ;

f

�

ur alle j 2 J .

Dann de�nieren wir � : F

E

q

(X

E

)!T (
; X

E

) durch

�

t = 0 bzw.

�

t =

X

j2J;i2I

j

h

j

(y

i

) +

X

r2R

y

r

und nennen

�

t die H-Normalform von t.

Wir zeigen nun, da� eine q-max-Theorie E

q

unit

�

ar ist. Dazu betrachten wir

den zu E

q

kanonischen Halbring S

E

q

. Zur Wiederholung sei erw

�

ahnt, da� der

kanonische Halbring einer monoidalen Theorie aus den Endomorphismen der

zugeh

�

origen freien Algebra

�

uber einer Variablen y besteht. Da die betre�enden

Homomorphismen eindeutig durch das Bild t von y bestimmt sind, betrachten

wir die Terme t

�

uber einer Variablen y. Wie oben bereits erw

�

ahnt existieren

hier nur die folgenden

�

Aquivalenzklassen von Termen:

[0]; [y]; [h

i

(y)]; [y+ h

i

(y)] (i 2 Anf0g)

Das hei�t, die Menge aller Endomorphismen ~� 2 End F

E

q

(fyg) ist die Menge

der Homomorphismen, die eindeutig bestimmt sind durch

� y 7! [0]

� y 7! [y]

� y 7! [h

i

(y)] (i 2 Anf0g)

� y 7! [y + h

i

(y)] (i 2 Anf0g)

Insbesondere ist jS

E

q

j <1, so da� mit Folgerung 5.3.11 gilt:

Satz 6.2.10

Die q-max-Theorie E

q

ist unit

�

ar.

Da bei monoidalen Theorien immer ein Uni�kator existiert (ersetze jede Varia-

ble durch 0), bedeutet dies, da� bei der q-max-Theorie immer ein allgemeinster

Uni�kator existiert.

Aus Gr

�

unden der

�

Ubersichtlichkeit k

�

urzen wir ab:

0 := y 7! [0]

1 := y 7! [y]

h

i

:= y 7! [h

i

(y)] (i 2 Anf0g)

h

y

i

:= y 7! [y + h

i

(y)] (i 2 Anf0g)
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Anstelle von 0 verwenden wir auch die Bezeichnung h

0

. Schreibt man f

�

ur die

Addition auf F

E

q

(fyg) + und f

�

ur die Komposition von Homomorphismen auf

F

E

q

(fyg) �, so gelten die folgenden Gleichungen in S

q

:= S

E

q

, wie man durch

leichtes Nachrechnen best

�

atigt:

F

�

ur alle r 2 S

q

und i; j 2 f0; : : : ; q � 1g ist

r + r = r

0 + r = r + 0 = r

1 + h

i

= h

i

+ 1 = h

y

i

h

i

+ h

j

= h

max(i;j)

0 � r = r � 0 = 0

r � 1 = 1 � r = r

h

i

� h

j

=

(

0 j = 0

h

i

j > 0

6.2.3 A/E-Transformation

�

Ahnlich wie bei der Signaturtransformation setzen wir eine primale Algebra A

in Beziehung zu einer q-max-Theorie E

q

. Statt jedoch jedem 
achen Term in

F

A

(X

A

) einen Term in F

E

q

(X

E

) zuzuordnen, bilden wir ein Atom, genauer ein

Atom mit Vorfaktor, auf einen Term in F

E

q

(X

E

) ab:

De�nition 6.2.11 (�, �

0

)

Sei X

A

= fx

1

; : : : ; x

k

g und X

E

= fy

1

; : : : ; y

n

g mit n = jAj

k

.

� � : F

A

(X

A

)!F

E

q

(X

E

) wird folgenderma�en de�niert: Sei t 2 F

A

(X

A

)

und

^

t =

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

j

(i

1

;:::;i

k

)

C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

)

die Post-Normalform von t. Dann ist

t� =

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

h

j

(i

1

;:::;i

k

)

(y

(i

1

;:::;i

k

)

)

wobei y

(i

1

;:::;i

k

)

:= y

i

mit i =

P

k

r=1

i

r

q

k�r

+ 1.

� �

0

: F

E

q

(X

E

)!F

A

(X

A

) wird folgenderma�en de�niert: Sei t

0

2 F

E

q

(X

E

)

und

�

t

0

= 0 oder

�

t

0

=

X

j2J;i2I

j

h

j

(y

i

) +

X

r2R

y

r
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f

�

ur geeignete Indexmengen J; I

j

und R. Dann ist

t

0

�

0

= ?

bzw.

t

0

�

0

=

X

j2J;i2I

j

jC

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

) +

X

r2R

C

r

1

(x

1

) : : :C

r

k

(x

k

)

wobei (i

1

; : : : ; i

k

) und (r

1

; : : : ; r

k

) derart seien, da� i =

P

k

v=1

i

v

q

k�v

+ 1

und r =

P

k

v=1

r

v

q

k�v

+ 1.

Das hei�t, die Atome C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

) werden mittels � der Variablen y

i

zugeordnet, wobei i dem um 1 erh

�

ohten q-n

�

aren Wert von i

1

: : : i

k

entspricht.

Dann wird die Konstante j vor einem Atom auf den entsprechenden Homo-

morphismus h

j

(y

i

) abgebildet. Wir erhalten also mittels � nur Terme, deren

H-Normalform entweder nur aus der 0 oder aus Summen von Homomorphismen

besteht. �

0

macht im wesentlichen das Umgekehrte von �. Allerdings wird eine

Variable y genau wie auch der Term h

q�1

(y) auf denselben Term in F

A

(X

A

)

abgebildet.

Beachte, da� aufgrund der De�niton von �

0

eine Eigenschaft f

�

ur alle Term

t

0

�

0

per Induktionsprinzip nur f

�

ur alle Terme der Form 0; h

j

(y

i

) und y

r

gezeigt

werden mu�.

Lemma 6.2.12

1. F

�

ur t 2 F

A

(X

A

) gilt t��

0

=

F

A

(X

A

)

t.

2. F

�

ur t; s 2 F

A

(X

A

) mit t 6=

F

A

(X

A

)

s gilt t� 6=

F

E

q

(X

E

)

s�.

Beweis

zu 1) Sei

^

t =

P

t

i

C

i

1

(x

1

) � � �C

i

k

(x

k

) mit i =

P

k

v=1

i

v

q

k�v

+ 1. Dann ist t� =

[

P

h

t

i

(y

i

)].

�

t� = 0 , 8i t

i

= 0 , t = ?. Somit folgt aus t = ?

insbesondere t��

0

= ?. Gilt andererseits t 6= ?, so ist

�

t� =

P

h

t

i

(y

i

)

und somit t��

0

=

P

t

i

C

i

1

(x

1

) � � �C

i

k

(x

k

).

zu 2) Sei

^

t =

P

t

i

C

i

1

(x

1

) � � �C

i

k

(x

k

) und ŝ =

P

s

i

C

i

1

(x

1

) � � �C

i

k

(x

k

). Auf-

grund von s 6=

F

A

(X

A

)

t gibt es ein j 2 f1; : : : ; q

k

g mit t

j

6= s

j

, also

h

t

j

(y

j

) 6=

F

E

q

(X

E

)

h

s

j

(y

j

). Somit ist t� = [

P

i

h

t

i

(y

i

)] 6=

F

E

q

(X

E

)

[

P

i

h

s

i

(y

i

)]

= s�.

�

Analog k

�

onnen wir einer Substitution � : F

A

(X

A

)!F

A

(Y

A

) eine Substitution

�

0

: F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) mittels einer Abbildung, die wir ebenfalls � nennen,

zuordnen.
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De�nition 6.2.13 (�)

Seien X

A

; Y

A

; X

E

; Y

E

Variablenmengen mit jX

E

j = jAj

jX

A

j

und jY

E

j = jAj

jY

A

j

.

� : Subs(F

A

(X

A

);F

A

(Y

A

))!Subs(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

)) wird folgenderma�en de-

�niert: Sei jX

A

j = k und � 2 Subs(F

A

(X

A

);F

A

(Y

A

)) de�niert durch

x

j

7! t

j

(j 2 f1; : : : ; kg):

Dann ist �� de�niert durch

y

i

7! s

i

� (y

i

2 X

E

= fy

1

; : : : ; y

jAj

k

g);

wobei s

i

= C

i

1

(t

1

) : : :C

i

k

(t

k

) = (C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))� und (i

1

; : : : ; i

k

) die q-n

�

are

Darstellung von i� 1 bezeichne.

� ist also folgenderma�en de�niert:

Lemma 6.2.14

F

�

ur t

0

2 F

E

q

(X

E

) und � : F

A

(X

A

)!F

A

(Y

A

) gilt

t

0

(��) =

F

E

q

(Y

E

)

((t

0

�

0

)�)�

Beweis

F

�

ur y

i

2 X

E

gilt

y

i

(��)

Def

= ((C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))�)�

= ((y

i

�

0

)�)�

Per Induktion folgt die Behauptung. �

Somit erhalten wir:

Lemma 6.2.15

Seien � : F

A

(X

A

)!F

A

(Y

A

) und � : F

A

(Y

A

)!F

A

(Z

A

) Substitutionen.

1. F

�

ur alle t 2 F

A

(X

A

) gilt (t�)� = (t�)(��).

2. (��)� = (��)(��).

Beweis

zu 1) F

�

ur alle t 2 F

A

(X

A

) gilt

(t�)(��)

6:2:14

= (((t�)�

0

)�)�

6:2:12

= (t�)�
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zu 2) F

�

ur alle y

i

2 X

E

= fy

1

; : : : ; y

jAt(A;X

A

)j

g gilt:

y

i

((��)�)

6:2:14

= ((y

i

�

0

)(��))�

= (((y

i

�

0

)�)�)�

1:

= (((y

i

�

0

)�)�)(��)

6:2:14

= (y

i

(��))(��)

Somit gilt (��)� = (��)(��).

�

Ziel ist es nun, eine Abbildung �

0

zu de�nieren, die einer Substitution � :

F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) eine Substitution � : F

A

(X

A

)!F

A

(Y

A

) zuordnet.

De�nition 6.2.16 (�)

Seien X

A

; Y

A

; X

E

; Y

E

Variablenmengen mit jX

E

j = jAj

jX

A

j

und jY

E

j = jAj

jY

A

j

.

Betrachte die Abbildung

� : Subs(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

))!f' : At(A; X

A

)!F

A

(Y

A

)g;

die wie folgt de�niert wird. Sei jX

E

j = n und � 2 Subs(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

))

de�niert durch

y

i

7! t

i

(i 2 f1; : : : ; ng)

Dann wird ' = �� de�niert durch

y

i

�

0

7! t

i

�

0

= (y

i

�)�

0

Beachte, da� t

i

�

0

wohlde�niert ist, da jY

E

j = jAj

jY

A

j

vorausgesetzt wurde.

' = �� ist also auf At(A; X

A

) de�niert. Falls ' die Eigenschaften (H1) { (H3)

erf

�

ullt, l

�

a�t sich ' gem

�

a� Satz 6.2.6 zu einem Homomorphismus auf F

A

(X

A

)

fortsetzen. Da wir einer Substitution � : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) eine Substitution

zuordnen wollen, untersuchen wir daher zun

�

achst, unter welchen Voraussetzun-

gen �� die Voraussetzungen (H1) { (H3) erf

�

ullt.

De�nition 6.2.17 (variablenreduziert, variablenexpandiert)

Sei eine Substitution � : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) gegeben. Dann hei�t � variablen-

reduziert falls

D :=

[

y

i

;y

j

2X

E

y

i

6=y

j

(Var(y

i

�) \ Var(y

j

�)) = ;

und

H := fy : 9y

i

2 X

E

9h

j

2 


(1)

mit �y

i

� = � � �+ h

j

(y) + � � �g = ;

gilt. Ist Var(X

E

�) = Y

E

, so hei�t � variablenexpandiert.
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Eine Substitution hei�t also variablenreduziert, falls in den Bildern der Varia-

blen aus X

E

, genauer in der H-Normalform der Bilder aller Variablen, keine

gleichen Variablen (aus Y

E

) und keine Homomorphismen vorkommen.

3

Somit

gilt:

Bemerkung 6.2.18

Sei � : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) eine variablenreduzierte Substitution. Setzen wir

P

r2;

y

r

:= 0, so gilt

y

i

� =

X

r2R

i

y

r

f

�

ur geeignete, paarweise verschiedene Indexmengen R

i

, i 2 f1; : : : ; jX

E

jg.

Lemma 6.2.19

Seien X

A

; Y

A

; X

E

; Y

E

Variablenmengen mit

4

jX

E

j = jAj

jX

A

j

und jY

E

j = jAj

jY

A

j

und eine Substitution � : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) gegeben. Ist � variablenreduziert

und variablenexpandiert, so erf

�

ullt �� die Bedingungen (H1) { (H3).

Beweis

Da jX

E

j = jAj

jX

A

j

und jY

E

j = jAj

jY

A

j

gilt X

E

�

0

= At(A; X

A

) bzw. Y

E

�

0

=

At(A; Y

A

) und �

0

j

X

E

ist eine Bijektion.

Es ist zu zeigen:

(H1) (a�)(b�) = ? f

�

ur alle a; b 2 At(A; X

A

), a 6= b.

(H2)

P

a2At(A;X

A

)

a� = >

(H3) (i

1

; : : : ; i

l

)(a�)

A

2 f?;>g f

�

ur jedes a 2 At(A; X

A

) und jede Belegung

(i

1

; : : : ; i

l

) 2 A

l

, l := jY

A

j.

Sei f

�

ur i 2 f1; : : : ; jX

E

jg und geeigneter Indexfamilie (R

i

)

i2f1;:::;jX

E

jg

� gegeben

durch y

i

� =

P

r2R

i

y

r

.

Dann ist (

P

r2R

i

y

r

)�

0

=

P

r2R

i

C

r

1

(x

1

) : : :C

r

l

(x

l

), wobei (r

1

; : : :r

l

) die q-n

�

are

Darstellung von r� 1 bezeichne und l = jY

A

j sei.

Das hei�t, die Bilder von (y

i

�)�

0

sind Summen von paarweise verschiedenen

Atomen. Somit ist a(��) = (y

i

�

0

)(��) = (y

i

�)�

0

eine Summe von paarweise

verschiedenen Atomen. Daher gelten o�ensichtlich (H1) und (H3). Da � varia-

blenexpandiert ist, gilt Var(X

E

�) = Y

E

, so da� alle Atome als Summanden im

Bild von X

A

(��) vorkommen. Somit gilt (H3). �

3

Wir werden im folgenden { wie hier { einfachheitshalber von syntaktischen Eigenschaften

eines Terms aus F

E

q

(X

E

) sprechen, obwohl nat

�

urlich genauer von syntaktischen Eigenschaften

des entsprechenden Terms in H-Normalform

�

t die Rede ist.

4

Beachte, da� hierdurch implizit jY

E

j > 0 vorausgesetzt wird.
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Da f

�

ur eine Variable y�

0

=

F

A

(X

A

)

h

>

(y)�

0

ist, gilt andererseits auch f

�

ur Homo-

morphismen � : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

), wo die Bilder von Variablen aus Summen

von h

>

(y) bestehen, da� diese die Bedingungen (H1) { (H3) erf

�

ullen. Genauer:

Sei �

0

: F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) eine variablenreduzierte und -expandierte Substitu-

tion, dann erf

�

ullt � : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) f

�

ur � = �

0

� mit � : F

E

q

(Y

E

)!F

E

q

(Y

E

)

de�niert durch y 7! h

>

(y) die Bedingungen (H1) { (H3). Wir nennen ein der-

artiges � Atom-Substitution.

Wir de�nieren daher:

De�nition 6.2.20 (�

0

)

Seien X

A

; Y

A

; X

E

; Y

E

Variablenmengen mit jX

E

j = jAj

jX

A

j

und jY

E

j = jAj

jY

A

j

.

Dann ist S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

))�Subs(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

)) die Menge aller va-

riablenreduzierten und variablenexpandierten Substitutionen vereinigt mit allen

Atom-Substitutionen von F

E

q

(X

E

) nach F

E

q

(Y

E

). Man beachte, da� die Men-

ge S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

)) nur f

�

ur nicht leeres Y

E

de�niert ist. Wir de�nieren

weiterhin

�

0

: S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

))!Subs(F

A

(X

A

);F

A

(Y

A

))

folgenderma�en: Sei � 2 S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

)) gegeben und '

�

die durch

�� gem

�

a� Satz 6.2.6 eindeutig bestimmte Substitution mit �� = '

�

j

At(A;X

A

)

.

Dann sei

��

0

= '

�

:

Seien im folgendenX

A

; Y

A

; Z

A

; X

E

; Y

E

; Z

E

Variablenmengen mit jX

E

j = jAj

jX

A

j

,

jY

E

j = jAj

jY

A

j

und jZ

E

j = jAj

jZ

A

j

.

Lemma 6.2.21

F

�

ur alle t 2 F

E

q

(X

E

) und alle �

0

2 S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

)) gilt

(t�

0

)�

0

= (t�

0

)(�

0

�

0

)

Beweis

Zun

�

achst zeigen wir, da�

1. (0�

0

)(�

0

�

0

) = (0�

0

)�

0

2. (y

i

�

0

)(�

0

�

0

) = (y

i

�

0

)�

0

und

3. (h

j

(y

i

)�

0

)(�

0

�

0

) = (h

j

(y

i

)�

0

)�

0

gilt.
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(0�

0

)(�

0

�

0

) = ?(�

0

�

0

) = ? = 0�

0

= 0�

0

�

0

. Somit gilt 1. Per De�nition gilt 2.

Die G

�

ultigkeit von 3. sieht man folgenderma�en ein:

((h

j

(y

i

))�

0

)(�

0

�

0

) = (ja

i

)(�

0

�

0

) f

�

ur ein a

i

2 At(A; X

A

)

= j(a

i

(�

0

�

0

))

= j((y

i

�

0

)(�

0

�

0

))

1:

= j((y

i

�

0

)�

0

)

(�)

= h

j

(y

i

�

0

)�

0

= (h

j

(y

i

)�

0

)�

0

Dabei besagt (�), da� j(y

i

�

0

) = j(h

>

(y

i

)�

0

) = h

j

(y

i

)�

0

. Per Induktionsprinzip

folgt nun die Behauptung f

�

ur beliebige Terme t

0

2 F

E

q

(X

E

). �

Lemma 6.2.22

Sei � : F

A

(X

A

)!F

A

(Y

A

) gegeben. Dann ist (��)�

0

de�niert und es gilt

(��)�

0

= �

Beweis

Sei t 2 F

A

(X

A

) beliebig. Dann ist

t((��)�

0

)

6:2:12

= ((t�)�

0

)((��)�

0

)

6:2:21

= ((t�)(��))�

0

6:2:15

= ((t�)�)�

0

6:2:12

= t�

�

Lemma 6.2.23

Seien � 2 S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

)) und � 2 S

REA

(F

E

q

(Y

E

);F

E

q

(Z

E

)) gegeben.

Dann ist (��)�

0

de�niert und es gilt

(��)�

0

= (��

0

)(��

0

)

Beweis

Man rechnet leicht nach, da� die Komposition

� zweier variablenreduzierter und variablenexpandierter Substitutionen wie-

der eine variablenreduzierte und -expandierte Abbildung ergibt.

� einer variablenreduzierten und -expandierten Substitution mit einer Atom-

Substitution eine Atom-Substitution ergibt.
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Daher ist (��)�

0

wohlde�niert.

Dann ist

t((��)�

0

)

6:2:12

= ((t�)�

0

)((��)�

0

)

6:2:21

= ((t�)(��))�

0

= (((t�)�)�)�

0

6:2:21

= (((t�)�)�

0

)(��

0

)

6:2:21

= (((t�)�

0

)(��

0

))(��

0

)

= (t(��

0

))(��

0

)

= t((��

0

)(��

0

))

�

6.2.4 Uni�kation in primalen Algebren durch Uni�kation in der

q-max-Theorie

Wir beschreiben nun, wie man mit Hilfe der Uni�kation in einer monoidalen

q-max-Theorie einen allgemeinsten Uni�kator, sofern existent, bestimmen kann.

Seien im folgenden X

A

; X

E

Variablenmengen mit jX

E

j = jAj

jX

A

j

. und � ein

Uni�kationsproblem

�

uber einer primalen Algebra A gegeben.

Der erste Schritt unseres Algorithmus besteht darin, das gegebene Problem �

in ein Problem der q-max-Theorie zu

�

ubersetzen. Dazu bedienen wir uns der

Abbildung �.

De�nition 6.2.24

~

� := �� = f(s�; t�) : (s; t) 2 �g hei�t das zu � geh

�

orige Uni�kationspro-

blem in der q-max-Theorie.

Beispiel 6.2.25

Seien A = (A;�

A

), A = f0; 1; 2g, � = f+; �; 0; 1; 2; C

0

; C

1

; C

2

g mit gewohnter

Interpretation und X

A

:= fx

1

; x

2

g, q := jAj = 3.

Beachte, da� � mittels der Post-Normalform der Terme in � de�niert ist.

1. Seien s

1

:= 2C

0

(x

1

)+2C

1

(x

1

)+2C

2

(x

1

)C

0

(x

2

), t

1

:= 1C

0

(x

1

)C

0

(x

2

) und

�

1

:= f(s

1

; t

1

)g. Dann ist

ŝ

1

:= PN (s

1

)

= 2C

0

(x

1

)C

0

(x

2

) + 2C

0

(x

1

)C

1

(x

2

) + 2C

0

(x

1

)C

2

(x

2

)+

2C

1

(x

1

)C

0

(x

2

) + 2C

1

(x

1

)C

1

(x

2

) + 2C

1

(x

1

)C

2

(x

2

)+

2C

2

(x

1

)C

0

(x

2

) + 0C

2

(x

1

)C

1

(x

2

) + 0C

2

(x

1

)C

2

(x

2

)

^

t

1

:= PN (t

1

)

= 1C

0

(x

1

)C

0

(x

2

) + 0C

0

(x

1

)C

1

(x

2

) + 0C

0

(x

1

)C

2

(x

2

)+

0C

1

(x

1

)C

0

(x

2

) + 0C

1

(x

1

)C

1

(x

2

) + 0C

1

(x

1

)C

2

(x

2

)+

0C

2

(x

1

)C

0

(x

2

) + 0C

2

(x

1

)C

1

(x

2

) + 0C

2

(x

1

)C

2

(x

2

)
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und somit

^

� := PN (�) = f(ŝ

1

;

^

t

1

)g.

2. Seien

s

2

:= 1C

0

(x

1

)C

0

(x

2

)

t

2

:= 0C

0

(x

1

)C

0

(x

2

) + 1C

0

(x

1

)C

1

(x

2

) + 2C

0

(x

1

)C

2

(x

2

) +

2C

1

(x

1

)C

0

(x

2

) + 2C

1

(x

1

)C

1

(x

2

) + 2C

1

(x

1

)C

2

(x

2

) +

2C

2

(x

1

)C

0

(x

2

) + 2C

2

(x

1

)C

1

(x

2

) + 2C

2

(x

1

)C

2

(x

2

)

�

2

:= f(s

2

; t

2

)g. Dann ist

ŝ

2

:= PN (s

2

)

= 1C

0

(x

1

)C

0

(x

2

) + 0C

0

(x

1

)C

1

(x

2

) + 0C

0

(x

1

)C

2

(x

2

)+

0C

1

(x

1

)C

0

(x

2

) + 0C

1

(x

1

)C

1

(x

2

) + 0C

1

(x

1

)C

2

(x

2

)+

0C

2

(x

1

)C

0

(x

2

) + 0C

2

(x

1

)C

1

(x

2

) + 0C

2

(x

1

)C

2

(x

2

)

^

t

2

:= PN (t

2

)

= 0C

0

(x

1

)C

0

(x

2

) + 1C

0

(x

1

)C

1

(x

2

) + 2C

0

(x

1

)C

2

(x

2

)+

2C

1

(x

1

)C

0

(x

2

) + 2C

1

(x

1

)C

1

(x

2

) + 2C

1

(x

1

)C

2

(x

2

)+

2C

2

(x

1

)C

0

(x

2

) + 2C

2

(x

1

)C

1

(x

2

) + 2C

2

(x

1

)C

2

(x

2

)

und somit

^

�

1

:= PN (�

1

) = f(ŝ

2

;

^

t

2

)g.

Da f

�

ur die Belegung � : X

A

!A de�niert durch x

1

7! 2, x

2

7! 1 gilt, da�

s

1

� = t

1

�, existiert mit der Bemerkung nach 6.1.7 ein Uni�kator f

�

ur das erste

Beispiel.

Da sich im zweiten Beispiel die Koe�zienten der sich entsprechenden Atome

von ŝ

2

und

^

t

2

unterscheiden und bei einer Auswertung genau ein Atom den Wert

> annehmen mu�, existiert keine Belegung � mit ŝ

2

� =

^

t

2

�, so da� mit der

Bemerkung nach Lemma 6.1.7 kein Uni�kator f

�

ur das zweite Beispiel existieren

kann.

Betrachten wir nun die Umwandlung in die entsprechende q-max-Theorie.

Wegen q = jAj = 3 und k = jX

A

j = 2 setzen wir X

E

:= fy

1

; : : : ; y

9

g. Dann gilt

1. f

�

ur das erste Beispiel

~s

1

= s

1

� := h

2

(y

1

) + h

2

(y

2

) + h

2

(y

3

) +

h

2

(y

4

) + h

2

(y

5

) + h

2

(y

6

) +

h

2

(y

7

) + h

0

(y

8

) + h

0

(y

9

)

~

t

1

= t

1

� := h

1

(y

1

) + h

0

(y

2

) + h

0

(y

3

) +

h

0

(y

4

) + h

0

(y

5

) + h

0

(y

6

) +

h

0

(y

7

) + h

0

(y

8

) + h

0

(y

9

)

und

~

� = f~s

1

;

~

t

1

g.
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2. f

�

ur das zweite Beispiel

~s

2

= s

2

� := h

1

(y

1

) + h

0

(y

2

) + h

0

(y

3

) +

h

0

(y

4

) + h

0

(y

5

) + h

0

(y

6

) +

h

0

(y

7

) + h

0

(y

8

) + h

0

(y

9

)

~

t

2

= t

2

� := h

0

(y

1

) + h

1

(y

2

) + h

2

(y

3

) +

h

2

(y

4

) + h

2

(y

5

) + h

2

(y

6

) +

h

2

(y

7

) + h

2

(y

8

) + h

2

(y

9

)

und

~

� = f~s

2

;

~

t

2

g.

F

�

ur das Uni�kationsproblem

~

� = �� wird nun ein allgemeinster Uni�kator

bestimmt. Beachte, da� dieser nach der Bemerkung zu Satz 6.2.10 existiert.

Dieser hei�e ~� : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

).

Beispiel 6.2.26 (Fortsetzung von Beispiel 6.2.25)

Die zu den Termen geh

�

origen Matrizen (

�

uber S

q

) lauten (vgl. Kapitel 5.3)

1. f

�

ur das erste Beispiel

m

~s

1

:= (h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

0

; h

0

)

m

~

t

1

:= (h

1

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

)

Ist in einem Vektor eine der ersten sieben Komponenten ungleich 0, so

erh

�

alt man bei der Multiplikation mit m

~s

1

den Wert h

2

. Diesen kann

man aber durch Multiplikation mit m

~

t

1

nicht erreichen. Daher m

�

ussen

die ersten sieben Komponenten eines L

�

osungsvektor gleich 0 sein. Die

Komponenten 8 und 9 k

�

onnen dagegen beliebig sein. Somit wird der Kern

von den Vektoren

(0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0)

tr

und

(0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1)

tr

erzeugt. Also ist ein allgemeinster Uni�kator ~�

1

: T (
; X

E

)!F

E

q

(Y

E

) de-

�niert durch

y

i

7! 0 i 2 f1; : : : ; 7g

y

8

7! y

1

y

9

7! y

2
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2. f

�

ur das zweite Beispiel

m

~s

2

:= (h

1

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

)

m

~

t

2

:= (h

0

; h

1

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

)

Man

�

uberlegt sich leicht, da� hier neben dem Nullvektor nur solche Vek-

toren v im Kern liegen f

�

ur die m

~s

2

v = m

~

t

2

v = (h

1

) gilt. Somit wird der

Kern von den folgenden Vektoren (als Spalten einer Matrix geschrieben)

erzeugt:

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 h

1

h

2

1 1

1 1 1 h

1

h

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Somit ergibt sich der allgemeinste Uni�kator ~�

2

: T (
; X

E

)!F

E

q

(Y

E

), der

de�niert ist durch

y

1

7! y

1

+ h

1

(y

2

) + h

2

(y

3

) + y

4

+ y

5

y

2

7! y

1

+ y

2

+ y

3

+ h

1

(y

4

) + h

2

(y

5

)

y

i

7! 0 i 2 f3; : : : ; 9g

Ziel ist nun zu zeigen, da� der Uni�kator ~� f

�

ur

~

� mittels �

0

auf einem Uni�kator

f

�

ur � abgebildet werden kann.

Lemma 6.2.27

Seien jX

E

j = jAj

jX

A

j

und jY

E

j = jAj

jY

A

j

und ~� 2 S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

)) Uni-

�kator eines Problems

~

� = ��. Dann ist ~��

0

Uni�kator f

�

ur �.

Beweis

Da ~� 2 S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

)) ist ~��

0

de�niert.

Betrachte (s; t) 2 �. Da ~� Uni�kator f

�

ur

~

� ist, gilt mit ~s = s� und

~

t = t�

~s~� =

F

E

q

(Y

E

)

~

t~�

Dann gilt (in F

A

(Y

A

))

(~s~�)�

0

= (

~

t~�)�

0

6:2:21

) (~s�

0

)(~��

0

) = (

~

t�

0

)(~��

0

)

) (s��

0

)(~��

0

) = (t��

0

)(~��

0

)

6:2:12

) s(~��

0

) = t(~��

0

)
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Somit ist ~��

0

Uni�kator f

�

ur �. �

Im allgemeinen gilt jedoch f

�

ur einen (allgemeinsten) Uni�kator eines Uni�-

kationsproblems

�

uber der q-max-Theorie nicht, da� jY

E

j = jAj

jY

A

j

und ~� 2

S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Y

E

)).

Wir werden daher zwei Modi�kationen an einem Uni�kator vornehmen, so

da� er die obigen Voraussetzungen erf

�

ullt und wir den letzten Satz anwenden

k

�

onnen.

De�nition 6.2.28 (Variablenreduktion, Variablenexpansion)

� Sei eine Substitution ~� : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) gegeben und seien

D :=

[

y

i

;y

j

2X

E

y

i

6=y

j

(Var(y

i

�) \Var(y

j

�))

und

H := fy : 9y

i

2 X

E

9h

j

2 
 mit �y

i

� = � � �+ h

j

(y) + � � �g:

Dann hei�t �

1;~�

(kurz �

1

: F

E

q

(Y

E

)!F

E

q

(Y

E

)) de�niert durch

y 7! 0 f

�

ur y 2 D [H

y 7! y f

�

ur y 2 Y

E

n(D [H)

Variablenreduktion bzgl. ~�.

� Seien A eine primale Algebra mit Universum A und eine variablenre-

duzierte Substitution ~� : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) und Y = fy

j

1

; : : : ; y

j

r

g =

Var(X

E

~�) gegeben. Falls r = 0 ist, setzen wir Z

E

= ;, sonst sei jZ

E

j =

minfjAj

j

: jAj

j

� jY jg. OBdA sei Z

E

= fy

j

1

; : : : ; y

j

r

g

�

[ fy

j

r+1

; : : : ; y

j

l

g

mit l = jZ

E

j. Wir de�nieren �

2

: F

E

q

(Y

E

)!F

E

q

(Z

E

) folgenderma�en. Falls

r = 0 ist, sei f

�

ur alle y 2 Y

E

y�

2

= ?. Ansonsten sei �

2

de�niert durch

y

j

1

7! y

j

1

+ y

j

r+1

+ � � �+ y

j

l

y

j

7! y

j

f

�

ur alle y

j

2 Y

E

nfy

j

1

g

Dann hei�t �

2

Variablenexpansion bzgl. ~� und A.

Bemerkung 6.2.29

Sei ~� : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) Uni�kator eines Uni�kationsproblems

~

�

�

uber der

q-max-Theorie. Dann gilt o�ensichtlich:

� ~��

1

ist variablenreduziert.

� ~��

1

ist als Instanz von ~� Uni�kator von

~

�.

Gilt f

�

ur Var(X

E

�~�

1

) 6= ;, so gilt au�erdem



88 KAPITEL 6. UNIFIKATION IN PRIMALEN ALGEBREN

� ~��

1

�

2

ist variablenreduziert und variablenexpandiert.

� ~��

1

�

2

2 S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Z

E

)).

� ~��

1

�

2

ist als Instanz von ~� Uni�kator von

~

�.

Mit obiger Bemerkung gilt:

Satz 6.2.30

Sei A eine primale Algebra und � ein Uni�kationsproblem

�

uber F

A

(X

A

). Seien

jX

E

j = jAj

jX

A

j

und ~� : F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Y

E

) Uni�kator eines Problems

~

� = ��.

Ist Var(X

E

�~�

1

) 6= ;, so ist (~��

1

�

2

)�

0

Uni�kator f

�

ur �.

Ziel ist es, zu zeigen, da� falls

1. Var(X

E

~��

1

) = ; ist, kein Uni�kator f

�

ur � existiert und

2. ansonsten (~��

1

�

2

)�

0

allgemeinster Uni�kator f

�

ur � ist.

Sei � : F

A

(X

A

)!F

A

(Z

A

0

) ein Uni�kator f

�

ur �. Wir zeigen unter dieser Vor-

aussetzung gilt, da� Var(X

E

~��

1

) 6= ; ist und da� ein � : F

A

(Z

A

)!F

A

(Z

A

0

)

existiert mit

((~��

1

�

2

)�

0

)� = �

Zun

�

achst

�

uberlegen wir uns, da� ein Uni�kator f

�

ur � mittels � auf einen Uni-

�kator f

�

ur

~

� abgebildet wird:

Lemma 6.2.31

Seien jX

E

j = jAj

jX

A

j

und jY

E

j = jAj

jY

A

j

und � 2 Subs(F

A

(X

A

);F

A

(Y

A

)) Uni�-

kator eines Problems �. Dann ist �� Uni�kator f

�

ur

~

� = ��.

Beweis

Da � Uni�kator ist, gilt f

�

ur alle (s; t) 2 �, da� s� =

F

A

(X

A

)

t� ist.

s� = t�

) (s�)� = (t�)�

6:2:15

) (s�)(��) = (t�)(��)

Somit ist �� Uni�kator f

�

ur

~

�. �

Somit ist �� = ~� : F

E

q

(X

E

) ! F

E

q

(Z

E

0

) ein Uni�kator f

�

ur

~

� und es existiert

ein ~� : F

E

q

(Y

E

)! F

E

q

(Z

E

0

) mit ~�~� = ~� , da ~� allgemeinster Uni�kator ist.

Lemma 6.2.32

Unter den obigen Bezeichnungen gilt

y~��

1

�

2

= ? ) y~� = ?

f

�

ur alle y 2 X

E

.
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Beweis

Falls y~� = ? ist, so gilt auch y~�~� = ?, d.h. y~� = ?.

Betrachten wir nun den Fall, da� y~� =

P

j2J;i2I

j

h

j

(y

i

) +

P

r2R

y

r

6= ? und

y~��

1

�

2

= ? ist. Aufgrund der De�nition von �

2

gilt dann bereits y~��

1

= ?

ist. D.h.

1. Es gibt y; y

0

2 X

E

mit Var(y~�) \Var(y

0

~�) 6= ; oder

2. J 6= ;.

Angenommen es gibt y; y

0

2 X

E

mit y 6= y

0

und es g

�

abe ein z 2 Y

E

mit

z 2 Var(y~�) \ Var(y

0

~�), also z�

1

= ?. Angenommen z~� 6= ?, so w

�

urde

Var(y~�~�) \ Var(y

0

~�~�) = Var(y~�) \ Var(y

0

~�) 6= ; gelten, im Widerspruch zu

~� 2 S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Z

E

0

);).

Betrachten wir nun den Fall, da� f

�

ur y~� =

P

j2J;i2I

j

h

j

(y

i

) +

P

r2R

y

r

gilt, da�

J 6= ; ist. Ist f

�

ur ein j 2 J und f

�

ur ein i 2 I

j

die Variable y

i

2 Y

E

im Bild einer

Variablen y

0

6= y unter ~� enthalten, so wird diese mittels ~� auf ? abgebildet,

wie im ersten Teil gezeigt wurde.

Betrachten wir daher noch den Fall, da� ein i und ein j gibt, mit i 2 I

j

und

f

�

ur alle y

0

2 X

E

mit y 6= y

0

gilt y

i

=2 Var(y

0

~�). Sei J

i

= fj 2 J : y

i

2 I

j

g.

Nach Voraussetzung ist J

i

6= ;. Wir f

�

uhren dieses zu einem Widerspruch. Sei

~�

0

: F

E

q

(X

E

)! F

E

q

(Y

E

) de�niert durch

~�

0

j

X

E

nfyg

= ~�j

X

E

nfyg

und

y~�

0

=

X

j2J;i

0

2I

0

j

h

j

(y

i

0

) +

X

r2R

y

r

+ y

i

wobei f

�

ur alle j 2 J I

0

j

= I

j

nfy

i

g sei. Dann ist o�ensichtlich ~�

0

ein Uni�kator f

�

ur

~

� (vergleiche Rechstmultiplikation in S

E

q

) und es gilt ~�

0

. ~� aber nicht ~� . ~�

0

,

im Widerspruch dazu, da� ~� allgemeinster Uni�kator ist.

Somit gilt die Behauptung. �

Folgerung 6.2.33

Gilt f

�

ur ~��

1

�

2

, da� y~� = ? f

�

ur alle y 2 X

E

ist, so existiert kein Uni�kator f

�

ur

�.

Beweis

Angenommen es g

�

abe einen Uni�kator � : F

A

(X

A

)!F

A

(Z

A

0

). Dann ist ~� = ��

ein Uni�kator f

�

ur

~

�. Gilt f

�

ur alle y 2 X

E

, da� y~��

1

�

2

= ?, so gilt mit obigem

Lemma auch f

�

ur alle y, y~� = ? ist, im Widerspruch dazu, da� ~� eine Atom-

Substitution ist. Daher kann � nicht existieren. �
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Im folgenden schreiben wir f

�

ur ~��

1

�

2

k

�

urzer ~�

0

. Betrachten wir nun den Fall,

da� Var(X

E

~�

0

) = Z

E

6= ; gilt.

Lemma 6.2.32 liefert uns au�erdem die M

�

oglichkeit, ein

~

� mit ~�

0

~

� = ~� zu kon-

struieren. Denn gilt f

�

ur ein y

i

2 X

E

, da� y

i

~�

0

6= ? ist, so ist y

i

~�

0

=

P

r2R

i

y

r

mit

R

i

6= ; und f

�

ur y

j

6= y

i

gilt R

j

\R

i

= ;, da ~�

0

variablenreduziert und -expandiert

ist. Sei R

i

= fr

i

1

; : : : ; r

i

v

g. Dann ist die Abbildung

~

� : F

E

q

(Z

E

)!F

E

q

(Z

E

0

) de�-

niert durch

y

r

i

1

~

� = y

i

~�

y

r

k

~

� = ? f

�

ur alle r

k

6= r

i

1

wohlde�niert. Au�erdem gilt o�ensichtlich ~�

0

~

� = ~� .

Wir zeigen nun, da�

~

� 2 S

REA

(F

E

q

(Z

E

);F

E

q

(Z

E

0

)) gilt: Zun

�

achst gilt nach De�-

nition von �

2

, da� jZ

E

j = jAj

Z

A

f

�

ur ein geeignetes Z

A

. Nach De�nition von � gilt

jZ

E

0

j = jAj

Z

A

0

. Da ~� eine Atom-Abbildung ist, ist auch

~

� eine Atomabbildung.

Somit ist

~

��

0

de�niert.

Wir schlie�en unsere

�

Uberlegungen mit der Feststellung, da� ~�

0

�

0

ein allge-

meinster Uni�kator f

�

ur � ist:

Lemma 6.2.34

Unter den obigen Bezeichnungen gilt: ~�

0

�

0

= (~��

1

�

2

)�

0

ist ein allgemeinster

Uni�kator f

�

ur �.

Beweis

Es gilt ~�

0

2 S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Z

E

)) und ~� 2 S

REA

(F

E

q

(X

E

);F

E

q

(Z

E

0

)). Nach

obigen

�

Uberlegungen existiert ein

~

� 2 S

REA

(F

E

q

(Z

E

);F

E

q

(Z

E

0

)) mit ~�

0

~

� = ~� .

Dann gilt:

~�

0

~

� = ~�

) (~�

0

~

�)�

0

= ~��

0

6:2:23

) (~�

0

�

0

)(

~

��

0

) = ~��

0

6:2:22

) (~�

0

�

0

)(

~

��

0

) = �

Somit existiert ein � : F

A

(Z

A

) ! F

A

(Z

A

0

) mit (~�

0

�

0

)� = � , d.h. ~�

0

�

0

ist

allgemeiner als � . �

Wir fassen Folgerung 6.2.33 und die Aussage des letzten Lemmas zusammen:

Satz 6.2.35

Sei � ein Uni�kationsproblem

�

uber einer primalen Algebra A und sei ~� all-

gemeinster Uni�kator f

�

ur das Problem

~

� = ��. Gilt f

�

ur ~�

0

= ~��

1

�

2

, da�

Var(X

E

~�

0

) = ;, so existiert kein Uni�kator f

�

ur �. Ansonsten ist ~�

0

�

0

allge-

meinster Uni�kator f

�

ur �.
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Beispiel 6.2.36 (Fortsetzung von Beispiel 6.2.26)

1. Da �

0

variablenreduziert ist, ist �

1

die identische Abbildung. Wegen Y

E

=

fy

1

; y

2

g und jAj

1

= 3 setzen wir Z

E

:= fy

1

; y

2

; y

3

g und Y

A

:= fx

1

g.

�

2

: F

E

q

(Y

E

)!F

E

q

(Z

E

) ergibt sich zu y

1

7! y

1

+ y

3

und ~�

0

1

:= ~�

1

�

1

�

2

ist

de�niert durch

y

i

7! 0 i 2 f1; : : : ; 7g

y

8

7! y

1

+ y

3

y

9

7! y

2

Somit ist ~�

0

� : At(A; X

A

)!F

A

(Y

A

) de�niert durch

C

0

(x

1

)C

0

(x

2

) 7! ?

.

.

. 7!

.

.

.

C

2

(x

1

)C

0

(x

2

) 7! ?

C

2

(x

1

)C

1

(x

2

) 7! C

0

(x

1

) + C

2

(x

1

)

C

2

(x

1

)C

2

(x

2

) 7! C

1

(x

1

)

Aufgrund der allgemeinen Form

x

j

7!

X

(i

1

;:::;i

k

)2A

k

i

j

(C

i

1

(x

1

) : : :C

i

k

(x

k

))'

wird ~�

0

�

0

= �

0

: T (�; X

A

)!F

A

(Y

A

) de�niert durch

x

1

7! 2(C

0

(x

1

) + C

2

(x

1

)) + 2C

1

(x

1

) (=

F

A

(Y

A

)

>)

x

2

7! 1C

0

(x

1

) + 1C

2

(x

1

) + 2C

1

(x

1

)

Eine kleine Rechnung zeigt, da� (wie nicht anders zu erwarten)

s�

0

=

F

A

(Y

A

)

t�

0

:

2. Aus ~�

2

: T (
; X

E

)!F

A

(Y

E

) de�niert durch

y

1

7! y

1

+ h

1

(y

2

) + h

2

(y

3

) + y

4

+ y

5

y

2

7! y

1

+ y

2

+ y

3

+ h

1

(y

4

) + h

2

(y

5

)

y

i

7! 0 i 2 f3; : : : ; 9g

ergibt sich zun

�

achst, da� die in Homomorphismen enthalten Variablen

y

2

; y

3

; y

4

und y

5

unter �

1

auf ? abgebildet werden m

�

ussen. Au�erdem mu�

auch y

1

auf ? abgebildet werden, da y

1

Summand sowohl im Bild von y

1

als auch im Bild von y

2

unter ~� ist. Somit ist �

1

: F

E

q

(X

E

)!F

E

q

(Z

E

)

de�niert durch y 7! ? f

�

ur alle y 2 X

E

. Daher ist �

2

: F

E

q

(Z

E

)!F

E

q

(Z

E

0

)

f

�

ur Z

E

0

= ; der Homomorphismus bestimmt durch y 7! ? f

�

ur alle y 2 Z

E

.

Nach Satz 6.2.35 ist �

2

somit nicht uni�zierbar ist.
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Abschlie�end sei das Uni�kationsverfahren noch einmal schematisch dargestellt:

1. Das gegebene Uni�kationsproblem �

�

uber der primalen Algebra wird in

Post-Normalform

�

ubersetzt.

2. Anschlie�end wird das Uni�kationsproblem in ein (nicht

�

aquivalentes)

Uni�kationsproblem

~

�

�

uber der q-max- Theorie

�

ubersetzt.

3. Hier wird ein allgemeinster Uni�kator ~� berechnet.

4. ~� wird mittels �

1

und �

2

zu ~�

0

= ~��

1

�

2

abge

�

andert.

5. Ist Var(X

E

~�

0

) = ;, so existiert kein Uni�kator f

�

ur �, ansonsten ist �

0

f

�

ur

~�

0

de�niert und es gilt, da� ~�

0

�

0

ein allgemeinster Uni�kator f

�

ur � ist.

6.2.5 Bemerkungen

Analysiert man die Modi�kation �

1

genauer, so stellt man fest, da� eine Varia-

ble y

j

unter �

1

immer dann auf ? abgebildet wird, falls sich in der Matrix, die

aus den Vektoren eines Erzeugendensystems des Kerns des entsprechenden Glei-

chungssystems besteht, in der Spalte j mehr als ein Eintrag gleich 1 be�ndet.

(vgl. das zweite Beispiel in 6.2.36).

Steht z.B. in dieser Matrix in der Spalte j in Zeile i der Wert t und in Zeile i

0

der Wert t

0

mit t; t

0

6= ?, so gilt f

�

ur ~�, da�

x

i

7! � � �+ t(y

j

) + � � �

x

i

0

7! � � �+ t

0

(y

j

) + � � �

wobei t(y

j

) bedeute, da� in dem Term t nur die Variable y

j

vorkommt. Somit

wird mittels �

1

die Variable y

j

auf ? abgebildet, sei es, weil t oder t

0

nur aus

Summen von Homomorphismen (h

k

(y

j

))

k2K

bestehen oder weil t = t

0

= y

j

gilt und somit y

j

sowohl im Bild von x

i

als auch im Bild von x

i

0
als Variable

vorkommt.

Ist in der Spalte j genau ein Eintrag ungleich 0 und ist dieser ungleich 1, so ist

dieser gleich einem Homomorphismus h

i

oder gleich h

y

i

und wird deshalb durch

die Variablenreduktion auf ? abgebildet.

Um daher einen Uni�kator f

�

ur � zu erhalten, braucht man nur solche Vektoren

aus dem Erzeugendensystem zu betrachten, die genau einen Eintrag gleich 1 und

sonst nur Eintr

�

age gleich 0 haben. Dieses sind aber gerade die Einheitsvektoren

e

i

, die an der Stelle i den Eintrag 1 und sonst 0 haben.
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O�ensichtlich ist aber der Vektor e

i

genau dann L

�

osungsvektor des betrachteten

Gleichungssystems, falls in den betrachteten Matrizen an der Komponente i der

selbe Eintrag steht.

Betrachten wir noch einmal unser Beispiel, f

�

ur das wir dann erhalten:

Beispiel 6.2.37 (Fortsetzung von Beispiel 6.2.26)

Die Matrizen lauten (vgl. Beispiel 6.2.26)

1. f

�

ur das erste Beispiel

m

~s

1

:= (h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

0

; h

0

)

m

~

t

1

:= (h

1

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

)

Nur an den Komponenten 8 und 9 sind gleiche Eintr

�

age, so da� sich ~��

1

ergibt zu:

y

i

7! 0 i 2 f1; : : : ; 7g

y

8

7! y

1

y

9

7! y

2

2. f

�

ur das zweite Beispiel

m

~s

2

:= (h

1

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

; h

0

)

m

~

t

2

:= (h

0

; h

1

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

; h

2

)

Das hei�t, die Komponenten sind paarweise verschieden, so da� sich ~��

1

ergibt als die Abbildung, die jeder Variablen 0 zuweist und mit Satz 6.2.35

folgt somit, da� kein Uni�kator existiert.

Man kann sich also im wesentlichen auf einen Vergleich der entsprechenden

Koe�zienten zweier Terme in Post-Normalform beschr

�

anken, da sich hierdurch

der Uni�kator (evtl. unter Verwendung der Variablen-Expansion) sehr leicht

ermitteln l

�

a�t. Somit ist die Komplexit

�

at des Verfahrens im wesentlichen durch

das NP-vollst

�

andige Entscheidungsproblem, welche zwei Atome in der Post-

Normalform dieselben Koe�zienten haben, gegeben.



Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die Zusammenh

�

ange zwischen der Uni�kation in pri-

malen Algebren und der Uni�kation in monoidal-kommutativen Theorien un-

tersucht.

Dazu war es zun

�

achst notwendig, den Begri� der Uni�kation in einer Algebra

geeignet zu de�nieren. Insbesondere mu�te eine Analogie zu der De�nition der

Uni�kation in Gleichungstheorien erreicht werden, um

�

uberhaupt Uni�kations-

verfahren f

�

ur Gleichungstheorien mit denen f

�

ur primale Algebren vergleichen

zu k

�

onnen.

Die De�nition erfolgte in Kapitel 3.3 und es wurde gezeigt, da� auch im Fall der

A-Uni�kation { wie bei der Uni�kation in Gleichungstheorien { in einer freien

Algebra gerechnet werden kann, falls G

�

ultigkeit von Gleichungen untersucht

wird.

Auf die Besonderheiten dieser De�nition des A-Uni�kators im Hinblick auf die

Untersuchung der L

�

osbarkeit eines Gleichungssystems in einer Algebra wurde

in Kapitel 4 eingegangen. Insbesondere wurde gezeigt, da� die L

�

osbarkeit eines

Gleichungssystems in einer Algebra mittels A-Uni�kation entschieden werden

kann, falls alle Elemente von A erreichbar sind.

Um die Uni�kation in monoidal-kommutativen Theorien mit der in primalen

Algebren vergleichen zu k

�

onnen, wurde als n

�

achstes untersucht, unter welchen

Voraussetzungen man zwei Gleichungstheorien oder zwei Algebren bzgl. der

Uni�kation identi�zieren kann. Dazu wurde mittels des Begri�s der Signatur-

transformation eine

�

Aquivalenzrelation auf Gleichungstheorien und auf Alge-

bren eingef

�

uhrt und genauer analysiert (vgl. Kapitel 3.6).

Es wurde gezeigt, da� f

�

ur zwei

�

aquivalente Theorien/Algebren A und B eine

minimal vollst

�

andige Menge von Uni�katoren (insbesondere also allgemeinste

Uni�katoren) f

�

ur ein Uni�kationsproblem

�

uber A durch die zugeh

�

origen Signa-

turtransformationen auf eine minimal vollst

�

andige Menge von Uni�katoren f

�

ur

das entsprechende Uni�kationsproblem

�

uber B abgebildet werden und umge-

kehrt. Hat man daher die Signaturtransformationen explizit gegeben, so erh

�

alt

94
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man aus einem Uni�kationsverfahren f

�

ur A ein Verfahren f

�

ur B, indem man

ein Uni�kationsproblem

�

uber B in eines

�

uber A transformiert, hier die Uni-

�katoren berechnet und diese in Uni�katoren f

�

ur das urspr

�

ungliche Problem

zur

�

uck

�

ubersetzt.

Au�erdem wurde gezeigt, da� die sehr

"

technische\ De�nition der Signatur-

transformation f

�

ur

�

uber abz

�

ahlbar unendlicher Variablenmenge

�

aquivalente Al-

gebren/Theorien einen Isomorphismus der entsprechenden kanonischen Kate-

gorien de�niert und somit

"

recht anschaulich\ charakterisiert werden kann.

In Kapitel 6 wurde gezeigt, da� primale Algebren und monoidal-kommutative

Theorien nicht

�

aquivalent sind. Man kann also einen Uni�kationsalgorithmus

f

�

ur monoidal-kommutative Theorien nicht direkt zur Uni�kation in primalen

Algebren verwenden.

Da monoidal-kommutative Theorien genau die Theorien sind, bei denen ein

allgemeinster Uni�kator durch ein endliches Erzeugendensystem der L

�

osungs-

menge eines linearen Gleichungssystems

�

uber einem Halbring gegeben ist, folgt,

da� dies f

�

ur die Uni�kation in primalen Algebren nicht gilt. Das hei�t,

�

ubersetzt

man ein Uni�kationsproblem �

�

uber einer primalen Algebra in ein Gleichungs-

system

�

uber einem Halbring, so ist ein allgemeinster Uni�kator im allgemeinen

nicht durch ein Erzeugendensystem des L

�

osungsraums gegeben.

Allerdings zeigt das Vorgehen in Kapitel 6.2, da� die Einheitsvektoren, die in

einem endlichen Erzeugendensystem des L

�

osungsraums liegen, verwendet wer-

den k

�

onnen, um einen allgemeinsten Uni�kator f

�

ur � zu erhalten. Das hei�t,

ein allgemeinster Uni�kator, sofern existent, kann durch ein endliches Erzeugen-

densystem eines geeigneten Teilraums des L

�

osungsraums des Gleichungssystems

ermittelt werden. Ist der von den Einheitsvektoren im L

�

osungsraum des Glei-

chungssystems erzeugte Teilraum der Nullraum, so existiert kein allgemeinster

Uni�kator f

�

ur �.

Da� die durch das Erzeugendensystem des Teilraums gegebene Abbildung noch

einer Variablenexpansion bedarf, um allgemeinster Uni�kator f

�

ur � zu sein, ist

eher als

"

technische Nebensache\ zu verstehen.

Wenn auch f

�

ur praktische Belange das hier vorgestellte Verfahren nicht zweck-

m

�

a�ig erscheint und m

�

uhelos durch die Bemerkungen in Kapitel 6.2.5 wesent-

lich verbessert werden kann, so macht dieses Ergebnis doch deutlich, da� die

Uni�kation in primalen Algebren zwar nicht

�

aquivalent zu der in monoidal-

kommutativen Theorien ist, aber gro�e Gemeinsamkeiten zwischen beiden An-

s

�

atzen bestehen.



Symbolverzeichnis

Symbol Bemerkung Seite

. Quasiordnung (auf Uni�katoren) 6, 32

� Halbordnung 7

A � B A Unteralgebra von B 10

IN nat

�

urliche Zahlen, IN = f0; 1; : : :g 8

� Signatur 8

st Stelligkeitsfunktion 8

�

(n)

Menge der n-stelligen Symbole 9

T (�; X) Menge der �-Terme

�

uber X 9

Var(t) Menge der Variablen von t 9

�

A

Familie der zu jedem f 2 � geh

�

origen

Operationen

10

SubA Menge der Unteralgebren von A 10

Hom(A;B) Menge der Homomorphismen von A nach

B

11

End A Menge der Endomorphismen von A 11

A

�

=

B A isomorph zu B 11

[t](�)

�

Aquivalenz- bzw. Kongruenzklasse von t

bzgl. �

11, 20

ConA Menge aller Kongruenzrelationen von A 11

T (�; X) �-Termalgebra

�

uber X 12

Subs(T (�; X); T (�; Y )) Menge der Substitutionen von

T (�; X)!T (�; Y )

12

T (A) Menge der Polynomfunktionen von A 13

P

A

(�; X) Menge der Polynome

�

uber X 15

P(A) Menge der Termfunktionen von A 15

A j= s = t A ist Modell f

�

ur s = t 16

(A; �) j= s = t (A; �) ist Modell f

�

ur s = t 16

K j= s = t K ist Modell f

�

ur s = t 17

M (E) Klasse der Modelle von E 17

G

X

(K) Menge der in K g

�

ultigen Gleichungen 17

S(K);H (K);P(K); I (K) Operatoren auf K 17
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F freie Algebra (vgl. weiter unten) 18

hEi

SC

von E erzeugte vollinvariante

Kongruenzrelation bzw.

Gleichungstheorie

22, 22

E Gleichungstheorie 22

E ` s = t s = t ist aus E beweisbar 22

s =

E

t (s; t) 2 E 22

C = (O;M; dom; cod; �) Kategorie 23

1

A

Identit

�

at auf A 23

Ob C Objekte einer Kategorie C 23

Mor C Morphismen einer Kategorie C 23

0

AB

Nullmorphismus von A nach B 24

C

�

=

D C isomorph zu D 25

F j

Hom(FA;FA

0

)

Hom(A;A)

F eingeschr

�

ankt als

F : Hom(A;A

0

)!Hom(FA; FA

0

;)

25

hf

i

i Produktabbildung von (f

i

)

I

25

[f

i

] Coproduktabbildung von (f

i

)

I

26

V abz

�

ahlbar unendliche Menge von

Variablen

27

X; Y; Z endliche Mengen von Variablen 27

� Gleichungssystem 28

8Y 8y

1

: : :8y

m

27

U

;

(�) Menge aller syntaktischen Uni�katoren 28

(�; ;) Uni�kationsproblem 28

E Identit

�

aten 28

U

E

(�) Menge aller E-Uni�katoren 28

(�; E) E-Uni�kationsproblem 28

F

E

(X), F

A

(X) freie E-Algebra / A-Algebra 30, 31

U

A

(�) Menge aller A-Uni�katoren 32

(�;A) A-Uni�kationsproblem 32

F(X) freie E-/A-Algebra 32

�U(�) minimal vollst

�

andige Menge von

Uni�katoren

33

�U

E

(�) minimal vollst

�

andige Menge von

E-Uni�katoren

33

�U

A

(�) minimal vollst

�

andige Menge von

A-Uni�katoren

33

C, C

E

, C

A

(kanonische) Kategorie 35

O Objekte einer Kategorie 35

M Morphismen einer Kategorie 35

dom , cod Domain / Codomain einer Kategorie 35

� Signaturtransformation 36
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A � B A

�

aquivalent zu B 36

E � E

0

E

�

aquivalent zu E

0

37

S Halbring 55

S

E

kanonischer Halbring zu E 56

M, S

X

Modul 57, 58

e

y

Einheitsvektor 58

�

�

duale Abbildung zu � 58

�

lin

lineare Abbildung zu � 59

�

hom

Homomorphismus zu � 59

ker(�; �) Kern von � und � 60

im � Bild von � 60

y

tr

y transponiert 61

�

A primale Erweiterung von A 64

C

i

(x) >, falls x = i

?, falls x 6= i

64

^

t Post-Normalform von t 68
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End A, 11

Endomorphismus, 10
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Gleichungssystem, 15, 28
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halbgeordnete Menge, 7
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Halbring, 55

Hom(A;B), 11
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Homomorphismus, 10

idempotent, 52

initial, 24

Injektion, 26

Instanz, 32

isomorph, 11, 25

Isomorphismus, 10, 25

kanonische Kategorie, 35

kanonischer Einbettungshomomorphis-

mus, 12

kanonischer Halbring, 56

Kategorie, 23

Kern, 11

Klasse, 16

kleiner, 7

kleinstes Element, 7

kommutative Theorie, 52

Kompositionsfunktion, 23

Kongruenzklasse, 11

Kongruenzrelation, 11

konstant, 24

Konstantensymbol, 9

linkslinear, 58
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mgu, 33

minimal, 7

Modell, 16

Modellklasse von E, 17

monoidal, 48

Monomorphismus, 10
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