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Kapitel 1

Einleitung

Terminologische Wissensreprisentationssysteme erlauben die Beschreibung von Konzepten
und Instanzen einer Anwendung. Konzepte werden dabei durch Konzeptterme definiert,
die aus atomaren Konzepten und Rollen sowie verschiedenen Konzeptkonstruktoren auf-
gebaut sind. Die verschiedenen Wissensreprisentationssprachen unterscheiden sich dabei
durch Anzahl und Art der Konstruktoren.

Das terminologische Wissen wird in einer Terminologie (T-Box) durch eine endliche
Menge von Axiomen der Form C' = D beschrieben. Dabei bezeichnet C ein Konzept und
D einen Konzeptterm. Falls zu C ein Konzept in der T-Box existiert, heiit C' definier-
tes Konzept; ansonsten nennen wir C primitives Konzept. Zu einem definierten Konzept
existiert in einer T-Box immer genau ein Axiom.

Die Menge {Frau = Mensch 1 = mannlich, Mutter = Frau M 3>'kind} ist eine aus zwei
Axiomen bestehende Terminologie. In dieser T-Box wird das definierte Konzept Frau als
ein Mensch definiert, der nicht ménnlich ist. Eine Mutter ist eine Frau, die mindestens ein
Kind hat.

Formal wird die Semantik — wie in der Pridikatenlogik — in einem modell-theoretisch-
en Ansatz definiert. Dazu definiert man eine Interpretation, die aus einer Grundmenge
(Menge von Individuen/Objekten) besteht und die jedem Konzept eine Teilmenge der
Grundmenge sowie jeder Rolle eine binédre Relation iiber der Grundmenge zuordnet. Kon-
zepte und Rollen entsprechen in der Pridikatenlogik somit einstelligen bzw. zweistelli-
gen Priadikaten. Die Interpretation wird auf Konzeptterme erweitert, so dafl diese, wie
Konzepte, als Teilmengen der Grundmenge interpretiert werden. Z.B. wird der Konzept-
term 32'kind als Menge der Individuen interpretiert, die bzgl. der zu kind gehérenden
bindren Relation mindestens einen direkten Rollennachfolger, d.h. mindestens einen kind-
Rollennachfolger, besitzen. Eine Interpretation ist ein Modell einer T-Box, wenn alle Axio-
me der T-Box bzgl. dieser Interpretation erfiillt sind. Ein Axiom wird von einer Interpre-
tation erfiillt, falls linke und rechte Seite des Axioms bzgl. der Interpretation die selben
Mengen beschreiben. Die sogenannte deskriptive Semantik einer Terminologie ist bestimmt
durch die Menge aller Modelle dieser Terminologie.

Man erwartet, dafl durch die Interpretation der primitiven Konzepte und Rollen, d.h.
durch die sogenannte primitive Interpretation, die Interpretation der definierten Konzepte
festgelegt ist; die primitive Interpretation soll also eindeutig zu einem Modell der Termi-
nologie fortgesetzt werden kénnen. Dies ist fiir azyklische Terminologien, d.h. solche, bei
denen kein definiertes Konzept (direkt oder indirekt) durch sich selbst definiert wird, der
Fall. Durch , Auffalten® der Terminologie erhilt man némlich eine bzgl. der deskriptiven
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8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Semantik dquivalente Terminologie, in der jedes Axiom auf der rechten Seite neben Rollen
nur noch primitive Konzepte enthilt [Neb90a]. In azyklischen Terminologien sind deshalb
definierte Konzepte nur Abkiirzungen fiir Konzeptterme, die aus primitiven Konzepten
und Rollen aufgebaut sind. Jedes definierte Konzept ist insbesondere eindeutig durch pri-
mitive Konzepte und Rollen definiert. Fiir zyklische Terminologien gilt diese Eindeutigkeit
nicht. Um jedoch auch fiir diese die eindeutige Fortsetzung der primitiven Interpretation
zu erhalten, werden statt der deskriptiven Semantik sogenannte Fixpunktsemantiken be-
trachtet.

Die Betrachtung zyklischer Terminologien ist sinnvoll, da die Darstellung terminolo-
gischen Wissens in natiirlicher Weise terminologische Zyklen aufweisen kann. Ein Mensch
kann z.B. als Lebewesen beschrieben werden, welches genau zwei Elternteile hat, die ihrer-
seits wiederum Menschen sind. Ein Bindrbaum besteht aus Elementen (Knoten), welche zu
einem Baum gehoren und héchstens jeweils zwei Nachfolgerknoten besitzen, die ihrerseits
selbst zum Binirbaum gehoren miissen’. Die Axiome zu den Beispielen kénnen wie folgt
formuliert werden:

Mensch = Lebewesen M 3>2eltern M 3<2eltern M Veltern.Mensch (1.1)
Binarbaum = Baum M 3<2direkter-Nachfolger I (1.2)
Vdirekter-Nachfolger.Binarbaum

In beiden Fallen werden Aussagen iiber die transitive Hiille einer Relation formuliert.
In (1.1) wird gefordert, daf§ alle Vorfahren eines Menschen (transitive Hiille von eltern)
ebenfalls Menschen sind. Entsprechend beschreibt (1.2) Bedingungen iiber alle (direkten
und indirekten) Nachfolger eines Knotens.

Obwohl also zyklische Beschreibungen natiirliche Darstellungen terminologischen Wis-
sens sein kénnen und diese weiterhin — im Gegensatz zur Pridikatenlogik der ersten Stufe
(vgl. [AU79]) — Aussagen iiber transitive Hiillen von Relationen erlauben, kénnen sie in
vielen Systemen, z.B. KRYPTON [BPGL85], LOOM [MB87], CLASSIC [PSMB*91] und
KRIS [BHI1], nicht behandelt werden. In diesen Systemen werden die Terminologien auf
Zyklenfreiheit getestet oder Zyklen fithren zur Nicht-Terminierung von Entscheidungsal-
gorithmen fiir Inferenzprobleme (z.B. Subsumtion).

Erste eingehendere Untersuchungen terminologischer Zyklen finden sich in [Neb87,
Neb90a, Neb91]. Dort werden alternativ zur deskriptiven Semantik auch die gfp-Semantik
(groBter Fixpunkt) und die Ifp-Semantik (kleinster Fixpunkt) fiir die Sprache N'TF (vgl.
[Neb90a]) betrachtet. In [Baa96] werden anhand der Sprache F L, die nur Konjunktion
und Werterestriktion enthilt?, die drei Semantiken mit Hilfe von endlichen Automaten
charakterisiert. Dies ermdglicht einen tieferen Einblick und ein eingehenderes Verstdndnis
der verschiedenen Semantiken und liefert Entscheidungsalgorithmen fiir die Subsumtion
von Konzepten. Obwohl auch hier nicht abschlieend geklirt wurde, welche Semantik bei
zyklischen Terminologien zu bevorzugen ist, zeigt sich fiir die gfp-Semantik jedoch, daf}
sie im Vergleich zu den anderen Semantiken ,natiirlichere“ Charakterisierungen durch
endliche Automaten zulifit. Andererseits gibt es Beispiele, bei denen jeweils mit einer der
drei Semantiken die intuitive Bedeutung einer Terminologie besser beschrieben wird als
mit den jeweils anderen.

'Die Beispiele stammen aus [Neb91] und werden spiter nochmals aufgegriffen.
*Fiir die deskriptive und die gfp-Semantik wird auch F£~, d.h. FLy mit existentieller Restriktion (vgl.
[LB87]), betrachtet.



Da die Sprache F L, fiir viele Repréasentationsaufgaben unzureichend ist, werden in die-
ser Arbeit Erweiterungen dieser Sprache betrachtet. Dazu wird F Ly um primitive Negation
und um Zahlenrestriktionen zur Sprache ALN erweitert. Neben der Charakterisierung der
drei genannten Semantiken und der Subsumtion ist bei den Erweiterungen auch die Be-
trachtung der Inkonsistenz von Konzepten interessant. Auch fiir die erweiterten Sprachen
stellt sich heraus, daf die gfp-Semantik eine einfachere Beschreibung durch endliche Auto-
maten zuldfit als die beiden anderen Semantiken. Aus den Charakterisierungen leiten wir
Entscheidungsalgorithmen und Komplexitéitsaussagen fiir Inkonsistenz und Subsumtion
ab. Die gewonnenen Ergebnisse werden schliefilich dazu genutzt, Aussagen iiber Schemata
abzuleiten. Schemata enthalten Konzeptinklusionen — statt Axiome — und zusétzlich
Rolleninklusionen. Wir werden Entscheidungsalgorithmen und Komplexititsaussagen fiir
Konsistenz, (lokale) Giiltigkeit sowie Subsumtion bzgl. ALN-Schemata durch Redukti-
on dieser Probleme auf Konsistenz und Subsumtion bzgl. ALN -Terminologien erhalten.
Umgekehrt gewinnen wir aus den in [BDNS97] beobachteten Komplexititsaussagen zu
(SLgis-)Schemata mit Hilfe der erwihnten Reduktion Hérte-Resultate fiir die Konsistenz
in ALN -Terminologien.

Im néchsten Kapitel werden zunéchst grundlegende Begriffe und Aussagen zu Ordinal-
zahlen, Fixpunkten sowie endlichen Automaten eingefiihrt. Ordinalzahlen und Fixpunkte
werden spéter dazu benutzt, die erwidhnten Fixpunktsemantiken zu definieren. Im Ab-
schnitt zu endlichen Automaten wird ein (N)PSPACE-Algorithmus zur Entscheidung der
Inklusion reguldrer Sprachen angegeben, da dieser in &hnlicher Form auch zur Entschei-
dung der Subsumtion in den folgenden Kapiteln auftritt.

Im dritten Kapitel werden wir Syntax und Semantik der terminologischen Représen-
tationssprache ALN einfithren. Hier werden die oben angesprochenen Begriffe , Interpre-
tation“ und ,,Modell“ formal definiert.

Das vierte Kapitel fithrt schlieBlich den Begriff der terminologischen Zyklen formal ein.
Es wird das Beispiel des Bindrbaumes aufgegriffen, welches die Einfithrung der Fixpunkt-
semantiken motiviert. Schon an dieser Stelle wird sich die gfp-Semantik als die natiirlichere
herausstellen.

Die Kapitel fiinf und sechs bilden den Kern der Arbeit. Sie enthalten die Charak-
terisierung der erweiterten Sprachen mit Hilfe endlicher Automaten. Im fiinften Kapitel
werden wir fiir die Sprache ALy, d.h. FLy mit primitiver Negation, die Semantiken, die
Inkonsistenz sowie die Subsumtion mit endlichen Automaten charakterisieren. Aufgrund
der primitiven Negation konnen auch bzgl. der gfp- und der deskriptiven Semantik Kon-
zepte inkonsistent sein — ohne primitive Negation treten nur fiir die Ifp-Semantik inkonsi-
stente Konzepte auf. Die primitive Negation ist auch dafiir verantwortlich, dal Konzepte
von Wortern ,ausgeschlossen* werden konnen. Diese Worter verhindern, dafl bestimmte
Individuen zur Extension eines Konzeptes gehoren kénnen; sie spielen bei der Charak-
terisierung der Subsumtion eine wichtige Rolle. Fiir die algorithmische Behandlung der
Inkonsistenz und der Subsumtion wird der Begriff des ,, Ausschlulzustandes“ wesentlich
sein. Wir werden die Mengen der Worter, die ein Konzept ausschlielen, mit Hilfe von Aus-
schluBzustinden charakterisieren. Dies erlaubt es (NPSPACE-)Entscheidungsalgorithmen
fiir die Inkonsistenz und die Subsumtion von Konzepten anzugeben. Fiir die Subsumtion
werden — in Anlehnung an die Verfahren in [Baa96] — auch Entscheidungsalgorithmen
angeben, die sich ausschliefflich auf die Entscheidung der Inklusion von reguldren und w-
reguléiren Sprachen stiitzen. Das Problem bei diesen Algorithmen ist jedoch, daf3 die Be-
handlung von Zahlenrestriktionen hier nicht so einfach moglich ist. Dagegen lassen sich die
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auf AusschluBzustinde basierenden Entscheidungsalgorithmen leichter auf Zahlenrestrik-
tionen erweitern. Es sind dazu im wesentlichen nur die Definitionen der Ausschluflzustéinde
zu modifizieren.

Kapitel sechs behandelt die Erweiterung von ALy durch Zahlenrestriktionen, d.h. die
Sprache ALN. Wir werden sehen, daf$ bei Anwesenheit von Zahlenrestriktionen auf die
primitive Negation — sogar auf primitive Konzepte iiberhaupt — verzichtet werden kann.
Weiter fiihren Zahlenrestriktionen (wie z.B. 3>2eltern) dazu, da8 fiir Individuen Nachfolger
ygefordert* werden kénnen. Dies macht die Handhabung von Modellen dieser Terminolo-
gien aufwendiger und erfordert, wie bereits erwihnt, die Anpassung der im fiinften Kapitel
eingefiihrten zentralen Begriffe ,, Ausschluf}“ und ,, Ausschlufizustand*.

Im siebten Kapitel wird der angesprochene Zusammenhang zwischen Terminologien
und Schemata behandelt. Neben zyklischen Terminologien und Schemata werden hier auch
(schwach-)azyklische Terminologien und Schemata untersucht.

Wir werden schlielich die Ergebnisse zusammenfassen und kurz auf verwandte Arbei-
ten eingehen.



Kapitel 2

Vorbereitung

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe zu Ordinalzahlen, Fixpunkten und endli-
chen Automaten eingefiihrt. Aulierdem werden dazu — vor allem zu endlichen Automaten
— einige Aussagen formuliert, auf die in den folgenden Kapiteln zuriickgegriffen wird.

2.1 Ordinalzahlen und Fixpunkte

Wir gehen im folgenden auf Begriffe und Aussagen zu Ordinalzahlen und Fixpunkten ein.
Diese konnen auch in [Ros82] bzw. [L1087] nachgelesen werden.

Eine lineare Ordnung < iiber der Grundmenge D ist eine zweistellige, transitive, totale'
und irreflexive Relation iiber D. Sie heifit wohl-geordnet, wenn zusitzlich jede nicht-leere
Teilordnung? von < ein kleinstes Element enthilt. Ein Ordnungstyp ist eine Aquivalenz-
klasse von isomorphen, linearen Ordnungen. Ordinalzahlen bezeichnen Ordnungstypen von
isomophen, wohl-geordneten Ordnungen. Man kann auf der Menge der Ordinalzahlen ei-
ne wohl-geordnete Ordnung definieren. Dazu sei die Ordnung < auf dieser Menge wie
folgt definiert: « < [ gdw. die Ordinalzahl « isomorph zu einem echten initialen Seg-
ment der Ordinalzahl 3 ist. Da dies eine wohl-geordnete Ordnung darstellt, besitzt damit
insbesondere jede Menge von Ordinalzahlen ein kleinstes Element sowie eine kleinste obe-
re Schranke (d.h. kleinstes Element der oberen Schranken) und enthilt keine unendlich
absteigende Kette.

2, 17, 42 sind Beispiele fiir endliche Ordinalzahlen. Dabei ist 17 der Ordnungstyp
der Menge {0,1,2,...,16} mit der iiblichen Kleiner-Ordnung auf natiirlichen Zahlen.
Der kleinste Ordnungstyp mit unendlicher Anzahl von Elementen ist w, d.h. die Men-
ge {0,1,2,...} mit der iiblichen Kleiner-Ordnung auf natiirlichen Zahlen. Es ist n < w fiir
alle endlichen Ordinalzahlen n.

Ist « eine Ordinalzahl, dann heiit a + 1 Nachfolger von «. Eine Ordinalzahl, die
Nachfolger einer (anderen) Ordinalzahl ist, heifit Nachfolgerordinal; alle anderen heiflen
Grenzordinale. Wegen 17 = 16 4+ 1 ist z.B. 17 ein Nachfolgerordinal. Dagegen ist w kein
Nachfolgerordinal, jedoch w+ 1 mit Ordnungstyp {0, 1,2,...} U{oo}, wobei alle Elemente
aus {0,1,2,...} kleiner als oo sind und {0, 1,2, ...} wie oben geordnet ist. Ein Grenzordinal
a kann als kleinste obere Schranke (lub) aller kleineren Ordinalzahlen erhalten werden,

'Fiir alle a,b € D,a #b, gilt a < b oder b < a.
2Eine Relation ist Teilordnung von <, falls sie Durchschnitt von < und S x S fiir eine Teilmenge S von
D ist.

11



12 KAPITEL 2. VORBEREITUNG

d.h. a =1ub({B; 8 < a}).

Nun wenden wir uns den Grundlagen von Fixpunkten zu.

Eine partielle Ordnung® D ist ein vollstindiger Verband!, falls jede Teilordnung C
von D eine kleinste obere Schranke lub(C) in D besitzt. Wegen glb(C) = lub({d € D;d
ist untere Schranke von C}) existiert zu C' dann auch die gréfite untere Schranke (glb).
Damit existieren auch das kleinste Element, bottom = lub(()), und das grifite Element,
top = glb(0), von D. Auf folgendes Beispiel werden wir spiter bei der Definition der
Fixpunktsemantiken zuriickgreifen:

Beispiel 2.1.

Es sei D = 2% x - .- x 25 das n-fache kartesische Produkt iiber der Potenzmenge von S. Mit
der komponentenweisen Inklusion ((Ay,...,A4,) C (By,...,B,) gdw. 41 C By,..., A, C
By,) ist D ein vollstéindiger Verband; top = (S, ..., S) und bottom = (0,...,0). )

Ist D eine partielle Ordnung und 7' : D — D eine Abbildung, so ist 7" monoton gdw.
T(a) < T(b) fiir alle a,b € D mit a < b gilt. Fiir f € D und T(f) = f ist f Fizpunkt
von T. Ist D ein vollstindiger Verband und 7' : D — D monoton, so besitzt T einen
kleinsten Fizpunkt [ fp(T) und einen grofiten Fizpunkt gfp(T), die identisch sein konnen.
Alle anderen Fixpunkte liegen dazwischen (vgl. [Ros82], Proposition 5.1). Der kleinste
und der grofite Fixpunkt lassen sich durch Ordinalpotenzen von T' charakterisieren. Die
Ordinalpotenzen T'1* und T'|* sind induktiv definiert durch:

i.) T1° := bottom und T |° := top;
ii.) T4t := T(T1*) und T [°F! := T(T|%);

iii.) ist « ein Grenzordinal, so ist T'1* := lub({T'1%; 3 < a}) und T | := glb({T |%; 8 <
al).

Es gilt

Satz 2.2.

Sei D ein vollstindiger Verband und T : D — D eine monotone Abbildung. Fiir jede
Ordinalzahl « gilt T1* < [fp(T) und T'}* > gfp(T). AuBlerdem existieren Ordinalzahlen
B und y mit 749 = Ifp(T) und T}” = gfp(T).

Beweis: vgl. [L1087], Proposition 5.3. O

Ist T aufwdrts w-stetig (bzw. abwdrts w-stetig), d.h. fir jede aufsteigende Kette dy <
di < dy < --- (bzw. absteigende Kette dy > di > dy > --+) gilt T'(lub({d;;i > 0}) =
lub({T'(d;);i > 0}) (bzw. T'(gib({d;;i > 0}) = glb({T'(d;);7 > 0})), so ist T monoton und
B bzw. v kbnnen im obigen Satz gleich w gew#hlt werden. Dies besagt

Satz 2.3.

Ist D ein vollstindiger Verband und 7 : D — D eine aufwirts w-stetige (bzw. eine
abwirts w-stetige) Abbildung, so ist [fp(T) = T1 = lub({T"(bottom);n > 0}) (bzw.
9/p(T) =T ¥ = glb({T" (top); n. = 0})).

Beweis: Folgerung von Satz 2.4. O

3reflexive, transitive und antisymetrische binéire Relation
D bezeichne sowohl die Triigermenge der Ordnung als auch die Ordnung selbst.
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Der nichste Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 2.3 fiir abwérts w-stetige Abbildun-
gen. Er gilt analog fiir aufwérts w-stetige Abbildungen, wird aber in dieser Form hier nicht
benétigt.

Satz 2.4.

Es sei D ein vollstdndiger Verband und T': D — D eine abwirts w-stetige Abbildung.
Weiter sei d ein Element von D mit d > T'(d). Dann ist d-gfp(T) := glb({T"(d);n > 0})
der gréfite Fixpunkt von T, der kleiner oder gleich d ist.

Beweis: vgl. [Baa96]. O

2.2 Automaten und Sprachen

Im folgenden Abschnitt werden Begriffe und grundlegende Aussagen zu Automaten und
Sprachen eingefiihrt, auf die in den folgenden Kapiteln Bezug genommen wird. Ausfiihr-
lichere Informationen dazu finden sich z.B. in [HU79] und [Eil74].

Ist 3 ein endliches Alphabet, so bezeichnet ¥* die Menge aller endlichen Warter iiber
L. Ist We¥* mit W=aqp--ap-1,0; € £,0<i<n-1,n€ N, soist |IW|:=n die
Lange des Wortes W. Durch € werde das leere Wort bezeichnet, d.h. das Wort der Linge
0. Weiter bezeichne ¥, die Vereinigung von ¥ und ¢, also ¥ U {e}. Das endliche Wort W
kann auch als Abbildung von der Ordinalzahl n = {0,...,n — 1} in ¥ betrachtet werden:
W (i) := a; fiir alle 0 < i < n. Ein unendliches Wort (w-Wort) ist eine Abbildung von w
in 3. Es ist X“ die Menge aller unendlichen Worter iiber . Ein w-Wort W wird oft als
unendliche Sequenz W (0)W (1)W (2)--- geschrieben. Die Lange von W ist co und wird,
wie im endlichen Fall, mit |WW| bezeichnet. Fiir eine Menge L von endlichen Wortern iiber
Y, d.h. L C ¥*, und fiir einen Buchstaben a aus ¥ sei L-a := {W -a; W € L} die Menge
der mit a konkatenierten Worter aus L. Die Menge L“ enthilt alle w-Worter iiber 3 der
Form WiWyWs3 .- mit W; € L fiir alle 1 > 1.

Ein Semi-Automat (mit Worttransitionen) ist ein Tripel A = (X, @, E), das aus einem
endlichen Alphabet ¥, einer endlichen Zustandsmenge () sowie einer endlichen Menge von
Transitionen F C @ X ¥2* X () besteht. Dabei kann A als endlicher Graph mit Knotenmenge
@ und Kantenmenge F dargestellt werden, wobei die Label der Kanten endliche Worter
aus X* sind. Ist £ C Q X X, X @, so heifit A Semi-Automat ohne Worttransitionen. Ist
EC @ x X xQ@Q,so heifit A Semi-Automat mit Buchstaben-Transitionen.

Es sei nun A ein Semi-Automat, p und ¢ seien Zustinde von A. Es existiert ein endlicher
Pfad der Lange n > 0 von p nach ¢ in A mit Label U, falls es fiir alle 1 < ¢ < n Transitionen
(pi—1,U;,pi) in A gibt mit py = p, p, = ¢ und U=U; - -- U,,. Fiir n = 0 ist dies ein leerer
Pfad mit Label U = ¢ und ¢ = p. Die Sequenz qq, V1,q1,Vo,q2,...,Vp,qn mit ¢; € Q
fir alle 0 < 7 < nund V; € ¥* fiur alle 1 < 7 < n bezeichnet einen endlichen Pfad
von g nach ¢, falls fiir alle 1 < 7 < n ein endlicher Pfad von ¢;_1 nach ¢; existiert
mit Label V;. Es ist zu beachten, da8 (¢;—1, Vi, ¢;) keine Transition in A sein muf; dies
wird ansonsten explizit erwidhnt. Entsprechend stellt die Sequenz qq, V1, q1, Vo, g2, V3, . ..
einen unendlichen Pfad von gy mit Label W = ViV,V3 -+ dar, falls fiir alle ¢ > 1 ein
endlicher Pfad von ¢;_1 nach ¢; mit Label V; existiert. Dabei mufl fiir unendlich viele
Indizes ¢ > 1 der Pfad von ¢;_1 nach g; ungleich dem leeren Pfad sein. Das Wort W kann
endlich oder unendlich sein. Ist W ein endliches Wort, so existiert ein ¢ > 0, so dafl —
aufgrund der Endlichkeit der Zustandsmenge — ¢; auf einem e-Zyklus liegt. Die Sequenz
qo, W, q;,€,q;,€,q;, ... bezeichnet also einen unendlichen Pfad in A mit Label W vom
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Zustand qq aus. Dabei liegt ein Zustand ¢ von A auf einem e-Zyklus, falls ein nicht-leerer
Pfad in A von ¢ nach ¢ mit Label ¢ existiert .

Sind I und J Teilmengen von @, so bezeichnet L4(I,J) (oder L(I,.J), falls der Bezug
zu A klar ist) die Menge der endlichen Worter iiber ¥, die Label eines endlichen Pfades von
einem Zustand aus I zu einem Zustand aus J sind. Ist I = {p} und J = {q}, so schreiben
wir auch L4(p,q) (bzw. L(p,q)). Zusammen mit I und J ist A ein endlicher Automat
(A, I,J) mit Anfangszustandsmenge I und Endzustandsmenge J. Bekanntlich ist damit
L 4(I,J) eine regulire Sprache. Man kann o.E. davon ausgehen, daf§ I und J einelementig
sind. Tst dies nicht der Fall, dann ergéinzt man (mit linearem Zeitaufwand) A um zwei neue
Zusténde p, ¢ und fiigt zu jedem p' € I eine Transition (p,e,p') sowie zu jedem ¢ € J
eine Transition (¢',e,q) in A ein. Bezeichnet A’ den so erhaltenen Automaten, dann gilt
offensichtlich LA(I,J) = L4 (p,q).

Der Automat (A, I, J) kann auch als Biichi-Automat aufgefafit werden, der als solcher
die Sprache Bu(I,J) bzw. B(I,J) = {W € £¥; W ist Label eines unendlichen Pfades,
der mit einem Zustand aus I startet und einen Zustand aus J unendlich oft durchlauft}
akzeptiert. Nach [Eil74], Theorem 1.4 ist eine Biichi-erkennbare Sprache B4 (I, J) endliche
Vereinigung von Sprachen der Form H - K“ mit den reguliren Sprachen H und K, weshalb
Biichi-erkennbare Sprachen auch w-reguldre Sprachen genannt werden. Biichi-erkennbare
Sprachen sind unter den booleschen Operationen Vereinigung, Durchschnitt und Komple-
ment abgeschlossen.

Schliefllich wird die durch A und einen Zustand p von A definierte Sprache U 4(p) bzw.
Ulp) :== {W € £* UX¥ W ist Label eines unendlichen Pfades, der mit p beginnt} von
Bedeutung sein. Ist A ein Semi-Automat mit Buchstaben-Transitionen®, so ist U4(p) C
¥¥, und man verifiziert leicht, da§ dann U4(p) = B4({p}, Q) gilt.

Ist A= (3, Q, E) ein Semi-Automat, so ist die e-Hiille zu I C @ definiert durch

e-closure4(I) := {q € Q; es existiert ein ¢’ € I und ein endlicher Pfad
von ¢’ nach ¢ mit Label };

die Nachfolgermenge von I bzgl. a € 3 ist durch
nexts(I,a) = {q € Q; es existiert ein ¢’ € I mit (¢',a,q) € E}
gegeben; schlielich bezeichnen fiir W € ¥* sowie I und a wie oben

nexteA(I,e) := e-closure4(I) und
nexteA(I,aW) := next.g(nexty(e-closurey(I),a), W)

die Nachfolgermengen einer Zustandsmenge und eines Wortes. Meist wird aus dem Zusam-
menhang klar sein, auf welchen Automaten Bezug genommen wird; wir schreiben dann
kiirzer e-closure(I), next(I,a) bzw. next.(I,W). Die Berechnung dieser Mengen ist mit
polynomialem Aufwand in der Grofie von A (und W) méglich.

Wir benotigen diese Definitionen zur Simulation des zu A gehérenden Potenzmengen-
automaten B := (3,Q', E') mit Q' := 29 N {F C Q; F = e-closure(F)} (unter e-closure
abgeschlossene Teilmengen von Q) und E' := {(q,a,q');q,¢' € Q' und ¢’ := next. 4(q,a)}.

Fiir next.(I,W) zeigt man leicht durch Induktion iiber die Lange n von W:

®Es geniigt auch, daB kein Zustand auf einem e-Zyklus liegt.
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Lemma 2.5.
Es sei A = (X, Q, F) ein Semi-Automat ohne Worttransitionen und W € ¥*. Weiter seien
g und ¢’ Zustinde aus Q. Dann gilt:

q € next.({q},W) gdw. W € L (q,q¢')
|

Wie das niichste Beispiel zeigt, ist es in Lemma 2.5 tatséchlich nétig, von einem Semi-
Automaten ohne Worttransitionen auszugehen.

Beispiel 2.6.
Es sei ein Semi-Automat A (mit Worttransitionen) wie folgt gegeben:

Offensichtlich ist ab € L(qo,q1). Es gilt aber auch ¢1 ¢ next.({qo},ab) = 0. &

Aus diesem Grund beziehen sich next(I,a) und nezt.(I,a) immer auf einen Semi-Automa-
ten ohne Worttransitionen. Dies kann in folgendem Sinne o.E. in bezug auf die eingefiihrten
Sprachen stets angenommen werden:

Lemma 2.7.

Es sei A = (£,Q, F) ein Semi-Automat (mit Worttransitionen). Zu diesem 14t sich —
mit linearem Aufwand — ein Semi-Automat B = (3, Q’, E') ohne Worttransitionen mit
folgenden Eigenschaften konstruieren:

i) QCQ

ii.) von keinem ¢ € @'\ Q existiert ein nicht-leerer Pfad zu ¢, der nur Zustinde aus
Q' \ Q enthilt;

iii.) kein ¢ € Q" \ Q liegt auf einem e-Zyklus;
iv.) fiir alle T, J C Q ist L(T,.J) = Lg(I, J);
v.) fiir alle ¢ € Q ist Ua(q) = Ug(q);

vi)) fiir alle I, .J C Q ist Ba(I,J) = Bs(I, J).

Beweis: Den Automaten B erhilt man aus A, indem jede Worttransition (p,aq - - - ay,q) €
E mit n > 1 durch die Transitionen (p,a1,p1), (p1,02,02),- -, (Pn—1,an,q) ersetzt wird,
wobei pi,...,pn_1 jeweils neue Zustdnde sind. Die iibrigen Transitionen aus E werden
unverindert in E’ iibernommen. Offensichtlich 148t sich B mit linearem Aufwand aus A
konstruieren. Aufierdem sieht man leicht, daf fiir B die Aussagen i.) — vi.) gelten. 0

Zusatzlich zu Worttransitionen konnen auch e-Transitionen eliminiert werden.

Lemma 2.8.

Ist A = (%,Q, E) ein Semi-Automat ohne Worttransitionen, so existiert ein (mit polyno-
mialem Aufwand aus A konstruierbarer) Semi-Automat B = (3, Q, E') mit Buchstaben-
Transitionen, so daf fiir alle I, J C @ gilt:
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i) La(l, )\ {e} = Ls(I,J)\ {c} und
ii.) Bu(I,J) = Bg(I,J).

Beweis: Die Menge E' wird wie folgt definiert: E' := {(p,a,q) € Q X ¥ X Q; es existiert
ein Pfad in A von p nach ¢ mit Label a}. Wegen (p, a,q) € E' gdw. q € next.({p},a), 148t
sich E' aus A mit polynomialem Aufwand konstruieren, indem zu allen Paaren (p,a) aus
Q x ¥ die Menge next.({p},a) berechnet wird. Man weist die Eigenschaften i.) und ii.)
leicht nach. a

Sind A = (2, Q1, E1) und B = (%, Q9, E3) zwei Semi-Automaten mit Buchstaben-Transi-
tionen, so besitzt der zugehorige — mit polynomialem Aufwand konstruierbare — Pro-
duktautomat C = (3,Q, FE) mit Q := Q1 X Q2 und E := {(p1,p2),a,(q1,q2) € Q X ¥ x
Q; (p1,a,q1) € By und (p2,a,qs) € Es} die Eigenschaft:

Satz 2.9.
Fiir alle Il,Jl g Ql und IQ,JQ g QQ gilt: LC(II X IQ,Jl X JQ) = L_A(Il,Jl) N LB(IQ,JQ).
O

Wir werden spéater auflerdem die folgende Aussage zur Sprache U4(gq) bendtigen:

Lemma 2.10.

Es sei A ein Semi-Automat ohne Worttransitionen, ¢ ein Zustand in A4 sowie W =
ajagas - -+ ein w-Wort. Fiir T; := next.(q,a1 ---a;), 1 > 0, gilt: W ¢ U(q) gdw. ein k > 0
mit T} = () existiert; insbesondere ist dann T; = () fiir alle ¢ > k.

Beweis: ,=“: Es sei T; # () fiir alle 1 > 0. Es existiert also fiir alle ¢ > 0 ein Zustand
qi € T;, so daB W; := ay---a; € L(q,q;) gilt. Wir betrachten den folgenden Baum: Die
Wurzel des Baumes ist mit ¢ markiert. Nachfolgerknoten von ¢ sind genau die mit ¢
markierten Knoten, so daf ein A-Pfad von ¢ nach ¢’ mit Label a; existiert. Ein solcher
mit ¢’ markierte Knoten erhiilt nun einen mit ¢” markierten Nachfolgerknoten genau dann,
wenn ein A-Pfad von ¢’ nach ¢” mit Label ao existiert. Entsprechend fiihrt man dies fiir
as, a4, as, ... fort. Da @ eine endliche Menge ist, besitzt jeder Knoten des Baumes nur
endlich viele Nachfolgerknoten. Wegen W; € L(q, ¢;) fiir alle i > 0 und Lemma 2.5 enthélt
der Baum beliebig lange Pfade. Nach dem Lemma von Kénig® enthilt der Baum einen
unendlich langen Pfad. Dies liefert W € U(q).

,<“: Es existiere ein k > 0 mit T, = 0. Gilt W € U(q), so existieren Zustinde
qi,q,---, so daBl ¢ = qo,a1,q1,a9,qs, ... ein unendlicher Pfad in A ist. Damit ist nach
Lemma 2.5 ¢ € T}, fiir alle £ > 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. a

Nach [GJ79] ist das Inklusionsproblem fiir reguldre Sprachen PSPACE-vollstandig.
Wir werden nun einen NPSPACE-Entscheidungsalgorithmus’ angeben, der das Inklu-
sionsproblem L (I1,J1) C Lp(lz,J2) fiir zwei Semi-Automaten A = (X,Qq, F1) und
B = (X, Q2, E2) sowie Zustandsmengen I, J; C @ und I, J; C Q2 entscheidet.

Bs gilt La(l,J1) C Ly(Is, Jo) gdw. La(Iy,Ji) N (S \ Lg(Is, J»)) = 0. Der Algorith-
mus geht deshalb (im Prinzip) vom endlichen Automaten (A, I, J;) zum Potenzmengen-
automaten A’ iiber. Der Anfangszustand von A’ ist e-closure4(I1) und die Endzustéinde

In einem endlich verzweigten Baum mit beliebig langen Pfaden existiert ein unendlicher Pfad (vgl.
[K635]).

"nicht-deterministischer Algorithmus; jeder Berechnungspfad braucht nur polynomialen Platz (in der
Grofle der Eingabe) und terminiert stets mit Ausgabe ,ja“ bzw. ,nein“.
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bestehen aus den Mengen J C @1, J = e-closure4(J), fiir die J N J; # 0 gilt. Entspre-
chend bezeichne B’ den Potenzmengenautomat, den man aus dem endlichen Automaten
(B, I, J3) erhilt, wobei jedoch End- und Nicht-Endzusténde vertauscht seien. Die Endzu-
standsmenge besteht somit aus Mengen J C Qo, J = e-closure4(.J), fiir die JNJo = ) gilt.
Der deterministische endliche Automat B akzeptiert also die Sprache ¥*\ Lg(I3, J2). Um
den Durchschnitt der beiden Sprachen zu A’ und B’ zu erhalten, wird der Produktautomat
der beiden deterministischen Automaten gebildet. Dieser besitzt hichstens 22" Zustinde
(n = mazx(|Q1],|Q2|)). Bekanntlich ist die Sprache dieses Automaten genau dann nicht
leer, wenn ein Wort der Linge kleiner als 22" existiert, welches vom Produktautomaten
akzeptiert wird (Pumping-Lemma). Der Algorithmus réit nun nicht-deterministisch ein sol-
ches Wort, falls es existiert, und simuliert den Produktautomaten. Die Simulation braucht
nur polynomialen Platz, denn es ist nicht nétig, den exponentiell grofen Produktautoma-
ten explizit zu konstruieren und abzuspeichern.

Dieser Algorithmus — wie auch alle anderen Algorithmen dieser Arbeit — wird in
PASCAL-&hnlicher Notation formuliert. Die Ausgaben ,ja“ bzw. ,nein“ schliefilen jeweils
die Terminierung des Algorithmus mit ein. Auf eine explizite ,,Halt“- Anweisung wird des-
halb verzichtet.

Algorithmus 2.11 (Entscheidungsalgorithmus: Inklusion regulirer Sprachen).

Eingabe: Semi-Automaten A = (3, Q1, F1) und B = (%, Q2, F») ohne Worttransitionen;
I, J; € Q1 und I, J> C Q.

Ausgabe: Es existiert eine Berechnung mit Ausgabe ,ja“ gdw.
La(L,Ji) € Lg(Is, J3)
Ty := e-closure 4(I1);
Ty := e-closurep(l3);
n = maz(|Qi, Q)
z = 0;
while z < 22" — 1 and not((7} N .J;) # 0 and (T3 N J3) = @) do begin
z:=z+1;
Wihle (nicht-det.) ein a € %;
Ty := next. o(T1, a);
Ty := next.p(Ts, a)
end;
If Ty NJy # 0 and To N Jo = 0 then Ausgabe ,ja“ else Ausgabe ,nein“. A

Korrektheit: Gibt der Algorithmus ,,ja“ aus, so existiert ein Wort W = ay - - - ap, € X%,
wobei a; der im i-ten Schleifendurchlauf fiir a gewihlte Buchstabe ist, mit m < 227, so da$§
fiir Ty := next.4(I1, W) und Ty := next.g(Io, W) gilt: Ty NJy # 0 und T N Jo = (). Damit
gllt nach Lemma 2.5: W € LA(Il,JI) und W g_ﬁ LB(IQ,JQ), also LA(Il,Jl) Z LB(IQ,JQ).
Dies zeigt die Korrektheit des Algorithmus 2.11.

Vollstindigkeit: Ist L4(l1,J1) € Lg(l2,J2), so existiert ein Wort W = ay---ay, €
¥*, fir das W € Ly(I1, i) \ Lg(I2, J2) gilt. Fir T, = next.4(I1, W) und Tr,, =
next.g(I2, W) gilt damit Ty, N Jy # 0 und T, N Jo = 0 nach Lemma 2.5. Es ist
201 x 2@2| < 227, Tst m > 22" — 1, dann existieren fiir Ti; = next.A(I1,a1- - a;)
und Ty ; = next.p(lz,a1---a;) (0 < i < m) Zahlen [ und r mit 0 < [ < r < 221 (<
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m) sowie T1; = T1, und Ty = Ty ,. Damit gilt T1,, = next.4(l1,a1 - aar41---am)
und Ty, = next.p(Iz2, a1 -+ - aars1 -+ - am). Also gelten auch fir W' =a; -+ qapy1 -+ am,
|[W'| < m, die Aussagen W' € L4(I1,J1) und W' & Lg(Is, J2). Fiir ein Wort W, |[W| = m,
minimaler Linge gilt somit m < 227™. Dann existiert aber auch eine Berechnung mit
Ausgabe ,ja‘: Fir W = ay - - - ay, wihlt der Algorithmus im i-ten Schleifendurchlauf a = a;
fiir alle 1 < 4 < m. Dies liefert eine Berechnung mit Ausgabe ,ja“. Ist schon vor dem m-
ten Schleifendurchlauf die while-Bedingung nicht erfiillt, so mufl wegen z < 22" sowohl
Ty N .J; # 0 als auch Th, N Jy = () gelten, was ebenfalls zur Ausgabe ,,ja“ fiihrt.

Komplexitit: Die Terminierung des Algorithmus ist trivial. Der Algorithmus muf} ledig-
lich Ty, T, z und n speichern. Fiir Ty, T5 und n ist klar, daf} dies nur polynomialen Platz
erfordert. Da zur Speicherung von z der Platz log(2?™ — 1) < 2 - n ausreicht, ist auch fiir
z der Speicherplatz polynomial. Auflerdem brauchen die arithmitischen Operationen und
die Berechnungen von e-closure(I) und nezt.(T,a) nur polynomiale Zeit. Algorithmus
2.11 ist also ein NPSPACE-Algorithmus.

Nach Savitch’s Theorem [HU69] gilt NPSPACE=PSPACE. Insgesamt zeigt dies die
Existenz eines PSPACE-Algorithmus fiir das Inklusionsproblem reguldrer Sprachen.

Neben dem Inklusionsproblem fiir regulédre Sprachen ist auch das Inklusionsproblem fiir
w-regulire Sprachen PSPACE-vollstéindig. In [SVW87] wurde gezeigt, da das Aquivalenz-
Problem fiir Biichi-Automaten in PSPACE liegt. Wegen Ly C Ly gdw. L1 N Ly = Ly, und
da der Biichi-Automat fiir den Durchschnitt von w-reguléren Sprachen in polynomialer Zeit
konstruierbar ist (vgl. [Tho90]), erhalten wir auch einen PSPACE-Algorithmus fiir das In-
klusionsproblem. Wie in [Baa96] festgestellt, kann man das Inklusionsproblem fiir regulire
Sprachen in polynomialer Zeit auf das Inklusionsproblem fiir w-regulire Sprachen reduzie-
ren; fiir die reguldren Sprachen L; und Lo gilt ndmlich: Ly C Ly gdw. Ly -{#}* C Lo-{#}¥
(fiir # ¢ ). Ly - {#}* und Ly - {#}“ sind w-regulire Sprachen, deren zugehérige Biichi-
Automaten leicht — in polynomialer Zeit — aus den Automaten fiir L; und Lo gewonnen
werden konnen. Diese Reduktion impliziert die PSPACE-Hérte des Inklusionsproblems
w-regulédrer Sprachen.



Kapitel 3

Die terminologische
Reprisentationssprache ALN

Die Sprache ALN erweitert die terminologische Reprisentationssprache FLj, die nur
Konzeptkonjunktion und Werterestriktion erlaubt, um primitive Negation sowie Zahlen-
restriktion. Wir definieren auBerdem die Teilsprachen ALy und FLN von ALN, die FL,

um primitive Negation bzw. Zahlenrestriktion erginzen.

Definition 3.1 (Syntax von ALN).

Es seien No und Np Mengen von Konzeptnamen (Konzepten) sowie Ni eine Menge von
Rollennamen (Rollen). Diese Mengen seien paarweise disjunkt. Die Menge der Konzept-
terme von ALN (ALN-Konzeptterme) ist induktiv wie folgt definiert:

i.) Fiir C € N¢ ist C ein Konzeptterm (atomares Konzept).

ii.) Fiir P € Np sind P (atomares Konzept) und (=P) (primitive Negation) Konzept-
terme.

iii.) Fiir » € N und R € Ng sind 32" R (Mazimum-Restriktion) und 3<"R (Minimum-
Restriktion) Konzeptterme (Zahlenrestriktionen).

Fiir bereits definierte Konzeptterme C' und D sowie R € Np sind
iv.) CND (Konzeptkonjunktion) und
v.) VR.C' (Werterestriktion) ebenfalls Konzeptterme.

Eine Terminologie (T-Boxz) T von ALN (ALN-Terminologie) besteht aus einer endlichen
Menge von (7-)Axiomen der Form A = D (Axiom zu A), dabei bezeichnet A ein Konzept
aus N¢g und D einen Konzeptterm. Zu jedem Konzept A € N¢, das in T vorkommt,
existiert stets genau ein T-Axiom. Wir nennen solche Konzepte definierte Konzepte von
T. Die Konzepte P € Np, die in T vorkommen, heiflen primitive Konzepte in T'; zu diesen
existieren keine T-Axiome. O

Neben ALN betrachten wir auch ALN-Teilsprachen. Die Sprache FL, erlaubt neben
atomaren Konzepten nur Konzeptkonjunktion und Werterestriktion. Die Sprache ALy
erginzt FLy um primitive Negation. SchlieBlich erweitert FLN die Sprache FLj; um
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Zahlenrestriktionen. Die Terminologien zu diesen Représentationssprachen werden analog
zu ALN-Terminologien definiert.

In Anlehnung an die Beispiele (1.1) und (1.2) der Einleitung betrachten wir nun Bei-
spiele fiir ALN-Terminologien, die terminologische Zyklen als natiirliche Beschreibung
von Konzepten aufweisen sowie Aussagen iiber (reflexiv-)transitive Hiillen von Relationen
enthalten.

Beispiel 3.2.
Es seien Lebewesen, Mensch, mannlich, Frau und Mann Konzeptnamen sowie eltern ein
Rollenname. Eine ALN -Terminologie kann wie folgt definiert werden:

Mensch = Lebewesen M 322eltern M 3<2eltern M Veltern.Mensch
Mann = Mensch M mannlich
Frau = Mensch M —mannlich

Das Konzept Mensch wird — wie in der Einleitung angesprochen — iiber die reflexiv-
transitive Hiille' der Relation eltern definiert. Ein Mensch ist demnach ein Lebewesen,
welches genau zwei Elternteile hat und dessen Vorfahren ebenfalls Lebewesen mit zwei
Elternteilen sind. Es ist zu beachten, daf§ die Einfiihrung einer neuen Rolle vorfahren nicht
das Gewiinschte leistet, da diese Rolle unabhiingig von eltern ist. &

Ein weiteres Beispiel:

Beispiel 3.3.
Es seien Bindrbaum, Ternarbaum, Blatter-Bindrbaum und Baum Konzeptnamen sowie direk-
ter-nachfolger ein Rollenname, dann ist

Binarbaum = Baum M 3<?direkter-nachfolger I
Vdirekter-nachfolger.Binarbaum (3.1)
Ternarbaum = Baum M 3<3direkter-nachfolger M
Vdirekter-nachfolger. Ternarbaum (3.2)
Blatter = Baum 1 3<direkter-nachfolger

eine ALN-Terminologie mit den definierten Konzepten Binarbaum, Ternarbaum sowie
Blatter. Das Konzept Baum ist primitiv. Ein Individuum geh6rt zum Bindrbaum, falls
es zum Konzept Baum gehort und hochstens zwei direkte-nachfolger besitzt sowie alle
(direkten und indirekten) Nachfolger (transitive Hiille von direkter-nachfolger) auch zum
Binarbaum gehoren. Das Konzept Ternarbaum ist analog definiert. Man wird erwarten, daf
alle Individuen aus Binarbaum auch zum Ternarbaum gehdren. Wir werden jedoch sehen,
daf} nicht alle Semantiken dieser Intuition entsprechen. Durch Blatter werden alle Knoten
des Baumes beschrieben, zu denen keine Nachfolger existieren, die also Bliatter des Baumes
sind. O

Als nichstes werden wir die bisher nur intuitiv angegebene Semantik formal modell-theo-
retisch definieren.

"Ist R C M x M eine binire Relation iiber der Menge M, so sei R® := {(e,e);e € M} und R™"' :=
RoR",n > 0, mit ,o“ als Komposition binidrer Relationen. Damit ist Un>1 R™ die transitive Hiille von R

und Un20 R™ die reflexiv-transitive Hiille von R.
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Definition 3.4 (Interpretation).

Eine Interpretation I besteht aus einer Menge dom(I), Domdne der Interpretation, und
einer Funktion -/, die jedem Konzeptnamen A eine Teilmenge A’ von dom(I) zuordnet
sowie jedem Rollennamen R eine binire Relation iiber dom(I), d.h. Rl C dom(I)xdom(I).
Die Mengen A’ und R’ heifien Eztensionen von A bzw. R bzgl. I.

Die Interpretationsfunktion von I, die damit auf Konzeptnamen und Rollennamen definiert
ist, wird folgendermaflen induktiv auf beliebige Konzeptterme erweitert:

i.) Fiir P € Np ist (-P)! := dom(I) \ P'.

ii.) Fiir R € Ng und d € dom(I) sei R!(d) := {e; (d,e) € R'} die Menge der Rollenfiiller
von d bzgl. R und I. Fiir n € N ist dann (3>"R)! := {d € dom(I); |R'(d)| > n} und
(A="R)! := {d € dom(I); |RT(d)| < n}.

Sind nun C und D Konzeptterme, fiir die C' und D' schon definiert sind, und ist R € Npg,
so ist

iii.) (CMD)! := TN D! und
iv.) (VR.C)! := {d € dom(I); RI(d) C C'}.

Damit ist die Interpretationsfunktion von I fiir alle Konzeptterme definiert.

Zwei Konzeptterme C und D heien dquivalent, falls CT = D! fiir alle Interpretationen
1 gilt.

Eine Interpretation I ist Modell einer T-Box T (T-Modell) gdw. AT = DI fiir alle
Axiome A = D in T gilt?.

Die Semantik von T ist durch die Menge der T-Modelle gegeben; genauer bezeichnen
wir diese als deskriptive Semantik. Zwei Terminologien sind bzgl. der deskriptiven Semantik
dquivalent, falls sie die gleiche Semantik besitzen. O

Wir werden im folgenden Kapitel sehen, dafl die deskriptive Semantik nicht immer die
intuitive Bedeutung einer T-Box widerspiegelt, d.h. es gibt Modelle, bei denen die defi-
nierten Konzepte nicht die erwarteten Individuen enthalten. Fiir die deskriptive Semantik
kann auferdem die Interpretation der primitiven Konzepte und Rollen (primitive Inter-
pretation, Definition 4.2) nicht immer eindeutig auf die definierten Konzepte erweitert
werden.

Beide Probleme treten auf, wenn die T-Box terminologische Zyklen enthélt. Neben der
deskriptiven Semantik betrachtet man fiir zyklische Terminologien deshalb auch weitere
Semantiken.

2Offensichtlich geniigt es, wenn I nur die in T vorkommenden Konzepte und Rollen interpretiert.
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Kapitel 4

Semantik zyklischer Terminologien

Wie im vorangegangenen Kapitel erwidhnt, tauchen fiir die deskriptive Semantik im Zu-
sammenhang mit terminologischen Zyklen verschiedene Probleme auf. Wir werden diese —
und andere — Probleme der deskriptiven Semantik in Beispielen genauer beleuchten. Die-
se fithren uns zu alternativen Semantiken, auf deren Vor- und Nachteile wir kurz eingehen
werden.

Zunichst werden die schon genannten Begriffe ,,terminologische Zyklen“ und , primitive
Interpretation“ definiert.

Definition 4.1 (terminologische Zyklen).

Ist T eine Terminologie und sind A, B definierte Konzepte in T', so benutzt A das Konzept B
direkt, genau dann wenn B auf der rechten Seite des Axioms zu A auftritt. Es sei ,, benutzt*
die transitive Hiille der Relation ,,benutzt direkt“. Die Terminologie 7' enthélt nun einen
terminologischen Zyklus genau dann, wenn ein definiertes Konzept A in T existiert, das
sich selbst benutzt, d.h. A benutzt A. Zyklenfreie Terminologien heiflen azyklisch. O

Damit sind die Terminologien aus Beispiel 3.2 und 3.3 zyklisch, da z.B. die definierten
Konzepte Mensch bzw. Binarbaum sich selbst benutzen.

Eine Interpretation I kann die primitiven Konzepte und Rollen einer T-Box T beliebig
interpretieren. Damit diese Interpretation ein Modell von T darstellt, miissen die Extensio-
nen der definierten Konzepte jedoch die durch T gegebenen Bedingungen erfiillen'. Dieser
Unterschied zwischen primitiven Konzepten und Rollen auf der einen und definierten Kon-
zepten auf der anderen Seite wird in folgender Definition festgehalten.

Definition 4.2 (primitive Interpretation und deren Erweiterung).

Es sei T' eine T-Box mit den primitiven Konzepten Pi,..., P, den Rollen Ry,..., R
sowie den definierten Konzepten Ay, ..., A,. Eine primitive Interpretation J besteht aus
einer Menge dom(J), der Domdne der primitiven Interpretation, sowie den Extensionen
der primitiven Konzepte P{,..., PJ und der Rollen RY,... ,Ri .

Eine Interpretation I zu T erweitert die primitive Interpretation J genau dann, wenn
dom(I) = dom(J), Pl = P{,...,Pl, = P/ und Rl = R{,...,R] = R] gilt. Durch
J und ein n-Tupel A = (Al,..., AL) € (29™()))" ist I also eindeutig bestimmt. Dabei
nennen wir J die zu I geh6rende primitive Interpretation. Zu einem definierten Konzept
B bezeichnet index(B) € {1,...,n} die Position des Konzeptes B im Tupel A. Die i-te
Komponente des Tupels A wird mit (A); bezeichnet. <&

AT = D7 fiir alle Axiome A = D in 7.
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Da Axiome notwendige und hinreichende Bedingungen an definierte Konzepte stellen, wird
man erwarten, dafl eine primitive Interpretation J zu einer T-Box T eindeutig zu einem
T-Modell I erweitert werden kann. Dies stimmt fiir azyklische Terminologien?, ist aber fiir
zyklische Terminologien im allgemeinen falsch.

Beispiel 4.3.
Wir legen die Terminologie T" aus Beispiel 3.3 zugrunde und definieren eine primitive
Interpretation J wie folgt: dom(J) = {a,b,c,d,e, f,g,h,a1,az,...}, Baum”’ := dom(.J),
direkter-nachfolger” := {(a,b), (a, ), (c,d), (e, f), (e, 9), (f,h), (g, h), (h, ), (a1, a3), (az, as),
(ag,a4), .. }

Graphisch:

°

b S
° ° °
a1 a9 as

Fiir index(Binarbaum):= 1, index(Ternarbaum):= 2 und indez(Blatter-Bindrbaum):= 3
bilden z.B. die Tripel ({a,b,c,d},{a,b,c,d},{b,d}) sowie (dom(J),dom(J),{b,d}) jeweils
zusammen mit J Modelle von 7. <

Die primitive Interpretation J 148t sich im Beispiel also nicht eindeutig zu einem Modell
von T' erweitern. Méchte man bei der Definition von Binarbaum bzw. Terndarbaum auch zy-
klische Graphen oder unendliche Graphen zulassen, so wiirde als eindeutige Erweiterung
von J das Tripel (dom(J),dom(.J),{b,d}) bevorzugt werden. Sollen derartige Graphen je-
doch nicht enthalten sein, so wiirde das Tripel ({a, b, ¢, d}, {a,b,c,d}, {b,d}) als eindeutige
Erweiterung von J erwartet werden. Dieses Beispiel legt somit nahe, dafl die deskriptive
Semantik nicht immer die intuitive Bedeutung einer Terminologie widerspiegelt.

Das zu einem Modell gehdrende Tupel der Extensionen definierter Konzepte ist ein
Fixpunkt einer Abbildung, die wir nun formalisieren (vgl. [Baa96]). Dies gibt uns die
Moglichkeit, neben der deskriptiven Semantik auch weitere Semantiken zu definieren.

Definition 4.4.

Es sei T eine Terminologie, die aus den Axiomen A; = D1,..., A, = D, besteht, und
J eine primitive Interpretation. Die Abbildung T7 : (24em())n s (2dom(I)yn jst fiir ein
Tupel A € (2% und die Interpretation I zu J und A folgendermafien definiert:
T;(A) = (Di,..., D). &

Man sieht leicht, dafl eine aus J und A bestehende Interpretation I genau dann Modell
einer T-Box T ist, wenn A Fixpunkt der Abbildung T ist, d.h. T;(A) = A gilt. Nach
Beispiel 2.1 ist (290" ein vollstindiger Verband. Analog zu [Baa96], Proposition 16

2Durch sogenanntes , Auffalten“ einer azyklischen Terminologie erhilt man eine Aquivalente Termino-
logie, deren Axiome auf der rechten Seite keine definierten Konzepte enthalten. Damit ist eine primitive
Interpretation eindeutig zu einem Modell der Terminologie erweiterbar (vgl. [Neb90a], Theorem 3.2).
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zeigt man, dafl Ty abwirts w-stetig ist3. Insbesondere ist T; damit monoton, so daf§ T’
(mindestens) einen Fixpunkt besitzt (vgl. Seite 12). Dies bedeutet, dafi eine primitive
Interpretation stets zu einem Modell einer T-Box erweitert werden kann. Damit kénnen
wir folgendes definieren:

Definition 4.5 (Semantiken (zyklischer) Terminologien).
Es sei T eine (zyklische) Terminologie.

i.) Die deskriptive Semantik erlaubt alle Modelle von T als zulissige Modelle.

ii.) Die Kleinster-Fizpunkt-Semantik (Ifp-Semantik) erlaubt nur die Modelle von T als
zulissige Modelle, die von einem kleinsten Fixpunkt einer Abbildung T'; stammen
(Ifp-Modelle).

iii.) Die Gréfter-Fizpunkt-Semantik (gfp-Semantik) erlaubt nur die Modelle von T als
zulissige Modelle, die von einem grofiten Fixpunkt einer Abbildung Ty stammen
(gfp-Modelle).

<&

Da bzgl. einer azyklischen Terminologie T' jede primitive Interpretation J eindeutig zu
einem Modell von T erweitert werden kann, d.h. Ty genau einen Fixpunkt besitzt, stimmen
die drei Semantiken fiir diesen Fall iiberein. Fiir zyklische Terminologien 148t sich jede
primitive Interpretation eindeutig zu einem Ifp- bzw. gfp-Modell von T' erweitern; dies gilt
nach Beispiel 4.3 fiir die deskriptive Semantik jedoch nicht.

Da die Abbildung T fiir eine T-Box T und eine primitive Interpretation J abwérts
w-stetig ist, gilt nach Satz 2.3: gfp(Ty) = Niso Th(top) = Ty ¥ fiir top = (dom(J))".
Satz 2.4 liefert A-gfp(Ts) = Mo T4(A) fiir A C (dom(J))" und A D Ty(A). Fiir den
kleinsten Fixpunkt [ fp(T) von Ty kann jedoch Lfp(T) # U;so T (bottom) = Ty 1¥ gelten.
Es sei z.B. die Terminologie T' durch die Axiome A = QrVYS.B, B = PMNVR.B gegeben®.
Weiter sei eine primitive Interpretation J dazu durch dom(J) := {ag,a1,as,...}, P :=
{ay,az,a3,...}, Q7 :={ao}, R := {(aj11,a;);i > 1} und S7 := {(ag,a;);i > 1} definiert.
Fiir die Ordinalzahl w + 1 wird der kleinste Fixpunkt von T'; erreicht, nicht aber vorher,
d.h. Ifp(Ty) = Tyttt # Tr1¥. Es gilt nimlich erst fiir w die Gleichheit (T71%)y = P/
(index(B) = 2) und somit stimmt erst fiir w+ 1 die Menge (T 1“*1); mit Q” (index(A) =
1) iiberein.

Wegen gfp(Ty) = Ny>o T4 (top) und Lfp(Ty) = Ty 1 fiir eine passende Ordinalzahl «
(Satz 2.2) erhilt man in Beispiel 4.3 das Tupel Airp = ({a,b,¢,d}, {a,b,c,d}, {b,d}) als
kleinsten Fixpunkt und A, ¢, = (dom(J),dom(J),{b,d}) als groBten Fixpunkt von Ty und
damit J zusammen mit A;z, als lfp-Modell von T und J mit Agp, als gfp-Modell von
T. Bzgl. der lfp-Semantik gehoren also die Individuen des zyklischen bzw. unendlichen
Graphen nicht zum Bindrbaum oder Ternarbaum; bzgl. der gfp-Semantik gehéren diese
jedoch dazu.

Es stellt sich die Frage, welche Semantik gegeniiber den anderen zu bevorzugen ist.
Diese Frage wird auch in [Neb91] behandelt. Nebel kommt zu dem Schluf}, daf keine der
Semantiken grundsétzlich gegeniiber den anderen ausgezeichnet ist. Auch die hier auf-
gefithrten Beispiele legen dies nahe: Wie wir auf Seite 85 zeigen werden, folgt mit der

3In [Baa96] wurde dies fiir die Sprache FLo gezeigt. Der Beweis fiir die Sprache ALN verlduft analog;
primitive Negation und Zahlenrestriktion sind im Beweis wie primitive Konzepte zu behandeln.
“Beispiel aus [Baa96]
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Ifp-Semantik in Beispiel 3.2, dafl das Konzept Mensch inkonsistent ist, d.h., daf} es der
betrachteten Terminologie folgend keine Menschen geben kann. Auf die Nachteile der de-
skriptiven Semantik sind wir in Beispiel 4.3 schon eingegangen. Fiihrt man in Beispiel
3.2 analog zum Konzept Mensch ein Konzept Esel ein, so sind (vgl. Seite 79) die Konzep-
te Mensch und Esel bzgl. der gfp-Semantik &dquivalent, d.h. alle Menschen sind Esel und
umgekehrt.

Trotzdem sind in vielen Fillen die gfp-Semantik und die deskriptive Semantik zu be-
vorzugen. Fiir die gfp-Semantik bzgl. der Sprache F Ly hat sich in [Baa96] herausgestellt,
daf} diese eine natiirlichere Charakterisierung durch endliche Automaten zulifit. Dies wird
fiir die Sprachen ALy und ALN in dieser Arbeit bestétigt werden.

Die Berechnung der Subsumtions-Hierarchie, d.h. die Unterkonzept-Oberkonzept-Rela-
tion, die implizit in der T-Box definiert wird, ist ein wichtiger Dienst terminologischer
Wissensreprisentationssysteme. Die Subsumtion ist fiir die verschiedenen Semantiken fol-
gendermaflen definiert:

Definition 4.6 (Subsumtion).
Es sei T' eine Terminologie, A und B seien Konzeptnamen in 7.

ACr B gdw. Al C B fiir alle Modelle I von T.
ACypr B gdw. Al C B! fiir alle lfp-Modell I von T.
ACy B gdw. A’ C B! fiir alle gfp-Modell I von T.

Sprich: B subsumiert A in T' (T-subsumiert) bzgl. der deskriptiven, Ifp- bzw. gfp-Semantik.
&

Neben der Subsumtion ist auch die Inkonsistenz eines Konzeptes von Interesse.

Definition 4.7 (Inkonsistenz).

Es sei T' eine Terminologie. Das Konzept A in T ist inkonsistent (T-inkonsistent) bzgl. der
deskriptiven Semantik (Ifp-, gfp-Semantik) gdw. fiir alle (Ifp-, gfp-)Modelle I von T gilt:
AT =9, o



Kapitel 5

ALy und endliche Automaten

In [Neb87, Neb90a, Neb91] wurde zum erstenmal der Zusammenhang zwischen der termi-
nologischen Sprache FL; und endlichen Automaten beobachtet. Damit konnte die co-NP-
Vollsténdigkeit der Subsumtion bzgl. azyklischer Terminologien bewiesen werden. Cha-
rakterisierungen der verschiedenen Semantiken und der Subsumtion fiir (zyklische) FLo-
Terminologien wurden zuerst in [Baa96] angegeben'. Daraus konnten Entscheidungsalgo-
rithmen fiir die Subsumtion abgeleitet werden.

In diesem Kapitel betrachten wir eine Erweiterung von FLg, die Sprache ALy. Die
primitive Negation kann fiir alle drei Semantiken zu inkonsistenten Konzepten fithren —
in FLy koénnen nur bzgl. der Ifp-Semantik Konzepte inkonsistent sein. Aus diesem Grund
werden wir neben der Subsumtion auch die Inkonsistenz mit Hilfe von endlichen Automa-
ten charakterisieren und daraus Entscheidungsalgorithmen sowie Komplexititsaussagen
ableiten.

Wie in der Einleitung erwahnt, fithrt die Inkonsistenz dazu, dal Konzepte von Wortern
yausgeschlossen“ werden kénnen. Diese Worter verhindern, daff bestimmte Individuen zur
Extension eines Konzeptes gehoren, was vor allem bei der Charakterisierung der Sub-
sumtion zu beriicksichtigen ist. Algorithmisch werden wir diese Wérter durch ,, Ausschluf-
zustinde“ beschreiben. Mit Hilfe dieser Zustinde kénnen aus den jeweiligen Charakteri-
sierungen Entscheidungsalgorithmen fiir Inkonsistenz und Subsumtion gewonnen werden.
Die Begriffe ,,Ausschlufl* und ,,Ausschluffzustand* werden auch bei der Behandlung der
Sprache ALN in Kapitel 6 von Bedeutung sein. Die Anwesenheit von Zahlenrestriktionen
macht dann jedoch eine Anpassung dieser Begriffe notig, erlaubt aber damit eine einfache
Erweiterung der Entscheidungsalgorithmen von ALy auf ALN.

In Anlehnung an die Vorgehensweise in [Baa96], werden wir in diesem Kapitel fiir die
Subsumtion auflerdem Entscheidungsalgorithmen betrachten, die sich ausschlieflich auf
die Entscheidung der Inklusion regulirer und w-regulirer Sprachen stiitzen. Dazu wird
die Menge der Ausschlufiwérter eines Konzeptes durch einen (in der Grofie der Termino-
logie) polynomial groien endlichen Automaten beschrieben. Zahlenrestriktionen machen
eine Charakterisierung der Menge der Ausschlufiworter eines Konzeptes durch derarti-
ge Automaten jedoch schwierig, so dafl im 6. Kapitel nur der erstgenannte Ansatz iiber
,Ausschlufizustinde verfolgt wird.

'Fiir die Sprache F£~, d.h. FL, mit einfacher existentieller Restriktion (3! R), wurden auch gfp- und
deskriptive Semantik untersucht.
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5.1 Der Semi-Automat zur T-Box

Den Zusammenhang von Terminologie und Semi-Automat erhélt man durch Zuordnung
einer T-Box T zu einem Semi-Automaten A7p. Dazu ist es zunéchst notig, die Terminologie
in eine Normalform zu iiberfiithren:

Man sieht leicht, daf} fiir Konzeptterme C' und D sowie einen Rollennamen R die Kon-
zeptterme VR.(C' M D) und VR.C' 1M VR.D &quivalent sind. Somit ist jeder Konzeptterm
dquivalent zu einer Konjunktion von Termen der Form VR{.VRs..... VR,,.C fur C Kon-
zeptname, primitive Negation oder Zahlenrestriktion. Wir schreiben fiir einen solchen
Term kurz VW .C', wobei W das endliche Wort R; --- R, bezeichnet; Ve.C steht fiir C.
In einer normalisierten Terminologie ist jede rechte Seite eines Axioms also Konjunktion
von Termen der Form VIW.C. Fiir eine Interpretation I bezeichnet W' die Komposition
Rl oR}o...oR! der bindren Relationen R!,... R!: esist ¢! := {(d,d);d € dom(I)} die
identische Relation. Damit gilt (VR;.VRs..... VR,.C)! = (VW.C)! fiir alle Interpretatio-
nen I. Die Normalform einer Terminologie ist eindeutig bis auf die Anordnung der Terme
VIW.C in den Konjunktionen. Der nun zu definierende Automat Ap ist invariant unter
dieser Anordnung. Deshalb kénnen wir Ar wie folgt definieren:

Definition 5.1 (der Semi-Automat Ar).

Es sei T eine (0.E., siehe oben) normalisierte ALN -Terminologie. Der zugehorige Semi-
Automat (mit Worttransitionen) Ar = (£,Q, E) ist folgendermafien definiert: Das Al-
phabet ¥ von Ap ist die Menge der in T' vorkommenden Rollennamen; die Zusténde
von Ar (@) sind die in T' vorkommenden Konzeptnamen, primitiven Negationen (Terme
der Form =P in T fiir ein primitives Konzept P) und Zahlenrestriktionen; jedes Axiom
A =VWi. Ay N---MTVYW,. A, in T liefert die Transitionen (A, Wy, Ay),..., (A, W,, Ay) €
E in Ar. <&

Offensichtlich ist A7y mit linearem Aufwand aus T konstruierbar.

Bemerkung 5.2.

Aus Ar 148t sich gemifl Lemma 2.7 — mit linearem Aufwand — ein Semi-Automat
Ar' ohne Worttransitionen konstruieren, so daf} die eingefiihrten Sprachen (genauer, vgl.
Lemma 2.7) fiir A7 und A7’ jeweils iibereinstimmen. Wir werden deshalb, vor allem
bei den Entscheidungsalgorithmen fiir die Subsumtion, (0.E.) von Az als einem Semi-
Automaten ohne Worttransitionen ausgehen kénnen.

Ist 7" die zu A7’ gehdrende normalisierte Terminologie, so entspricht der Konstruktion
von A7’ die folgende fiir T": Jeder Konzeptterm der Form VRW.C in T (R € ¥ und
W € ©1) wird durch VR.A ersetzt, wobei A jeweils ein neues definiertes Konzept ist, fiir
welches das Axiom A = VW .C eingefiihrt wird. Diese Ersetzung wird solange iteriert bis
fiir jeden Konzeptterm YW .C' der erhaltenen Terminologie gilt, dal W = ¢ oder W = R
fiir R € ¥ ist. O

Im néchsten Beispiel werden wir eine konkrete normalisierte Terminologie mit zugehorigem
Semi-Automaten angeben.

Beispiel 5.3.
Die Terminologie T sei durch folgende Axiome gegeben:

A = VR.C M YR.E M VS.(=P) M VS.A
B = VRR.P M VS.(=P) M VS.B
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C=VSEMNQ
D=CnE
E=VR.QMN-Q.

A, B, C, D und E sind definierte Konzepte; P und Q sind primitive Konzepte; R und S
Rollen. Wir geben Ap graphisch wie folgt an:

Die Zustédnde, von denen keine Transitionen ausgehen, sind primitive Konzepte, primitive
Negationen oder (fiir ALN) Zahlenrestriktionen. <&

In den folgenden Abschnitten werden wir nun fiir jede Semantik bzgl. ALy mit Hilfe von
Ar die jeweilige Semantik, die Inkonsistenz sowie die Subsumtion charakterisieren und fiir
Inkonsistenz und Subsumtion daraus Entscheidungsalgorithmen und Komplexititsaussa-
gen ableiten.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dafl wir im folgenden — auch im Kapitel 6 — ei-
nige Begriffe und Bezeichnungen wie ,, Ausschluf3“, ,, Ausschluflzustand“, ,inkonsistent*,
»subsumiert®, | E4%, | F4 ,“, ,kanonisches Modell“ und , erweitertes kanonisches Modell*
einfithren bzw. benutzen, die fiir verschiedene Semantiken und Sprachen gleich benannt
werden, aber je nach Semantik und Sprache unterschiedliche Bedeutung haben. Bezugs-
semantik und -sprache werden jedoch jeweils aus dem Kontext ersichtlich sein, so dafl auf
zugehorige Sprache und Semantik nicht (immer) explizit hingewiesen wird.

5.2 Charakterisierung der gfp-Semantik in AL,

Anders als fiir FLq konnen fiir ALy Konzepte bzgl. der gfp-Semantik inkonsistent sein.
Wir werden deshalb neben der Charakterisierung der Subsumtion bzgl. der gfp-Semantik
in ALy auch die Inkonsistenz charakterisieren. Desweiteren verhindert die Inkonsistenz
eine direkte Ubertragung der Charakterisierung der Subsumtion von FL, auf ALg. Die
Charakterisierung der gfp-Semantik in F Ly 148t sich jedoch leicht auf die Sprache ALy
erweitern.

Satz 5.4 (Charakterisierung der gfp-Semantik bzgl. AL;).
Es bezeichne T eine ALp-Terminologie, Ar den zugehorigen Semi-Automaten, I ein gfp-

Modell von T sowie A einen Konzeptnamen in T'. Fiir jedes d € dom/(I) gilt:
de Al gdw.

(P1) fiir alle primitiven Konzepte P in T', alle Worter W € L(A, P) und alle Individuen
e € dom(I) mit (d,e) € W' gilt e € P; und
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(P2) fiir alle Terme =P in T, alle Worter W € L(A,—P) und alle Individuen e € dom(I)
mit (d,e) € W gilt e € (-P)".

Beweis: Der Beweis kann analog zum Beweis von Proposition 19 in [Baa96] gefithrt wer-
den. Die primitive Negation =P ist im Beweis wie ein primitives Konzept zu behandeln.
a

Die Sprachen L(A, P) und L(A,—P) fiir ein primitives Konzept P stellen eine Menge von
Bedingungen VW .P bzw. VW.-P dar, die ein Individuum der Extension von A erfiillen
muB, d.h. d liegt genau dann in A/, wenn fiir alle Worter W und primitiven Konzepte
P mit W € L(A, P) baw. W € L(A,-P) gilt: d € (VW.P)! bzw. d € (YW.-P)!. Dabei
héngt diese Bedingung nur von der zu I gehorenden primitiven Interpretation ab.

Ist I ein gfp-Modell zur Terminologie T" aus Beispiel 5.3, so gilt fiir ein Individuum
d € dom(I) wegen L(B,Q) = L(B,—Q) = () nach Satz 5.4:

de B! gdw. d € (YW.-P)! fiir alle W € S*S = L(B,-P) und
d € (YW.P)! fiir alle W € S*RR = L(B, P).

Fiir ein Individuum d € B! ist also notwendig, daB alle S-Nachfolger (auch indirekten) von
d in (=P)! liegen. Zyklische Terminologien erlauben also — wie schon in den Beispielen
3.2 und 3.3 gesehen — Aussagen iiber transitive Hiillen von Rollen.

5.2.1 Die gfp-Semantik in AL; — Inkonsistenz

In einer Terminologie mit Axiom A = P M =P ist A offensichtlich inkonsistent. Auch D in
Beispiel 5.3 ist inkonsistent. Ist ndmlich I ein gfp-Modell von T, so gilt fiir ein Individuum
d € D! nach Satz 5.4 wegen ¢ € L(A,Q) N L(A,—-Q) und de’d, da d € Q' und d €
(-Q)! gelten muB. Da dies eine widerspriichliche Bedingung ist, kann D kein Individuum
enthalten. Die Existenz eines primitiven Konzeptes P mit ¢ € L(A, P)NL(A, ~P) ist nicht
nur hinreichend, sondern auch notwendig fiir die Inkonsistenz von A. Fiir den Beweis dieser
Aussage ist die folgende Definition niitzlich.

Definition 5.5 (kanonisches Modell bzgl. der gfp-Semantik in ALy).
Es sei T eine ALj-Terminologie, A7 der zugehérige Semi-Automat sowie A ein Konzept in
T. Die kanonische primitive Interpretation J = J(A,dy) zum Konzept A und Individuum
dy ist wie folgt definiert:
dom(J) := {dy}; R’ := | fiir alle Rollennamen R aus T’; fiir jedes primitive Konzept P in
T gelte dy € P’ gdw. € € L(A, P).

Das kanonische Modell I = I(A,d,) zum Konzept A und Individuum dy ist das zu J
und T gehérende gfp-Modell?. &

Um fiir das kanonische Modell T = I(A, dy) die Aussage dy € Al beweisen zu konnen, ist
folgende Bedingung hinreichend?:

Es existiert kein primitives Konzept P mit ¢ € L(A, P) N L(A, —=P). (5.1)

Dies zeigen wir in

*Der Bezug von J und T zu T wird stets aus dem Kontext hervorgehen.
3und nach Satz 5.8 auch notwendig
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Lemma 5.6.
Ist Bedingung (5.1) erfiillt, so gilt: dy € A”.

Beweis: Wir zeigen die Giiltigkeit von (P1) und (P2) in Satz 5.4 bzgl. A und dy, woraus
do € Al folgt.

Es sei P ein primitives Konzept in T, W € L(A,P) und e € dom(I) mit doW'e.
Wegen R! = () fiir alle R folgt W = € und e = dy. Wegen ¢ € L(A, P) folgt dy € P’ nach
Definition von J. Dies zeigt (P1).

Fir W € L(A,—~P) und e € dom(I) mit dyW'e folgt wiederum W = ¢ und e = dj.
Zusammen mit ¢ € L(A,-P) liefert ¢ ¢ L(A,-P) N L(A,P) auch ¢ ¢ L(A, P). Die
Definition von .J impliziert somit doy ¢ P”, also dy € (—P)”. Dies zeigt (P2). O

Fiir eine algorithmische Charakterisierung der Inkonsistenz definieren wir den Begriff des
Ausschlufizustandes. Dieser wird auch fiir die Subsumtion von Bedeutung sein.

Definition 5.7 (Ausschluflzustand bzgl. der gfp-Semantik in AL).

Es bezeichne T eine Terminologie und Ar = (3, @, E) den zugehorigen Semi-Automaten.
Dann heifit FF C Q Ausschlufzustand bzgl. Ar (und bzgl. der gfp-Semantik in ALy), falls
ein primitives Konzept P in T existiert mit P,-P € F. &

Wir sprechen nicht von einer Ausschluizustandsmenge bzgl. Ar, sondern von einem Aus-
schlufizustand, da ein AusschluBBzustand einen Zustand in dem zu Ar gehorenden Potenz-
mengenautomaten beschreibt (vgl. Ausfithrungen im Anschluff an Lemma 5.15), der auch
den Mengen e-closure und nezt. implizit zugrunde liegt.

Offensichtlich kann mit linearem Zeitaufwand entschieden werden, ob eine Teilmenge
von (Q ein Ausschluflzustand ist.

Die Inkonsistenz eines Konzeptes kann nun wie folgt charakterisiert werden:

Satz 5.8 (Charakterisierung der Inkonsistenz bzgl. der gfp-Semantik in AL).
Es sei T' eine Terminologie in ALy, A7 der zugehorige Semi-Automat und A ein Konzept
in T. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1.) A ist T-inkonsistent bzgl. der gfp-Semantik in ALy.
2.) Es existiert ein primitives Konzept P in T mit € € L(A, P) N L(A,—=P).
3.) Die Zustandsmenge e-closure({A}) ist ein Ausschlufizustand.

Beweis: Die Aquivalenz der letzten beiden Aussagen sollte nach Definition 5.7 und der
Definition von ,e-closure* klar sein. Wir zeigen die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen:
,1. = 2.“: Existiert kein primitives Konzept P in T mit ¢ € L(A, P) N L(A,=P), so
existiert zu A und einem Individuum dy nach Lemma 5.6 das kanonische Modell I =
I(A,dy) mit dy € AT; damit ist A konsistent.

»1. < 2.“: Es existiere ein primitives Konzept P in T mit ¢ € L(A, P) N L(A,—-P). Es
sei T ein gfp-Modell von T sowie d ein Individuum in I mit d € A’. Satz 5.4, (P1) liefert
dann d € P! zusammen mit de’d. Entsprechend impliziert (P2): d € (=P)’. Dies ist ein
Widerspruch und somit ist A inkonsistent. O

Da die Berechnung von e-closure({A}) und der Test auf AusschluBzustand nur polyno-
mialen Zeitaufwand benétigen, ist die Inkonsistenz eines Konzeptes bzgl. der gfp-Semantik
in ALy mit polynomialem Zeitaufwand entscheidbar.

In Beispiel 5.3 ist e-closure({D}) = {D,C,E,Q,—Q}. Da Q und —Q in dieser Menge
enthalten sind, folgt die Inkonsistenz von D.
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5.2.2 Die gfp-Semantik in AL; — Subsumtion

In [Baa96], Theorem 20 wurde fiir eine FLy-Terminologie T' die Subsumtion zweier Kon-
zepte A und B wie folgt charakterisiert:

ACyppr B gdw. L(B, P) C L(A, P) fiir alle primitiven Konzepte P in T. (5.2)

Fiir die Erweiterung der Charakterisierung auf ALy reicht die Erginzung der rechten Seite
um die Bedingung L(B,—P) C L(A, —P) fiir alle Terme der Form —P in T nicht aus. D.h.
im allgemeinen ist die Aussage

A Cyspr Bgdw. L(B,P) C L(A, P) fiir alle primitiven Konzepte P in T' und (5.3)
c .

L(B,—-P) C L(A,—P) fiir alle Terme der Form =P in T

falsch. Mit Satz 5.4 sieht man leicht, dal damit jedoch die rechte Seite von (5.3) eine
hinreichende Bedingung fiir A C,s, 1 B ist, da alle Bedingungen (d € (VW.P)" bzw.
d € (YW.=P)!), die an ein Individuum aus B! gestellt werden, auch an Individuen aus
A’ gestellt werden.

Aufgrund der Inkonsistenz von Konzepten, die bei FLy bzgl. der gfp-Semantik nicht
auftrat, ist die rechte Seite aber keine notwendige Bedingung fiir die Subsumtion. Wir
verdeutlichen dies am Beispiel 5.3. Da D inkonsistent ist, gilt im Beispiel die Subsumtions-
beziehung D Ty, 7 B, obwohl RR € L(B,P) und RR ¢ L(D,P), also L(B,P) Z L(D,P).
Desweiteren gilt A C, ¢, 7 B, obwohl WRR € L(B,P) und WRR ¢ L (A, P) fiir ein beliebiges
Wort W € S* gilt. Ist nimlich I ein gfp-Modell von T und d € dom(I) mit d € Al, so be-
sitzt d keine WR-Nachfolger. Wegen WR € L(A, Q) N L(A, =Q) miifiten diese nach Satz 5.4
sonst Elemente der Extensionen zu Q und —Q sein; dies ist aber ein Widerspruch. Damit
gilt d € (YWRR.P)!. Zusammen mit L(A,-P) = L(B,-P), L(B,Q) = L(B,-Q) = () und
d € A folgt dann mit Satz 5.4 leicht: d € BI.

Woran liegt es also, dafl A £, 7, 7 B gilt, obwohl die rechte Seite der Aquivalenzaussage
(5.3) nicht erfiillt ist? Ist A Z, s, 7 B, so existiert ein gfp-Modell I und ein Individuum dy
mit dy € Al und dy ¢ B’. Bis auf die Inklusion von L(B,P) und L(A,P) gelten die
Inklusionen zu —P, Q und —Q. Wegen dy € A und dy ¢ B! muf§ deshalb zu dy ein WRR-
Nachfolger existieren, der nicht in P/ liegt. Dann hiitte aber dy auch einen WR-Nachfolger,
der, wie erwihnt, in der Extension von Q und —Q liegen miifite. Dies kann aber nicht
sein. Es ist also nicht moglich, ein gfp-Modell zu T anzugeben, welches die Subsumtion
von A und B widerlegt. Der Grund sind die Woérter WR, die derartige Modelle nicht
zulassen. Diese Worter schliefen A aus. Der Begriff ,, Ausschlufi“ ist in dieser Arbeit ein
zentraler Begriff, der auch in den folgenden Abschnitten und im folgenden Kapitel eine
wichtige Rolle bei der Charakterisierung der Subsumtion spielen wird. Nun werden wir
diesen formal definieren.

Definition 5.9 (Ausschlufl bzgl. der gfp-Semantik in AL).

Es sei T' eine Terminologie, A7 = (X,Q, F) der zugehorige Semi-Automat sowie A ein
Konzept in T. Das Wort W € £* U X% schliefit A aus*, falls ein primitives Konzept P in
T existiert und ein endliches Prafix V von W mit V € L(A, P)NL(A,-P). &

Das folgende Lemma macht die Bedeutung dieser Definition deutlich.

“Der Fall W € £ wird erst im nichsten Abschnitt benstigt.
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Lemma 5.10.
Ist I ein gfp-Modell zur Terminologie T' sowie W ein A-ausschliefendes Wort, und sind
d, f € dom(I) Individuen mit dW'f, dann gilt d & A’.

Beweis: Wegen dW/ f existiert ein Individuum e € dom(T) mit dV'e (V wie in Definition
5.9 gewihlt). Nach Voraussetzung gilt V € L(A, P)NL(A,-P). Gilt d € A’, so folgt nach
Satz 5.4: e € P! und e € (~P)’; also kann d kein Element von A’ sein. O

Es sei E4 := {W € ¥*; W schlieit A aus} die Menge der A-ausschlielenden Worter; auch
hier geht jeweils der Bezug zur Terminologie, zur Semantik sowie zur Sprache aus dem
Kontext hervor. Da mit einem A-ausschlieBenden Wort W auch alle Worter A ausschliefien,
die W als Prifix enthalten, ist fiir ein inkonsistentes Konzept A wegen ¢ € F4 (Satz 5.8)
die Menge F4 gleich ¥*.

In Beispiel 5.3 ist Epn = S*RY*. Wie erwihnt gilt die Inklusion zwischen L(B,P) und
L(A,P) nicht, da L(B,P) A-ausschlieende Worter enthilt, die in L (A, P) nicht enthalten
sind. Es gilt aber L(B,P) C L(A,P)UEA. Diese Inklusion ist der Grund dafiir, daf kein gfp-
Modell existiert, welches die Subsumtion von A und B widerlegt. Wir werden im folgenden
sehen, daf} ein solches Modell existiert, falls eine derartige Inklusion nicht gilt.

Definition 5.11 (erweitertes kanonisches gfp-Modell bzgl. AL).

Es sei T eine Terminologie in ALy, A7 der zugehorige Semi-Automat sowie A ein Konzept
inT und W = Ry - -+ R, ein endliches Wort iiber X. Weiter sei I = I(A, dy) das kanonische
Modell zu A und Individuum dy mit zugehoriger primitiver Interpretation J. Wir definieren
nun die Erweiterungen Jp,in = Jmin (A, do, W) und Jpar = Jmaz (A, do, W) zu J wie folgt:
dom(Jpmin) = dom(Jmaz) := {do,...,dp} und R/min = RImee .= {(d; 1, d;);1 < i <n
und R = R;} fiir alle Rollennamen R in 7. Fiir alle primitiven Konzepte P in T und alle
d € dom(Jmin) = dom(Jmas) sei weiter:

d € pImin gdw. ein V € ¥* mit V € L(A, P) und dyV/mind existiert; und
d € (-P)’mez gdw.ein V € X* mit V € L(A, ~P) und dyV /ma=d existiert.

Die erweiterten kanonischen gfp-Modelle Ipyin(A, do, W) und Ipe. (A, do, W) sind nun die
70 Jpin (A, do, W) bzw. Jpaez (A, dy, W) gehorenden gfp-Modelle zu T. &

Die primitiven Interpretationen J,,;, und J,,, unterscheiden sich dadurch, dafl in J,,;,
die Extension eines primitiven Konzeptes P nur die Individuen enthélt, die nach Satz 5.4,
(P1) enthalten sein miissen. Bzgl. J,,4, enthilt dagegen die Extension zu P die Individuen,
die nach Satz 5.4, (P2) nicht zwingend in der Extension zu —P liegen miissen.

Um nun fiir die erweiterten kanonischen gfp-Modelle I, = Inin(A,do, W) bzw.
Imaz = Imaz(A,do, W) die Aussagen dy € Almin bzw. dy € Almer zeigen zu koénnen,
ist die folgende Bedingung hinreichend®:

Das Konzept A ist konsistent und wird vom endlichen Wort W nicht ausge- (5.4)
schlossen. :

Das nichste Lemma fafit Eigenschaften der erweiterten kanonischen primitiven Interpre-
tationen bzw. der erweiterten kanonischen Modelle zusammen.

Lemma 5.12 (Eigenschaften von J,;, und I,;, bzw. J,.; und I,,.,).
Mit den Bezeichnungen von Definition 5.11 gelten die folgenden Aussagen:

“und, wie man mit Satz 5.8 und Lemma 5.10 leicht zeigt, auch notwendig
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1.) doWmind, und doW 7 mazd,,;

2.) zu jedem Individuum d € dom(Jpin) = dom(Jpmqz) existiert eindeutig ein V', welches
Prifix von W ist und fiir das doV/mind (bzw. doV/mezd) gilt;

3.) ist V & L(A, P) und doV”/mind fiir ein Wort V, ein primitives Konzept P und ein
Individuum d, dann gilt d g P/min;

4.) ist V & L(A,-P) und doV”'ma=d fiir ein Wort V, ein primitives Konzept P und ein
Individuum d, dann gilt d & (—|P)Jmaa:;

5.) ist Bedingung (5.4) erfiillt, so sind (P1) und (P2) von Satz 5.4 bzgl. A, dy und Jpnn
bzw. Jyas giiltig; insbesondere gilt fiir die zugehorigen gfp-Modelle: dy € A'min bzw.
dy € Almaz,

Beweis: Die Punkte 1.) und 2.) folgen direkt aus Definition 5.11. Die Eigenschaften 3.)
und 4.) folgen leicht aus 2.) und den Definitionen zu Jy,;p, bzw. Jya-

Zu 5.): Es gelte Bedingung (5.4). Eigenschaft (P1) gilt nach Definition von Jy,;, fiir
A und dy. Es sei nun V € L(A,—P) fiir ein primitives Konzept P und doV7/mind fiir ein
d € dom(Jmin). Nach 2.) ist V' Prifix von W. Da A von W nicht ausgeschlossen wird, gilt
V & L(A, P). Aus 3.) folgt somit d ¢ P/min also d € (=P)”min. Nach Definition von Jy,q
gilt (P2) fir A und dp. Man zeigt analog zu Jy,;, und (P2) mit Hilfe von 4.), daf§ (P1) fiir
A, dy und Jynes gilt. m|

Wir kénnen nun den folgenden Satz zeigen:

Satz 5.13 (Charakterisierung: Subsumtion bzgl. gfp-Semantik in AL;).
Es bezeichne T eine ALy-Terminologie sowie A7 den zugehorigen Semi-Automaten, A und
B bezeichnen Konzepte in T'. Es gilt A Cyp, 7 B gdw.

1.) L(B,P) C L(A, P)U E4 fiir alle primitiven Konzepte P in T'; und
2.) L(B,-P) C L(A,~P) U E4 fiir alle Terme der Form =P in T'.

Beweis: ,=“: Wir nehmen an, daf} eine der Inklusionen nicht gilt und zeigen A Z, s, 7 B.

(1) Annahme: L(B,P) Z L(A, P) U E4 fiir ein primitives Konzept P.
Es existiert demnach ein Wort W € L(B,P) \ (L(A,P)U E4). Wire A inkonsistent,
so wire B4 = ¥* im Widerspruch zu W ¢ FE4. Das Konzept A ist also konsistent.
Wegen W ¢ E4 existiert somit nach Lemma 5.12, 5.) das erweiterte kanonische Modell
Lnin = Imin(A, do, W) mit dy € ATmin und doW'mind fiir ein d € dom(Iniy). Aus Lemma
5.12, 3.) folgt wegen W ¢ L(A, P): d ¢ P'min. Damit impliziert W € L(B, P) zusammen
mit (P1) von Satz 5.4 fiir B und do: dy ¢ B'™in. Dies zeigt A Zpp 1 B.

(2) Annahme: L(B,-P) Z L(A,-P)U E4 fiir einen Term =P in T'.
Es existiert also ein Wort W € £* mit W € L(B,—P) \ (L(A,~P) U E,4). Man schlieit
wie in (1) die Existenz des erweiterten kanonischen Modells Ip,40 = Iz (A, do, W) mit
dy € Almaz und doWlmaz( fiir ein d € dom(Iaz). Wegen W ¢ L(A,-P) und Lemma
5.12, 4.) folgt d ¢ (—~P)'maz was zusammen mit W € L(B,=P) nach Satz 5.4, (P2) bzgl.
B und dy die Aussage dy ¢ Bme= liefert. Damit gilt A Z,r, 7 B.

»<="“ Bs gelte die rechte Seite der Behauptung. Wir nehmen A Z,p, 7 B an. Damit
existiert ein gfp-Modell T zu T und ein Individuum dy € dom(I) mit dy € AT\ B!. Wegen
do ¢ B gelten also (P1) oder (P2) nicht.
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(3) Gilt (P1) nicht, so existiert ein primitives Konzept P, ein Wort W € L(B, P) und
ein Individuum e € dom(I) mit doW'e und e ¢ P'. Wegen L(B,P) C L(A,P)U E, gilt
W € L(A,P) oder W € E4. Im Fall W € L(A, P) folgt mit (P1) fiir A und dy sofort
do ¢ A’ im Widerspruch zur Annahme. Im Fall W € E4 folgt nach Lemma 5.10 und mit
doW'e direkt dy ¢ A, im Widerspruch zur Annahme.

(4) Gilt (P2) nicht, so existiert ein primitives Konzept P, ein W € L(B, —P) sowie ein
Individuum e € dom(I) mit dgW'e und e ¢ (~P)’. Man folgert analog zu (3): dy ¢ A’,
im Widerspruch zur Annahme.

d

In Beispiel 5.3 ist Eo = S*RY*, L(B,-P) = L(A,-P), L(B,P) = S*RR und L(B,Q) =
L(B,-Q) = 0; damit ist L(B,Q) C L(A,Q) U Ea, L(B,—Q) C L(A,-Q) U Ea, L(B,P) C
L(A,P) U Ep sowie L(B,-P) C L(A,-P) U Ea. Satz 5.13 impliziert also A Cg), 7 B.

Satz 5.13 ermoglicht es, einen Entscheidungsalgorithmus fiir die Subsumtion bzgl. der
gfp-Semantik in ALy zu formulieren. Dazu werden wir die Menge E4 mit Hilfe der ein-
gefiihrten Ausschlufzustéinde charakterisieren. Zunichst aber

Definition 5.14 (Erreichen eines Ausschluflzustandes).

Es sei T eine Terminologie und Az der zugehorige Semi-Automat ohne Worttransitionen
(vgl. Bemerkung 5.2). Mit einem Wort W € ¥*UX¥ erreicht man von einem Konzept A aus
einen Ausschlufzustand, falls ein endliches Prifix V' von W existiert, so dafl next.(A,V)
ein AusschluBzustand istS. <&

Eine Charakterisierung von F4 liefert nun

Lemma 5.15.

Fiir eine Terminologie T', den zugehorigen Semi-Automaten A7 ohne Worttransitionen
und ein Konzept A in T gilt: E4 = {W € ¥*; mit W erreicht man von A aus einen
Ausschlufizustand}.

Beweis: ,,C“: Es sei W € Ey4, d.h. W schliefit A aus. Dann existiert ein Prifix V' von
W und ein primitives Konzept P mit V' € L(A, P) N L(A,~P). Damit gilt aber P,-~P €
next:(A,V) nach Lemma 2.5, also ist next.(A, V) ein Ausschlufzustand. Das Wort W ist
somit Element der rechten Seite.

»,2“: Erreicht man von A mit W einen Ausschlufizustand, dann existiert ein Prifix V'
von W, so daf} next.(A, V) AusschluBizustand ist. D.h., es existiert ein primitives Konzept
P mit P,—P € next.(A,V). Nach Lemma 2.5 gilt also V € L(A,P) N L(A,—P), womit
W € E 4 gezeigt ist. O

Aus dieser Charakterisierung von E4 kann ein E4-akzeptierender endlicher Automat ge-
wonnen werden; E4 ist also eine reguldre Sprache. Den Automaten erhélt man wie folgt:
Wir betrachten zu Ay = (X, Q, F) den zugehorigen Potenzmengenautomaten (vgl. Seite
14), der durch den neuen Zustand ¢ ergénzt wird. Die Zustandsmenge e-closure({A}) ist
Anfangszustand und ¢ ist Endzustand dieses Automaten. In diesen fiigt man zu jedem
Ausschlufizustand F C @Q, F = e-closure(F'), eine Transition (F,e,q) ein und fiir alle
R € ¥ eine Transition (g, R, q). Man sieht leicht, daf} der so konstruierte endliche Automat
genau die Sprache F4 akzeptiert. Die Grofie des Automaten ist i. allg. exponentiell in der
Grofle von T bzw. Ar.

®Der Fall W € £ wird erst im nichsten Abschnitt von Bedeutung sein.
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Der folgende nicht-deterministische Algorithmus zur Entscheidung der Bedingung
L(B,P) C L(A, P)U E4 fiir ein primitives Konzept P arbeitet dhnlich wie Algorithmus
2.11. Er muf} nur zusétzlich die reguldre Sprache E 4 beriicksichtigen. Dazu wird der obige
Automat zu E 4 simuliert. Wie Algorithmus 2.11 rét der nun anzugebende Algorithmus
ein Wort W, welches die Inklusion widerlegt. Dabei wird ausgenutzt: W ¢ L(A, P) U E4
gdw. P ¢ next.(A, W) und von A aus wird mit W kein AusschluBzustand erreicht. Diese
Aussage ist mit Lemma 2.5 und Lemma 5.15 leicht einzusehen.

Algorithmus 5.16.

Eingabe: Semi-Automat A7 = (3, Q, E) ohne Worttransitionen zu einer Terminologie
T; Konzepte A,B und primitives Konzept P aus T. (n = |Q|)

Ausgabe: Es existiert eine Berechnung mit Ausgabe ,ja“ gdw. L(B,P) € L(A, P)UE 4.
T := e-closure({B});
Ty := e-closure({A});
z:=0;
while z < 22" — 1 and Ty ¢ {F C Q; F AusschluBzustand} and (P ¢ T or P € T») do
z:=z+1;
Wiéhle (nicht-deterministisch) ein R € ¥;
T, := next.(T1, R);
Ty := next.(Ty, R)
end;
If Ty ¢ {F C Q; F AusschluBzustand} and P € T} and P ¢ T5
then Ausgabe ,ja“
else Ausgabe ,,nein“ A

Korrektheit: Gibt der Algorithmus ,ja“ aus, so existiert ein Wort W € ¥* W =
Ry - Ry, m < 227, fiir das gilt: P € next.(B, W) wegen T} = next.(B,W) und P € T;
entsprechend gilt P ¢ next.(A, W); nach Konstruktion gilt next.(A,V) ¢ {F C Q; F Aus-
schluBzustand} fiir alle Priafixe V' von W. Daraus folgt W € L(B,P) und W ¢ L(A, P)
nach Lemma 2.5 sowie W ¢ E4 nach Lemma 5.15. Damit ist Algorithmus 5.16 korrekt.
Vollsténdigkeit: Gilt L(B, P) Z L(A, P)UE4, so existiert ein Wort W = Ry --- Ry, € ¥*
mit W € L(B,P) und W ¢ L(A,P)U E,4. Es seien Ty; := next.(B,R;---R;) und
Ty; = next. (A, Ry --- R;) fir alle 0 < ¢ < m. Ist m > 227 g0 existieren Zahlen [ und
rmit 0 <1 < r < 227 sowie Tyy = T\, und Ty; = T>,. Damit werden fir W' =
R1 T Rer+1 T Rm ab TI,O bzw. TQ’O die Zustandsmengen TL(), . ,Tl,l, Tl’rr+1, . 7T1,m
bzw. Ty o, ..., 121, T2 41, .- ., Ty durchlaufen. Wegen P € T, ist nach Lemma 2.5 das
Wort W' in L(B, P) enthalten, entsprechend gilt W' ¢ L(A, P) wegen P ¢ T, ,. AuBer-
dem folgt aus Lemma 5.15 und T>; ¢ {F C Q; F' AusschluBzustand} fiir alle 0 < ¢ < m,
dal W' nicht von A ausgeschlossen wird. Fiir das im Vergleich zu W kiirzere Wort W’
gilt also W' € L(B,P)\ (L(A,P) U E4). Fiir ein Wort W € L(B,P) \ (L(A,P) U Ej4)
minimaler Linge gilt somit m < 227, da zu einem Wort, das gréfier oder gleich 22™ ist,
nach obiger Argumentation ein kiirzeres Wort existiert mit entsprechenden Eigenschaften.

Wihlt der Algorithmus im i-ten Schleifendurchlauf R = R;, so gilt nach Lemma 2.5:
P eT) =nest.(B,W)und P ¢ T, = next.(A,W). Wegen W ¢ E, gilt nach Lemma 5.15
fiir alle Prifixe V von W: next.(A,V) ¢ {F C Q; F Ausschlufizustand}. Insgesamt liefert
dies eine Berechnung mit Ausgabe ,ja“. Damit ist Algorithmus 5.16 vollstdndig.
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Komplexitét: Die Terminierung des Algorithmus ist trivial. Die Bedingung T, ¢ {F C Q;
F' Ausschlufzustand} kann nach Seite 31 mit linearem Aufwand entschieden werden. Wie
Algorithmus 2.11 so ist auch Algorithmus 5.16 ein NPSPACE-Algorithmus.

Gibt man in Algorithmus 5.16 die primitive Negation =P statt P ein, so entscheidet
dieser das Problem L(B,-P)Z L(A,-P)U E4.

Nach Savitch’s Theorem [HU69] gilt NPSPACE=PSPACE. Zusammen mit Algorith-
mus 5.16 kann somit die rechte Seite der Aquivalenz von Satz 5.4 mit einem PSPACE-
Algorithmus entschieden werden. Nach [Baa96], Korollar 21 ist die Subsumtion bzgl. der
gfp-Semantik in FLy PSPACE-hart. Also ist sie insbesondere auch bzgl. ALy, PSPACE-
hart. Insgesamt erhalten wir

Korollar 5.17.
Das Subsumtionsproblem bzgl. der gfp-Semantik in ALj ist PSPACE-vollstindig. O

Die Charakterisierung der Subsumtion bzgl. der gfp-Semantik in FLy (vgl. (5.2)) ermog-
licht es, die Subsumtion direkt auf das Inklusionsproblem fiir regulire Sprachen zu re-
duzieren, so dafl sofort das PSPACE-Resultat folgt. Auch L(B,P) € L(A,P) U E4 ist
ein Inklusionsproblem regulirer Sprachen; wir haben bisher jedoch nur einen exponentiell
groflen endlichen Automaten zu F 4 angegeben, so dafl das PSPACE-Resultat nicht direkt
folgt. Aus der Definition von E 4 148t sich jedoch leicht folgende Charakterisierung ablesen:

Lemma 5.18 (alternative Charakterisierung von Ej ).
Fiir eine Terminologie T, den zugehorigen Semi-Automaten Ay = (X, @, F) sowie fiir ein
Konzept A und die Menge Sp der primitiven Konzepte in T ist

Ea=| |J LA, P)NL(A,=-P)| -=*
PeSp

O

Es sei an dieser Stelle skizziert, wie aus dieser Charakterisierung in polynomialer Zeit ein
endlicher Automat zu E4 konstruiert werden kann:

Ist A inkonsistent, so ist F4 = %* und man gibt leicht einen zugehorigen endlichen
Automaten an. Ist A konsistent, so ist nach Satz 5.8 das leere Wort ¢ fiir kein primiti-
ves Konzept P in L(A,P) N L(A,-P) enthalten. Man kann deshalb statt L(A, P) und
L(A,—-P) die Sprachen L(A, P) \ {e} und L(A,-P) \ {e} betrachten; nach Lemma 2.8
sind zu diesen beiden Sprachen in polynomialer Zeit Semi-Automaten mit Buchstaben-
transitionen konstruierbar. Der Produktautomat der beiden Automaten (vgl. Satz 2.9)
akzeptiert nun die Sprache L(A, P)NL(A, =P). Zu den Produktautomaten der primitiven
Konzepte bildet man nun den Vereinigungsautomaten und modifiziert diesen so, daf} die
Konkatenation mit 3* beriicksichtigt wird.

Somit kénnen die endlichen Automaten zu den Sprachen L(B,P) und L(A,P)U E4
in polynomialer Zeit aus Ar konstruiert werden und mit Algorithmus 2.11 ist die In-
klusion der Sprachen entscheidbar, was insgesamt ebenfalls die Existenz eines PSPACE-
Algorithmus fiir die Entscheidung der Subsumtion bzgl. der gfp-Semantik in AL, liefert.

Der Vorteil von Algorithmus 5.16 ist der, dal dieser — wie wir sehen werden — zum
einen fiir die anderen Semantiken und zum anderen auch fiir die Sprache ALN verwendet
werden kann. Dies liegt daran, dal F4 dort jeweils auch durch (dann anders definierte)
Ausschlufizustdnde charakterisiert werden kann. Eine Charakterisierung von E4 durch
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einen polynomial groffen endlichen Automaten ist fiir ALN nicht mehr so leicht méglich,
so daf} die polynomiale Reduktion auf das Inklusionsproblem fiir reguléire Sprachen schwer
fallt.

5.3 Charakterisierung der deskriptiven Semantik in AL

Wie im vorherigen Abschnitt kann auch bzgl. der deskriptiven Semantik in ALy ein Kon-
zept inkonsistent sein, so dafl auch hier die Charakterisierung der Subsumtion nicht direkt
von F Ly auf AL iibertragbar ist. Die Charakterisierung der deskriptiven Semantik selbst
148t sich jedoch leicht von FLy auf ALj verallgemeinern.

Satz 5.19 (Charakterisierung der deskriptiven Semantik bzgl. AL;).

Es sei T eine ALj-Terminologie, A der zugehoérige Semi-Automat, J eine primitive Inter-
pretation und A ein Tupel mit T;(A) C A; weiter bezeichne I das durch J und A-gfp(Ty)
definierte Modell (vgl. Satz 2.4). Fiir jedes Konzept A und alle Individuen d € dom(I)
gilt: d € A” gdw.

(P1) fiir alle primitiven Konzepte P in T', alle Worter W € L(A, P) und alle Individuen
e € dom(I) mit (d,e) € W gilt e € PT; und

(P2) fiir alle Terme =P in T, alle Worter W € L(A,—P) und alle Individuen e € dom(I)
mit (d,e) € W gilt e € (=P)’; und

(P3) fiir alle definierten Konzepte B, alle Worter W € L(A, B) und alle Individuen e €
dom(I) mit (d,e) € W! gilt e € (A); (j = index(B)).

Beweis: analog zum Beweis von Proposition 28 in [Baa96]. Die primitive Negation —P
ist im Beweis wie ein primitives Konzept zu behandeln. a

5.3.1 Die deskriptive Semantik in AL; — Inkonsistenz

Die Ergebnisse zur Inkonsistenz aus Abschnitt 5.2.1 iibertragen sich aufgrund des folgenden
Zusammenhangs:

Lemma 5.20 (Inkonsistenz bzgl. der deskriptiven und der gfp-Semantik).
Es sei T eine (ALN-)Terminologie und A ein Konzept aus T'. Es gilt: A ist inkonsistent
bzgl. der gfp-Semantik gdw. A bzgl. der deskriptiven Semantik inkonsistent ist.

Beweis: Es sei I ein Modell von T'. Durch I werde die primitive Interpretation .J und das
Tupel A, fir das A = Ty(A) gilt, bestimmt. Es gilt A C gfp(Ty). Durch J und gfp(Ty)
ist das gfp-Modell bzgl. J und T gegeben.

Ist A bzgl. der gfp-Semantik konsistent, so auch bzgl. der deskriptiven Semantik, da
jedes gfp-Modell von T insbesondere ein Modell von T ist. Ist A bzgl. der deskriptiven
Semantik konsistent, so wegen A C gfp(Ty) auch bzgl. der gfp-Semantik. |

Die Charakterisierung der Inkonsistenz bzgl. der gfp-Semantik in Satz 5.8 kann also un-
verdndert auf die deskriptive Semantik iibertragen werden. Dazu {ibernehmen wir die
Begriffe ,kanonisches Modell“ (Definition 5.5) und ,,Ausschlufzustand“ (Definition 5.7).
Insbesondere ist auch hier die Inkonsistenz mit polynomialem Zeitaufwand entscheidbar.
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5.3.2 Die deskriptive Semantik in AL; — Subsumtion

Analog zu Abschnitt 5.2.2, Seite 32 wird man auch fiir die Subsumtion bzgl. der deskrip-
tiven Semantik in ALy Worter beriicksichtigen miissen, die ein Konzept ausschliefen. Wir
iibernehmen dazu fiir die deskriptive Semantik den Begriff ,, Ausschlufl“ (Definition 5.9)
sowie die Definition von E 4 (Seite 33).

Lemma 5.10 iibertréigt sich auf die deskriptive Semantik wie folgt:

Lemma 5.21.
Ist I ein Modell zur Terminologie T', W ein A-ausschlieendes Wort, und sind d, f € dom/(I)
Individuen mit dW'f, dann gilt d ¢ A’.

Beweis: analog zum Beweis von Lemma 5.10 unter Verwendung von Satz 5.19 (statt Satz
5.4). O

In [Baa96], Theorem 29 wird die Subsumtion bzgl. der deskriptiven Semantik zweier Kon-
zepte A und B einer FLy-Terminologie T wie folgt charakterisiert:

ACr B gdw.

1.) L(B,P) C L(A, P) fiir alle primitiven Konzepte P in T ist; und
(5.5)
2.) fur alle definierten Konzepte C' und alle unendlichen Pfade der Form

B,Uy,C,Uy,C,Us,... ein k > 0 existiert mit Uy --- Uy € L(A,C).

Aus denselben Griinden wie bei der gfp-Semantik wird man in 1.) die Bedingung L (B, P) C
L(A,P) in L(B,P) C L(A,P)U E4 andern und die primitive Negation entsprechend
behandeln. Wie das folgende Beispiel zeigt, wird auch die Bedingung 2.) in dieser Form
nicht beibehalten werden kénnen.

Beispiel 5.22.
Die Terminologie T sei durch den zugehorigen Semi-Automaten Ap wie folgt gegeben:

O OENN <

In Ap existiert der unendliche Pfad B,R,C,R,C,R,C,..., und es gilt R™ ¢ L(A,C) =0
fiir alle n > 1. Wegen 2.) diirfte dann A Cp B nicht gelten. Trotzdem gilt A Cr B, da in
einem Modell I von T fiir d € Al das Individuum d keinen R-Nachfolger haben kann. Ein
R-Nachfolger miifite nach Satz 5.19 nimlich Element von P! und (=P)’ sein. Mit Satz 5.19
folgt also d € BY. O

Die Worter R™, n > 1, in Beispiel 5.22 schlieflen A aus, so dafl kein Modell I existiert mit
d € AT\ B! fiir ein Individuum d. Wird A nicht von Wértern, die die Inklusion widerlegen,
ausgeschlossen, so ist die Konstruktion eines derartigen Modells jedoch moglich.

Definition 5.23 (erweiterte kanonische primitive Interpretation).
Es sei T eine ALy-Terminologie, A der zugehorige Semi-Automat sowie A ein Konzept
in T und W ein Wort aus X* U X¥. Zu einem Individuum dy und W € X* wird die
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erweiterte kanonische primitive Interpretation Jyin = Jmin(A,do, W) wie in Definition
5.11 erkliart. Fir W = R{RoR3--- € X¥ definieren wir Jp,in = Jmin(A, do, W) durch:
dom(Jpmin) == {do,dy,ds,...}; R'min := {(d;_1,d;); i > 1 und R = R;} fiir alle Rollen R
in T'; fiir alle primitiven Konzepte P in T und Individuen d € dom(Jpi,) sei d € P7min
gdw. ein V € ¥* mit V € L(A, P) und doV7/mind existiert. o

Um fiir die erweiterte kanonische primitive Interpretation Jyi, = Jmin (A, do, W) auf die
Eigenschaften (P1) und (P2) von Satz 5.19 bzgl. A, dy T und Jy,p schlieBen zu kénnen,
ist die folgende Bedingung hinreichend:

Das Konzept A ist konsistent und wird nicht vom (endlichen oder unendlichen)

Wort W ausgeschlossen (Definition 5.9). (5.6)

Das folgende Lemma fafit Eigenschaften von J,,;, zusammen.

Lemma 5.24.
Mit den Bezeichnungen von Definition 5.23 gelten die folgenden Aussagen:

1.) zum endlichen Wort W (vgl. Definition 5.23) existiert ein Individuum d € dom(Jy,in)
mit doW/mind. Zum unendlichen Wort W (vgl. Definition 5.23) existieren dy, dy, ds,
.. € dom(Jmin) mit doR]™"dy Ry™mdy Ry™indy - - -;

2.) zu jedem Individuum d € dom(Jp,,) existiert eindeutig ein Wort V' € ¥*, das Prifix
von W ist, und fiir das doV7/mind gilt;

3.) ist V ¢ L(A, P) und dyV/mind fiir ein endliches Wort V, ein primitives Konzept P
und ein Individuum d, dann gilt d ¢ P/min;

4.) ist Bedingung (5.6) erfiillt, so gelten (P1) und (P2) von Satz 5.19 bzgl. A, dy, T und

Jmin-

Beweis: Die Punkte 1.) und 2.) folgen direkt aus der Definition von Jp,;,. Aussage 3.)
folgt leicht aus 2.) und der Definition von Jy,.

Die Bedingungen (5.4) und (5.6) stimmen fiir W € ¥* iiberein. Damit folgt fur W € ¥*
Aussage 4.) sofort aus Lemma 5.12, 5.). Fiir das w-Wort W zeigt man (P1) und (P2) von
Satz 5.19 bzgl. A, dy, T und Jp,;, genauso wie fiir den Fall W € ¥*. O

Damit kénnen wir den folgenden Satz zeigen:

Satz 5.25 (Charakterisierung: Subsumtion bzgl. deskr. Semantik in AL;).
Es bezeichne T eine ALy-Terminologie und A7 den zugehorigen Semi-Automaten, A und
B bezeichnen Konzepte in T'. Es gilt A Cr B gdw.

1.) L(B,P) C L(A, P)U E4 fiir alle primitiven Konzepte P in T'; und
2.) L(B,-P) C L(A,—~P) U E4 fiir alle Terme der Form =P in T'; und

3.) fiir alle definierten Konzepte C' und alle unendlichen Pfade der Form B, Uy, C, Uy, C,
Us, C,... existiert ein k > 0, so dal Uy --- Uy € L(A,C) U Ey4.

"und notwendig (nach Satz 5.8 und Lemma 5.21)
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Beweis: ,,<=“: Es gelte die rechte Seite der Behauptung. Die Interpretation I sei das
durch die primitive Interpretation J und den Fixpunkt A von T; definierte Modell von
T. Offensichtlich gilt T7(A) C A und A = A-gfp(Ty). Es sei d € dom(I) mit d ¢ B'. Zu
zeigen ist d ¢ Al.

Wegen d ¢ B! gilt nach Satz 5.19, da (P1), (P2) oder (P3) nicht gelten. Die Fille,
daf (P1) oder (P2) nicht gelten, zeigt man unter Verwendung von Satz 5.19 (statt Satz
5.4) und Lemma 5.21 (statt Lemma 5.10) analog zum Satz 5.13 (,,<*).

Gilt (P3) nicht, so existiert ein definiertes Konzept Cy, ein Wort Wy € L(B, C1) sowie
ein Individuum e; € dom(I) mit (d,e;) € W{ und e; ¢ (A);, (i1 = index(Cy)). Nach
Voraussetzung ist (4);, = C{, und wir kénnen mit C; anstelle von B fortfahren. Wir
nehmen an, dafl wir bereits eine Folge Ci, W1y, eq,...,Cy, Wi, e zu ey := d und Cy := B
erhalten haben mit e; ¢ C/, e; 1W/le; und W; € L(C;_1,C;) fiir alle 1 <4 < k.

Wegen e, ¢ CI gelten (P1), (P2) oder (P3) von Satz 5.19 nicht. Im Fall (P1) existiert
also ein primitives Konzept P, ein Wort W € L(Cy, P) sowie ein Individuum e € dom(I)
mit (eg,e) € W! und e ¢ P'. Es gilt also Wy --- W;W € L(B,P) C L(A,P)UE4, e ¢ P!
und d(Wy--- W, W)le. Im Fall Wy ---W,W € L(A,P) ist (P1) von Satz 5.19 verletzt,
damit gilt d ¢ A’. Im Fall Wy --- W, W € E4 gilt d ¢ A’ nach Lemma 5.21. Fiir den Fall
(P2) folgert man d ¢ A’ analog.

Fiir den Fall, daf (P3) nicht gilt, konnen wir fiir alle £ € IN annehmen, daf} (P3) nicht
gilt, da sonst die schon betrachteten Fille (P1) und (P2) eintreten. Wir haben also einen
unendlichen Pfad B, W, Cy, Ws, Cy, W3, (s, ... und Individuen ey, e2, €3, ... mit den oben
beschriebenen Eigenschaften. Es mufl demnach ein Konzept C existieren mit C' = Cj fiir
unendlich viele Indizes 7, somit auch ein unendlicher Pfad der Form B, Uy, C,Uy,C, Us, ...
Nach 3.) existiert demnach ein k > 0 mit Uy --- Uy € L(A,C)UE 4. Aulerdem existiert ein
Index i mit d(Up---Ux)'e; und e; ¢ CT = (A); (j = index(C)). Fiir den Fall Uy --- Uy, €
L(A,C) liefert (P3) von Satz 5.19 fiir A und d: d ¢ Al; fiir Up--- Uy € E,4 impliziert
Lemma 5.21 ebenfalls d ¢ A”.

»=": Es gelte A C7 B; insbesondere gilt damit A C,¢, 7 B. Da E4 fiir die gfp-Seman-
tik und die deskriptive Semantik gleich definiert sind, stimmen die Aussagen 1.) und 2.)
von Satz 5.13 und Satz 5.25 iiberein. Wegen A T, 7 B ist somit nur noch 3.) zu zeigen.
Wir nehmen dazu an, daf 3.) nicht gilt und konstruieren ein Modell, das im Widerspruch
zu A Cr B steht. Es existiert also ein unendlicher Pfad der Form B, Uy, C,Uy,C,Us,...,
sodaB Up---Ug ¢ L(A,C)U E4 fiir alle k > 0. Wegen Uy --- Uy, ¢ E4 ist A konsistent,
da ansonsten F4 = ¥* gilt. AuBerdem wird A durch das (endliche oder unendliche) Wort
W = UyU,Us - - - (nach Definition) nicht ausgeschlossen. Insgesamt liefert dies die Existenz
der erweiterten kanonischen primitiven Interpretation J = Jnin(A,do, W) zu A, dem
Individuum dp und dem Wort W mit den in Lemma 5.24 aufgefiihrten Eigenschaften. Es
seien j; < jo < --- Indizes, so daB doUy d;,U{d;,Us --- gilt. Das Tupel A sei wie folgt
definiert: Fiir ein definiertes Konzept D in T mit Index m ist (A)y, = dom(J) \ {e; es
existieren Worter X, Y und ein k > 0 mit XY =Uy---Uy, X € L(B,D), Y € L(D,C),
doX”'e und eY’d;,, }.

Behauptung: 7;(A) C A.

Beweis der Behauptung: Sei D ein definiertes Konzept in 7' und m = index(D). Wir
nehmen e ¢ (A),, an. Zu zeigen ist e ¢ (T7(A))m.

Nach Definition von A bedeutet e ¢ (A),, daB endliche Wérter X, Y und ein Index
kE > 0 existieren mit XY = Uy---Uy, X € L(B,D), Y € L(D,C) sowie dyX”e und

eY’d;, +1- O.E. kénnen wir annehmen, daf§ der Pfad von D nach C nicht leer ist (sonst
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betrachte k& + 1 statt k). Wir konnen deshalb Y = Y;Y; wihlen, so daf§ ein Individuum
¢’ mit eY,”¢’ und €'Yy'd;,,, existiert, und so daB das definierende Axiom von D die Form
D =...-11VYY,.D' M- besitzt. Der Index von D’ sei mit m’ bezeichnet. Die Definition
von A liefert €’ ¢ (A),y und somit e ¢ (Tj(A));,. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Es sei nun I das durch J und A-gfp(Ty) (wohldefiniert nach Behauptung) definierte
Modell zu T. Der Index zu B sei j, d.h. BT = (A-gfp(Ty));. Wegen doeldy, doUy dj, und
Up € L(B,C) ist dy & (A), also dy & (A-gfp(Ty)); = B'.

Annahme: dy ¢ A’. Nach Lemma 5.24, 4.), da A konsistent ist und nicht von W ausge-
schlossen wird, ist (P1) und (P2) fiir A, dy, T und J erfiillt. Nach Satz 5.19 ist also (P3)
nicht erfiillt. Es existiert somit ein definiertes Konzept D, ein Wort U € L(A, D) und ein
Individuum e € dom(I) mit doU’e und e ¢ (A); (I = index(D)). Nach Definition von A
existieren demnach Wérter X, Y und ein Index £ > 0 mit XY =Uy--- Uy, X € L(B, D),
Y € L(D,C) sowie dyX”e und eYdek+1. Wegen doU”e und dyX”e sind nach Lemma
5.24, 2.) die Worter U und X identisch. Also ist UY = XY = Uy--- Uy € L(A,C), im
Widerspruch dazu, daf} 3.) nicht gilt. O

In Beispiel 5.22 ist Epo = RR*. Offensichtlich gilt damit ) = L(B,P) C L(A,P) U E4
und ) = L(B,-P) C L(A,P) U Ea. Die Bedingungen 1.) und 2.) von Satz 5.25 sind
also erfiillt. Der einzige unendliche Pfad, der von B ausgeht, ist B,R,C,R,C,.... Wegen
R e L(A,C) U E4 ist damit auch Bedingung 3.) erfiillt, was insgesamt A Ty B liefert.

Die Charakterisierung der Subsumtion in Satz 5.25 kann herangezogen werden, um
die Subsumtion bzgl. der deskriptiven Semantik in ALy zu entscheiden. Dazu miissen die
Bedingungen 1.), 2.) und 3.) des Satzes 5.25 getestet werden. Fiir 1.) und 2.) haben wir
schon im Abschnitt 5.2.2 die Existenz eines PSPACE-Algorithmus nachgewiesen. Es bleibt,
einen Entscheidungsalgorithmus fiir Bedingung 3.) zu formulieren. Um die Existenz eines
PSPACE-Algorithmus nachzuweisen, der 3.) entscheidet, reicht offensichtlich die Angabe
eines NPSPACE-Entscheidungsalgorithmus, der zu fest vorgegebenen Konzepten A, B und
C folgendes Problem entscheidet:

Es existiert ein unendlicher Pfad der Form B, Uy, C, Uy, C, Uy, C, ..., so dafl

fiir alle k > 0 gilt: Up--- Uy ¢ L(A,C)U E4. (5.7)

Wir geben dazu einen (nicht-deterministischen) Algorithmus an, der einen solchen unend-
lichen Pfad rit, falls er existiert. Ist n die Grofle der Zustandsmenge von Ap, so réit der
Algorithmus genauer zwei Wérter Uy € 3%, |Ug| < 22", und Uy € BV, |U1] < 227, so daB
B,U,,C,Uy,C,U;,C,U,,C... ein unendlicher Pfad in Ar ist mit UgUF ¢ L(A,C)U Ey
fiir alle & > 0. Liegt C auf einem e-Zyklus, so reicht es, ein Wort Uy € ¥* mit Uy € L(B, C)
und Uy ¢ L(A,C) U E4 zu finden, um Bedingung (5.7) zu erfiillen.

Algorithmus 5.26.

Eingabe: Semi-Automat A7 = (3, Q, E) ohne Worttransitionen zu einer Terminologie
T; Konzepte A, B und C aus T

Ausgabe: Es existiert eine Berechnung mit Ausgabe ,ja* gdw. Bedingung (5.7) erfiillt
ist.

Es bezeichne n die Gréfle der Zustandsmenge, M die Menge der Konzepte in T', die auf

einem e-Zyklus liegen sowie I die Menge der Ausschlufizustinde. Ist S C @, so sei S das

Komplement von S, also S :=Q\ S.
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Ty:=¢e-closure({B});
Ty:=e-closure({A});
z:=0;
stop:=false;
(* Raten von Uj *)
(1) If C € Ty N Ty then begin
Setze (nicht-det.) stop auf false oder true (* Uy = ¢ *)
end;
while z < 22" — 1 and (not stop) and T, ¢ L do begin
z:=7+1;
Wihle (nicht-det.) ein R € ¥;
T, := next.(T1, R);
Ty := next. (T, R);
(2) If C € Ty N T, then begin
Setze stop (nicht-det.) auf true oder false
end
end;
(3) If T, ¢ L and C € Ty NTy and C € M then Ausgabe ,ja“;
(4) If Ty ¢ L and C € Ty N Ty then begin
(* Raten von U; *)
z:=0;
T, := e-closure({C});
Ty = Ty;
stop := false;
while z < 22" and (not stop) and Ty ¢ L do begin
z:=z+1;
Wihle (nicht-det.) ein R € %;
T, := next.(Ti, R);
T := next. (T, R);
(5) If C €Ty and Th, =Ty (* insb. C' ¢ T *) then begin
Setze (nicht-det.) stop auf false oder true
end
end; (*while*)
(6) If Ty ¢ L and C € T} and Ty = T then Ausgabe ,ja“
end; (*if*)
Ausgabe ,nein“ A

Korrektheit: Gibt der Algorithmus ,ja“ aus, so existiert nach Definition des Algorithmus
ein Uy € &%, Uy = Ry Ry, mp < 2*™, so daf fiir T1; := next.(B,R; -+ R;) und
Ty; = next. (A, Ry ---R;) gilt: Tp; ¢ L fiir alle 0 < i < my und C € Ty N Tom,-
Auflerdem unterscheiden wir folgende Fille:
i) C € M (If-Bedingung von (3) ist erfiillt.)

Wegen C' € Ty, ist nach Lemma 2.5 das Wort Up ein Element der Sprache L(B,C).
Damit und wegen C € M ist fiir U; = ¢, ¢ > 1, der Pfad B,Uy,C,Uy,C,Us,... ein
unendlicher Pfad in Ap. Weiter ist Uy ¢ L(A,C) wegen C ¢ T5,,, (Lemma 2.5). Nach
Lemma 5.15 ist Uy ¢ E4 aufgrund von Th; ¢ L fiir alle 0 < ¢ < mg. Somit existiert zum
unendlichen Pfad B, Uy, C,Uy,C,Us,,... kein k > 0 mit Uy --- Uy € L(A,C) U Ey4.




44 KAPITEL 5. ALy UND ENDLICHE AUTOMATEN

ii) (If-Bedingung von (6) ist erfiillt)

Es existiert ein nicht leeres Wort U; € 1, U; = Ri--“R,,1 < m < 227 so dafl
mit 77 ; := next.(C, R} --- R}) und Ty; = next.(Tam,, R} -+ R}) fiir alle 0 < i < my
gilt: C € Ty ,,,, und T3 ,,, = Tom, (insb. C' ¢ Ty, ) und Ty ; ¢ L fiir alle 0 < i < my.
Damit existiert in Ap der unendliche Pfad B, Uy, C,U;,C,Us,... mit U; = U; fiir alle
i >1,daUy € L(B,C) (wegen C € Ty m,) und Uy € L(C,C) (wegen C € T],, und
T|y = e-closure({C})). Wegen Tp; ¢ L fiir alle 0 < i < my erreicht man mit Uy von
A aus keinen Ausschlufizustand, und wegen TQ"i ¢ L fir alle 0 < i < my erreicht man
von Ty g = Ty m, mit Uy keinen Ausschluizustand. Somit gilt UpUs ¢ Ea. Da Ty, und
T,m, ibereinstimmen, erreicht man auch mit UyU; - -- U, von A aus fiir beliebige £ > 0
keinen AusschluBzustand, also UpUy --- Uy ¢ E4 fiir alle & > 0. Aus C ¢ Tb,,, folgt
Uy ¢ L(A,C). Wegen C ¢ Ty, und T3, = Ty um, folgt UgUs ¢ L(A,C). Zusammen
mit Ty = T, liefert dies Up--- Uy ¢ L(A,C) fiir alle & > 0. Zum unendlichen Pfad
B,Uy,C,Uy,C,Us,... existiert also kein & > 0 mit Uy--- Uy € L(A,C) U E4. Damit ist
die Korrektheit des Algorithmus nachgewiesen.

Vollstandigkeit: Es sei B, Uy, C, Uy, C, U, ... ein unendlicher Pfad, so daf} kein £ > 0 mit
Uy-- U, € L(A,C)U E 4 existiert. Wir zeigen die Existenz einer Berechnung mit Ausgabe
»ja* und unterscheiden dazu die Félle iii) und iv).

iii) Fiir den Fall, dafl UyU,Us -- - ein endliches Wort ist, folgt C' € M. Es sei W =
UpU Uy - - - das endliche Wort R; --- R,,. Wir definieren T} ; := nezt.(B,R; --- R;) und
Ty, := next.(A, Ry -+ R;) fiir alle 0 < i < m. Auch B,W,C,¢,C\¢,... ist ein unendlicher
Pfad in A7 mit W ¢ L(A,C) und W ¢ E4 (denn: wihle k so, da W = Uy - - - U,).

O.E. ist m < 2%™, denn sonst existieren [ und r mit 0 <[ < r < 227" sowie T, =T,
und Ty y =Ty, Fir W' = Ry --- RiR,41 - - - Ry, werden ab T o bzw. T o die Zustandsmen-
gen Tl’o, Tl,la e ,Tl’l, Tl,r—i—la e 7T1,m bzw. TQ’O, TQ’l, e 7T2,la TQ’T+1, e ,TQ’m durchlaufen.
Damit gilt wie fiir W auch fiir das kiirzere Wort W': W' € L(B,C) und W' ¢ L(A,C)UE 4.

Es sei also W = R;---R,, ein Wort mit m < 227, so daB8 B,W,C,¢,C,e¢,... ein
unendlicher Pfad in A7 ist und aulerdem W ¢ L(A,C) U E,4 gilt. Damit zeigen wir nun
die Existenz einer Berechnung mit Ausgabe ,ja“. Wir unterscheiden die Fille W = ¢ und
W #e.

Fiir W = ¢ kann in (1) von Algorithmus 5.26 die Variable stop gleich true gewéhlt
werden, so dafl die erste while-Schleife nicht durchlaufen wird. Wegen ¢ ¢ L(A,C) und
e € L(B,C) ist C € Ty N Ty. Das Konzept C ist nach Voraussetzung in M enthalten.
Wegen ¢ ¢ E, ist Th = e-closure({A}) ¢ L. Die Bedingung in (3) ist also erfiillt, und es
wird ,,ja“ ausgegeben.

Fiir W # € setzt man in (1), falls die If-Bedingung erfiillt ist, stop = false. Wegen
W ¢ E4 gilt vor und auch nach jedem Schleifendurchlauf 75 ¢ L. Insbesondere wird
nach (1) die while-Schleife durchlaufen. Im i-ten Schleifendurchlauf wihlt man fiir R den
Buchstaben R;. Ist die Bedingung von (2) erfiillt, so wird, falls i < m, stop auf false
gesetzt. Wegen m < 22" und W ¢ E, ist die while-Bedingung auch am Ende des (m — 1)-
ten Schleifendurchlaufes noch erfiillt. Im m-ten Schleifendurchlauf wird R auf R,, gesetzt.
Wegen W € L(B,C) und W ¢ L(A,C) ist dann die Bedingung C € Ty N T, in (2)
erfiillt. Nun wird stop auf true gesetzt. Die while-Schleife wird somit verlassen. Da die
Bedingungen in (3) ebenfalls erfiillt sind (W ¢ E4), wird ,ja“ ausgegeben.

iv) Nun sei W = UyU Us - - - das w-Wort W = R1RoR3--- € X¥. O.E. gilt U; # ¢ fiir
alle i > 1. Es seien T ; := next. (B, Ry - -+ R;) und Ty ; := next. (A, R - - R;) fiir alle ¢ > 0.
Fiir die Indizes ig,%1,%2,... gelte Ry ---R;, = Up--- Uy, fiir alle £ > 0. Wegen |2€| = 2»
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existieren zur Folge T5;,,T5;,,... die Zahlen [ und r» mit 0 < [ < r sowie Ty;, = Ty,.
Fiir die Worter Uy ---U; und Ujyq --- U, gelten also die Aussagen: Uy---U; € L(B,C),
Uy---Up ¢ L(A, C) UFEy4, Ul+1 ---U, € L(C, C), TQ,Z'[ = TQ’Z'T = nextE(TQ,il, Ul+1 s Ur)
und UO---Ul---Ur ¢E’A.

Wir werden nun aus Uy ---U; und Uy - -- U, Worter Uj bzw. U] bestimmen, so daf}
B,U}, C,U{,C,Uj,... ein unendlicher Pfad in Ap ist mit U(’)U{k ¢ L(A,C)U E4 fiir alle
k > 0 sowie |Uj| < 22™ und 0 < |U]| < 227,

Ist i; > 22™, so existieren s und ¢ mit 0 < s < t < 227, Tys=Tigund To s = To;. Wir
setzen Uy := Ry -+ RyRy11 - -+ R;,. Fiir Uj) werden also ab T o bzw. Ty die Zustandsmen-
gen Tl,g,Tl’l, e 7T1,sa Tl,t-i—la N 7T1,il bzw. TQ’O, TQ’l, N ,TQ’S,TQ’t+1, e 7T2,il ¢ L durch-
laufen. Damit gelten, wie fiir Uy --- U, fiir Uy die Aussagen Uj ¢ L(A,C) U E4 und
Ul € L(B,C). Fiir ein U} minimaler Linge gilt somit |U}| < 22", da zu einem Wort aus
L(B,C)\ (L(A,C)U E,), das grofier oder gleich 22™ ist, nach obiger Argumentation ein
kiirzeres Wort existiert mit entsprechenden Eigenschaften.

Wegen U; # ¢ fiir alle 4 > 1 und [ < 7 ist Upyy---Up # e. Ist |Uppq--- Uy > 227,
so wird fiir Tl”j = next(C, Ri41--- Rj) (iy < j < i) zum Wort Uy, ---U, die Folge
(T1 > T2yiy)s (T4 415 Toig+1)s -+ (T4 5,5 Ty, ) von Paaren aus 2% x 22 durchlaufen. Wegen
29 x 29| = 22" existicren also s und ¢ mit 4 < 5 < t < 4 + 22" sowie T , = T], und
Tys =Toy. Fiir Ul := Rj,41 -+ RsRy41 - - - R;, werden somit ab Tll,'il bzw. Ty ;, die Zustands-
mengen 77 ; ..., T1 o, T4 4105+, 115 baw. Togyy oo, To s, Thgy1, - - - Toyi, & L durchlaufen.
Damit gelten, wie zu U4y --- Uy, fiir U] die Aussagen: U] € L(C,C), Toi, = Toi, =
next.(To;,, Ul), UgU| ¢ E4 sowie |Uj| > 0. Nach obiger Argumentation gilt fiir ein nicht
leeres Wort U{ minimaler Liinge, fiir das die obigen Aussagen erfiillt sind: 0 < |U{| < 2™,

Fir U] := Uj fiir alle ¢ > 2 ist nun insgesamt wegen Uj € L(B,C), U] € L(C,C)
und |U{] > 0 der Pfad B, U}, C,U{,C,U;,C, ... ein unendlicher Pfad in Ap. Wegen Uy ¢
L(A, C) UFEj4, U[,]U{ ¢ L(A, C) UFE4 und C ¢ TQ,Z'! = TQ’ir = ’I’Lel‘tg(TQ,il, U{) ist Ué s U]:: ¢
L(A,C) U Ey4 fir alle k > 0.

Damit kann wie folgt eine Berechnung des Algorithmus 5.26 mit Ausgabe ,ja“ angeben
werden: Ist U} = ¢, so ist ¢ € L(B,C) und € ¢ L(A,C), also C € Ty NTy. In (1) wiihlt
man fiir stop die Belegung true. Somit wird die erste while-Schleife iibersprungen. Ist
dagegen U} # ¢, so wird, falls die If-Bedingung in (1) erfiillt ist, stop mit false belegt.
Zusammen mit U} ¢ E4 ist die Bedingung der while-Schleife erfiillt. In dieser Schleife ist
dann R gemifl U} zu wihlen. Aufler im letzten Durchlauf der Schleife setzt man, falls die
If-Bedingung von (2) erfiillt ist, stop auf false. Wegen |U}| < 227", stop = false (auer
nach Wahl des letzten Zeichens von U)) sowie Uj ¢ E4, d.h. Th ¢ L, wird die Schleife
|Uj|-mal durchlaufen. Beim letzten Durchlauf ist wegen Uy € L(B,C) und U} ¢ L(A,C)
die Bedingung in (2) erfiillt, so dafl stop auf true gesetzt werden kann.

Ist nach Verlassen der while-Schleife die Bedingung in (3) erfiillt, so sind wir fertig.
Ansonsten ist nach obigen Uberlegungen die Bedingung in (4) erfiillt. In der zweiten while-
Schleife wird R nun gemif U] gewéhlt. Falls (5) erfiillt ist, setzt man, aufier beim letzten
Durchlauf, d.h. letztem Zeichen von U], stop auf false. Wegen |U{| < 227, stop = false
und UyU] ¢ Ej4 ist die Bedingung der while-Schleife bis zum letzten Durchlauf erfiillt.
Auflerdem ist aufgrund von UyU| € L(B,C) und Ty;, = T»;, die Bedingung in (5) im
letzten Durchlauf erfiillt, so dafl stop auf true gesetzt werden kann, was zum Verlassen der
while-Schleife fiihrt. SchlieBlich ist wegen UJU] ¢ E 4, und da die Bedingung in (5) erfiillt
war, die Bedingung in (6) erfiillt, so daf} ,ja“ ausgegeben wird.

Damit konnten wir in allen Fillen die Existenz einer Berechnung mit Ausgabe ,ja“
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nachweisen.

Komplexitit: Man sieht leicht, dafl Algorithmus 5.26 immer terminiert und mit polyno-
mialen Platz auskommt.

Algorithmus 5.26 zeigt, da§ 3.) von Satz 5.25 mit einem PSPACE-Algorithmus ent-
schieden werden kann. Da auch die Probleme 1.) und 2.) von Satz 5.25 in PSPACE liegen,
folgt

Korollar 5.27.
Das Subsumtionsproblem bzgl. der deskriptiven Semantik in AL ist in PSPACE enthal-
ten. O

In [Neb91], Proposition 10 wurde die Aquivalenz von Konzepten in FLq bzgl. der deskrip-
tiven Semantik charakterisiert. Dies lieferte ebenfalls einen PSPACE-Entscheidungsalgo-
rithmus fiir Subsumtion und Aquivalenz. Es konnte bisher aber weder mit Hilfe dieser noch
mit der Charakterisierung der Subsumtion (vgl. (5.5)) der Nachweis fiir die PSPACE-Hérte
erbracht werden.

Die Bedingung (5.5), 2.) wird in [Baa96] mit Hilfe von Biichi-Automaten entschieden.
Dies ist auch fiir das Problem (5.7) in d&hnlicher Weise moglich. Wir skizzieren dazu eine
polynomiale Reduktion der Negation von (5.7), im folgenden —(5.7) genannt, auf das
Inklusionsproblem w-reguliirer Sprachen. Dazu sei Xy := ¥ U {#}, L# := {w#;w € L}
fiir ein L, C %*. Die Abbildung ¢ : 3% — %* sei der durch ¢(0) = o fiir alle 0 € ¥ und
P(#) = € eindeutig definierte Homomorphismus. Fiir einen Semi-Automaten A, der die
Zusténde p und ¢ enthilt, sei Ly 4(A) = Ly, := {w;w € ¥* ist Label eines nicht-leeren
Pfades von p nach ¢}. Nach [HUT79], Theorem 3.5 sind die Sprachen 1~1(L,,) := {w €

Wwih(w) € Ly g} und ¢~ 1(Ly 4)# reguléir. Die zugehdrigen Automaten kénnen jeweils in
polynomialer Zeit aus den Ausgangsautomaten konstruiert werden.

Fiir die Sprache L4, (A,C) U E4 haben wir auf Seite 37 die Konstruktion eines in
der Grofie von A polynomialen endlichen Automaten skizziert. Man konstruiert — in
polynomialer Zeit — auch zu den Sprachen Lp ¢(Ar) und Le o (Ar) aus Ar leicht end-
liche Automaten. Diese Automaten werden zum Automaten Br a pc vereinigt, so daf
fiir passende Zustinde p1,q1,p2,q2,p3 und ¢3 gilt: L4,.(A,C) U Es = Ly, ¢ (Br,A,B,0),
Lp,o(Ar) = Ly, g, (Br,a,8,0) und Le,o(Ar) = Lp, q;(Br,4,8,0)-

Wir zeigen damit die folgende Aussage:

Lemma 5.28.
Die Bedingung —(5.7) gilt fiir Konzepte A, B, C aus der Terminologie T' gdw.

(Lpygs#) (L gs ) C 0™ (Lipy 0 )# (Lips g ).

Dabei beziehen sich die Sprachen und Zustinde auf den oben definierten Automaten
Br,a,B,c-

Beweis: ,=“: Es gelte —(5.7). Das Wort W sei ein Element in (L, g, #)(Lps,¢s#)%, d.h.
W ist von der Form Uy#U,#Us# - - -, wobei Uy Label eines nicht-leeren Pfades von ps nach
¢o ist und Uj, i > 1, Label eines nicht-leeren Pfades von ps nach ¢3. Nach —(5.7) existiert
ein k > 0 mit Up--- Uy € La,.(A,C)UE4 = Ly, - Dann ist Up# - #Ux € b (Lp, .q)
und somit W = Up#Ur# - Up#Uk 19+ € (W7 (Lpy g0 )#) (Lpa.gs )%

»<=": Es gelte die rechte Seite. Es sei B, Uy, C,Uy, C, ... ein unendlicher Pfad von B
aus, der C' unendlich oft erreicht. Dann ist Up#U1# - -+ € Ly, go# (Lps,gs7#)“, denn o.E.
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ist der Pfad von ps nach g mit Label Uy nicht leer. Ansonsten existiert ein k, so daf} der
Pfad von py nach g9 mit Label Uy - - - Uy nicht leer ist. Wahle dann Uy - - - U}, statt Uy. Da
das letzte Symbol der Worter aus Ly, 4, # jeweils das Zeichen ‘#’ ist, existiert ein £ > 0
mit Up# - - Up# € 1/)71(Lp1,q1)#. Also Up# - - #Uy, € 1/)71(Lp1,q1) und Uy --- U € Lpl,th'

O

Damit ist —(5.7) mit polynomialem Aufwand auf das Inklusionsproblem fiir w-regulére
Sprachen reduziert. Wie in Kapitel 2, Seite 18 erwéhnt, ist das Inklusionsproblem fiir
w-regulire Sprachen PSPACE-vollstindig. Dies zeigt — wie auch Algorithmus 5.26 —,
da Bedingung (5.7) bzw. —(5.7) mit einem PSPACE-Algorithmus entscheidbar sind. Wie
Algorithmus 5.16 so hat auch Algorithmus 5.26 den Vorteil, daf§ sich dieser leicht auf
die Sprache ALN verallgemeinern li8t; es ist lediglich die Definition des Ausschluffzu-
standes anzupassen. Eine polynomiale Charakterisierung von E4 durch einen endlichen
Automaten fillt fiir ALN dagegen schwer, so daf eine polynomiale Reduktion auf das
Inklusionsproblem w-regulirer Sprachen nicht so leicht moglich ist.

5.4 Charakterisierung der Ifp-Semantik in AL,

Es fallt, wie bei der gfp- und der deskriptiven Semantik, auch hier leicht, die Charakteri-
sierung der lfp-Semantik in FLy auf ALy zu iibertragen. Anders als fiir die gfp- und die
deskriptive Semantik spielen — wie bei FLy (vgl. [Baa96], Proposition 22) — unendliche
Ketten fiir die Charakterisierung der Inkonsistenz, der Subsumtion sowie der 1fp-Semantik
selbst eine wichtige Rolle.

Satz 5.29 (Charakterisierung der Ifp-Semantik bzgl. AL;).
Es sei T eine ALy-Terminologie, A7 der zugehorige Semi-Automat, I ein 1fp-Modell von
T sowie A ein Konzept in 7. Dann gilt fiir alle Individuen d € dom(I): d € A’ gdw.

(P1) fiir alle primitiven Konzepte P in T', alle Worter W € L(A, P) und alle Individuen
e € dom(I) mit (d,e) € W' gilt e € P!; und

(P2) fiir alle Terme =P in T, alle Worter W € L(A, —P) und alle Individuen e € dom(I)
mit (d,e) € W gilt e € (=P)’; und

(P3) fiir alle unendlichen Pfade der Form A, Wy, Cy, Ws, Cy, . .. und alle Individuen dy, do,
d3, ... € dom(I) existiert ein n > 1 mit (d,_1,d,) ¢ W, (,Unendliche Ketten sind
verboten.*)

Beweis: analog zum Beweis von Proposition 22 in [Baa96]. Die primitive Negation —P
ist im Beweis wie ein primitives Konzept zu behandeln. O

5.4.1 Die Ifp-Semantik in AL, — Inkonsistenz

Zusétzlich zu den in Satz 5.8 genannten Griinden fiir Inkonsistenz liefern bzgl. der Ifp-
Semantik unendliche Ketten weitere. Diese verursachen auch schon in FL£; inkonsistente
Konzepte (vgl. [Baa96], Korollar 23). Geht namlich von einem Konzept ein unendlicher
Pfad mit Label € aus, so ist nach (P3) klar, daf§ dieses Konzept inkonsistent sein mu$.
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Fiir die Charakterisierung der Inkonsistenz sind im Beweis bzw. in der algorithmischen
Behandlung wiederum das kanonische Modell bzw. der Begriff des Ausschlufzustandes
niitzlich.

Wir definieren die kanonische primitive Interpretation J = J(A,dy) zu einem Konzept
A und einem Individium dy wie in Defintion 5.5. Das kanonische Modell I = I(A,dp) ist
nun das zu J und einer Terminologie T' gehdrende 1fp-Modell. Um fiir dieses Modell die
Aussage dy € A’ beweisen zu kénnen, ist, wie oben angedeutet, Bedingung (5.1) nicht
ausreichend.

Lemma 5.30.

Es sei T eine Terminologie und A der zugehorige Semi-Automat sowie A ein Konzept in
T. Weiterhin existiere weder ein primitives Konzept P in T mit ¢ € L(A, P) N L(A,—P)
noch ein Konzept C, das auf einem e-Zyklus liegt, mit ¢ € L(A, C). Fiir das kanonische
Modell I = I(A,dy) zu A und Individuum dy ist dann do € A’.

Beweis: Wir zeigen, daf§ (P1), (P2) und (P3) von Satz 5.29 bzgl. A, dy, T und J =
J(A,dp) gelten. Dies haben wir fiir (P1) und (P2) in Lemma 5.6 bereits getan, da mit den
Voraussetzungen dieses Lemmas insbesondere Bedingung (5.1) erfiillt ist. Zudem beziehen
sich (P1) und (P2) nur auf die primitive Interpretation nicht auf ein (gfp-)Modell und
koénnen auch unabhingig davon nachgewiesen werden.

Gilt (P3) nicht, so existieren ein unendlicher Pfad A, Wy, Cy, Wy, Co, W3,C5, ... in Ap
und Individuen dy, do,ds, ... mit (d,—1,d,) € W,{ fiir alle n > 1. Nach Definition von J
gilt dann d,, = dy und W), = ¢ fiir alle n > 1. Dies liefert einen unendlichen Pfad von
A aus mit Label e. Es existiert demnach ein Konzept C' mit C = C; fiir unendlich viele
Indizes 7; insbesondere liegt C' auf einem e-Zyklus. Zusammen mit ¢ € L(A, C) ist dies ein
Widerspruch zur Voraussetzung. ad

Die Bedeutung unendlicher Ketten macht auch eine andere Definition des Auschlufizu-
standes als die fiir die gfp- und die deskriptive Semantik notig.

Definition 5.31 (Ausschluflzustand bzgl. der lfp-Semantik in AL).
Es bezeichne T eine Terminologie und Ar = (3, @, E) den zugehorigen Semi-Automaten.
Dann heifit F C Q Ausschlufzustand bzgl. Ar (und bzgl. der lfp-Semantik in ALy), falls

1.) ein primitives Konzept P in T existiert mit P,—~P € F; oder

2.) ein definiertes Konzept C in T existiert, das auf einem e-Zyklus liegt, und fiir das
C € F gilt.

<

Offensichtlich 148t sich mit in der Gréfle von T polynomialem Aufwand entscheiden, ob
eine gegebene Menge F' C () Auschlufizustand ist.
Man zeigt nun

Satz 5.32 (Charakterisierung: Inkonsistenz bzgl. Ifp-Semantik in AL).
Es sei T eine ALp-Terminologie, Ar der zugehorige Semi-Automat und A ein Konzept in
T. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1.) A ist T-inkonsistent bzgl. der lfp-Semantik in ALj.

2.) (a) Es existiert ein primitives Konzept P in T mit ¢ € L(A, P) N L(A, —P); oder
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(b) es existiert ein (definiertes) Konzept C in T, das auf einem e-Zyklus liegt, und
fiir das € € L(A, C) gilt.

3.) e-closure({A}) ist ein AusschluBfzustand.

Beweis: Die Aquivalenz von 2.) und 3.) sollte klar sein. Es bleibt die Aquivalenz von 1.)
und 2.) zu zeigen:

»1. < 2.“: Es existiere ein primitives Konzept P in T mit ¢ € L(A, P)NL(A, —P). Ist nun I
ein Ifp-Modell von T' mit d € A’ fiir ein Individuum d, so folgt nach (P1) und (P2) von Satz
5.29 wegen de’d der Widerspruch d € P! und d € (—~P)’. Existiert ein definiertes Konzept
C, das auf einem e-Zyklus liegt, mit ¢ € L(A, (), so gilt fiir ein beliebiges lfp-Modell T
und Individuum d € dom(I) aufgrund des unendlichen Pfades A,e,C,e,C, e, C,... und
wegen de’d nach (P3) die Aussage d ¢ A’. Dies zeigt die Inkonsistenz von A.

,1. = 2.“: Wir nehmen an, dafi sowohl (a) als auch (b) nicht gelten. Damit existiert zu
A und einem Individuum dy nach Lemma 5.30 das kanonische Modell I = I(A,dy) mit
do € AT. Somit ist A konsistent. O

Da die Berechnung von e-closure({A}) und der Test auf Ausschluzustand mit polyno-
mialem Zeitaufwand moglich sind, ist die Inkonsistenz bzgl. der Ifp-Semantik in ALy mit
polynomialem Zeitaufwand entscheidbar.

5.4.2 Die Ifp-Semantik in AL; — Subsumtion

Satz 5.29 impliziert, daf fiir die Subsumtion A 5;f, 7 B zweier Konzepte A und B folgen-
de Bedingung hinreichend ist: L(B,P) C L(A, P) fur alle primitiven Konzepte P in T,
L(B,-P) C L(A,—P) fiir alle Terme der Form =P in T und U(B) C U(A). Um auch eine
notwendige Bedingung fiir die Subsumtion zu erhalten, ist aufgrund widerspriichlicher Be-
dingungen durch Paare P, =P bzw. aufgrund unendlicher Ketten die Beriicksichtigung von
Ausschluwortern zu A notig. Fiir die Bedingung U(B) C U(A) macht dies das folgende
Beispiel deutlich:

Beispiel 5.33.
Die Terminologie T sei durch den zugehorigen Automaten Ap wie folgt gegeben:

Obwohl RRR--- € U(B) und RRR:-- ¢ U(A), also U(B) Z U(A), gilt A Cypp 7 B. Ist
namlich I ein lfp-Modell von T und d ein Individuum mit d € A’, so kann zu d kein
RR-Nachfolger existieren. Wire das Individuum e ein RR-Nachfolger von d, so ist mit
dem unendlichen Pfad A,RR,C,¢,C,¢,C,¢,C, ... sowie mit d(RR)'e und ee’e nach (P3)
das Individuum d nicht in A’ enthalten. Fiir B und d sind (P1) und (P2) trivial erfiillt.

Der einzige unendliche Pfad, der von B ausgeht, ist B,R,B,R,B,R,... Da d also keinen
RR-Nachfolger besitzt, ist auch (P3) bzgl. B und d erfiillt, was insgesamt d € B’ liefert. ©

Daf} in Beispiel 5.33 die Subsumtionsbeziehung A C,; 7, 7 B gilt, ist darauf zuriickzufiihren,
daf} die Worter aus RRR* das Konzept A in folgendem Sinn ausschlieflen:
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Definition 5.34 (Ausschlufl bzgl. der lfp-Semantik in 4L).

Es sei T eine ALy-Terminologie, A7 = (%, Q, E) der zugehorige Semi-Automat sowie A
ein Konzept in T'. Das endliche Wort W € X* schliefit A aus, falls ein Prifix V € ¥* von
W existiert, fiir das gilt:

1.) Es existiert ein primitives Konzept P in T mit V € L(A, P) N L(A,—P); oder

2.) es existiert ein (definiertes) Konzept C, so dafi C auf einem e-Zyklus liegt und
V € L(A,C) gilt.

Ein w-Wort W € X% schliefit A aus, falls A von einem endlichen Prifix von W ausge-
schlossen wird oder W € U(A) gilt. O

Die Bedeutung von Definition 5.34 halten wir im folgendem Lemma fest:

Lemma 5.35.
Mit den Bezeichnungen aus Definition 5.34 gilt fiir ein 1fp-Modell I zur Terminologie T":

1.) Ist W € *U XY sowie V € X* Prifix von W mit den Eigenschaften 1.) oder 2.) von
Definition 5.34, und sind d, e € dom(I) Individuen mit dV'e, so gilt d ¢ A’

2.) Fiir ein w-Wort W € U(A), W = RiRoRj3---, und fiir Individuen dy,d;,ds,... €
dom(I) mit ng{leédg Ty ist do ¢ AI.

Beweis: Die zweite Aussage folgt sofort mit (P3) von Satz 5.29.

Fiir d € Al folgt aus Satz 5.29 wegen dV'e und V € L(A, P) N L(A,~P) der Wi-
derspruch: e € P! und e € (=P)!. Ist V € L(A,C) fiir ein Konzept C, das auf einem
e-Zyklus liegt, so ist mit dem unendlichen Pfad A,V,C,e,C,¢,C,... sowie dV'e und ec’e
die Bedingung (P3) fiir A und d nicht erfiillt, also d ¢ A’. 0

Mit E 4 bezeichnen wir wiederum die Menge der endlichen A-ausschlieenden Worter (vgl.
Definition 5.34) zu einer Terminologie T'. Zusétzlich werden wir auch die Menge E4 , =
{W € ¥*U X% A wird von W ausgeschlossen} zur Charakterisierung der Subsumtion
benotigen. Fiir den Entscheidungsalgorithmus zur Subsumtion betrachten wir die Menge
Ef;’w ={W € ¥* U X% zu W existiert ein endliches Prifix, welches A ausschliefit}.

Fiir ein inkonsistentes Konzept A liefert Satz 5.32: ¢ € E4, € € E4, und € € Ef"w.
Aus Definition 5.34 folgt damit E4 = X* und E4, = Ef; L = 0T UXY

Fiir den Beweis der Charakterisierung der Subsumtion bzgl. der Ifp-Semantik in ALg
bendtigen wir wiederum den Begriff des erweiterten kanonischen Modells.

Definition 5.36 (erweitertes kanonisches Ifp-Modell bzgl. AL)).
Es sei T' eine Terminologie in ALj, Ar der zugehorige Semi-Automat sowie A ein Konzept
in T, W ein Wort in ¥* U 3 und dy ein Individuum.

Fiir W € ¥* definieren wir die erweiterten kanonischen primitiven Interpretationen
Imin = Imin(A,do, W) und Jae = Jmae(A,do, W) wie in Definition 5.11. Fiir W €
¥¢ wurde Jpin = Jmin(A, do, W) bereits in Definition 5.23 definiert. Analog dazu kann
Imaz = Imaz (A, do, W) definiert werden:
dom(Jmaz) = dom(Jmin); R'mee := R/min fiir alle Rollen R in T fiir alle primitiven
Konzepte P in T und alle Individuen d € dom(Jy,4) sei weiter:

8Wird statt dV'e die Beziehung dW'f fiir ein Individuum f vorausgesetzt, so folgt, da V Prifix von
W ist, die Existenz eines Individuums e mit dV’e. Nach Aussage 1.) gilt somit ebenfalls d ¢ A”.
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d € (-P)’mez gdw.ein V € B* mit V € L(A,~P) und doV/maed existiert.

Die zu Jyin (A, do, W) bzw. Jnar (A, do, W) gehorenden erweiterten kanonischen Ifp-Model-
le von T seien I (A, do, W) baw. Iy (A, do, W). &

Um nun fiir die erweiterten kanonischen Modelle I, = Inin(A,do, W) und I, =
Imaz (A, do, W) die Aussage dg € Almin bzw. dy € Almar zeigen zu konnen, ist die folgende
Bedingung hinreichend?:

Das Konzept A ist konsistent und wird von W nicht ausgeschlossen (Definition

5.34). (58)

Eigenschaften der erweiterten kanonischen primitiven Interpretationen und der erweiterten
kanonischen lfp-Modelle werden im folgenden Lemma zusammengefafit.

Lemma 5.37 (Eigenschaften von J,,;, und I,;, bzw. J,.,,und I,,.,)-
Mit den Bezeichnungen von Definition 5.36 gelten die folgenden Aussagen:

1.) zu W € X* existiert ein Individuum d mit doW'mind und dgWmezd; zu W =
RiRyRs--- € X¥ existieren dy,dy, ds, ... € dom(Jpin) = dom(Jmez) mit doR]™"d;
Rymndy -+ und doR{m™*di Ry dy -+ -5

2.) zu jedem Individuum d € dom(Jpmin) = dom(Jye,) existiert ein eindeutiges Wort
V € ¥*, welches Prifix von W ist, und fiir das doV/mind bzw. doV/maeed gilt;

3.) ist V ¢ L(A, P) und doV”/mind fiir ein Wort V, ein primitives Konzept P und ein
Individuum d, dann gilt d & PImin,

4.) ist V ¢ L(A,=P) und doV/maez d fiir ein Wort V', ein primitives Konzept P und ein
Individuum d, dann gilt d & (—|P)Jmaz;

5.) ist Bedingung (5.8) erfiillt, so gelten fiir A, dy und J, (bzw. Jye,) die Bedingungen
(P1), (P2) und (P3) von Satz 5.29; insbesondere gilt dy € Almin (bzw. dy € AImM’).

Beweis: Die Aussagen 1.) und 2.) folgen direkt aus den Definitionen von Jp,;, bzaw. Jye-
Die Eigenschaften 3.) und 4.) folgen leicht aus Aussage 2.) und den Definitionen von Jy,,
und Ja0-

Zu 5.): Es sei Bedingung (5.8) erfiillt. Die Giiltigkeit von (P1) und (P2) behandelt man
analog zum Beweis von Lemma 5.12 — auch fiir den Fall W € £¥.

Wir zeigen nun die Giiltigkeit von (P3) bzgl. Jpin. Fiir Jy., zeigt man dies eben-
so. Gilt (P3) bzgl. A, dy, T und J,,;, nicht, so existiert ein unendlicher Pfad der Form
A, Wy, Cy, Wy, Cs, ..., und so existieren Individuen dy, ds, . .. € dom(J ) mit (d;—1,d;) €
wimin fiir alle 4 > 1.

Ist V = W W,Ws - - - ein endliches Wort, so existiert ein d € dom(Jyn) mit doV7/mind;
nach 2.) ist damit V Préfix von W. Aulerdem existiert ein C, so dal C' = C; fiir unendlich
viele Indizes gilt; insbesondere muff damit C auf einem e-Zyklus liegen. In Ay existiert
also der unendliche Pfad A,V,C,e,C,¢e,C,... Somit wird A von V, also auch von W,
ausgeschlossen, im Widerspruch zur Voraussetzung.

“und, wie man mit Satz 5.32 und Lemma 5.35 leicht zeigt, auch notwendig
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Ist dagegen V ein w-Wort, so miissen nach Definition von Jy;, die Woérter V' und
W iibereinstimmen. Wegen V € U(A) wird damit im Widerspruch zur Voraussetzung
ebenfalls A von W ausgeschlossen. Dies liefert die Giiltigkeit von (P3) bzgl. A, dy, T und
a

J, min:
Damit zeigen wir

Satz 5.38 (Charakterisierung: Subsumtion bzgl. Ifp-Semantik in AL).
Es bezeichne T eine ALj-Terminologie und A7 den zugehorigen Semi-Automaten; A und
B bezeichnen Konzepte in T'. Es gilt A Ty, 7 B gdw.

1.) L(B,P) C L(A, P)U E4 fiir alle primitiven Konzepte P in T'; und
2.) L(B,-P) C L(A,—~P) U E4 fiir alle Terme der Form =P in T'; und
3.) UB) CU(A)UExy.

Beweis: ,=“: Wir nehmen an, daf} jeweils eine der Bedingungen 1.), 2.) oder 3.) nicht
gilt und zeigen dann A Z;rp, 7 B.

Mit Hilfe der erweiterten kanonischen Modelle I, (A, do, W) und Iya. (A, do, W) aus
Definition 5.36 sowie mit Lemma 5.37 und Satz 5.29 zeigt man analog zum Beweis von
Satz 5.13 (,=*, (1), (2)), daB, falls 1.) oder 2.) nicht gilt, A nicht von B subsumiert wird.

Annahme: U(B) L U(A) UE4,.

Es existiert demnach ein W € U(B) \ (U(A) UE4,,). Wegen W ¢ E 4, mufl A konsistent
sein, da sonst F4, = £* U X* wire. Auflerdem wird A von W nicht ausgeschlossen, was
nach Lemma 5.37, 5.) die Existenz des Ifp-Modells I,n;n = Inin(A,do, W) mit dy € Almin
sichert!? .

Ist W endlich, so exisitiert nach Lemma 5.37, 1.) ein d € dom(I ) mit doW'd.
Wegen W € U(B) existiert ein (definiertes) Konzept C, das auf einem e-Zyklus liegt, so
daB A,W,C,¢,C,e,C,... ein unendlicher Pfad in Ar ist. Zusammen mit dyW ind und
de™mind liefert (P3) aus Satz 5.38 bzgl. B und dy: do ¢ BTmin.

Ist W das w-Wort RyRoRj3 - -+, so existieren nach Lemma 5.37, 1.) Individuen dy, do,
ds, ... € dom(I i) mit doRi™"dy Ry™"dy - - -, womit ebenfalls zusammen mit W € U(B)
und (P3) bzgl. B und dy die Aussage dy ¢ B’ folgt. Insgesamt gilt also A ;. B.

,<="“: Es gelte die rechte Seite der Aquivalenzaussage. Wir nehmen A Z; fp,r B an. Es
existiert also ein 1fp-Modell I zu T und ein Individuum dy € dom(I) mit dy € A’ \ B'.
Wegen dy ¢ B! gelten also (P1), (P2) oder (P3) von Satz 5.29 bzgl. B, dg, T und I nicht.

Die beiden Fille (P1) und (P2) fithrt man mit Hilfe von Satz 5.29 (statt Satz 5.4)
und Lemma 5.35 (statt Lemma 5.10) analog zum Beweis von Satz 5.13 (,<*“) zum Wi-
derspruch.

Gilt (P3) nicht, so existiert ein unendlicher Pfad der Form B, Wy, Cy, W, Co, ... in A,
und so existieren Individuen dy,ds,ds, ... mit (d,_1,d,) € W/ fiir alle n > 1 (*). Wegen
W = WiWyW3--- € UB) und U(B) C U(A) UEy,, ist W € U(A) oder W € Ey4,.
Die Aussage W € U(A) zusammen mit (*) und (P3) bzgl. A und dy liefert dy ¢ A’, im
Widerspruch zur Annahme. Weiter impliziert W € E 4, zusammen mit (*) und Lemma
5.35 ebenfalls dy ¢ A’, im Widerspruch zur Annahme. Insgesamt zeigt dies, da A von B
subsumiert wird. a

0Statt Inin koénnte hier auch Iq., verwendet werden. Fiir ein w-Wort W werden Jmaz = Jmaz (A4, do, W)
bzw. Imaz = Imaz(A,do, W) ansonsten nicht gendtigt.
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In Beispiel 5.33 kommen keine primitiven Konzepte und keine primitive Negation vor,
weshalb die Bedingungen 1.) und 2.) von Satz 5.38 trivial erfiillt sind. Es ist F4, =
RY URRR* und B,R,C,R, C, ... der einzige unendliche Pfad, der von B ausgeht. Damit ist
U(B) CU(A) U E4, erfiillt, und Satz 5.38 impliziert A C;s), 7 B.

Wie schon erwihnt, konnen auch fiir FLq bzgl. der lfp-Semantik Konzepte inkonsi-
stent sein (unendliche Ketten). Aus diesem Grund ist entsprechend fiir Ly die Bedin-
gung: L, (B,P) C Ly, (A,P) fiir alle primitiven Konzepte P und Uy, (B) C U4, (A)
keine notwendige Bedingung fiir A Ty, 7 B. In [Baa96] wird deshalb A7 zu einem Semi-
Automaten Br erweitert. Dazu wird Ar um einen Zustand Qjop, eine Transition mit
Label € von Qo0p nach Qjop sowie fiir jede Rolle R aus T' um eine Transition von Qep
nach o0y mit Label R ergénzt; fiir jeden Zustand B aus Ar, der auf einem e-Zyklus liegt,
fiigt man eine Transition mit Label ¢ von B nach Qs ein. Die Hinzunahme der letzt-
genannten Transitionen ist gleichbedeutend damit, dafl man jedes inkonsistente Konzept
B durch eine e-Transition mit Qo0 verbindet. Nach [Baa96], Korollar 23 sind nidmlich
inkonsistente Konzepte gerade diejenigen, von denen aus ein endlicher Pfad mit Label ¢ zu
einem Konzept existiert, das auf einem e-Zyklus liegt. Schliefilich wird zu jedem primitiven
Konzept P eine Transition mit Label € von @0p nach P eingefiigt.

Statt La,(B,P) C La,(A,P) und Ua,(B) C Ua,(A) zu betrachten, geht man
nun zu Lg,(B,P) C Ly, (A, P) und Ug,(B) C Ug,(A) iiber. Dies entspricht der Cha-
rakterisierung in Satz 5.38 (ohne 2.)). In FLy wiirde man nimlich den Begriff , Aus-
schlu* wie in Defintion 5.34 bestimmen, jedoch ohne 1.). Damit verifiziert man leicht: (*)
L. (A,P) = L, (A, P)UEy, L, (B,P) = La,(B,P)UE4, Up,(A) = Upr(A) UEy,
und UBT(B) = UBT(B) U E'A’U_,.

Fiir ALy kann Br analog zur obigen Konstruktion definiert werden, wobei nun jedes
bzgl. der lfp-Semantik in ALy inkonsistente Konzept mit Q. iiber eine e-Transition
verbunden wird. Das folgende Beispiel zeigt, dafl damit (*) i. allg. jedoch nicht gilt. Somit
kann — anders als in 7Ly — die Subsumtion nicht allein mit B7 charakterisiert werden.

Beispiel 5.39.
Die Terminologie T sei durch den Semi-Automaten Ar wie folgt gegeben:

O O

Mit Satz 5.32 sieht man leicht, da3 T kein inkonsistentes Konzept enthilt. Somit gilt fiir
den wie oben definierten Automaten Br Folgendes: L 4,.(A,P) = L, (B,P) =0, {R;Re} =
L-AT(C’ P) = LBT(C7 P), L.AT(C’ Q) = L.AT(C’ -Q) = LBT(C’ Q) = LBT(C’ -Q) = 0,
Es = RiRe¥* und E4, = RiRy - (3X* U X¥). Demnach ist LAT(C, P) C LAT(A, P)U E4,
Lar(C,Q) C Lup(A,Q) U Ea, Lay(C,mQ) € La, (A, =Q) U E4 sowie § = Ux,(C) C
Uar(A) U Ey4y,. Satz 5.38 liefert also A Ty, 7 C.

Andererseits gilt Lp,(C,P) C Lg,(A,P) nicht. Dies liegt an der echten Inklusion
Lp,(A,P) C La,(A,P)U Ey4. Durch By werden die A-ausschlieBenden Wérter also nicht
vollstindig erfaft. <&

Der Automat Br beschreibt lediglich Ausschlufl aufgrund von Inkonsistenz, das Beispiel
zeigt jedoch, dafl auch Ausschlufl ohne Inkonsistenz auftreten kann.
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Um Satz 5.38 zur Entscheidung der Subsumtion heranzuziehen, werden wir zunéchst
FE 4 und Eﬁ’w mit Hilfe von Ausschlufizustanden charakterisieren.

Lemma 5.40.
Fiir die Terminologie 7', den Semi-Automaten 47 ohne Worttransitionen und fiir ein
Konzept A in T gilt:

1.) E4 ={W € ¥* mit W erreicht man von A aus einen Ausschlufzustand},

2.) Ef"w ={W € £* U X¥; mit W erreicht man von A aus einen Ausschlufzustand}.

Beweis: zu 1.) ,C“: Sei W ein Wort in F4. Dann existiert ein Prifix V € ¥* von W
und ein primitives Konzept P oder ein definiertes Konzept C, das auf einem e-Zyklus
liegt, mit V € L(A,P)NL(A,—-P) bzw. V € L(A,C). Also gilt P,—P € next.(A,V) bzw.
C € next.(A,V). Damit ist next.(A,V) ein Ausschlufzustand.
,2% Sei W € X* so daBl mit W von A aus einen Auschlufizustand erreicht wird, d.h.
es existiert ein Prafix V € ¥* von W und ein primitives Konzept P oder ein definiertes
Konzept C, das auf einem e-Zyklus liegt, mit P,—P € next.(A,V) bzw. C € next. (A, V).
Damit impliziert Lemma 2.5: V € L(A, P) N L(A,—P) bzw. V € L(A,C). Also schlieit
W das Konzept A aus.

Aussage 2.) zeigt man analog zu 1.). O

Diese Charakterisierung von E4 erlaubt es, die Bedingung L(B, P) C L(A, P)UE 4 fiir ein
primitives Konzept P mit Algorithmus 5.16 zu entscheiden. Dabei bezieht sich der Begriff
,Ausschlufizustand“ im Algorithmus nun auf Definition 5.31. Wird P durch —P ersetzt,
so erlaubt Algorithmus 5.16 auch die Entscheidung von L(A,-P) C L(A,-P) U E4. Die
Ausschlufizustandsbedingung T, ¢ {F C Q; F AusschluBzustand} kann auch bzgl. der
Ifp-Semantik in ALy mit polynomialem Aufwand entschieden werden. Algorithmus 5.16
ist also auch hier ein NPSPACE-Algorithmus. Die Entscheidungsprobleme 1.) und 2.) in
Satz 5.38 liegen somit in PSPACE.

Es bleibt, einen (NPSPACE-)Entscheidungsalgorithmus fiir die Bedingung 3.), also
U(B) C U(A) U Eay, von Satz 5.38 anzugeben. Wegen F4, = Eﬁ’w UU(A) ist 3.)
dquivalent zu U(B) C U(A) U E£ -

Der Algorithmus wihlt nicht-deterministisch ein Wort W € U(B) \ (U(A) UEﬁ,w)v falls
ein solches existiert. Existiert ein endliches Wort Uy = W € U(B) \ (U(A) U Ei;’w), S0
auch ein Wort der Linge |Up| < 22™. Fiir ein w-Wort W € U(B) \ (U(A) U Ef]’w) riat der
Algorithmus zuniichst ein Wort Uy, |Up| < 227", mit next.(A,Uy) = () und next.(B,Uy) #
(). Dann rét der Algorithmus ein Wort Uy der Liange 2" — 1 mit next. (next.(B,Up), Ur) # 0.
Aus Up und U; 148t sich ein w-Wort W mit W € U(B) \ (U(A) U Ef"w) konstruieren.

Algorithmus 5.41.

Eingabe: Semi-Automat A7 = (3, Q, E) ohne Worttransitionen zu einer Terminologie
T; Konzepte A, B aus T

Ausgabe: Es existiert eine Berechnung mit Ausgabe ,ja* gdw. U(B) € U(A) U E4 (=
U(A)UEL,)
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Es bezeichne n die Gréfle von (), M die Menge der Konzepte in T', die auf einem e-Zyklus
liegen, sowie L die Menge der Ausschlufizustinde.

Ty:=¢e-closure({B});
Ty:=e-closure({A});
z:=0;
(* Raten von Uy *)
while z < 22" — 1l and Ty ¢ L and (Ty "M = or T, N M # ) do begin
7:=7+1;
Wiéhle (nicht-det.) ein R € &;
Ty := next.(T1, R);
T, :=next.(Ty, R)
end;
(1) If T, ¢ L then begin
(2) If Ty N M # (0 and T, N M = () then Ausgabe ,ja“
else
(3) if (* z=22" —1 and *) T, = () then begin
(* Raten von U; *)
z = 0;
while z < 2™ — 1 do begin
z:=z+1;
Wihle (nicht-det.) ein R € %;
T, := next.(T1, R);
(*Ty := next.(Ty, R) = ();*)
end; (*while*)
(4) If Ty # () then Ausgabe ,ja“
else Ausgabe , nein*
end
else Ausgabe , nein“
end (¥if*)
end
else Ausgabe ,nein“. A

Korrektheit: Gibt der Algorithmus ,,ja* aus, so sind zwei Fille zu unterscheiden.

i) (Ausgabe von .ja“ in (2)) Es existiert ein endliches Wort W = R;--- R, € X*,
m < 227, so daB fiir Ty := next.(B,W) und Ty := next. (A, W) gilt: Ty N M # 0 und
ToNM = (). Es existiert demnach ein Konzept C' € Ty N M. Damit existiert ein unendlicher
Pfad der Form B,W,C,¢,C,¢,C, ..., es gilt also W € U(B). Ware W € U(A), so miifite
auch ein (definiertes) Konzept C' existieren, welches auf einem e-Zyklus liegt, so daf
AW,C" e, O e,C',... ein unendlicher Pfad in Ar ist. Damit wire aber C' € T, N M im
Widerspruch zu To N M = (). Also ist W ¢ U(A). Der Algorithmus sichert fiir Th; =
newt.(A, Ry ---R;), 0 < i < m, ebenfalls T5; ¢ L fiir alle 0 < ¢ < m (aufgrund der
Bedingung in der ersten while-Schleife und wegen (1)). Nach Lemma 5.40 folgt daraus
W ¢ B . Insgesamt gilt W € U(B) \ (U(A) U EY, ), also U(B) ¢ U(A) UE .
Oder:

ii) (Ausgabe von ,ja“ in (4)) Es existiert ein Wort W = Ry - -+ R,, € ¥*, m = 22" — 1+
2"—1, so da8 fiir 71 ; := next. (B, Ry - -- R;) und Ts ; := next. (A, Ry - -+ R;), 0 < i < m, gilt:
Ty, # 0 fiiralle0 <i <m, Tp; = 0 fiir alle 2> —1 < j < m sowie Ty; ¢ L fiiralle 0 < i <
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m (beachte: ) ¢ L). Wegen |29 \ {#}| = 2" — 1 existieren / und r mit 22" -1 <l <r <m
und Ty, = Ti,. Da fir das w-Wort o := Ry -+ Rozn_y1 -+ Rj(Ry41 -+ Ry)” ausgehend
von TI,O die Zustandsmengen Tl’g, Tl,la . ,Tl’l, Tl,l-l—la . ,TLT,I, Tl,ra Tl,l—i—la . ,TLT, .
durchlaufen werden, die alle ungleich der leeren Menge sind, folgt o € U(B) (Lemma 2.10).
Fiir o werden zudem ausgehend von Ty die Mengen Th0,To1,...,Th92n_2,0,0,0,...
durchlaufen. Nach Lemma 2.10 liefert dies a ¢ U(A). Da diese Folge von Zustandsmengen

keine Ausschlufzustinde enthilt, gilt nach Lemma 5.40 aulerdem o« ¢ Ei;’w. Insgesamt

gilt somit o € U(B) \ (U(A) U EY ), also U(B) Z U(A) U EY .

Vollsténdigkeit: Gilt U(B) € U(A) U Efl,wv so unterscheiden wir die Fille iii) und iv).
iii) (Nachweis einer Berechnung mit Ausgabe ,,ja“ in (2)) Es existiert ein endliches Wort
W =Ry ---Rp € ¥*mit WeU(B)\ (UA)U Efl,w)' Es seien Ty ; := nezt.(B, Ry - -+ R;)
und Ty, = nezrt. (A, R;---R;) fir alle 0 < i < m. Ist m > 22" 50 existieren we-
gen [29 x 29| = 227 Zahlen [ und r mit 0 < [ < r < 22" sowie Ty; = Ti, und
Ty, = Ty ,. Fiir das Wort W' = Ry---RRyy1--+ Ry, werden die Zustandsmengenpaa-
re (T1,07 TQ’O), (T1,17 TQ’l), ey (Tl,la T2,l)7 (Tl,r+17 TQ’T-_'_l), ey (Tl,m7 TQ’m) durchlaufen. We-
gen Ty N M # 0 (da W € U(B)) folgt analog zu i): W' € U(B). Analog zu i) liefert
Tomn "M = 0 (wegen W ¢ U(A)): W' ¢ U(A). Da Ty; fiir kein 4, 0 < 4 < m, in L
enthalten ist (wegen W ¢ Efl,w und Lemma 5.40) folgt W' ¢ Ef"w. Fiir W' folgt also

W' e U(B)\ (UA) U Ei; ,)- O.E. konnen wir deshalb von m = |W| < 22" ausgehen.
In der ersten while-Schleife des Algorithmus wihlt man nun im ¢-ten Durchlauf R = R;.
Nach Wahl von W gilt in jedem Durchlauf T5 ¢ L. Kann die while-Schleife m-mal durch-
laufen werden, so gelten am Ende des m-ten Durchlaufes nach Wahl von W die Aussagen
T'NM#£D), ToNM =0 und Ty ¢ L. In (2) wird also ,ja“ ausgegeben. Wird die while-
Schleife nicht m-mal durchlaufen, so mufy schon vor dem m-ten Durchlauf 7y "M # @) und
Ty N M = () gelten, was in (2) wiederum zur Ausgabe ,ja* fiihrt.

Oder:

iv) (Nachweis einer Berechnung mit Ausgabe ,ja* in (4)) Es existiert ein w-Wort W =
RiRyR3--- € ¥ mit W € U(B) \ (U(A) U E), ). Fiir Ty; := next.(B,R; --- R;) und
Ty, = next.(A,Ri--- R;), i > 0, gilt: (*) T 75’@) fiir alle ¢ > 0 (wegen W € U(B) und
Lemma 2.10); auflerdem existiert eine Zahl k > 0 mit Tp, = 0 (wegen W ¢ U(A) und
Lemma 2.10); schlielich gilt T ; ¢ L fur alle ¢ > 0 aufgrund von W ¢ E£ , und Lemma
5.40. ’

Wegen [29 x 29| = 227 existieren [ und r mit 0 < [ < r < 22" sowie Ty, =T,
und Ty = Th,. Fir W' := Ry - RiR, 1 Ry42Rr13--- € X werden also die Paare
(T1,07 TQ’O), (T1,17 TQ’l), ey (Tl,la T2,l)7 (Tl,r—l—laTQ,r—l—l), (Tl,r+27 TQ’T-_'_Q), ... durchlaufen. Aus-
sage (*) impliziert W' € U(B) \ (U(A) U E£ ). Man kann deshalb fir W o.E. k < 227
annehmen. ’

Wir geben nun zu W eine Berechnung des Algorithmus mit Ausgabe ,ja“ an. In der
ersten while-Schleife wird im i-ten Durchlauf R = R; gewihlt. Wegen T5; ¢ L fiir alle
i > 0 gilt jeweils Ty ¢ L. Tritt der Fall Ty N M # () und T, N M = () ein, so wird wegen
Ty ¢ L in (2) ,ja“ ausgegeben, und wir sind fertig. Ansonsten wird der Algorithmus in
(3) fortgesetzt. Nach Voraussetzung gilt k& < 22". Da die erste while-Schleife (227 — 1)-
mal durchlaufen wurde, gilt somit 7> = (. Es wird also die zweite Schleife (2" — 1)-mal
durchlaufen. Im ¢-ten Durchlauf wird dabei R = Ry2n_y,; gesetzt. Nach Verlassen der
Schleife gilt T} # (0 wegen Ty ; # 0 fir alle ¢ > 0. In (4) wird demnach ,ja“ ausgegeben.
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Komplexitédt: Wie erwihnt, kann T, ¢ L mit polynomialem Zeitaufwand entschieden
werden. Damit sieht man leicht, da} Algorithmus 5.41 immer terminiert und mit polyno-
mialem Platz auskommt.

Algorithmus 5.41 zeigt, dal das Problem U(B) C U(A) U E4,, mit einem PSPACE-
Algorithmus entschieden werden kann. Zusammen mit der PSPACE-Vollstandigkeit der
Subsumtion bzgl. der 1fp-Semantik in FLy (vgl. [Baa96], Korollar 27) erhalten wir insge-
samt das

Korollar 5.42.
Das Subsumtionsproblem bzgl. der 1fp-Semantik in ALy ist PSPACE-vollsténdig. O

Alternative Charakterisierungen von F4 und Efl’w ermoglichen es, die Bedingungen 1.),
2.) und 3.) von Satz 5.38 auf das Inklusionsproblem fiir regulire und w-regulire Sprachen
zu reduzieren. Wir werden dies im folgenden skizzieren.

Lemma 5.43 (alternative Charakterisierung von F4 und Eﬁ’w).

Fiir eine ALy-Terminologie T', den zugehorige Semi-Automaten Ay = (%, Q, E), ein Kon-
zept A sowie die Menge Sp der primitiven Konzepte in T" und die Menge M der definierten
Konzepte, die auf einem e-Zyklus liegen, ist

1) Ea = [Upesy (L(A, P) N L(4,=P)) UUger L(4,C)] - 5 und

2) B, = [Upes, (L(A, P) N L(4,~P)) UUger L(4,C)] - (5*US).

Beweis: Die Aussagen folgen leicht mit Hilfe der Definitionen von F4 und E£ - O

Die Charakterisierung von E4 in Lemma 5.43 erméglicht es — &hnlich wie auf Seite 37 —,
aus Ap mit polynomialem Zeitaufwand einen endlichen Automaten zu konstruieren, der
Eabzw. L4, (A, P)UE 4 akzeptiert. Somit 148t sich das Problem L 4,.(C, P) C L 4, (A, P)U
E4 und analog L4, (C,—P) C L4, (A,~P) U E4 auf das Inklusionsproblem fiir regulire
Sprachen reduzieren, ist also, wie erwihnt, in PSPACE enthalten.

Die Charakterisierung von Ef"w in Lemma 5.43 ermdglicht die Entscheidung des Pro-

blems U, (C) C Ua,p(A) U Efl’w mit Hilfe von Biichi-Automaten. Die Mengen U4, (C),
U, (A) und Eﬁ’w enthalten nicht nur unendliche Wérter. Durch Anhéngen von #“ (neues

Symbol ‘#’) an die endlichen Wérter erhilt man die Sprachen Uy, (C)%, U, (A)* und
Eﬁ’w# unendlicher Worter iiber £ := X U {#}. Offensichtlich gilt (U, (A) U EIJ;M)# =

# #
Uar(A)* UEL " und Ua, (C) C Uan(A) U B, gdw. U, (C)F C Uar(A)* UEL T

Um aus Ap einen Automaten zu konstruieren, der UAT(C)# bzw. U, (A)* akzep-
tiert, betrachtet man zu Az den zugehorigen Semi-Automat mit Buchstaben-Transitionen
(vgl. Lemma 2.8). Dieser wird erginzt durch: einen neuen Zustand Qjoep; eine Transi-
tion (Qioop, #: Qioop); eine Transition (g, #, Qieop) fiir jeden Zustand ¢, von dem aus im
urspriinglichen Automaten (mit e-Transitionen) ein endlicher Pfad mit Label ¢ zu ei-
nem Zustand fiihrt, der auf einem e-Zyklus liegt. Die Sprachen U(C') bzw. U(A) des so
konstruierten Automaten sind Uy, (C)* bzw. Uy, (A)%. Ist Q' die Zustandsmenge des
Automaten, so ist (vgl. Seite 14) U4, (C)* = B(C, Q') und U4, (A)* = B(A,Q').

Offensichtlich entspricht Eﬁ’w# nach Lemma 5.43 der folgenden Menge:
[Upesp (L(A,P) N L(A,~P)) UUpeas L(A4, D)] (Z U {#}¥). Auch zu dieser Sprache
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kann in polynomialer Zeit ein akzeptierender Biichi-Automaten konstruiert werden. Dazu
wird die Konkatenation von {#} wie fiir die Sprachen U4, (C)¥ baw. Uy, (A)¥ realisiert.
Damit kénnen aus Ag in polynomialer Zeit Biichi-Automaten konstruiert werden, die

U (C)* und Uy, (A)* U Eﬁ; w# akzeptieren. Da das Inklusionsproblem fiir w-regulire
Sprachen, gegeben durch Bﬁchi—Automaten, PSPACE-vollstindig ist, zeigt dies — wie
auch Algorithmus 5.41 —, dafl das Problem U4, (C) C U4, (A) U E4,, in PSPACE liegt.

Auch hier hat der Ansatz mit Biichi-Automaten den Nachteil, daf} er sich nicht so
leicht wie die auf Ausschlufizustdnde basierenden Algorithmen auf die lfp-Semantik bzgl.
ALN iibertragen lifit, da fiir ALN die Beschreibung der Mengen E4 und E£ ., durch (in
der Grofie der Terminologie) polynomiale Automaten schwer fillt. ’



Kapitel 6

ALN und endliche Automaten

In diesem Kapitel werden wir Semantik, Inkonsistenz und Subsumtion bzgl. ALN cha-
rakterisieren sowie zugehorige Entscheidungsalgorithmen und Komplexitétsaussagen an-
geben.

Die Anwesenheit von Zahlenrestriktionen fiihrt in Beweisen im Vergleich zum vorheri-
gen Kapitel zu aufwendigeren Modellen, da zu einem Individuum Nachfolger , gefordert
werden konnen. Daneben konnen widerspriichliche Zahlenrestriktionen Ursache fiir inkon-
sistente Konzepte sein. Sie werden deshalb eine Anpassung der in Kapitel 5 eingefithrten
Begriffe ,, Ausschluflzustand® und ,,Ausschluff* nétig machen. Wir werden weiterhin sehen,
dafl die verschiedenen Charakterisierungen und die auf Ausschlufizustinden basierenden
Algorithmen jeweils dhnliche Gestalt haben wie diejenigen in Kapitel 5.

6.1 Reduktion von ALN auf FLN

Wir beschrinken uns hier auf die Betrachtung von FLN, d.h. ALN ohne primitive Ne-
gation, da zu einer ALN -Terminologie T eine FLN -Terminologie T" angegeben werden
kann, die auf den definierten Konzepten mit T bzgl. der Aussagen zu Inkonsistenz und
Subsumtion iibereinstimmt; es kann sogar ganz auf primitive Konzepte verzichtet werden.

Die Terminologie 7" wird wie folgt (mit linearem Aufwand) aus T konstruiert:
Jedes Vorkommen einer primitiven Negation —P in T wird durch eine Maximum-Restrik-
tion 3>!'Rp ersetzt, wobei Rp ein Rollenname ist, der fiir das primitive Konzept P neu
eingefithrt wird. Jedes primitive Konzept P in T wird durch die Minimum-Restriktion
J<9Rp ersetzt. Damit ist 7" eine Terminologie ohne primitive Konzepte und ohne primitive
Negation'. In 7’ muf nicht jedes primitive Konzept P und jede zugehorige primitive
Negation ersetzt werden, jedoch ist wichtig, da, wenn P und —P ersetzt werden, alle
Vorkommen von P und —P ersetzt werden (konsistentes Ersetzen). Beachte: T und T’
besitzen dieselben definierten Konzepte.

Wird in der Terminologie T' von Beispiel 3.2 das primitive Konzept mannlich durch
J<OR hsnnlich konsistent ersetzt, so erhilt man die Terminologie 7"

Mensch = Lebewesen M 322eltern M 3<2eltern M Veltern.Mensch

Mann = Mensch M 3R snniich

"Um auch in T” fiir primitive Konzepte P Subsumtionsaussagen machen zu kénnen, fithrt man in T ein
neues definiertes Konzept Dp mit zugehorigem Axiom Dp = 3<°Rp ein.

59
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Frau = Mensch aleménnlich

Bzgl. T und T" ist der Konzeptterm Mann M Frau inkonsistent. Hitte man das Axiom zu
Mann jedoch unverdndert beibehalten, d.h. Mann = Mensch M mannlich, und das Axiom
zu Frau wie angegeben geéindert, so wire T’ nicht durch konsistentes Ersetzen aus T
entstanden und zudem wéire der Konzeptterm Mann M Frau nicht inkonsistent, da das
primitive Konzept mannlich und die zugehorige Rolle Rysnnlich unabhiingig voneinander
interpretiert werden kénnen.

Im folgenden sei

T eine Terminologie und 7" die daraus durch konsistentes Ersetzen gewon-
nene Terminologie. Die Menge S = S(T,T") enthalte die (konsistent) ersetzten
primitiven Konzepte von T', d.h. ein primitives Konzept P ist genau dann in
S enthalten, wenn alle Vorkommen von P und =P in T ersetzt wurden.

(6.1)

Als Folge der konsistenten Ersetzung enthiilt 7" kein primitives Konzept P aus S und
keine primitive Negation =P mit P € S.

Bevor wir zeigen, dal 7' und T" bzgl. Inkonsistenz und Subsumtion iibereinstimmen,
beweisen wir zunichst die folgende Hilfsaussage:

Lemma 6.1.

Es sei D ein Konzeptterm bestehend aus Konzepten und Rollen von T'. Weiter sei D’ der
Konzeptterm, den man durch konsistentes Ersetzen bzgl. S (vgl. (6.1)) aus dem Konzept-
term D gewinnt, d.h. D' entsteht aus D, indem fiir jedes P € S alle Vorkommen von P
und =P in D durch entsprechende Zahlenrestriktionen ersetzt werden. Damit gelten die
folgenden Aussagen:

1.) Zu jeder Interpretation I existiert eine Interpretation I', die sich von I nur durch
die Interpretation der Rollen Rp, P € S, unterscheidet, und fiir die D! = D'I' gilt.
Dabei hingt I’ nur von S und I ab.

2.) Zu jeder Interpretation I' existiert eine Interpretation I, die sich von I’ hichstens
durch die Interpretation der primitiven Konzepte P € S unterscheidet, und fiir die
D'" = D! gilt. Dabei ist I nur von S und I’ abhingig.

Beweis: zu 1.) Wir definieren I’ wie folgt: dom(I') := dom(I); C" := C" fiir alle Konzepte
CinT; R" := R fiir alle Rollen R in T; RE := {(d, d); d € dom(I)\P'} fiir alle primitiven
Konzepte P € S in T.

Offensichtlich ist I’ nur von I und S abhingig. Wir zeigen D" = D' durch Induktion
iiber den Aufbau von D:

Ist D ein definiertes Konzept, ein primitives Konzept mit D ¢ S, eine primitive Ne-
gation, die bzgl. S nicht ersetzt wird, oder eine Zahlenrestriktion, so gilt D’ = D. Nach
Definition von I’ gilt damit D'" = D’.

Ist D dagegen ein primitives Konzept P mit P € S, so ist D' = 3°°Rp. Es gilt:

II
D' = (3°Rp)"" = {d € dom(I); |[RI(d)| =0} "= {d € dom(I);d € P'} = PI = DI.
Fiir D = =P mit P € S ist D' = 3>'Rp. Somit gilt D' = (32'Rp)/ = {d €

: Def. RL
dom(I);|R5(d)| > 1} =7 {d € dom(I);d € (-P)'} = (-P)! = D".
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Ist D = VR.C,soist D' = VR.C', wobei man C’ durch konsistentes Ersetzen bzgl. S aus
C gewinnt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt "' = C!. Damit ist D'’ = (VR.C")' =
{d € dom(I); R" (d) € '™}y V2 14 € dom(I); R7(d) C €7} = (VR.O) = D,

Fiir D = ENF ist D' = E' 1 F'. Dabei erhiilt man E' und F’ durch konsistentes
Ersetzen bzgl. S aus E bzw. F. Nach Induktionsvoraussetzung gilt E'I’ = ET und F'I' =
F'. Damit ist D' = E'"'nF" =E'NnF = (ENF) =D'.?

zu 2.) Wir definieren I wie folgt: C7 := ¢! fiir alle definierten Konzepte C in T}
PI .= P fiir alle primitiven Konzepte P ¢ S; Pl .= (3<°Rp)!" fiir alle P € S; R := RT'
fiir alle Rollen R in T.

Offensichtlich ist I nur von I' und S abhiingig. Wir zeigen nun D! = D' durch
Induktion iiber den Termaufbau von D’:

Ist D’ ein definiertes Konzept, ein primitives Konzept P bzw. eine primitive Negation
=P (also P ¢ S) oder eine Zahlenrestriktion mit einer Rolle aus T', so ist D = D’. Nach
Definition von T gilt deshalb DI = D",

Fir D' = 359Rp ist D = P, insbesondere P € S. Nach Definition von I gilt D! =
(3<°Rp)"" = D",

Ist D' = 3*'Rp, so ist D = =P, insbesondere P € S. Also gilt: DT = (=P)f =
dom(I)\ PT "L " dom(I) \ (3=°Rp)" = (3>'Rp)" = D''".

Fiir D' = VR.C" ist D = VR.C. Dabei ist C' aus C durch konsistentes Ersetzen bzgl. S
entstanden. Nach Induktionsvoraussetzung gilt C7 = C"I'. Man zeigt wie in 1.): DT = D'T".

Fir D' = E'NF'ist D = ENF, wobei E' und F’ durch konsistentes Ersetzen bzgl.
S aus E bzw. F entstanden sind. Nach Induktionsvoraussetzung gilt EI = E'I" sowie
F' = F'" 3 Analog zu 1.) ist damit D' = D", m

Damit zeigen wir nun

Satz 6.2.
Mit den Bezeichnungen aus (6.1) sowie den definierten Konzepten A und B gilt:

1)

ACr B gdw. ALCp B;
AEgpr B gdw. ALy B;
A Elfp,T B gdW A Elfp,T’ B.

2.) Fiir die gfp-, die deskriptive und die lfp-Semantik gilt: A ist inkonsistent bzgl. T
gdw. A inkonsistent bzgl. T" ist.

Beweis: zu 1.) ,=“: Es gelte AL B (A ¥gpp1 B bzw. A L, B). Somit existiert
ein (gfp-, Ifp-)Modell I’ von T” und ein Individuum d € dom(I') mit d € A \ B''. Es sei
C =D das zu C = D' in T" gehorende Axiom zu C in T. Nach Lemma 6.1, 2.) existiert
zu I’ eine Interpretation I, so da DI = D' gilt. Da I nur von I" und S abhiingt und

’Es sei bemerkt, daf fiir 1.) die konsistente Ersetzung nicht notwendig ist.

8Ist D' = Pn 3<°Rp, d.h. D' ist nicht durch konsistentes Ersetzen aus D = P M P entstanden, so
gilt (A<°Rp)" =)PT £ PT | falls PT # (35°Rp)" . Im Beweis wiirde also B’ = E'" und F' = F'" nicht
gelten.
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auBlerdem I und I’ auf den definierten Konzepten iibereinstimmen gilt fiir alle Axiome
C=D'inT und C =D in T: CI' = ¢ und D' = D!. Insbesondere ist T Modell von
T. Wegen d € A"\ B! ist damit Aussage 1.) fiir die deskriptive Semantik gezeigt. Fiir
die gfp- und die lfp-Semantik ist noch zu zeigen, dafl I gfp-Modell bzw. Ifp-Modell ist,
falls I' gfp- bzw. lfp-Modell ist. Um dies nachzuweisen (vgl. Behauptung 2) werden fiir
I' zunéchst die Rollen Rp, P € S, auf geeignete Weise interpretiert. Wir definieren dazu
eine primitive Interpretation J” wie folgt:

Es sei .J' die zu I' gehorende primitive Interpretation. Auf den primitiven Konzepten und
Rollen von T stimme J” mit .J' iiberein. Fiir alle P € S sei R} := {(d,d); d € (3*'Rp)”'}.

Fiir einen Konzeptterm D, der aus Konzepten und Rollen von T aufgebaut ist, sei D’
der Konzeptterm, den man durch konsistentes Ersetzen bzgl. S aus D gewinnt. Weiter sei
A ein Tupel bestehend aus (beliebigen) Extensionen der definierten Konzepte von T'. Es
sind somit (J', A) und (J”, A) Interpretationen. Damit gilt
Behauptung 1: D'/"4) = p/(7".4),
Denn: Die Rolle Rp fiir P € S kommt in D’ nur innerhalb von Konzepttermen der
Form 3<°Rp und 3>'Rp vor. Nach Definition von J” gilt: (3<°Rp)”" = (3<°Rp)”" und
(32'Rp)”" = (32'Rp)”". Die Behauptung folgt nun leicht per Induktion iiber den Term-
aufbau von D’.

Nach Behautpung 1 gilt: T, (A) = T%,(A). Fiir I’ kénnen wir also 0.E. annehmen:

Die Extensionen der Rollen Rp, P € S, bzgl. J' sind wie fiir J” definiert. (6.2)

Es sei nun A das durch I definierte Tupel und J die zu I gehérende primitive Interpreta-
tion. Das Tupel A ist Fixpunkt der Abbildung Ty, da I Modell von T ist. Es gilt
Behauptung 2: Ist I’ ein Ifp-Modell von T”, so ist I ein Ifp-Modell von T.

Denn: Wir nehmen an, daf I kein Ifp-Modell von T ist. Es existiert also zu A ein kleineres
Tupel A’ (komponentenweise Inklusionsordnung), so dafi A’ zusammen mit J Modell von
T ist. Nach Lemma 6.1, 1.) existiert zu diesem Modell auch ein Modell I” von 77, in dem
die definierten Konzepte durch A’ definiert sind. Nach Wahl von I’ (vgl. (6.2)) sowie nach
Konstruktion der Interpretation I aus I' (Lemma 6.1, 2.)) und nach Konstruktion der
Interpretation I"” aus I (Lemma 6.1, 1.)) stimmen die primitiven Interpretationen von I"”
und I’ iiberein. Nun ist aber das Tupel A’ kleiner als A, obwohl I' Ifp-Modell von T" ist.
Dies ist ein Widerspruch. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Man zeigt analog eine entsprechende Aussage fiir die gfp-Semantik. Da I’ und I auf
den definierten Konzepten iibereinstimmen, gilt d € A’ \ B’. Mit Behauptung 2 folgen
damit die Aussagen in 1.) auch fiir die lfp- und analog fiir die gfp-Semantik.

»<="“: Es gelte AZr B (A Zyspr B baw. AL, B). Somit existiert ein (gfp- bzw.
Ifp-)Modell T von T und ein Individuum d € dom(I) mit d € AT\ B!. Analog zu ,=*
folgt die Existenz eines Modells I' von T, welches auf den definierten Konzepten mit T
iibereinstimmt. Damit ist A Ly B gezeigt. Ist I lfp- (gfp-)Modell von T, so zeigt man
analog zur Behauptung 2, dafi dann I’ Ifp- (gfp-)Modell von T ist. Dabei kann hier —
anders als fiir den Beweis der Richtung ,=*, in der I’ angepafit werden mufte (vgl. (6.2))
— die Interpretation I unverdndert beibehalten werden.

zu 2.) Es gilt: A ist inkonsistent bzgl. einer Terminologie gdw. A von dem inkonsistenten
Term 3<°R M F2!R (ein fiir alle drei Semantiken inkonsistenter Konzeptterm) bzgl. der
Terminologie subsumiert wird. Damit folgt Aussage 2.) aus 1.). O

Aus Satz 6.2 folgt
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Korollar 6.3.

Jede ALN -Terminologie T 148t sich — mit linearer Zeitkomplexitit — durch eine FLN -
Terminologie T' mit den gleichen definierten Konzepten ersetzen, so daB fiir die definierten
Konzepte die Aussagen zur Inkonsistenz und zur Subsumtion bzgl. T und T iibereinstim-
men. a

Wir werden uns aufgrund von Korollar 6.3 bei der Charakterisierung der Semantiken,
der Inkonsistenz und der Subsumtion sowie bei algorithmischen Betrachtungen auf FLN
beschrinken. Trotzdem werden wir an einigen Stellen auch auf die primitive Negation
eingehen. Dabei lassen sich die Aussagen zur primitiven Negation jeweils durch die vorge-
stellte Reduktion von ALN auf FLN ableiten.

Neben primitiven Negationen mochten wir ebenfalls auf Minimum-Restriktionen der
Form 3<OR verzichten. Dies ermoglicht es wiederum, die Mengen E4 und E 4, allein durch
Ausschlufizustéinde zu charakterisieren und erlaubt somit, die in Kapitel 5 vorgestellten
Algorithmen auch fiir FLN bzw. ALN zu verwenden. Man kann in folgendem Sinne o.E.
auf derartige Minimum-Restriktionen verzichten.

Lemma 6.4.

Es sei D ein Konzeptterm in FLN (ALN). Zu D existiert ein #quivalenter (vgl. Definition
3.4) Konzeptterm D’ in FLN (ALN), der keinen Term der Form 3<°R enthilt. Dabei
kann D' mit in der Gréfle von D linearem Zeitaufwand aus D konstruiert werden.

Beweis: Den Konzeptterm D’ erhilt man aus D, indem jeder Teilterm der Form 3<°R in
D durch VR. 1 ersetzt wird. Das Bottom-Symbol | bezeichne dabei einen inkonsistenten
Konzeptterm, z.B. 3<'R M 3>2R. Offensichtlich erhilt man D’ aus D mit linearem Zeit-
aufwand. Fiir eine Interpretation I gilt (VR.1)! = {d € dom(I);|R!(d)| = 0} = (3°R)".
Mittels Induktion iiber den Termaufbau von D folgt damit leicht: D! = DI, O

Dies fiithrt uns zum

Satz 6.5.

Ist T eine Terminolgie in FLN (ALN), so ist daraus — mit linearem Zeitaufwand — eine
Terminologie 7" in FLN (ALN) mit denselben definierten und primitiven Konzepten
sowie denselben Rollen konstruierbar, so daf} fiir jede primitive Interpretation J und jedes
Tupel A bestehend aus Extensionen der definierten Konzepte T;(A) = T%(A) gilt und 7"
keine Terme der Form 3<°R enthilt.

Beweis: Wie in Lemma 6.4 ersetzt man jeden Term der Form 3<°R in T durch VR.L
und erhalten dadurch die Terminologie T". Es sei A = D’ das zu A gehérende Axiom in
T’ und A = D das entsprechende Axiom in T'. Nach Lemma 6.4 ist fiir eine Interpretation
I, definiert durch die primitive Interpretation J und das Tupel A, D' = D''. Damit folgt
T;(4) = T3(A). O

Wir werden die Sprache FLN (ALN), in der keine Terme der Form 3<°R erlaubt sind, mit
FLN" (ALN") bezeichnen. An den entsprechenden Stellen wird auf die unterschiedliche
Behandlung von FLN und FLN™ bzw. ALN und ALN" hingewiesen.

Um die Terminologie aus Beispiel 3.3 in eine ALN"-Terminologie zu iiberfiihren, ersetzt
man Axiom (3.3) durch:

Blatter = Baum 1 Vdirekter-nachfolger.(3<'direkter-nachfolger M
3>2direkter-nachfolger)
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Zahlenrestriktionen erlauben es auszudriicken, dafi Individuen Nachfolger (z.B. eltern in
Beispiel 3.2) besitzen miissen. Fiir alle drei eingefiihrten Semantiken wird deshalb folgender
Begriff von Bedeutung sein:

Definition 6.6 (fordern).

Es sei T eine Terminologie, Ar der zugehdrige Semi-Automat sowie A ein Konzept in T.
Weiter sei W = Ry - - - R,, ein endliches Wort und V = R; - -+ R,,, Prafix von W, d.h m < n.
Das Wort W wird ab V von A gefordert, falls fiir alle Zahlen ¢ mit m < ¢ < n Zahlen
m;t1 > 1 existieren, so daB VR, 11 -+ R; € L(A,3>™i+1 R;44) fiir alle m < i < n gilt. Fiir
das unendliche Wort W € X%, W = R{RyR3---, und das endliche Prifix V = Ry --- R,
von W wird W ab V von A gefordert, falls jedes endliche Prifix von W, das V als Prifix
hat, von A ab V gefordert wird, d.h.: Fiir alle + > m existieren Zahlen m;1; > 1, so daf§
VRpi1--- Ry € L(A,32™i+1R; 1) fiir alle ¢ > m gilt. Ist V' = ¢, so sagen wir statt , W
wird von A ab e gefordert“ nur ,W wird von A gefordert®. <

Das folgende Lemma macht die Bedeutung von Definition 6.6 deutlich.

Lemma 6.7.

Zusétzlich zu den Bezeichnungen aus Definition 6.6 sei I ein Modell von T sowie d
und e, Individuen in dom(I) mit dV'e,, und d € A’. Fiir den Fall, daB W ein endli-
ches Wort ist, existiert ein f € dom(I) mit dV%e,,(Rmt1--- Ry)!f. Fiir den Fall, daB
W ein unendliches Wort ist, existieren Individuen e,,41,€m+2,€m+3,... € dom(I) mit
dVIemRTInHemHR,{nHemH R

Beweis: Wir zeigen die Aussage fiir den Fall W € X¥; der Beweis zu W € ¥* ist entspre-
chend zu fithren. Die Existenz der Individuen e;, i > m, mit dV'e,,(Rpm1--- R;) e; wird
per Induktion iiber 2 ab m nachgewiesen:

Fir 7+ = m gilt die Aussage nach Voraussetzung. Fiir ¢ > m ist VR,,4+1 - -+ R; Element
der Sprache L(A, 3>™i+1 R;,1). Nach Induktionsvoraussetzung gilt dV ' e, (Rpy1 --- Ri)'e;.
Aus den Charakterisierungen der Semantiken (vgl. Satz 6.8, 6.27 bzw. 6.33)* folgt wegen
d € A" die Aussage e; € (32™i+1R;41)". Wegen m;y1 > 1 besitzt e; somit einen R;,1-
Nachfolger e;4. |

In den folgenden Abschnitten werden wir uns nun die einzelnen Semantiken bzgl. der
Sprache FLN (bzw. FLNT) und ALN (bzw. ALN™) ansehen. Wir beginnen mit der gfp-
Semantik, die sich leichter als die anderen Semantiken durch Automaten charakterisieren
1483¢.

6.2 Charakterisierung der gfp-Semantik in ALN

Zahlenrestriktionen verhalten sich bzgl. der Charakterisierung der gfp-Semantik durch
endliche Automaten wie primitive Konzepte.

Satz 6.8 (Charakterisierung der gfp-Semantik bzgl. FLN).

Es bezeichne T eine Terminologie in FLN, Ar den zugehorigen Semi-Automaten, I ein
gfp-Modell von T' sowie A einen Konzeptnamen in T'. Fiir jedes d € dom(I) gilt:

de Al gdw.

“Fiir den Beweis dieser Sitze wird Lemma 6.7 nicht bengtigt.
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(P1) fiir alle primitiven Konzepte P in T', alle Worter W € L(A, P) und alle Individuen
e € dom(I) mit (d,e) € W gilt e € P’; und

(P2) fiir alle Maximum-Restriktionen 32" R in T', alle Woérter W € L(A,32"R) und alle
Individuen e € dom(I) mit (d,e) € W' gilt e € (3>"R)’; und

(P3) fiir alle Minimum-Restriktionen 3<"R in T', alle Worter W € L(A,3<"R) und alle
Individuen e € dom(I) mit (d,e) € W gilt e € (3<"R)".

Beweis: analog zum Beweis von Proposition 19 in [Baa96]. Die Zahlenrestriktionen sind
im Beweis wie primitive Konzepte zu behandeln. O

Bemerkung 6.9.

Die Reduktion von ALN auf FLN liefert fiir die Charakterisierung der gfp-Semantik, daf
in Satz 6.8 bzgl. einer ALN -Terminologie zuséitzlich zu (P1) — (P3) die folgende Bedingung
gefordert werden mufl:

Fiir alle Terme der Form —P in T, alle Worter W € L(A,-P) und alle Individuen e €
dom(I) mit (d,e) € W gilt e € (=P)". o

Mit Satz 6.8 ist es in Beispiel 3.2 fiir ein Individuum d € Mensch!, I gfp-Modell von T,
wegen I (Mensch, 322eltern) = eltern* und L(Mensch, 3<%eltern) = eltern* notwendig, daf}
alle Vorfahren von d genau zwei ,eltern“ haben. Durch zyklische Definitionen werden also
auch hier Aussagen iiber die reflexiv-transitive Hiille einer Relation formuliert.

6.2.1 Die gfp-Semantik in ALN — Inkonsistenz

Wiirde man in Beispiel 3.2 zusétzlich fiir die Urgrofieltern eines Menschen mindestens drei
Elternteile fordern, d.h. die Konjunktion des Konzepttermes zu Mensch wird um einen
Term Veltern eltern eltern.3>3eltern erginzt — sicherlich keine sinnvolle Definition —, so
ist das Konzept Mensch aufgrund widerspriichlicher Zahlenrestriktionen inkonsistent; ei-
nerseits werden genau zwei Elternteile fiir die Urgrofleltern gefordert, andererseits jedoch
mindestens drei. Widerspriichliche Zahlenrestriktionen fithren also zu inkonsistenten Kon-
zepten, falls die entsprechenden Rollenfiiller (hier Urgrofieltern) gefordert werden.

Wir sprechen von widerspriichlichen Zahlenrestriktionen 3*'R und 3<"R, falls [ > r
gilt.

Bevor wir eine formale Charakterisierung der Inkonsistenz angeben, ist es fiir den Be-
weis wiederum niitzlich, den Begriff des kanonischen Modells zu definieren. Da aufgrund
der Maximum-Restriktionen auch Rollen-Nachfolger gefordert werden kénnen, ist es an-
ders als in ALy nun nicht mehr ausreichend, fiir die Extensionen von Rollen leere Mengen
zu wéhlen. Stattdessen bilden die Extensionen der Rollen der kanonischen primitiven In-
terpretation einen Baum von Individuen.

Definition 6.10 (kanonisches gfp-Modell bzgl. FLN).

Es sei T eine FLN-Terminologie, A7 = (X, Q, E) der zugehorige Semi-Automat sowie
A ein Konzept in T. Die kanonische primitive Interpretation J = J(A,dp) zu A und
Individuum dj sei wie folgt definiert:

Wo, Wy, Wo, W3, ... sei eine Aufzihlung (0.E. unendliche; der endliche Fall kann entspre-
chend behandelt werden) der von A geforderten Worter mit W; # W; fiir alle 4 # j, so
daf fiir alle 4,5 > 0 mit 7 < j gilt: |W;| < |W;|. Wird ein Wort von A gefordert, so werden
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auch alle Prifixe dieses Wortes von A gefordert. Somit ist Wy = ¢ und mit |W;| < |W;41]
gilt |Wit1| = |W;| + 1. Mit Hilfe dieser Aufzihlung definieren wir nun J induktiv:

Jo: dom(.Jy) := {dp}; R’ := {) fiir alle Rollen R in T’; die Extensionen der primitiven Kon-
zepte werden erst fiir J definiert. Nach Definition besitzt Jy nur endlich viele Individuen
(Induktionsanfang).

Jit1: Zu Wiy, existiert genau ein j < ¢ + 1 und eine Rolle R aus T' mit W;; = W;R.
Es sei m > 1 maximal mit der Eigenschaft W; € L(A,32™R), d.h. es existiert kein
m' > m mit W; € L(A,3*™ R). Ein derartiges m existiert, da W;;; von A gefordert
wird und 7" nur endlich viele Zahlenrestriktionen enthélt. Nach Induktionsvoraussetzung
ist dom(J;) eine endliche Menge. Damit ist auch die Menge K, := {d,...,d,} :={d €
dom(Ji);doWJfIid} (r > 0 GroBle von K1) der Wj-Nachfolger von dy in J; endlich. Es

1

seien el,...,el . ... e, ... el (r-m) neue Individuen. Wir erweitern J; zu J; 1 durch:

dom(Jiy1) := dom(J;)U{el,... ek ... el ... el }; ST+t := SJi fiir alle Rollen S # R
und R7i+1 := RTU{(dg,ef);1 <k <r, 1 <1 <m}.

Offensichtlich ist auch dom(J;y1) endlich (Induktionsschluf}). Damit definieren wir J
durch:

dom(J) := U;>o dom(J;); S = Ui>o S/ fiir alle Rollen S in T'; fiir alle primitiven Kon-
zepte P und Individuen d € dom(J) sei d € P’ gdw. ein Wort W € X* existiert mit
W € L(A, P) und dyW"”d.

Das kanonische gfp-Modell I = I(A, dy) zu A und dj sei das durch J(A, dy) und T definierte
gfp-Modell. &

In Definition 6.10 stellt, anschaulich, jedes J; einen (endlichen) Baum mit Wurzel dy dar.
Dabei ist dom(.J;) die Knotenmenge des Baumes. Die Kanten werden durch die Extensio-
nen der Rollen definiert. Der Baum Jj besteht nur aus der Wurzel dy. Der Baum J; wird
zum Baum J;; ergénzt, indem die Knoten von J;, zu denen Pfade mit Label W} (zu j vgl.
Definition) existieren, jeweils m (vgl. Definition) neue R-Nachfolger erhalten. Die primitive
Interpretation J ist ,Limes* dieser Baume. Die Knoten, die zur Extension (bzgl. J) eines
primitiven Konzeptes P gehéren, werden mit P markiert. Ist die Folge Wy, Wy, Wo, ...
unendlich, so enthilt der Baum zu J unendliche Pfade (Lemma von Konig).

Um fiir das kanonische Modell I = I(A,dy) die Aussage dy € A’ folgern zu kénnen,
ist folgende Bedingung hinreichend®:

Es existieren kein Wort W € X* sowie keine widerspriichlichen Zahlenre-
striktionen 3>'R und 3<"R, I > r, so daB W von A gefordert wird und  (6.3)
W € L(A,3>'R) N L(A,3<"R) gilt.

Das folgende Lemma fafit Eigenschaften von J und I zusammen:

Lemma 6.11.
Mit den Bezeichnungen aus Definition 6.10 gilt:

1.) Die kanonische primitive Interpretation J ist ein Baum mit Wurzel dy, d.h. zu je-
dem Individuum (Knoten) e € dom(J) existiert eindeutig ein endliches Wort W mit
doW’e, und jeder Knoten e € dom(.J), e # dy, besitzt einen eindeutigen direkten
Vorgéinger, d.h. es existiert eine eindeutige Rolle S € ¥ und ein eindeutiges Indivi-
duum d € dom(.J) mit dS”e; der Knoten dy besitzt keinen Vorginger.

“und nach Satz 6.15 auch notwendig
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Jeder Knoten e besitzt nur endlich viele direkte Nachfolger, d.h. J ist ein endlich-
verzweigter Baum.

Jedes Wort W mit dyW”’e wird von A gefordert.

2.) Fir V € L(A,32™R), m maximal mit dieser Eigenschaft, d.h. es existiert kein
m' >m mit V € L(A,32™ R), sowie doV”’d fiir ein d € dom(J) gilt: |R” (d)| = m.

3.) Wird W € £* von A gefordert, so existiert (mindestens) ein Individuum e € dom(.J)
mit doW‘Ie.

4.) Fiir ein endliches Wort V und ein Individuum d mit doV”/d gilt: d € P’ gdw.
V e L(A,P).

5.) Ist Bedingung (6.3) erfiillt, so gelten bzgl. A, dy, T und J die Eigenschaften (P1),
(P2) und (P3) aus Satz 6.8. Fiir das gfp-Modell I folgt nach Satz 6.8 insbesondere
do € Al

Beweis: zu 1.) Es sei e € dom(J). Nach Definition von .J existiert eine Zahl i mit e €
dom(J;). Wir zeigen durch vollstindige Induktion iiber i die eindeutige Existenz eines
Wortes W mit doW”e sowie die eindeutige Existenz eines Vorgingers zu e # dy. Es
sei e € dom(Jy). Damit ist e = dy. Fiir W = ¢ gilt somit dyWW”e. Nach Konstruktion
der J;11 ist dyp kein Nachfolger eines Individuums. Somit ist W eindeutig. Es sei nun
e € dom(Jiy1). Ist e € dom(J;), so existiert nach Induktionsvoraussetzung eindeutig ein
Wort W mit doW”e. Ist dagegen e € dom(J; ;1)\ dom/(.J;), so existiert eine eindeutige Zahl
J mit 0 < j <4 sowie ein Individuum d € dom(J;) und eine Rolle R mit W;;; = W;R und
dOW]f]i“dRJ“rle. Nach Induktionsvoraussetzung ist W; eindeutig mit diJJ d. Auflerdem
ist d in J; 41 nach Definition eindeutiger Vorgénger von e. Nach Konstruktion von .J erhélt
e in Ji, k > 1+ 1, keine weiteren Vorgénger. Damit ist das Wort W = W, durch die
Beziehung doW”e eindeutig bestimmt. Es sollte klar sein, dal dy Wurzel des Baumes zu
J ist.

Wir zeigen nun, daf§ jedes Individuum d € dom(.J) nur endlich viele direkte Nachfolger
besitzt. Zu einem d € dom(J) existiert eindeutig ein j > 0 mit dOWJJ d (W; von A gefor-
dert). Nach Konstruktion von J werden zu d genau dann R-Nachfolger erzeugt, falls W;R
von A gefordert wird, d.h. es existiert ein ¢ > 0 mit W;; = W} R. Nach Definition von J;
werden zu d endlich viele R-Nachfolger (genauer m R-Nachfolger, vgl. Definition) erzeugt.
Auflerdem werden nur in J;y; R-Nachfolger zu d erzeugt, da nach obigem Beweis nur fiir
das Wort W, die Beziehung dOWj] d gilt und jedes von A geforderte Wort in der Folge
Wo, W1, Ws, ... genau einmal auftritt, also insbesondere W;; dort genau einmal auftritt.
Demnach besitzt d auch in J nur endlich viele R-Nachfolger. Da die Anzahl der Rollen in
der Terminologie T" endlich ist, werden zu d insgesamt nur endlich viele Nachfolger erzeugt.

Es gelte dyW”e. Fiir e = dy ist W = ¢, und damit wird W von A gefordert. Fiir e # dj
existiert eindeutig ein ¢ > 0, so daff e € dom(J;11) \ dom(J;) gilt. Nach Konstruktion gilt
doWi{:fe, also auch dii‘ile. Nach Definition der Folge Wy, W1, W, ... wird A von W;
gefordert. Wegen doWii_le und doW”e ist nach obigem Beweis W = W1, also wird W
von A gefordert.

zu 2.) Wegen doV”/d wird nach 1.) das Wort V von A gefordert. Fiir m > 1 (m maximal)
und V € L(A,32™R) wird auch das Wort VR von A gefordert. Es existieren also Zahlen
g, mit 0 < 5 <i+41sowie W; =V und W;; = VR. Nach Konstruktion werden demnach
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zu d in J;41 genau m R-Nachfolger erzeugt. Da in keinem Ji, k > 4 + 1, R-Nachfolger zu
d erzeugt werden, gilt |R7(d)| = m. Ist dagegen m = 0, so wird VR nicht von A gefordert;
1.) impliziert damit, dal d keine R-Nachfolger besitzt, da ansonsten VR von A gefordert
werden miifite.

zu 3.) Wird W € ¥* von A gefordert, so existiert (eindeutig) ein i > 0 mit W = W,.
Die Existenz eines Individuums e € dom(J) mit doW; e zeigen wir durch Induktion iiber
i
Fiir 2 = 0 ist W = e. Fiir e = dj gilt somit doWiJ e. Der Induktionsschritt folgt aus Aussage
2.): Zu Wiy, existiert eine Zahl j mit j <4+ 1 und eine Rolle R mit W, = W;R. Setze
V := W;. Nach Induktionsvoraussetzung existiert zu V' ein Individuum d mit doV7d. Da
Wit1 von A gefordert wird, existiert ein m > 1 mit V' € L(A,3*™R). Aussage 2.) liefert
die Existenz eines Individuums e € dom(J) mit dOWJJ dR’e.

zu 4.) Wegen 1.) existiert genau ein V' € £* mit dyV”/d. Die Definition der Extensionen
primitiver Konzepte liefert damit leicht die behauptete Aussage.

zu 5.) Es gelte Bedingung (6.3). Eigenschaft (P1) bzgl. A, dy, T und J von Satz 6.8
folgt aus 4.).

Es sei 32" R eine Maximum-Restriktion in T, W € L(A,32"R) und e € dom(J) mit
(do,e) € W7. Ist n = 0, so gilt e € (I2°R)” wegen (3°R)’ = dom(J). Ist n > 1, so
existiert auch eine maximale Zahl m > 1 mit W € L(A,3>™R). Nach 2.) gilt |R'(e)| = m,
also folgt wegen m > n: e € (3>"R)”’. Dies zeigt die Giiltigkeit von (P2).

Es sei nun 35" R eine Minimum-Restriktion in T sowie W € L(A,3*"R) und e €
dom(J) mit (dy,e) € W7. Insbesondere wird nach 1.) das Wort W von A gefordert.
Nach Voraussetzung existiert kein m > n mit W € L(A,32™R) (keine widerspriichlichen
Zahlenrestriktionen). Nach 2.) gilt somit |R/(e)| < n, also e € (35" R)”. Damit gilt (P3).

O

Bemerkung 6.12.

Beriicksichtigt man in Definition 6.10 neben widerspriichlichen Zahlenrestriktionen ent-
sprechend auch Widerspriiche, die durch P und —P fiir ein primitives Konzept P verur-
sacht werden, so zeigt man fiir eine ALN-Terminologie ihnlich wie in Lemma 5.6, daf
neben (P1) — (P3) aus Satz 6.8 die Bedingung aus Bemerkung 6.9 ebenfalls erfiillt ist.
Somit gilt fiir eine ALN-Terminologie und fiir das kanonische Modell I = I(A,dp) aus
Definition 6.10 unter Beriicksichtigung von P und —P ebenfalls dy € A”. O

Fiir die algorithmische Charakterisierung der Inkonsistenz definieren wir

Definition 6.13 (Ausschluflzustand bzgl. der gfp-Semantik in FLN).

Es bezeichne T eine Terminologie und Ay = (%, Q, E) den zugehorigen Semi-Automaten
ohne Worttransitionen. Die Zustandsmenge Fyy C @ heiit Ausschlufizustand bzgl. Ar (und
bzgl. der gfp-Semantik in FLN), falls eine Zahl n > 0, ein Wort Ry --- R,, € ¥* sowie fiir
alle 1 < i < n Zahlen m; > 1 und widerspriichliche Zahlenrestriktionen 3>/ R und 3<"R,
[ > r, existieren, so daB fiir F; := next.(F;_1, R;), 1 <i < mn, gilt: 3™ R; € F;_; fiir alle
1<i<nund 'R, I"R € F,. &

Fiir eine ALN -Terminologie ist Fy C @ auch Ausschlulzustand, falls F,, ein primitives
Konzept P und die primitive Negation —P enthilt.

Fiir die Entscheidung der Inkonsistenz und der Subsumtion von Konzepten werden wir
ein Entscheidungsverfahren fiir die Menge der Ausschlufizustéinde benétigen.
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Algorithmus 6.14.

Eingabe: Semi-Automat Ay = (3, Q, E) ohne Worttransitionen zu einer Terminologie

T; Fy € Q.

Ausgabe: Es existiert eine Berechnung mit Ausgabe ,ja“ gdw. Fj ein AusschluBBzustand
ist.

F = Fy;

z = 0;

while z < 219l do
if ,es existieren widerspriichliche Zahlenrestriktionen 32'R,3<"R € F, | > r
then Ausgabe ,ja“;
if es existiert eine Zahl m > 1 und eine Maximum-Restriktion 32™R € F*“
then ,,Wihle (nicht-det.) 32™R € F' mit m > 1¢
else Ausgabe , nein*;
F :=next.(F, R);
z=z+1
end;
Ausgabe ,,nein“. A

Die Korrektheit des Algorithmus folgt leicht aus der Definition des Ausschlufizustandes. Im
Beweis der Vollstandigkeit benutzt man dhnlich wie fiir die bisher angegeben Algorithmen
ein ,Pumping-Lemma-Argument®, um o.E. n < 2/€ (vgl. Definition 6.13) annehmen zu
kénnen. Damit folgt die Existenz einer Berechnung mit Ausgabe ,ja* leicht. Da Algorith-
mus 6.14 ein NPSPACE-Algorithmus ist, zeigt dies, dafl die Menge der Ausschluflzustinde
(bzgl. der gfp-Semantik in FLN) zu einer Terminologie T' mit einem PSPACE-Algorithmus
entscheidbar ist.

Satz 6.15 (Charakterisierung: Inkonsistenz bzgl. gfp-Semantik in FLN).
Es sei T eine FLN-Terminologie, Ay der zugehorige Semi-Automat ohne Worttransi-
tionen® und A ein Konzept in T'. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1.) A ist T-inkonsistent bzgl. der gfp-Semantik in FLN .

2.) Es existiert ein von A gefordertes Wort W € ¥*, und es existieren widerspriichliche
Zahlenrestriktionen 3*'R und 3<"R, | > r, mit W € L(A,3>'R) N L(A,3°"R).

3.) e-closure({A}) ist ein Ausschluffzustand.

Beweis: Aquivalenz von 1.) und 2.):

,1. < 2.4: Es gelte die rechte Seite der Aquivalenzaussage, und es sei I ein gfp-Modell
von T mit A’ # (), d.h. es existiert ein Individuum d € A’. GemiB Lemma 6.7 existiert ein
Individuum e € dom(I) mit dW?e. Nach (P2) und (P3) von Satz 6.8 mufl dann e € (3! R)!
und e € (3<"R)’ sein. Dies ist wegen [ > r ein Widerspruch.

,1. = 2.%: Die rechte Seite der Aquivalenzaussage gelte nicht. Dann existiert nach
Lemma 6.11, 5.) das kanonische gfp-Modell I = I(A,dy) mit dy € A’. Dies zeigt, daf§i A

®Die Betrachtung eines Semi-Automaten ohne Worttransitionen ist nur fiir die Charakterisierung durch
AusschluBzustdnde nétig (vgl. Lemma 2.5 und Beispiel 2.6). Die Aquivalenz von 1.) und 2.) gilt auch fiir
beliebige Semi-Automaten Az
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konsistent ist.
Aquivalenz von 2.) und 3.):

,2. = 3.“: Es sei W € ©* ein von A gefordertes Wort Ry --- R, mit W € L(A,3*'R)N
L(A,3*"R), | > r. Es seien F; := next.(A,Ry---R;) fiir alle 0 < 4 < n. Da W von
A gefordert wird, existieren Maximum-Restriktionen 3™ R;, m; > 1, mit Ry---R; €
L(A,32™mi+1R; ) fiir alle 0 < i < n. Nach Lemma 2.5 gilt also 32™i+1R; 1 € F; fiir alle
0 < i < n. AuBerdem sind wegen W € L(A,3*'R) N L(A,3<"R) die Zahlenrestriktionen
3F>'R und 3" R in F,, enthalten. Dies zeigt, daB Fy = e-closure({A}) ein Ausschluzustand
ist.

w2. < 3.4 Ist Fy := e-closure({A}) ein Ausschlufzustand, so existiert ein Wort W =
Ry ---R, € ¥*, und so existieren Maximum-Restriktionen 3™ R;, m; > 1, fur alle 1 <
i <mn, so daf} fiir F; := next.(F;—1,R;), 1 <i<n,gilt: 32™ R; € F;_4 fiir alle 1 <4 < n.
AuBerdem enthilt F,, widerspriichliche Zahlenrestriktionen 3>!R und 3<"R, | > r. Dies
impliziert zusammen mit Lemma 2.5: Ry --- R; € L(A,3*™i+1R;q) fir alle 0 < i < n,
d.h. W wird von A gefordert, und W € L(A,32'R) N L(A,35"R). O

Bemerkung 6.16.

Fiir ALN-Terminologien muff man in 2.) neben widerspriichlichen Zahlenrestriktionen
auch Widerspriiche durch primitive Konzepte P, also W € L(A, P) N L(A,-P), beriick-
sichtigen. Auflerdem ist, wie auf Seite 68 dargestellt, der Begriff ,, Ausschlulzustand“ an-
zupassen. o

Satz 6.15 liefert die Existenz eines PSPACE-Entscheidungsalgorithmus fiir die Inkonsi-
stenz, da e-closure({A}) mit polynomialem Aufwand berechnet werden kann und auf
Ausschlufizustand mit einem PSPACE-Algorithmus getestet werden kann.

In Kapitel 7 werden wir mit Hilfe von Aussagen zu Schemata zusétzlich folgenden Satz
zeigen:

Satz 6.17 (Hérteresultat zur Inkonsistenz).
Das Inkonsistenzproblem fiir ALN-(FLN-)Terminologien bzgl. der gfp- , 1fp- und der
deskriptiven Semantik ist NP-hart.

Beweis: vgl. Seite 103. O

Fiir sogenannte schwach-azyklische (vgl. Definition 7.14) und azyklische Terminologien
kann sogar die NP-Vollstindigkeit der Inkonsistenz nachgewiesen werden (vgl. Abschnitt
7.2.2).

Auf Seite 65 haben wir das Konzept Mensch durch eine Bedingung an die Urgrofiel-
tern ergénzt. Fiir dieses Konzept wird das Wort eltern eltern eltern von Mensch gefordert.
AuBerdem gilt eltern eltern eltern € L(Mensch, 3<2eltern) N L(Mensch, 3>3eltern). Damit ist
gemif Satz 6.15 das so definierte Konzept Mensch inkonsistent.

6.2.2 Die gfp-Semantik in ALN — Subsumtion

Wie im Kapitel 5 fiithrt die Inkonsistenz (fithren hier genauer widerspriichliche Zahlenre-
striktionen) dazu, daf fiir die Charakterisierung der Subsumtion (A Cyp, 7 B) die Inklu-
sionen der Sprachen L(B,P) C L(A,P), L(B,3*"R) C L(A,3*"R) sowie L(B,3*"R) C
L(A,3="R) fiir primitive Konzepte P und Zahlenrestriktionen 32" R, 3™ R nur hinrei-
chende Bedingungen darstellen. Die folgende Terminologie macht dies deutlich:
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Beispiel 6.18.
Die Terminologie T sei durch den Semi-Automaten Ar wie folgt gegeben:

(@)~
i @L

(=)
IRS R e
oFS
Obwohl RS € L(B,P) und RS ¢ L(A,P), also L(B,P) Z L(A,P), gilt A Cy¢pr B. Denn: Es
sei I ein gfp-Modell von T und d ein Individuum mit d € AT. Wegen RS € L(A,3>'R) und
RSR € L(A,3>2R) wird RSRR ab RS von A gefordert. Besitzt d einen RS-Nachfolger, so
existiert nach Lemma 6.7 ein Individuum e mit d(RSRR)’e. Wegen RSRR € L(A,3>35) N

L(A,3<2S) und Satz 6.8 muB e € (3>3S)! und e € (32S)! gelten; dies ist ein Widerspruch.
Also besitzt d keine RS-Nachfolger. Aus Satz 6.8 folgt damit leicht d € BY. O

Daf} im Beispiel trotz {RS} = L(B,P) € L(A,P) das Konzept B von A subsumiert wird,
ist darauf zuriickzufiihren, daf§ RS das Konzept A ,ausschlieft*.

Definition 6.19 (Ausschlufl bzgl. der gfp-Semantik in FLN™).

Es sei T eine FLN"-Terminologie, A7 = (2, @, E) der zugehorige Semi-Automat sowie A
ein Konzept in T. Das Wort W € 3* UX“ schliefit A aus, falls ein endliches Prifix V € 3*
von W existiert und ein Wort V' € £* sowie widerspriichliche Zahlenrestriktionen 3>'R,
'R, 1 > r,so daB VV’' € L(A,32'R) N L(A,3<"R) gilt und VV’ ab V von A gefordert
wird”. E4 bezeichne die Menge der endlichen Wérter, die A ausschliefen. <&

Aus Satz 6.15 folgt, dafl fiir ein inkonsistentes Konzept A die Mengen F4 und ¥* iiber-
einstimmen, da dann bereits £ das Konzept A ausschlief}t.

Sind zusétzlich neben den Bezeichnungen aus Definition 6.19 ein gfp-Modell I von T
sowie Individuen d und e mit dV'e gegeben, so existiert nach Lemma 6.7, da VV' ab V
von A gefordert wird, ein Individuum f mit dV eVl f. Satz 6.8 impliziert also fiir d € A”:
f€((3F'R)" und f € (3"R)’; dies ist ein Widerspruch. Es ist deshalb d ¢ A’. Damit gilt

Lemma 6.20.
Ist W € ¥* UX¥ ein A-ausschliefendes Wort und das Wort V' wie in Definition 6.19
gewihlt mit dV e fiir Individuen d und e sowie ein gfp-Modell I, so gilt: d ¢ A”. O

Es ist zu beachten, dafl wir in Definition 6.19 von einer F LN -Terminologie ausgehen. Dies
hat folgenden Grund: Es sei V € ¥* und R € ¥ mit VR Prifix von W und V € L(A,3<°R);
auBerdem seien d, e Individuen mit diW'e. Es existiert also ein f mit dV/ f. Fiir d € A’ folgt
nach Satz 6.8 die Aussage f € (3<°R)!, ein Widerspruch dazu, da8 f einen R-Nachfolger
besitzt. Somit gilt d ¢ A’. Im Sinne von Lemma, 6.20 schliefit also W das Konzept A aus,
d.h. mit dWW'e kann d nicht zur Extension von A gehoren. Bei Anwesenheit von Minimum-
Restriktionen der Form 3<°R kann es also neben widerspriichlichen Zahlenrestriktionen

"Der Fall W € ¢ wird wiederum erst fiir die deskriptive Semantik von Bedeutung sein.
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weitere Griinde fiir den Ausschluf} eines Konzeptes geben. Wir werden spéter sehen, dafl
dann eine Charakterisierung von E,4 allein durch Ausschlufizustinde nicht moglich ist.
Da dadurch die Wiederverwendung der bisher betrachteten Entscheidungalgorithmen er-
schwert wird, betrachten wir (0.E., nach Satz 6.5) FLN"-Terminologien.

Es sei T die aus den Axiomen A = YR.3>*R und B = VR.3>2R bestehende Terminolo-
gie. Trotz R € L(B,32%R) \ (L(A,3>?R) U E,) gilt A C,ppr B, denn fiir ein Individuum in
A wird gefordert, daf} alle R-Nachfolger mindestens drei R-Nachfolger besitzen; fiir Indivi-
duen in B werden zu R-Nachfolgern nur zwei R-Nachfolger gefordert. Dies 148t vermuten,
daB nicht L(B,3*'R) C (L(A,3>'R)UE,), sondern L(B,3>'R) C (U,~; L(A,I*"R)UE,)
notwendig fiir A E,¢p 7 B ist. Fiir Minimum-Restriktionen reicht eine derartige Bedingung
jedoch auch nicht. Ist namlich ein Wort W € L(B,3<'R)\ (U, «; L(A,3S"R)UE,), so sollte
es moglich sein, ein gfp-Modell T mit d € A”\ B fiir ein Individuum d zu definieren. Dazu
sollte weiter ein Individuum e € dom(I) mit dW'e und e ¢ (3<'R)’ existieren, so daff mit
Satz 6.8 tatsichlich d ¢ B gefolgert werden kann. Dies erfordert, da8 e mindestens (I +1)
R-Nachfolger besitzt. Wird nun aber WR von A ausgeschlossen, so kann es wegen d € A’
solche R-Nachfolger zu e nicht geben. Man wird also zusétzlich verlangen miissen, dafi A
nicht von WR ausgeschlossen wird. Beispiel:

Fiir die Axiome A = VRR.3<!R M VRR.322R und B = VR.I<!Rist W=R € L(B,3<!R)\
(Up<1 L(A,ISTR)U E4). Fiir ein gfp-Modell I und ein Individuum d mit d € A’ gilt, daf d
keinen (WR=)RR-Nachfolger besitzen kann, da RR von A ausgeschlossen wird. Also kann
es zu d auch keinen R-Nachfolger e geben, zu dem mindestens zwei R-Nachfolger existieren,
der also nicht in (35!R)! liegt. Tatsiichlich gilt A C,p,1 B.

Wir werden nun wiederum ein erweitertes kanonisches gfp-Modell I angeben, welches
bei Verletzung der (noch einzufithrenden) notwendigen Inklusionsbedingungen fiir die Sub-
sumtion die Subsumtionsbeziehung A C, ¢, 7 B widerlegt, d.h. fiir das dy € A" \ B’ gilt.
Dazu wird das kanonische Modell zu A und dy wie folgt erweitert: Gilt eine Inklusion
aufgrund eines Wortes W nicht, d.h. das Wort liegt in der linken aber nicht in der rechten
Seite der Inklusionsbeziehung, so wird das kanonische Modell zu A und Individuum dy,
d.h. der Baum mit dj als Wurzel, so erweitert, da} ein Pfad von der Wurzel mit Label W
in diesem Baum existiert. Widerlegt W die Inklusionsbeziehung einer Minimumrestriktion
3<'R, so muB der Pfad zu W zusitzlich um (I 4+ 1) R-Nachfolger erginzt werden, genauer
um (! + 1) abziiglich der schon vorhandenen. Den so erhaltenen Baum gilt es nun so zu
erweitern, daf die in (P1), (P2) und (P3) bzgl. A und dy gestellten Bedingungen erfiillt
werden. Diese miissen aufgrund der Erginzungen des kanonischen Baumes durch den Pfad
mit Label W bzw. WR — anders als beim kanonischen Baum selbst — nicht mehr gelten.

Definition 6.21 (erweitertes kanonisches gfp-Modell bzgl. FLNT).

Es sei T eine F LN -Terminologie, A der zugehorige Semi-Automat sowie A ein Konzept
inT, W ein Wort in ¥*, r € N und R € X. Fiir r = 0 sei J' = J(A,dy, W) die erweiterte
kanonische primitive Interpretation; fiiv 7 > 0 bezeichne diese J' = J(A,dy, W, R, 7). Es
bezeichne Uy, Us, Us, ... eine Aufzéhlung aller Worter aus ¥* mit U; # Uj; fiir ¢ # j und
|Ui| < |Uj| fiir alle i+ < j. Es sei J = J(A,dp) die kanonische primitive Interpretation
(vgl. Definition 6.10) und I = I(A,dy) das zugehorige gfp-Modell von T'. Wir definieren
J' induktiv wie folgt:

Jo: Wird W von A gefordert, so existiert nach Lemma 6.11, 3.) ein Individuum d; €
dom(J) mit dgW'dy. Fiir k := r — |R’(dy)| (falls > 0, sonst k := 0) seien fi,..., fi neue,
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paarweise verschiedene Individuen. Einer einheitlichen Bezeichnung wegen (vgl. dazu den
Fall, dafi W nicht von A gefordert wird) sei zudem U := W. Wir definieren:

dom(Jy) := dom(J)U{f1,..., fr}; S70 := S fiir alle Rollen S # R; R’ := R7 U{(dy, f;);
1<i<k}

Wird W nicht von A gefordert, so existiert ein Prifix U von W maximaler Lange, wel-
ches von A gefordert wird. Es existiert demnach ein d; € dom(.J) mit doU”d;. Da W nicht
von A gefordert wird, existiert weiterhinein V € ¥, V=R ---R,, mit W = UR; --- R,,.
Es sei k :=r, und do,ds,...,dpt1, f1, ..., fr seien neue, paarweise verschiedene Individu-
en. Wir definieren:
dom(Jy) := dom(J) U{da,...,dpni1, f1,..., fu}; 870 := 87 U{(d;,diy1); 1 <i<n,S=
R} U{(dns1, fi); 1 <i <k, S =R} fiir alle Rollen S in T
Die Extensionen der primitiven Konzepte werden erst fiir .J' definiert. Nach Lemma 6.11,
1.) und der Konstruktion von Jy besitzt jedes Individuum in dom(Jy) nur endlich viele
direkte Nachfolger. Damit gilt |V'/0(dp)| < oo fiir alle V' € * (Induktionsanfang).

Jiy1: Fir das Wort U;41 der oben definierten Aufzihlung gilt nach Induktionsvorausset-
zung: |U2ﬁ1(d0)| < 0o. Damit ist auch die folgende Menge endlich: M; 1 C dom/(J;) x X X
(N'\ {0}) mit (g, S, m) € M;;1 gdw. ngiﬁlg, Ui+1 € L(A,32™S), m > 1, m maximal mit
dieser Eigenschaft (, d.h. es existiert kein m’ > m mit U; 11 € L(A,32™5)) und |S7i(g)| <
m. Die Menge M; 1 enthalte genau die Tripel (g1, S1,m1), ..+, (Gk; 15 Skipr> Mikiyr ) Fir1 €
IN sei dabei die Grole von M;, 1. Damit enthélt M;q ein Tripel (g,S, m), falls im Baum
zu J;, um die Bedingung (P2) in Satz 6.8 bzgl. dy und A zu erfiillen, zu g noch zusétzlich

(m—1S7i(g)|) S-Nachfolger ergéinzt werden miissen. Dazu sei [; := |S]‘]’ (g5)] (nach Voraus-
setzung ist [; < my) fiiralle 1 < j < kjy1 und weiter Diyy == {gf,..., g5 s+ ,glfi“, e
g:;k“ 1 } eine Menge neuer, paarweise verschiedener Individuen. Wir definieren:

i+l ki

dom(Jiy1) := dom(J;) U D15 STt = §7 U UlgjgkiJrl,S:Sj{(gjag{)a R (gjagfnjfz]-)} fiir
alle Rollen S in T.

Da nur zu endlich vielen Individuen, nimlich zu gi,..., gk, ,, nur jeweils endlich viele
direkte Nachfolger zusitzlich definiert werden, gilt auch fiir J;; 1: |[V'/i+1(dy)| < oo fiir alle
V' € ¥* (Induktionsschritt).

Damit wird die erweiterte kanonische primitive Interpretation J’ definiert durch:
dom(J') = U;em dom(J;); ST .= Uien S7i fiir alle Rollen S in T fiir alle primitiven
Konzepte P und Individuen d sei d € P”' gdw. ein V' € L(A, P) existiert mit doV"” d.
Die erweiterten kanonischen gfp-Modelle I' = I(A,dy, W) bzw. I' = I(A, dy, W, R, r) sind
nun die zu J' = J(A, dy, W) bzw. J' = J(A,dy, W, R,r) gehérenden gfp-Modelle von T'. &

Die erweiterte kanonische primitive Interpretation J' ist in Abbildung 6.1 skizziert (vgl.
dazu auch Lemma 6.22, 4.) und 5.)). Sie stellt einen Baum mit Wurzel dy dar, der durch
schrittweises Erweitern (jeweils an den Endpunkten der Pfade mit Label U;;1, 2 > 0, nicht
notwendig Blitter des Baumes J;) aus Jy entsteht.

Um nun fiir das erweiterte kanonische Modell I' = I(A,dy, W) (r = 0) baw. I' =
I(A,dy, W,R,7) (r > 0) die Aussage dy € A" beweisen zu kénnen, ist die folgende Bedin-
gung hinreichend®:

Das Konzept A ist konsistent und W schliele A nicht aus; fiir » > 0 schliefle

zudem das Wort WR das Konzept A nicht aus. Fiir alle | < r gelte W ¢ (6.4)

L(A,3<'R).

8und, wie man mit Satz 6.15 und Lemma 6.20 leicht zeigt, auch notwendig
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Abbildung 6.1: erweiterte kanonische primitive Interpretation .J’

Wir fassen Eigenschaften von J' und I’ in folgendem Lemma zusammen:

Lemma 6.22.
Fiir Definition 6.21 gelten die folgenden Aussagen:

1.) J' ist ein Baum mit Wurzel dy, d.h. zu jedem e € dom(J') existiert eindeutig ein
(Label) V' € ©* mit dyV'’'e und zu jedem (Knoten) e € dom(J'), e # dy, exi-
stiert eindeutig ein Vorginger, d.h. eine eindeutige Rolle § € ¥ und ein eindeutiges
Individuum d € dom(.J') mit dS”"e; der Knoten dy besitzt keinen Vorgéinger.

2.) Zu jedem d € dom(J') werden hochstens fiir ein ¢ > 0 in J; 41 direkte Nachfolger
erzeugt. Genauer werden sogar nur endlich viele direkte Nachfolger erzeugt. Das
Individuum d besitzt damit nur endlich viele direkte Nachfolger. Der Baum .J' ist
also endlich-verzweigt.

3.) Ist » = 0 und wird W von A gefordert, so ist S7" = 87 fiir alle Rollen S, P”' = P fiir
alle primitiven Konzepte P sowie dom(J') = dom(J), d.h. J' stimmt mit J {iberein.
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4.) Alle Elemente d € dom(J') \ dom(J) sind (direkte oder indirekte) Nachfolger von
dy € dom(J). Neben den direkten Nachfolgern aus dom(J) besitzt d; lediglich direkte
Nachfolger aus dom(Jy) \ dom(J), d.h. da, falls W nicht von A gefordert wird oder
fis--s fi, falls W von A gefordert wird.

5.) Fiir alle Individuen d, e € dom(J) und V' € £* gilt: dV'”" e gdw. dV"’e; mit doV'”'d
wird V' von A gefordert.

6.) Wird V' € ©* von A gefordert, so existiert (mindestens) ein d € dom(.J) mit doV'’d;
nach 5.) also auch doV'” d.

7.) Fiir V' € ©* und d € dom(J') mit doV'"”'d gilt: d € P7" gdw. V' € L(A, P).

8.) Es sei V' € L(A,32™S), m maximal mit dieser Eigenschaft, sowie d € dom(J') \
{di,...,dpy1} mit doV'"”'d. Dann gilt |S”'(d)| = m. Fiir r = 0 gilt dies auch fiir
d = dn+1.

9.) Es existiert ein d € dom(J') mit dyW”'d und |R”' (d)| > r.
Ist Bedingung (6.4) erfiillt, so gelten auflerdem die Eigenschaften (P1), (P2) sowie
(P3) von Satz 6.8 bzgl. A, dy, T und J'. Da I' gfp-Modell zu J' und T ist, gilt nach
Satz 6.8 damit dy € A”'.

Beweis: Aussage 1.) zeigt man leicht per Induktion iiber die induktive Definition von J':
Mit Lemma 6.11, 1.) und der Definition von Jj folgt direkt, dafl Jy ein Baum mit Wurzel
dy ist. Nach Konstruktion von J;4 wird der Baum J; an den Endpunkten (g;) der Pfade
mit Label U; 1 durch endlich viele (S;-)Nachfolger (g{, e ,gf;lrl]_) erweitert. Es sollte klar
sein, dafl dadurch die Baumeigenschaft erhalten bleibt.

Aussage 2.) folgt aus 1.), da zu d € dom(J') eindeutig ein 7 > 0 existiert mit doUi{le.
Nach Konstruktion von J' werden damit nur in J;;1 (endlich viele) direkte Nachfolger zu
d erzeugt. Also besitzt d auch in J' nur endlich viele direkte Nachfolger.

Zu 3.): Ist = 0 und wird W von A gefordert, so werden in Jy nach Konstruktion keine
neuen Individuen generiert. Da fiir J die Bedingung (P2) von Satz 6.8 bereits erfiillt ist,
gilt fiir alle 7 > 0: M;; = (). Damit bleibt der Baum zu J unverdndert. Die Extensionen
der primitiven Konzepte werden fiir .J' genau wie fiir J definiert. Insgesamt bleibt somit
die primitive Interpretation J erhalten.

Zu 4.): (P2) von Satz 6.8 ist bzgl. A, dp und J erfiillt. Damit werden nach Konstruktion
von J' fiir Elemente aus dom(J) \ {di} in J' keine Nachfolger erzeugt; alle Elemente aus
dom(J') \ dom(J) sind deshalb (direkte oder indirekte) Nachfolger von d;. Zu d; werden
in Jiy1, ¢ > 0, keine direkten Nachfolger erzeugt: ansonsten wiirden eine Rolle S und
eine Zahl m existieren mit U;1; € L(A,3>™S), m maximal mit dieser Eigenschaft, sowie
doUi{ilch und |S7i(d)| < m. Nach 1.) gilt auBerdem fiir U wegen doU”id; die Gleichheit
Uiy1 = U. Nach Definition von U gilt doU”d;. Aus |S7i(d1)| < m folgt |S7(d1)| < m.
Zusammen mit U € L(A,3=™S) ist dies ein Widerspruch zur Giiltigkeit von (P2) bzgl. A,
do und J. Somit liegen alle direkten Nachfolger von dy in dom(.Jp).

Aussage 5.) folgt aus der Tatsache, daf§ (der Baum) J' eine Erweiterung von J ist, und
aus Lemma 6.11, 1.). Aussage 6.) folgt aus 5.) und Lemma 6.11, 3.). Die Definitionen der
Extensionen der primitiven Konzepte liefern zusammen mit 1.) die Giiltigkeit von Aussage
7.).
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Es gelten nun die Voraussetzungen von Aussage 8.). Fiir d € dom(J) gilt nach 5.):
doV'’d. Lemma 6.11, 2.) liefert |S7(d)| = m. Nach 4.) werden zu Elementen d aus dom(.J)
in keinem J; 11, ¢ > 0, Nachfolger erzeugt; es ist nur moglich, daf in Jy zu d = d; direkte
R-Nachfolger bzw. Ri-Nachfolger generiert werden. Damit gilt Aussage 8.) fiir Individuen
d € dom(J) \ {d1}. Es sei nun d € dom(J')\ (dom(J) U {ds,...,dn+1}). Damit ist d €
{fi,..., fx} oder ein in einem J;yq, j > 0, erzeugtes Individuum. Somit besitzt d in Jy
bzw. J;i11 noch keine Nachfolger. Es existiert ein 4 > 0 mit V' = Ujyq. Damit in J;4
S-Nachfolger zu d erzeugt werden, mufy d € J; gelten. Dies ist fiir d € Jy der Fall. Wurde
d in Jjy1 erzeugt, so existiert in J; ein e, so daf§ fir V' = V"S', §' € ¥, die Aussage
doV"%ie gilt und d ein S’-Nachfolger von e ist. Es ist V” = Uj4y, also j +1 < i+ 1, da
die Aufzéhlung Uy, Us, ... von ¥* nach der Linge der Worter aufsteigend angeordnet ist.
Wegen j+1 < iist d € J;. Nach Konstruktion werden damit in J;4; genau m S-Nachfolger
zu d erzeugt, also |S”i+1(d)| = m. Nach 2.) werden sonst keine Nachfolger zu d generiert,
was |S” (d)| = m impliziert. Fiir = 0 gilt, daB auch d,,; in Jy keine Nachfolger besitzt.
Das obige Argument kann damit auch auf d = d,11 angewendet werden. Dies schlieit den
Beweis zu Aussage 8.) ab.

Zu 9.): Aus der Definition von Jy folgt direkt die Existenz eines Individuums d €
dom(J') mit doW” d und |R” (d)| > r.

Es sei Bedingung (6.4) erfiillt. Es sind die Eigenschaften (P1), (P2) und (P3) von Satz
6.8 bzgl. A, dy, T und .J' zu zeigen.

Dazu sei P ein primitives Konzept in T', V' ein Wort mit V' € L(A, P) und g € dom/(J")
mit (dg,g) € V’'. Damit gilt g € P’" nach Aussage 7.). Dies zeigt die Giiltigkeit von (P1).

Sei nun 3>!S eine Maximum-Restriktion in 7', V' ein Wort mit V' € L(A4,3>'S) und g €
dom(J') mit (dy,g) € V'''. Fiir [ = 0 folgt wegen (3>'8)”" = dom(J") sofort g € (3715)”".
Sei nun [ > 1. Es existiert ein 7 > 0 mit V' = U;41. Es sei m (m > [) maximal mit
V' € L(A,3>™S). Wie im Beweis zu 8.) zeigt man g € dom(J;). Gilt |S7i(g)| < m, so ist
(9,S,m) € M; 1, und nach Definition von .J;; gilt damit |S7i+1(g)| > m. Ist [S7i(g)| > m,
so gilt, da J; 11 eine Erweiterung von J; ist, auch |S”i+1(g)| > m. Nach Definition von J’
folgt also in beiden Fillen |S” (g)| > m > [, also g € (32'S)”". Damit gilt (P2).

Sei 35S eine Minimum-Restriktion in 7 — wegen T in FLN" ist [ > 0 —, V' ein
Wort mit V' € L(A,3<LS) sowie g € dom(J') mit (dy,g) € V'

Fiir g € dom(J) \ {d1} gilt wegen 5.): (do,g) € V'/. Da A konsistent ist, folgt mit
Lemma 6.11, 5.) die Aussage g € (35!S)”. Nach 4.) besitzt d; als einziges Individuum
in dom(J) Nachfolger in dom(J') \ dom(J). Somit gilt ¢ € (35/S)”', insbesondere g €
(3sL8) o,

Es sei nun g € (dom(Jy) \ dom(J)) U{d,}. Es werde W zunéchst von A gefordert, d.h.
g=dy oder g € {f1,...,fe} Ist g = dy, so ist V' = W nach 1.). Fiir S = R gilt nach
Voraussetzung W ¢ L(A,3<VR) fiir I' < r und damit [ > r. Fiir [R/°(d;)| = r ist somit
dy € (3518)"o. Fiir |R70(dy)| > r ist R’ (d;) = R’°(d;) nach Konstruktion von .Jy. Wegen
V' = W gilt doV'’/d;. AuBerdem ist nach Lemma 6.11, 5.) die Bedingung (P3) bzgl. A,
do und J erfiillt. Somit gilt d; € (3<'R)”; wegen R’(d;) = R’ (d;) und S = R also auch
g € (359)%. Fiir S # R ist S/(d1) = S7°(dy), was wegen Lemma 6.11, 5.) ebenfalls
dy € (3<18)7 liefert. Da die fi,..., fx keine Nachfolger in .Jy besitzen, gilt mit g = f;,
1<i<k: ge (3G,

Es werde nun W nicht von A gefordert, d.h. es gilt ¢ € {dy,...,d,+1} oder g €
{fi,.-., fx}- Da ein dj, 2 < j < n, genau einen Nachfolger in Jy besitzt, nimlich den
Rj+1-Nachfolger d;;q, gilt fir ¢ = dj, 2 < j < n, wegen | > 0 auch g € (3</9)%.
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Fiir g = d; und S # Ry ist S7/(d1) = S7°(d;), woraus mit Lemma 6.11, 5.) wiederum
g € (318)% folgt. Fiir ¢ = d; und S = R; wird das Wort UR; nicht von A gefordert,
d.h. nach Lemma 6.11, 1.) hat g keinen R;-Nachfolger in J. In Jy besitzt g somit genau
einen R;-Nachfolger, nimlich dy, was wegen | > 1 wiederum g € (35/8)70 liefert. Fiir
g = dy11 ist V! = W. Nach Konstruktion von Jy, und da W nicht von A gefordert wird,
besitzt g in Jy genau r R-Nachfolger und sonst keine Nachfolger: Fiir S = R ist wegen
W ¢ L(A,3<VR) fiir alle I' < r, 1 >, und also g € (3/8)7°. Fiir § # R ist [S7°(g)| = 0,
also g € (3</9)”%. Die Individuen fi,..., f besitzen in .Jy keine Nachfolger, womit fiir
g = fi, 1 <i <k, ebenfalls g € (3</9)”° gilt.

Damit gilt g € (35870 fiir alle g € dom(.Jy) mit doV'"”' g und V' € L(4,3<!S) (Induk-
tionsanfang).

Induktionsvoraussetzung: fiir alle g € dom(J;), doV'”'g sowie V' € L(A,3<'S) gilt
g € (35'8)7i. Wir zeigen nun im Induktionsschluf:

Fiir alle g € dom(J;11), doV'”' g sowie V' € L(A,3<'S) gilt g € (3<8)7i+1. (6.5)

Bevor wir (6.5) zeigen, weisen wir zunéichst nach, dafl damit die Giiltigkeit von (P3) folgt:
Ist g € dom(J"), dyV'''g sowie V' € L(A,3<!S), so existiert ein j > 0 mit g € dom(Jj).
Fiir hochstens ein i > 0 (nach 2.)) werden zu ¢ in J;i11, 7 < i + 1 (Beweis von 8.)),
Nachfolger zu g generiert. Nach (6.5) ist g € (3/S)7#+1. Damit folgt g € (3</S)”" nach
2.).

Beweis von (6.5): Es sei ¢ € dom(Jiy1), doV'"'g und V' € L(A,3<LS). Ist g €
dom(Jit+1) \ dom(J;), so wurde g in J;j41 neu erzeugt und besitzt nach Konstruktion von
Ji11 keine Nachfolger. Dies liefert g € (3</9)7i+1,

Ist g € dom(J;), und es existiert kein m mit (g, S,m) € M;1, so werden zu g keine
S-Nachfolger in J;;; erzeugt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt g € (3<!S)”i, also auch
g€ (HSlS)JiH_

Ist jedoch (g, S,m) € M; 1, d.h. es gilt doUiﬁlg sowie U;11 € L(A,3>™S), m > 1 ma-
ximal mit dieser Eigenschaft, und |S”i(g)| < m, dann werden zu g genau m —|S”i(g)| neue
Nachfolger erzeugt. Somit gilt |S7i+1(g)| = m. Ist g ¢ (35'9)7i+1, dann gilt |S7+1(g)| > I,
also m > I. Wegen doV'”'g und doUi‘ilg folgt nach 1.): V' = U;;. Also gilt U;11 €
L(A,3>™8) N L(A,3<'S) fiir m > [. Wird U;,; von A gefordert, so muB nach 6.) das
Individuum g aus dom(J) sein. Nach 5.) gilt doU;,,g. Da (P2) und (P3) von Satz 6.8
fiir A und dy nach 6.11, 5.) gelten, wire g € (3>™8)7 N (3<!9)7 = (; dies ist aber ein
Widerspruch. Also wird U;;1 nicht von A gefordert und somit ist g € dom(J') \ dom(J).
Nach 4.) sind alle Elemente aus dom(J") \ dom(J) (direkte oder indirekte) Nachfolger von
di. Demnach mu U;y; von der Form UXY sein, X € ©7 (nach 4.)), Y € ¥*, so da§
UX maximales Préfix von WR (r > 0) bzw. W (r=0) ist. Nach Konstruktion von J' wird
UXY ab UX von A gefordert, da zu einem Endpunkt eines Pfades mit Label U;, j > 0, nur
dann S’-Nachfolger erzeugt werden, falls U; € L(A,3>™8") fiir m' > 1 gilt. Zusammen
mit UXY € L(A,3*™S)NL(A,3<'S) und m > [ schlieBt dann WR (r > 0) bzw. W (r = 0)
das Konzept A aus, im Widerspruch zur Voraussetzung. Dies zeigt, dal g € (3</9)7i+
gilt. Damit ist (6.5) gezeigt. O

Es ist zu beachten, dafl wir in Lemma 6.22, 9.) (Beweis zu (P3)) benutzt haben, da T'
eine FLNT-Terminologie ist. Wir werden deshalb in der folgenden Charakterisierung der
Subsumtion auch von einer FLN"-Terminologie ausgehen.
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Satz 6.23 (Charakterisierung: Subsumtion bzgl. gfp-Semantik in FLN).
Es bezeichne T eine FLN"-Terminologie und Az den zugehorigen Semi-Automaten, A
und B bezeichnen Konzepte in T'. Es gilt A Cr, 7 B gdw.

1.) L(B,P) C L(A, P)U E4 fiir alle primitiven Konzepte P in T'; und

2.) L(B,3*'R) C (Ursi L(A,32"R) U E4) fiir alle Maximum-Restriktionen der Form
3R in T mit [ > 0; und

3.) L(B,3*'R)-R C ((Ur<; L(A,3°"R)) - RU E,) fiir alle Minimum-Restriktionen der
Form 3<'R in T.

Beweis: ,=“: Wir nehmen an, daf} eine der Inklusionen nicht gilt und zeigen A Z, s, 7 B.

(1) Annahme: L(B,P) Z L(A, P) U E4 fiir ein primitives Konzept P in T
Es existiert demnach ein Wort W € L(B,P) \ (L(A,P)U E4). Wére A inkonsistent, so
wire E4 = ¥*, im Widerspruch zu W ¢ E4. Das Konzept A ist also konsistent. Wegen
W ¢ E4 wird A auerdem nicht von W ausgeschlossen. Somit existiert nach Lemma 6.22,
9.) das erweiterte kanonische Modell I' = I(A,dy, W) zu A, einem Individuum dy und
W mit dy € A”. Nach Lemma 6.22, 9.) existiert auBerdem ein d € dom(I') mit doW''d.
Lemma, 6.22, 7.) liefert mit W ¢ L(A, P) auch d ¢ P". Satz 6.8 impliziert zusammen mit
W € L(B,P), dyW'd und d ¢ P'': dy ¢ B". Dies zeigt A Z,s,1 B.

(2) Annahme: L(B,3>'R) € (U,»; L(A,3>"R) U E,) fiir eine Maximum-Restriktion
3F2'Rin T mit [ > 0. Es existiert also ein W € %* mit W € L(B,3*'R)\ (U,~; L(A4,3>"R)U
E,). Wie in (1) ist wegen W ¢ E, das Konzept A konsistent und wird von W nicht
ausgeschlossen. Damit existiert das erweiterte kanonische Modell I' = I(A, dy, W) zu A,
einem Individuum dy und W mit dy € A" (Lemma 6.22, 9.)). AuBerdem existiert ein
d € dom(I') mit dyW”' d. Nach Lemma 6.22, 8.) besitzt wegen W ¢ (J,~, L(A,32"R) das
Individuum d weniger als I R-Nachfolger (I > 0) und damit ist d ¢ (32'R)". Zusammen
mit Satz 6.8 liefert dies bzgl. B und dy: dy ¢ B’ ". Dies zeigt wiederum A Zg¢p 7 B.

(3) Annahme: L(B,3%R) - R € ((U,<; L(A,3°"R)) - R U E,) fiir eine Minimum-

Restriktion 35'R in 7.
Es existiert also ein W € ©* mit WR € L(B,3%R) - R\ ((U,<; L(A,3<"R)) - RU E,).
Wie in (1) ist wegen WR ¢ E, das Konzept A konsistent und wird von WR nicht ausge-
schlossen. Zusammen mit W ¢ |J,.; L(A, 35" R) existiert das erweiterte kanonische Modell
I' = I(A,dy, W, R,1+1) mit dy € A" sowie |R" (d)| > [+1 fiir ein d € dom(I') mit doW ' d
(Lemma 6.22, 9.)). Wegen W € L(B,3<'R) und (P3) von Satz 6.8 bzgl. B und dy folgt
damit dy ¢ B! insgesamt also A Zospr B.

,<="“: Es gelte die rechte Seite der Aquivalenz. Annahme: A Zytpr B.

Es existiert also ein gfp-Modell I zu T und ein Individuum dy € dom(I) mit dy € A"\ B'.
Wegen dy ¢ B! gilt mindestens eine der Bedingungen (P1), (P2) und (P3) von Satz 6.8
zu B und dg nicht.

(4) Gilt (P1) nicht, so existieren ein primitives Konzept P, ein W € L(B, P) und ein
Individuum e € dom(I) mit dyW'e und e ¢ P’. Wegen L(B,P) C L(A,P) U E,4 gilt
W € L(A,P) oder W € E4. Im Fall W € L(A, P) folgt mit (P1) fiir A und dy sofort
do ¢ P, im Widerspruch zur Annahme. ITm Fall W € E, folgt dy ¢ A’ mit Lemma 6.20
und doW'e; ebenfalls im Widerspruch zur Annahme.

(5) Gilt (P2) nicht, so existiert eine Maximum-Restriktion 32/R in T, ein Wort W €
L(B,3>'R) sowie ein e € dom(I) mit dyW'e und e ¢ (3>'R)’; insbesondere ist damit [ > 0.
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Wegen L(B,3*'R) C (U,»; L(A,F*"R)U E,) ist W € U,~; L(A,3>"R) oder W € E4. Es
sei € N mit r > 1 und W € L(A,3>"R). Wegen |R!(e)| <1 < rist e ¢ (3>"R), woraus
aufgrund von dgW'e und (P2) bzgl. A und dy auch dy ¢ A’ folgt, im Widerspruch zur
Annahme. Fiir W € E,4 folgt wie in (4): dy ¢ A’; ebenfalls im Widerspruch zur Annahme.
(6) Gilt Bedingung (P3) nicht, so existiert eine Minimum-Restriktion 3<'R in T, ein

W € L(B,3<'R) sowie ein Individuum e € dom(I) mit dgW'e und e ¢ (35'R)’. Wegen
L(B,3%'R) - R C ((U,<;L(A,3°"R)) - RU E,) ist W € L(A,3<"R) fiir ein 7 < [ oder
WR € Ej. Sei zuniichst W € L(A,35"R). Wegen |RI(e)| > 1 > r ist e ¢ (35"R)!, was
zusammen mit dgWW e und (P3) bzgl. A und dy auch dy ¢ A’ impliziert. Wie in (4) liefert
WR € E4 mit dyW'e und |R!(e)| > [ ebenfalls dy ¢ A’, im Widerspruch zur Annahme.
a

Bemerkung 6.24.
Fiir eine ALN"-Terminologie ist in Satz 6.23 die folgende Bedingung hinzuzufiigen:

L(B,—~P) C L(A,—~P) U E,4 fiir alle Terme der Form —-P in T

Zusétzlich ist die Definition von F 4 anzupassen, d.h. neben widerspriichlichen Zahlen-
restriktionen sind auch Paare P, =P fiir primitive Konzepte P zu beriicksichtigen. Im
Beweis betrachtet man nun wie im letzten Kapitel zwei ,, Versionen* (Min und Max) des
erweiterten kanonischen Modells. <&

In Beispiel 6.18 ist £4 = RSY*, L(B,P) = {RS} und L(B,3*!'R) = L(B,3>?R) =
L(B,3>3S) = L(B,3<2S) = (. Damit sieht man leicht, daf die Bedingungen in Satz 6.23
bzgl. A und B erfiillt sind und somit A E,, 7 B gilt.

Mit Satz 6.23 folgt in Beispiel 3.3 die intuitiv erwartete Subsumtionsbeziehung
Binarbaum C, ¢, 7 Ternarbaum. Denn da die Terminologie keine Maximum-Restriktion ent-
hilt, ist Eginirbaum = FTernirbaum = 0. Zudem sind die Sprachen L(Binarbaum,Baum),
L(Ternarbaum, Baum),  L(Binarbaum, 3<%direkter-nachfolger)  sowie  die  Sprache
L(Ternarbaum, 3<3direkter-nachfolger) gleich direkter-nachfolger*. Damit sind die in Satz
6.23 geforderten Inklusionen fiir Binarbaum E,f, 7 Ternarbaum erfiillt. Die Subsumtions-
beziehung Ternarbaum C,f, 7 Binarbaum gilt dagegen erwartungsgeméf nicht. Wird in Bei-
spiel 3.2 ein Axiom zum Konzept Esel ergéinzt, welches analog zum Konzept Mensch defi-
niert ist, so sind die fiir Mensch und Esel in Satz 6.23 relevanten Sprachen identisch. Die
Konzepte Mensch und Esel sind deshalb dquivalent. Dies entspricht nicht der erwarteten
Subsumtionsbeziehung, was auf die unzureichende Beschreibung der Konzepte Mensch und
Esel zuriickzufiihren ist oder darauf, daf} die gfp-Semantik hier nicht angemessen ist.

Satz 6.23 macht die Entscheidung der Subsumtion durch Testen der Bedingungen 1.),
2.) und 3.) moglich. Dazu werden wir zuniichst die Menge F4 — wie in Kapitel 5 — mit
Hilfe von Ausschlulzustinden charakterisieren.

Lemma 6.25.
Fiir die FLN"-Terminologie T', den Semi-Automaten A7 ohne Worttransitionen und das
Konzept A in T gilt:

E4q={W € £*; mit W erreicht man von A aus einen Ausschlufizustand}.

Dabei ist ,einen Auschlufizustand erreichen“ wie in Definition 5.14 definiert und , Aus-
schluflzustand“ bezieht sich auf Definiton 6.13.
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Beweis: ,C“: Sei W € FE 4, d.h. es existiert ein Prifix V € X* von W sowie ein Wort
VieS*, V' =Ry---R,, n > 0, und es existieren widerspriichliche Zahlenrestriktionen
3*'R, 3<'R, | > r, so daB VV' € L(A,3>'R) N L(A,3<"R). AuBerdem wird das Wort
VV' ab V von A gefordert, d.h. es existieren Maximum-Restriktionen 3™+ R; | mit
VRy---R; € L(A, 3™+ R, 1), m; > 1, fiiralle 0 < i < n. Fiir F; := next. (A, VR --- R;),
0 < i < n, gilt nach Lemma 2.5 somit: 32'R,35"R € F, und 3™ R;,; € F; fiir alle
0 < i < n. Dies zeigt, dal Fy ein Ausschlufizustand ist, der mit W von A aus erreicht
wird.

2% Es sei W € X* ein Wort, mit dem man von A aus einen Ausschluflzustand erreicht,
d.h. es existiert ein Prifix V von W, so dal Fy := next.(A4,V) ein AusschluBzustand
ist. Nach Definition des Ausschlufzustandes existiert demnach ein V! = Ry--- R, € X*,
n > 0, so daf fir F; := next.(F;—1,R;), 1 < i < n, Zahlenrestriktionen 3™ R; mit
FZMiR; € F;_1, m; > 1, fiiralle 1 < ¢ < n existieren. Auflerdem existieren widerspriichliche
Zahlenrestriktionen 32'R, 3<"R, [ > r, mit 32'R, 3<"R € F,. Damit impliziert Lemma
2.5 die Aussagen: VV' € L(A,3*'R) N L(A,3"R) und VR, ---R; € L(A, 3™+ Ry 1),
m; > 1, fiir alle 0 <4 < n, d.h. VV’ wird ab V von A gefordert. Dies liefert W € E,. O

Wie auf Seite 71 bereits dargestellt, muf} fiir FLN -Terminologien Definition 6.19 ergéinzt
werden. Ein Wort W schlie3t ein Konzept A auch dann aus, wenn W ein Prifix VR,
V € ¥*, R € %, enthilt mit V € L(A,3<°R). Dieser Fall kann nicht allein durch das
Erreichen eines Ausschlufizustandes charakterisiert werden. Im Zustand next.(A, V'), der
3<OR enthalte, hiingt es nimlich vom niichsten Zeichen S (W = VSV’) in W ab, ob W
das Konzept A ausschliet; fiir S = R wird A von W ausgeschlossen, fiir S # R impliziert
3R € next.(A,V) jedoch keinen Ausschluf. Ein derartiger Test ist leicht durchfiihr-
bar. Um jedoch auf umfangreichere Anpassungen der bisher betrachteten Entscheidungs-
algorithmen verzichten zu kénnen, betrachten wir FLN"-Terminologien, die nur kleine
Modifikationen der Algorithmen erfordern.

Aufgrund von Lemma 6.25 ist es moglich, Algorithmus 5.16 fiir die Entscheidung von
L(B,P) C L(A, P) U E4 heranzuziehen. Dazu ist lediglich die Verwendung von Defini-
tion 6.13 statt der in Abschnitt 5.2 dem Ausschlu8zustand zugrundeliegenden Definition
notig. Da das Problem T, ¢ {F C @Q; F' Ausschluizustand} im Algorithmus 5.16 mit ei-
nem PSPACE-Algorithmus entscheidbar ist (vgl. Algorithmus 6.14), ist Algorithmus 5.16
weiterhin ein NPSPACE-Algorithmus.

Algorithmus 5.16 (bzgl. Definition 6.13) kann auch zur Entscheidung von L(B,3>'R) C
(U,>; L(A,32"R) U E,) fiir eine Maximum-Restriktion 32/R in T, [ > 1, herangezogen
werden. Aufgrund der Vereinigung der reguliren Sprachen L(A,3>'R), r > [, muB dieser
allerdings ein wenig modifiziert werden. Es sei dazu die Menge Z := {32"R; r > [ und
32" R Maximum-Restriktion in 7'}. In Algorithmus 5.16 wird der Ausdruck ,,(P ¢ T; or
P € Ty)* in der while-Bedingung durch ,,(3>'R ¢ T; or ToN Z # ()“ ersetzt. In der letzten
if-Bedingung wird ,,(P € Ty and P ¢ Ty)“ durch ,,(3>'R € T} and ToNZ = ())“ substituiert.
Man zeigt nun analog zu Abschnitt 5.2.2, da8 fiir den so modifizierten Algorithmus 5.16
bei Eingabe von Ar (ohne Worttransitionen) und Konzepten A, B eine Berechnung mit
Ausgabe ,ja“ existiert gdw. L(B,32'R) Z (U,>; L(A,3>"R)U E,). Offensichtlich benétigt
dieser Algorithmus ebenfalls nur polynomialen Platz.

Nun geben wir einen (nicht-deterministischen) Algorithmus zur Entscheidung von
L(B,3*'R) - R C ((U,<; L(A,3"R)) - RU E,) fiir eine Minimum-Restriktion 3<'R in
T an. Der Algorithmus wihlt, falls ein solches existiert, nicht-deterministisch ein Wort,
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welches die Inklusion widerlegt. Die Inklusion besagt, da8 fiir jedes W € L(B,3<'R) gilt:
W € U,<; L(A,35"R) oder WR € E4. Der Algorithmus muf} also nicht-deterministisch ein
Wort W mit W € L(B,3<'R) sowie W & U,«; L(A,3<"R) und WR ¢ E wihlen. Miifite
statt WR ¢ Eq nur W ¢ E, gelten, so kénnte der oben zu den Maximum-Restriktionen
vorgestellte Algorithmus verwendet werden. Es ist dann nur 3>/ R durch 3<'R zu ersetzen
und Z := {3%"R; r < [ und 3" R eine Zahlenrestriktion in 7'} (*) zu setzen. Nun gilt
WR ¢ E4 gdw. sowohl W ¢ E, ist als auch fir T := next. (A, W) gilt, daB next. (T3, R)
kein Ausschluflzustand ist. Damit ist der Algorithmus zu den Maximum-Restriktionen wie
folgt zu modifizieren, um ihn auf Minimum-Restriktionen anwenden zu kénnen: Der Algo-
rithmus erhilt statt 32/ R die Minimum-Restriktion 3<' R als Eingabe; Z setzt man gemifl
(*); die letzte if-Bedingung wird ersetzt durch , T, ¢ {F C @Q; F Ausschlufizustand} and
next.(Ty, R) ¢ {F C Q; F Ausschlufzustand} and 3%'R € T} and To N Z = ()“. Die Bedin-
gung Ty ¢ {F C Q; F Ausschlufizustand} sichert W ¢ E4, und next. (T, R) ¢ {F C Q;
F AusschluBzustand} sichert WR ¢ E4. Ahnlich wie in Abschnitt 5.2.2 zeigt man, daf
dieser Algorithmus das Gewiinschte leistet, d.h. bei Eingabe von Ar (ohne Worttransi-
tionen) und Konzepten A, B existiert genau dann eine Berechnung mit Ausgabe ,ja“,
wenn L(B,3%'R) - R Z ((U,<; L(A,35"R)) - RU E,) gilt. Auch dieser Algorithmus ist ein
NPSPACE-Algorithmus.

Zusammen mit der Reduktion von ALN auf FLN” (linearer Aufwand, vgl. Korollar
6.3 und Satz 6.5) und der PSPACE-Vollstindigkeit des Subsumtionsproblems bzgl. der
gfp-Semantik in FLy ([Baa96], Korollar 21) erhalten wir

Korollar 6.26.
Das Subsumtionsproblem bzgl. der gfp-Semantik in ALN (FLN') ist PSPACE-vollstindig.
O

6.3 Charakterisierung der deskriptiven Semantik in ALN

Wie bei der gfp-Semantik bereiten fiir die Charakterisierung der deskriptiven Semantik
Zahlenrestriktionen keine Probleme. Auch fiir FLN (ALN) spielt, wie fiir ALy, bei der
Charakterisierung der Extension eines Konzeptes der Bezug dieses Konzeptes zu definier-
ten Konzepten eine Rolle.

Satz 6.27 (Charakterisierung der deskriptiven Semantik bzgl. FLN).

Es sei T eine FLN-Terminologie, Ar der zugehérige Semi-Automat, J eine primitive
Interpretation sowie A ein Tupel mit T7(A) C A; weiter bezeichne I das durch J und
A-gfp(Ty) definierte Modell (vgl. Satz 2.4). Fiir jedes Konzept A und alle Individuen
d € dom(I) gilt: d € A" gdw.

(P1) fiir alle primitiven Konzepte P in T', alle Worter W € L(A, P) und alle Individuen
e € dom(I) mit (d,e) € W gilt e € P’; und

(P2) fiir alle Maximum-Restriktionen 32" R in T', alle Worter W € L(A,3="R) und alle
Individuen e € dom(I) mit (d,e) € W' gilt e € (32"R)’; und

(P3) fiir alle Minimum-Restriktionen 35" R in T', alle Worter W € L(A,3<"R) und alle
Individuen e € dom(I) mit (d,e) € W' gilt e € (35" R)’; und
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(P4) fiir alle definierten Konzepte B, alle Worter W € L(A, B) und alle Individuen e €
dom(I) mit (d,e) € W! gilt e € (A); (j = index(B)).

Beweis: analog zum Beweis von Proposition 28 in [Baa96]. Die Zahlenrestriktionen sind
im Beweis wie primitive Konzepte zu behandeln. a

Bemerkung 6.28.

Dieser Satz kann genau wie der Satz zur Charakterisierung der gfp-Semantik (Bemerkung
6.9) auf die Sprache ALN verallgemeinert werden, indem die primitive Negation =P analog
zu (P1), (P2) bzw. (P3) behandelt wird. &

6.3.1 Die deskriptive Semantik in ALN — Inkonsistenz

Wegen Lemma 5.20 kénnen wir die Charakterisierung der Inkonsistenz bzgl. der gfp-
Semantik in FLN (bzw. ALN') auch fiir die deskriptive Semantik iibernehmen (vgl. Satz
6.15). Insbesondere werden die Begriffe ,,kanonisches Modell“ (Definition 6.10) und ,, Aus-
schluBzustand“ (Definition 6.13) genauso wie fiir die gfp-Semantik definiert. Satz 6.15
liefert damit, wie bei der gfp-Semantik, daf die Inkonsistenz (bzgl. deskriptiver Seman-
tik) eines Konzeptes mit einem PSPACE-Algorithmus entscheidbar ist. Auflerdem gilt
nach Satz 6.17 die NP-Héarte der Inkonsistenz und fiir schwach-azyklische sowie azyklische
ALN- (FLN-)Terminologien die NP-Vollstindigkeit der Inkonsistenz (vgl. Korollar 7.16).

6.3.2 Die deskriptive Semantik in ALN — Subsumtion

Sind A und B zwei Konzepte in einer Terminologie T, so folgt aus A Cr B auch die
Subsumtionsbeziehung A C, ¢, 7 B. Dies legt nahe, die fiir die gfp-Semantik in Satz 6.23
formulierten Bedingungen zur Subsumtion fiir die deskriptive Semantik zu iibernehmen.
Insbesondere iibertragen wir auch die Definitionen von ,, Ausschluff“ (Definition 6.19) und
E 4 (Definition 6.19) auf die deskriptive Semantik.

Bemerkung 6.29.
Lemma 6.20 gilt auch fiir die deskriptive Semantik, da die Aussage ebenso fiir beliebige
Modelle bewiesen werden kann, nicht nur fiir gfp-Modelle. <O

Beispiel 5.22 motivierte die Beriicksichtigung von Ausschluwortern in (5.5), 2.). Werden
P und —P in diesem Beispiel durch widerspriichliche Zahlenrestriktionen 32/ R und 3<"R,
I > r, ersetzt, so legt das Beispiel eine entsprechende Anderung auch fiir FLN nahe.

Im Beweis zur Charakterisierung von A E1 B werden wir ein Modell benotigen, welches
die Subsumtionsbeziehung widerlegt. Dazu definieren wir, wie fiir die gfp-Semantik (vgl.
Definition 6.21), eine erweiterte kanonische primitive Interpretation. In Definition 6.21
haben wir die zu einem Konzept A, einem Individuum dy und einem endlichen Wort W
erweiterte kanonische primitive Interpretation J' = J(A, dy, W) betrachtet. Aufgrund von
Bedingung (P4) aus Satz 6.27 kann es nun — wie auch fiir ALy — notig sein, zusétzlich
w-Worter W zu beriicksichtigen.

Definition 6.30 (erweiterte kanonische primitive Interpretation).

Es sei T eine F LN -Terminologie, A der zugehorige Semi-Automat sowie A ein Konzept
in T und W ein Wort in ¥* U X¥. Fiir W € ¥* ist die erweiterte kanonische primitive
Interpretation J' = J(A,dy, W) zu A, einem Individuum dy und W wie in Definition 6.21
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erklart. Fiir W = RIR,RY - - - € X¢ definieren wir J' wie folgt:
Wird W von A gefordert, so sei J' die kanonische primitive Interpretation J(A,dp) (vgl.
Definition 6.10). Wird W nicht von A gefordert, so existiert ein endliches Prifix U von
W maximaler Linge (W = UR1R2R3---), welches von A gefordert wird. Nach Lemma
6.11, 3.) existiert ein Individuum d; mit doU’d,. Es seien dy, ds, . .. neue Individuen. Wir
definieren .Jy durch:
dom(Jy) := dom(J){dy,d3,dy,...}; S70 := S7U{(d;,d;11); i > 1, S = R;} fiir alle Rollen
S in T. Wie in Definition 6.21 gilt |V'/0(dp)| < oo fiir alle V' € *.

Wir kénnen somit J' wie in Definition 6.21 induktiv durch .J;, Jo, ... definieren®. <

Um fiir die erweiterte kanonische primitive Interpretation .J' auf die Eigenschaften (P1),
(P2), (P3) und (P4) von Satz 6.27 bzgl. A, dy T und J' schlielen zu kénnen, ist die folgende
Bedingung hinreichend!?:

Das Konzept A ist konsistent und wird nicht von dem (endlichen oder unend-

lichen) Wort W ausgeschlossen (Definition 6.19). (6.6)

Fiir die erweiterte kanonische primitive Interpretation .J' bzgl. eines endlichen Wortes
W gelten die in Lemma 6.22 aufgefiihrten Eigenschaften, da J’ wie in Definition 6.21
definiert ist. Es ist dabei zu beachten, dafl wir noch kein Modell zu .J’ definiert haben. Dies
wird — wie in Abschnitt 5.3.2 — erst im Beweis zur Charakterisierung der Subsumtion
formuliert. Die Aussage do € A" aus Lemma 6.22, 9.) kann an dieser Stelle deshalb noch
nicht getroffen werden. Fiir W € %% zeigt man die Aussagen des Lemmas analog zum Fall
W € ¥*, wobei die Eigenschaften 8.) und 9.) wie folgt formuliert werden:

8.) Es sei V' € L(A,3>™S), m maximal mit dieser Eigenschaft, sowie d € dom(J') \
{dy,dy,ds,...} mit doV'"”'d. Dann gilt |S7' (d)| = m.

9.) Es existieren Individuen dy, dy, ds, ... € dom(.J') mit doU” d\R] doRJ ds - - -
Ist Bedingung (6.6) erfiillt, so gelten die Eigenschaften (P1), (P2) und (P3) von Satz
6.27 (oder auch Satz 6.8) bzgl. A, dy, T und J'.

Damit kénnen wir den folgenden Satz zeigen:

Satz 6.31 (Charakterisierung: Subsumtion bzgl. deskr. Semantik in FLN).
Es bezeichne T eine FLN"-Terminologie und Az den zugehorigen Semi-Automaten, A
und B bezeichnen Konzepte in T'. Es gilt A Ty B gdw.

1.) L(B,P) C L(A, P)U E4 fiir alle primitiven Konzepte P in T'; und

2.) L(B,3*'R) C (Ursi L(A,32"R) U E4) fiir alle Maximum-Restriktionen der Form
3*>'R in T mit [ > 0; und

3.) L(B,3*'R)-R C ((Up<1 L(A,35"R)) - RU E4) fiir alle Minimum-Restriktionen der
Form 3<'R in T; und

4.) fiir alle definierten Konzepte C' und alle unendlichen Pfade der Form B, Uy, C,U;, C,
Us,C, ..., existiert ein k >0, so da Up--- Uy € L(A,C)U E4.

Die primitive Interpretation .J' = J(A,do, W, R,7) fir R € ¥ und r > 0 wird nicht benétigt (vgl.
Beweis zu Satz 6.31 (,=%)).
1%nd notwendig (nach Satz 6.15 und Bemerkung 6.29)
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Beweis: ,<“: Es gelte die rechte Seite der Behauptung. Zusétzlich sei I ein Modell von
T, das durch die primitive Interpretation .J und den Fixpunkt A von T; definiert ist.
Offensichtlich gilt T7(4) € A und A = A-gfp(Ty). Es sei d € dom(I) mit d ¢ B'. Zu
zeigen ist d ¢ Al

Wegen d ¢ B! gilt nach Satz 6.27, daB$ mindestens eine der Bedingungen (P1), (P2),
(P3) oder (P4) nicht gilt. Die Félle, daf (P1), (P2) oder (P3) nicht gelten, zeigt man unter
Verwendung von Satz 6.27 (statt Satz 6.8) analog zum Beweis von Satz 6.23 (,<=*“). Der
Beweis zu (P4) kann unter Verwendung von Satz 6.27 (statt Satz 5.19) und Bemerkung
6.29 (statt Lemma 5.21) analog zum Beweis von Satz 5.25 (,,<=*) gefiihrt werden.

»=": Es gelte A C7 B; insbesondere gilt damit A C,r, 7 B. Da E4 fiir die gfp-Seman-
tik und die deskriptive Semantik gleich definiert sind, stimmen die Aussagen 1.), 2.) und
3.) von Satz 6.23 und Satz 6.31 iberein. Somit ist nur noch 4.) zu zeigen. Wie im Beweis
zu Satz 5.25 (,=%) nimmen wir dazu an, daf§ 4.) nicht gilt und konstruieren ein Modell,
welches im Widerspruch zu A Cr B steht. Unter Verwendung des Satzes 6.27 (statt Satz
5.19) und Lemma 6.22 bzw. den Aussagen 8.) und 9.) von Seite 83 (statt Lemma 5.24)
ist dies analog zum Beweis von Satz 5.25 (,=“) moglich. Insbesondere wird nur die in
Definition 6.30 eingefiihrte erweiterte kanonische primitive Interpretation J' = J(A, dy, W)
bendtigt, nicht jedoch die Variante J' = J(A,dy, W, R,r) fir R € ¥ und r > 0, die aus
diesem Grund auch nicht eingefiihrt wurde. O

Satz 6.31 kann analog zu Bemerkung 6.24 auf ALN -Terminologien verallgemeinert werden.

Auf Seite 79 haben wir festgestellt, dafl die Konzepte Mensch und Esel bzgl. der
gfp-Semantik dquivalent sind. Satz 6.31 liefert, dafl diese Konzepte bzgl. der deskrip-
tiven Semantik unvergleichbar sind. Denn: Der Semi-Automat enthilt die unendlichen
Pfade Mensch, eltern, Mensch, eltern, Mensch, ... bzw. Esel, eltern, Esel, eltern, Esel, .... We-
gen Ewensch = Feset = 0 und L(Mensch, Esel) = L(Esel, Mensch) = 0 ist fiir kein k¥ > 0
eltern® € L(Mensch, Esel) U Eyensch bzw. eltern® € L(Esel, Mensch) U Egee. Obwohl die
deskriptive Semantik also in diesem Beispiel die erwarteten Subsumtionsbeziehungen lie-
fert, ist dies fiir Beispiel 3.3 — im Gegensatz zur gfp-Semantik (vgl. Seite 79 ) — nicht
der Fall. Es ist Egjnirbaum = ETernirbaum = 0; auBlerdem L(Bindrbaum, Terndrbaum) =
L(Ternarbaum, Binarbaum) = ). Zu den unendlichen Pfaden Bindirbaum, direkter-nachfol-
ger, Binarbaum, direkter-nachfolger,... und Terndrbaum, direkter-nachfolger, Ternarbaum,
direkter-nachfolger,... existiert kein & > 0, so daB direkter-nachfolger* Element von
L(Binarbaum, Ternarbaum) U Eginsrbaum bzw. L(Ternarbaum, Bindrbaum) U Eternirbaum iSt-
Nach Satz 6.31 sind die Konzepte Binarbaum und Ternarbaum somit unvergleichbar, obwohl
man intuitiv Binarbaum C7 Ternarbaum erwarten wiirde.

Da die Bedingungen 1.), 2.) und 3.) von Satz 6.31 dieselben sind wie diejenigen von Satz
6.23, konnen diese — wie in Abschnitt 6.2.2 gezeigt — durch einen PSPACE-Algorithmus
entschieden werden. Bis auf die Definition von F4 stimmen Bedingung 4.) von Satz 6.31
und 3.) von Satz 5.25 iiberein. Da die Menge E 4 auch fiir FLN” allein durch das Errei-
chen von Ausschlufizustdnden charakterisiert wurde, kann Algorithmus 5.26 ebenfalls fiir
die Entscheidung von Bedingung 4.) verwendet werden. Die Bedingung T ¢ L = {F C Q;
F Ausschlufizustand} ist dann bzgl. Definition 6.13 zu interpretieren. Da diese Bedin-
gung durch einen PSPACE-Algorithmus entscheidbar ist, ist Algorithmus 5.26 damit ein
NPSPACE-Algorithmus.

Zusammen mit der Reduktion von ALN auf FLN™ (linearer Zeitaufwand, vgl. Korollar
6.3 und Satz 6.5) erhalten wir
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Korollar 6.32.
Das Subsumtionsproblem bzgl. der deskriptiven Semantik in ALN ist in PSPACE enthal-
ten. d

Wie fiir die Sprachen FLq und AL ist auch fiir ALN die PSPACE-Héirte der Subsumtion
bzgl. der deskriptiven Semantik ein offenes Problem.

6.4 Charakterisierung der lIfp-Semantik in ALN

Anders als fiir FLj oder ALy kénnen in FLN unendliche Ketten gefordert werden. Dies
wird fiir die Charakterisierung der Inkonsistenz sowie der Subsumtion von Bedeutung sein.
Bei der Charakterisierung der 1fp-Semantik verhalten sich Zahlenrestriktionen jedoch wie
primitive Konzepte, so daf§ sich die Charakterisierung der 1fp-Semantik leicht von F L,

(ALy) auf FLN bzw. ALN verallgemeinern 148t.

Satz 6.33 (Charakterisierung der lfp-Semantik bzgl. FLN).
Es sei T eine FLN -Terminologie, A der zugehorige Semi-Automat, I ein 1fp-Modell von
T sowie A ein Konzept in 7. Dann gilt fiir alle Individuen d € dom(I): d € A’ gdw.

(P1) fiir alle primitiven Konzepte P in T', alle Worter W € L(A, P) und alle Individuen
e € dom(I) mit (d,e) € W' gilt e € P!; und

(P2) fiir alle Maximum-Restriktionen 3" R in T', alle Worter W € L(A, 32" R) und alle
Individuen e € dom(I) mit (d,e) € W' gilt e € (32"R)’; und

(P3) fiir alle Minimum-Restriktionen 3<"R in T', alle Worter W € L(A,3<"R) und alle
Individuen e € dom(I) mit (d,e) € W' gilt e € (35"R)’; und

(P4) fiir alle unendlichen Pfade der Form A, Wy, Cy, W5, Cs, . .. und alle Individuen dy, do,
ds, ... € dom(I) existiert ein n > 1 mit (d, 1,d,) ¢ W,!. (,Unendliche Ketten sind
verboten.*)

Beweis: analog zum Beweis von Proposition 22 in [Baa96]. Die Zahlenrestriktionen sind
im Beweis wie primitive Konzepte zu behandeln. O

Bemerkung 6.34.

Dieser Satz kann genau wie der Satz zur Charakterisierung der gfp-Semantik (Bemerkung
6.9) auf die Sprache ALN verallgemeinert werden, indem die primitive Negation =P analog
zu (P1), (P2) bzw. (P3) behandelt wird. &

In Beispiel 3.2 gilt eltern™ € L(Mensch, 3>2eltern) fiir alle n > 0, d.h. das w-Wort el-
ternelterneltern... wird vom Konzept Mensch gefordert. Fiir ein Ifp-Modell I von T exi-
stieren somit nach Lemma 6.7 fiir ein Individuum dy € Mensch! Individuen d;,ds, ds, . . .
mit dpeltern’d;eltern’d, ... AuBerdem gilt eltern” € U(Mensch). Damit wird fiir das In-
dividuum dy eine unendliche Kette gefordert, die nach (P4) verboten ist. Somit ist das
Konzept Mensch bzgl. der lfp-Semantik inkonsistent (vgl. auch Seite 89). Die lfp-Semantik
scheint also fiir dieses Beispiel ungeeignet zu sein. Mit Satz 6.33 148t sich auch begriinden,
daf} in Beispiel 4.3 die Extension von Binarbaum bzgl. der Ifp-Semantik nur die Individuen
a, b, c und d enthéilt; von den anderen Individuen gehen ndmlich unendliche Ketten aus,
die nach Satz 6.33 nicht erlaubt sind.
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6.4.1 Die Ifp-Semantik in ALN — Inkonsistenz

Unendliche Ketten konnen wie angedeutet der Grund fiir inkonsistente Konzepte sein. An-
ders als fiir ALy konnen solche unendlichen Ketten in F LN durch Maximum-Restriktionen
gefordert werden.

Wir zeigen den Satz zur Charakterisierung der Inkonsistenz mit Hilfe von

Definition 6.35 (kanonisches Ifp-Modell bzgl. FLN).

Es sei T eine FLN-Terminologie, A7 = (%,Q, E) der zugehorige Semi-Automat sowie
A ein Konzept in T. Die kanonische primitive Interpretation J = J(A,dy) zu A und
Individuum dy sei wie fiir die gfp-Semantik (Definition 6.10) definiert. Das kanonische
Ifp-Modell I = I(A,dp) sei das durch J definierte 1fp-Modell von T O

Um fiir das kanonische 1fp-Modell T die Aussage dy € A’ beweisen zu konnen, ist Bedin-
gung (6.3) zu erweitern:

Es exisitiere kein Wort W € ¥*, und es existieren keine widerspriichlichen
Zahlenrestriktionen 32/ R und 35" R, [ > r, so daB W von A gefordert wird und
W € L(A,3>'R) N L(A, 35" R) gilt; auBerdem existiere kein von A gefordertes
Wort W € 3* U XY mit W € U(A).

(6.7)

Da J wie in Definition 6.10 definiert ist, gelten auch die in Lemma 6.11, 1.) - 4.) formu-
lierten Eigenschaften von J. Wir zeigen zusitzlich

Lemma 6.36.

Mit den Bezeichnungen aus Definition 6.35 und Bedingung (6.7) gelten (P1), (P2), (P3)
und (P4) von Satz 6.33 bzgl. A, dp und J. Fiir das kanonische lfp-Modell I folgt also
insbesondere dy € A”.

Beweis: Nach Lemma 6.11, 5.) gelten die Bedingungen (P1), (P2) und (P3) aus Satz 6.8
(, also auch die entsprechenden Bedingungen von Satz 6.33), da mit den Bedingungen aus
(6.7) diejenigen aus (6.3) erfiillt sind.

Um dy € A’ zu zeigen, geniigt nach Satz 6.33 somit der Nachweis von (P4) bzgl. A, dg
und J. Gilt (P4) nicht, so existiert ein unendlicher Pfad der Form A, Wy, Cy, W, Cs, ...
in Ap, und so existieren Individuen d;,ds,ds, ... mit di,1WZ~I d; fir alles > 1. Fur W =
WiWoWs - - ist somit W € U(A), und wegen do(W1 Wy --- W;)”d;, i > 0, gilt nach Lemma
6.11, 1.), daB jedes endliche Prifix von W von A gefordert wird. Damit wird W von A
gefordert. Zusammen mit W € U(A) liefert dies einen Widerspruch zur Bedingung (6.7).
Damit gilt (P4), und also dy € A”. O

Fiir die algorithmische Behandlung der Inkonsistenz und der Subsumtion wird sich wie-
derum der Begriff des Ausschlufizustandes als niitzlich erweisen.

Definition 6.37 (Ausschluflzustand bzgl. der Ifp-Semantik in FLN).

Es bezeichne T eine FLN-Terminologie und Ar = (X,Q, E) den zugehorigen Semi-
Automaten ohne Worttransitionen. Eine Zustandsmenge Fy C @ heifit Ausschlufizustand
bzgl. Ar (und bzgl. der Ifp-Semantik in FLN), falls gilt:

1.) es existiert ein w-Wort RiRoR3 -+ € X%, und es existieren Zustandsmengen Fi, F,
F3,... C @Q sowie Zahlenrestriktionen 32™iR;, m; > 1, fiir alle 7+ > 1 mit F; =
next:(F;—1, R;), 1 > 1, und 3™+ R; 1 € F;, i > 0; oder
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2.) es existiert eine Zahl n > 0 sowie ein Wort R;--- R, € ¥*, und es existieren Zu-
standsmengen Fi,...,F, C @ und Zahlenrestriktionen 32™ R;, m; > 1, fiir alle
1 <i < nmit F; = next(F;—1,R;), 1 < i < n, und 2™+ R;1; € F; fir alle
0 < i < n. Zu F,, existieren auBerdem widerspriichliche Zahlenrestriktionen 3>'R
und 3R, [ > r, mit 3>'R, 3<"R € F,, oder es existiert ein definiertes Konzept C,
das auf einem e-Zyklus liegt, mit C € F,.

<&

Fiir Terminologien aus ALN betrachtet man in Definition 6.37, 2.) neben den wider-
spriichlichen Zahlenrestriktionen bzw. neben C' auch P und —P fiir ein primitives Konzept
P.

Die Entscheidungsalgorithmen fiir Inkonsistenz und Subsumtion bendtigen einen
(PSPACE-)Entscheidungsalgorithmus fiir Ausschlufizustinde. Wir geben dazu einen
NPSPACE-Algorithmus an.

Algorithmus 6.38.

Eingabe: Semi-Automat Ay = (3, Q, E) ohne Worttransitionen zu einer Terminologie
T; Fy C Q.

Ausgabe: Es existiert eine Berechnung mit Ausgabe ,ja“ gdw. Fj ein AusschluBBzustand
ist.
Es bezeichne M die Menge der definierten Konzepte, die auf einem e-Zyklus liegen.

F = Fy;
z = 0;
while z < 219l do
(1) if FNM # () or ,es existieren widerspriichliche Zahlenrestriktionen
32'R,3S"R € F, | > r“ then Ausgabe ,ja%;
if ,es existieren m > 1 und Maximum-Restriktion 32™R € F“
then ,Wihle (nicht-det.) ein 32 R € F mit m > 1
else Ausgabe , nein*;
F := next.(F, R);
z:=2z+1
end;
(2) Ausgabe ,ja‘“. A

Korrektheit: i.) Der Algorithmus gebe in (1) ,ja* aus. Es existiert demnach ein end-
liches Wort W = Ry --- Ry, € ©* mit m < 29l so daB fiir die Zustandsmengen F; =
next:(Fj_1, R;), 1 < i < m, Zahlenrestriktionen 3> R;, m; > 1, 1 < i < m, existieren
mit 32+ R,y € F; fiir alle 0 < 4 < m. Auflerdem existieren widerspriichliche Zahlen-
restriktionen 3'R, 3<"R, | > r, oder ein definiertes Konzept C, das auf einem e-Zyklus
liegt, mit 3>'R,3<"R € F,, bzw. C € F,,. Dies zeigt, daf Fj) ein Ausschluzustand ist.
ii.) Es werde in (2) ,ja“ ausgegeben. Demnach existiert ein Wort W = Ry --- R, € ¥*
mit m = 2191, so da8 fiir die Zustandsmengen F; = next.(F;_1,R;), 1 <1i < m, Zahlenre-
striktionen 32™i R;, m; > 1, 1 < i < m, existieren mit I+ R, | € F; fiir alle 0 < i < m.
Wegen m = 219l existieren Zahlen p und ¢ mit 0 < p < ¢ < 219/ und F, = F,. Da-
mit werden fiir « = Ry -+ Ry(Rp41 -+ Ry)” die Zustandsmengen Fy, ..., Fp, Fpiq,..., Fy,
Fpi1,...,Fy, Fpi1, ... durchlaufen. Dies zeigt, dal Fj ein Ausschluizustand ist.
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Vollstindigkeit: Es sei Fj ein Ausschlufzustand. Damit gilt einer der in iii.), iv.) und
v.) betrachteten Félle:

iii.) Es existiert eine Zahl m > 0 sowie ein endliches Wort W = Ry - -+ R,,, € ¥*, und es
existieren Zustandsmengen Fi,..., F,, C @Q und Zahlenrestriktionen 32™i R;, m; > 1, fiir
alle 1 <4 <m mit F; = next.(F;_1,R;), 1 <i<m, und 3™+ R; 1, € F; firalle 0 <i <
m. Zu F,, existiere ein definiertes Konzept C', das auf einem e-Zyklus liegt, mit C' € Fj,.
Ist m > 2/9l, dann existieren Zahlen p und ¢ mit 0 < p < ¢ < 2l9l und F, = F,. Fiir das
Wort W' = Ry---RyRg41--- Ry werden die Zustandsmengen Fy,...,Fy, Fyiq,..., Fpy,
durchlaufen. Es existiert somit neben W, |[W| > 29l auch ein kiirzeres Wort W' mit
entsprechenden Eigenschaften, so daf wir o.E. |[W| < 2/9 annehmen kénnen. Wiihlt der
Algorithmus im i-ten Schleifendurchlauf, 1 < ¢ < m, jeweils die Maximum-Restriktion
3>mi R, so ist nach dem m-ten Schleifendurchlauf z = m < 219l und F = F,,, also
C € FN M. Damit wird im (m + 1)-ten Schleifendurchlauf in (1) ,ja* ausgegeben. Oder:

iv.) Anders als in iii.) enthalte nun die Menge F,, statt des definierten Konzeptes C
widerspriichliche Zahlenrestriktionen 32/ R und 3<"R, [ > r. Damit zeigt man, #hnlich wie
in iii.), die Existenz einer Berechnung mit Ausgabe ,ja“. Oder:

v.) Es existiert ein w-Wort RiRoR3--- € ¥, und es existieren Zustandsmengen
Fy,F5, F5,... C @ sowie Zahlenrestriktionen 32™ R;, m; > 1, fir alle 4 > 1 mit F; =
nexte(Fi_1,R;), i > 1, und 32™+1R;.y € F;, i > 0. Der Algorithmus wihle im i-ten
Schleifendurchlauf, 1 < 7 < 2/9l, die Maximum-Restriktion 3™ R;. Ist dann z = 2/9!, so
wird in (2) ,ja“ ausgegeben.

Komplexitit: Man sieht leicht, dafl Algorithmus 6.38 stets terminiert und nur polyno-
mialen Platz benotigt.

Satz 6.39 (Charakterisierung: Inkonsistenz bzgl. Ifp-Semantik in FLN).
Es sei T eine FLN-Terminologie, Ay der zugehorige Semi-Automat ohne Worttransi-
tionen!! und A ein Konzept in 7. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1.) A ist T-inkonsistent bzgl. der lfp-Semantik in FLN .

2.) i) Es existiert ein (endliches oder unendliches) von A gefordertes Wort W mit
W € U(A); oder

ii.) es existieren widerspriichliche Zahlenrestriktionen 32R und 3<"R, [ > r, und es
existiert ein von A gefordertes Wort W € ¥* mit W € L(A,3*'R)NL(A,3I<"R).

3.) e-closure({A}) ist ein Ausschlufzustand.

Beweis: Aquivalenz der Aussagen 1.) und 2.):

,1. = 2.4 Gilt die rechte Seite der Aquivalenzaussage nicht, so existiert nach Lemma
6.36 das kanonische 1fp-Modell I = I(A,dy) zu A und einem Individuum do mit dy € A’.
Dies zeigt die Konsistenz von A.

»1. < 2.“: Annahme: Es existiert ein 1fp-Modell I von T sowie ein Individuum dy €
dom(I) mit dy € AL. AuBerdem gelte einer der beiden folgenden Fille:

i.) Es existiert ein von A gefordertes Wort W € U(A). Ist W endlich, so existiert nach
Lemma 6.7 ein Individuum e mit dyW'e. Wegen W € U(A) existiert ein definiertes

""Die Betrachtung eines Semi-Automaten ohne Worttransitionen ist nur fiir die Charakterisierung durch
AusschluBzustdnde nétig (vgl. Lemma 2.5 und Beispiel 2.6). Die Aquivalenz von 1.) und 2.) gilt auch fiir
beliebige Semi-Automaten Ar.
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Konzept C, so dafi A,W,C,¢e,C,¢e,C, ... ein unendlicher Pfad in Ap ist; auBlerdem gilt
doWleeleele - --. Satz 6.33, (P4) liefert damit dy ¢ A’, im Widerspruch zur Annahme. Tst
W das unendliche Wort R{RoR3 - - -, so existieren nach Lemma 6.7 Individuen d;, do, ds, . ..
mit dgR{doRYds - - -. Zusammen mit W € U(A) folgt auch hier aus Satz 6.33, (P4): dy ¢ A”,
ebenfalls im Widerspruch zur Annahme.

ii.) Es existiert ein von A gefordertes Wort W € ¥* und es existieren widerspriichliche
Zahlenrestriktionen 32/R, 3SR, [ > r mit W € L(A,32'R)NL(A,3<"R). Aus Lemma 6.7
folgt damit die Existenz eines Individuums e mit dyWW'e. Wegen dy € A’ folgt aus Satz
6.33, (P2) bzw. (P3) weiter: e € (32'R)! und e € (32'R)!, was zusammen mit [ > r einen
Widerspruch darstellt.

Aquivalenz der Aussagen 2.) und 3.):

»2. = 3.“: Es sei W = Ry - -+ R,;, ein endliches Wort in U(A), welches von A gefordert
werde. Somit ist W Label eines unendlichen Pfades A, Ry, C1, Ro,Co, ..., Ry, Cpy,e,C g,
C, ... (Ar Semi-Automat ohne Worttransitionen) fiir ein definiertes Konzept C, das auf
einem e-Zyklus liegt. Weiter existieren fiir F; := next. (A, Ry --- R;), 0 < i < m, Maximum-
Restriktionen 32™i+1 R, 1 mit m;11 > 1, 0 < i < m, so daf gilt: I2™i+1 R; | € F; fiir alle
0 <4 < m. Schliefilich ist nach Lemma 2.5 das Konzept C' Element von F),. Dies zeigt,
daf Fy = e-closure({A}) ein Ausschlufizustand ist.

Es sei nun W = R;RyR3--- ein von A gefordertes unendliches Wort in U(A). Fiir
F; := next.(A,Ry---R;), i > 0, gilt, da W von A gefordert wird, dafi die Mengen F;
fiir alle 4+ > 0 Zahlenrestriktionen 32™i+1 R; 11 mit m;11 > 1 enthalten. Damit ist Fy =
e-closure({A}) ein Ausschlufzustand.

SchlieBlich sei W = Ry --- R,,, € ¥* ein von A gefordertes Wort mit W € L(A,3>'R)N
L(A,3<"R) fiir widerspriichliche Zahlenrestriktionen 3>'R, 3" R, | > r. Es seien F; :=
next:(A, Ry --- R;) fiir alle 0 <7 < m. Da W von A gefordert wird, existieren Maximum-
Restriktionen 32™i+1 R, 1 € F; mit m; 1 > 1 fir alle 0 < i < m; auflerdem enthélt F,,, die
Zahlenrestriktionen 32/ R und 3<"R. Damit ist auch in diesem Fall Fy = e-closure({A})
ein Ausschluzustand.

w2. < 3.4 Ist Fpy := e-closure({A}) ein AusschluBizustand, so trifft einer der drei Fille
zu:

i.) Es existiert ein w-Wort W = R;RyR3--- € X, und es existieren Zustandsmen-
gen Fy,Fy, F3,... C @ sowie Zahlenrestriktionen 3™ R;, m; > 1, 4 > 1, mit F; =
next.(F;_1,R;), 1 > 1, und 32™+' R,y € F;, i > 0. Wegen F; # () fiir alle 7 > 0 ist nach
Lemma 2.10 das Wort W € U(A). Lemma 2.5 impliziert R;--- R; € L(A, 32+ R;41),
1 > 0. Also wird W von A gefordert.

ii.) Es existiert ein endliches Wort W = R;---R,, € ¥*, und es existieren Zustands-
mengen Fy,... F, C @ sowie Zahlenrestriktionen 3™ R;, m; > 1, 1 < i < m, mit
F; = next(F;—1,R;), 1 <i <m, und 3™+ R; 1 € F; fiir alle 0 < i < m. Existiert ein
definiertes Konzept C', das auf einem e-Zyklus liegt, mit C' € F),, so existiert ein unend-
licher Pfad der Form A, Ry,C1,R,Co,..., Ry, Cpyye,Cie,C, ... in Ap, also W € U(A).
Wegen 32™i+1R; 1 € F;, mjyq > 1 fiir alle 0 < 1 < m wird wie in i.) W von A gefordert.
iii.) Im Unterschied zu ii.) enthalte nun F, statt des Konzeptes C widerspriichliche Zah-
lenrestriktionen 3*'R, 3<"R, I > r. Wie in ii.) wird W von A gefordert. Weiterhin gilt
gemif Lemma 2.5: W € L(A,3>'R) N L(A,35"R). O

Satz 6.39, i.) beschreibt den Fall, daf} fiir die Elemente in der Extension von A unendliche
Ketten gefordert werden. Das Konzept Mensch aus Beispiel 3.2 ist also aufgrund von Satz
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6.39, i.) inkonsistent, da eltern” € U(Mensch) gilt und eltern von Mensch gefordert wird.

Betrachtet man in Satz 6.39, ii.) neben widerspriichlichen Zahlenrestriktionen auch P
und —P fiir ein primitives Konzept P, so gilt der Satz (bei entsprechender Anpassung der
Definition des Ausschluflzustandes) auch fiir ALN-Terminologien.

Zusammen mit Algorithmus 6.38 zeigt Satz 6.39, dafl das Inkonsistenzproblem fiir
FLN (ALN) bzgl. der lfp-Semantik ein PSPACE-Problem ist. Aulerdem gilt nach Satz
6.17 die NP-Hirte der Inkonsistenz und fiir schwach-azyklische sowie azyklische ALN -
(bzw. FLN-)Terminologien die NP-Vollstéindigkeit der Inkonsistenz (vgl. Korollar 7.16).

6.4.2 Die Ifp-Semantik in ALN — Subsumtion

Satz 6.33 impliziert, daf fiir A Ty B die folgende Bedingung hinreichend ist: L(B, P) C
L(A, P) fiir alle primitiven Konzepte P, L(B,3°"R) C L(A,3*"R) fiir alle Maximum-
Restriktionen 32"R, L(B,3s"R) C L(A,3<"R) fiir alle Minimum-Restriktionen 3" R
und U(B) C U(A). Die Beispiele 5.33 und 6.18 machen jedoch deutlich, da diese Be-
dingung nicht notwendig fiir die Subsumtion ist. Es ist vielmehr notig, A-ausschlieflende
Worter zu beriicksichtigen, die wegen Satz 6.33, (P4) auch unendlich sein kénnen. Die
Charakterisierung der Inkonsistenz (Satz 6.39) gibt einen Hinweis darauf, wie der Begriff
»Ausschlufi“ bzgl. der lIfp-Semantik in FLN" zu definieren ist.

Definition 6.40 (Ausschlufl bzgl. der Ifp-Semantik in FLN).

Es sei T eine FLN"-Terminologie'?, Ar = (2, Q, E) der zugehérige Semi-Automat sowie
A ein Konzept in T'. Das endliche Wort W € ¥* schlieffit A aus, falls eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

1.) Es existiert ein (endliches oder unendliches) Wort oo € U(A) sowie ein Wort V' € ¥*,
das Prifix von W und « ist, so daBl o ab V' von A gefordert wird.

2.) Es existiert ein Prifix V € 3¥* von W sowie ein Wort V' € ¥* und es existie-
ren widerspriichliche Zahlenrestriktionen 3R und 3<"R, | > r, so daB VV' €
L(A,3*'R)N L(A,3°"R) gilt und VV' ab V von A gefordert wird.

Das w-Wort W € X% schliefit A aus, falls ein endliches Préfix von W existiert, welches A
ausschliefit, oder W € U(A) gilt.

Weiter seien die Mengen E 4 := {W € ¥*; W schliefit A aus}, E4, = {W € £*UX¥;
W schlieit A aus} sowie E£ o = {W € ¥* U X%, ein endliches Prifix von W schliefit A
aus} definiert. ’ O

Aus dem gleichen Grund wie bei der gfp-Semantik wird ,, Ausschlu“ nur fiir FLN"-
Terminologien definiert. Fiir F LN -Terminologien miifiten wir die Definition ergiinzen (vgl.
Seite 71).

Fiir ein inkonsistentes Konzept A gilt: £4 = ¥* und Ef‘ w=FEa,=YX"UX¥ danach
Satz 6.39 bereits das leere Wort £ das Konzept A ausschlieft. Gilt umgekehrt F4 = ¥*
(Efl,w =YX UX¥ oder E4, = ¥*U3X¥), so wird A von ¢ ausgeschlossen. Satz 6.39 und
Definition 6.40 liefern damit die Inkonsistenz von A.

Die Bedeutung von Definition 6.40 zeigt

"?Durch Beriicksichtigung von P und =P neben widerspriichlichen Zahlenrestriktionen kann die Defini-
tion auf ALN"-Terminologien verallgemeinert werden.
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Lemma 6.41.
Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Definition 6.40 gilt fiir ein lIfp-Modell T
zur Terminologie T":

1.) Ist W € ¥* UX¥ sowie V € ¥* ein Prifix von W mit den Eigenschaften 1.) oder 2.)
aus Definition 6.40, und sind d, e € dom(I) Individuen mit dV”e, so gilt d ¢ AT.13

2.) Fiir ein w-Wort W € U(A), W = R1RsR3---, sowie Individuen dy,d;,ds, ... mit
d[]R{leédQ - - ist dg ¢ AI.

Beweis: zu 1.) Es sei zunichst « (vgl. Definition 6.40, 1.)) ein endliches Wort, d.h. a =
VV' fiir ein V' € 3*. Da a ab V von A gefordert wird, liefert Lemma 6.7 die Existenz
eines Individuums f mit dV ' eV'' f. Wegen a € U(A) existiert ein definiertes Konzept C,
das auf einem e-Zyklus liegt, so dal A,«,C,e,C,¢,... ein unendlicher Pfad in Ay ist.
Zusammen mit dV eV fel fel f... und (P4) von Satz 6.33 gilt damit d ¢ A”.

Es sei nun « das w-Wort VRiRoR3--- € U(A). Da a ab V von A gefordert wird,
folgt aus Lemma 6.7 die Existenz von Individuen dy, ds, d3, . .. mit av’ eR{ dy Ré d2R§d3 e
Zusammen mit o € U(A) liefert Satz 6.33, (P4) ebenfalls d ¢ A”.

Schliefit W das Konzept A aufgrund von 2.) in Definition 6.40 aus, so existiert nach
Lemma 6.7, da VV' ab V von A gefordert wird, ein Individuum f mit dV7eV'"f. Aus
VV' € L(A,3*'R) N L(A,3<"R) und (P2), (P3) von Satz 6.33 folgt damit fiir d € A’:
f € (FZ'R)! und f € (35"R)!, was zusammen mit [ > r einen Widerspruch darstellt. Es
ist also d ¢ A,

zu 2.) Mit Satz 6.33, (P4) folgt sofort dy ¢ A”. 0

Fiir den Beweis der Charakterisierung der Subsumtion bzgl. der lfp-Semantik benotigen
wir

Definition 6.42 (erweitertes kanonisches 1Ifp-Modell bzgl. FLN™).

Es sei T eine FLN"-Terminologie, A1 der zugehérige Semi-Automat sowie A ein Konzept
inT, W ein Wort in ¥*UXY, r€ Nund R € ¥. Fiir W € ¥* definieren wir die erweiterte
kanonische primitive Interpretation J' = J(A,do, W) (r = 0) bzw. J' = J(A,dy, W, R, 1)
(r > 0) wie fiir die gfp-Semantik in Definition 6.21. Fiir W € X% sei J' = J(A,dy, W)
wie fiir die deskriptive Semantik in Definition 6.30 definiert. Die erweiterten kanonischen
Ifp-Modelle I' = I[(A,dy, W) bzw. I' = I(A,dy, W, R,r) sind die zu J' = J(A,dy, W) bzw.
J' = J(A,dy, W, R,r) gehorenden lfp-Modelle von T. &

Um dy € AT, d.h. die Giiltigkeit von (P1) — (P4) von Satz 6.33 bzgl. A, dy, T und J'
folgern zu kénnen, benétigen wir die Bedingung:

Das Konzept A ist konsistent und wird von W nicht ausgeschlossen (Definition
6.40); fiir » > 0 — in diesem Fall sei W ein endliches Wort — werde A zudem  (6.8)
nicht von WR ausgeschlossen. Fiir alle | < r gelte W ¢ L(A,3<'R).

Es gelten die Aussagen von Lemma 6.22 bzw. die Aussagen 8.) und 9.) von Seite 83 zur
erweiterten primitiven kanonischen Interpretation nach Definition auch fiir die primitive
Interpretation .J' aus Defintion 6.42. Schliefit ein endliches Wort W € ¥* das Konzept

13Wird statt dV'e die Beziehung dW'f fiir ein Individuum f vorausgesetzt, so folgt, da V Préfix von
W ist, die Existenz eines Individuums e mit dV’e. Nach Aussage 1.) gilt somit ebenfalls d ¢ A”.
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A bzgl. Definition 6.19, so schliefit es A auch bzgl. Definition 6.40 aus. Somit folgen aus
Bedingung (6.8) die Bedingungen (6.4) und (6.6). Damit geniigt aber nach Lemma 6.22,
9.) bzw. Aussage 9.) von Seite 83 fiir den Beweis der Aussage dy € A" der Nachweis der
Giiltigkeit von Satz 6.33, (P4) bzgl. A, dy, T und J'. Diesen fiihren wir in

Lemma 6.43.
Mit den Bezeichnungen aus Definition 6.42 und Bedingung (6.8) gilt: dy € A"

Beweis: Nach obigen Ausfiihrungen ist nur noch (P4) fiir A, dy, T und J' zu zeigen.
Wir nehmen dazu an, dafi (P4) nicht gilt. Es existiert also ein unendlicher Pfad der
Form A,Vi,C1,V5,C5,... in Ar, und es existieren Individuen ey, es,e3,... € dom(J')
mit (e;_1,e;) € ViJ' fiir alle 4 > 1, ey := dy. Es sei I = I(A,dy) das kanonische Mo-
dell zu A und dy sowie J = J(A,dy) die zugehorige primitive Interpretation. Wéren
e1,e2,e3,... € dom(I), so wiare (P4) von Satz 6.33 bzgl. A, dy und J verletzt, da nach
Lemma 6.22, 5.) gilt: (e;_1,e;) € V;/. Nach Lemma 6.36 gilt aber dy € A’, womit nach Satz
6.33 die Giiltigkeit von Satz 6.33, (P4) bzgl. A, dy und J folgt; dies ist ein Widerspruch.

Es existiert demnach ein ¢ > 1 mit e; € dom(J') \ dom(J). Nach Lemma 6.22, 4.)
sind alle Elemente aus dom(J') \ dom(J) (direkte oder indirekte) Nachfolger von d; (vgl.
Definition 6.21, doU”d;). Zusammen mit e; € dom(J') \ dom(J) gilt deshalb fiir V =
ViVoVs -+ die Aussage: V. = W (fir r = 0), V. = WR (fiir » > 0) oder V = UXY,
X € ¥1 Y € ¥*U XY UX maximales Prifix von W (fiir r = 0) bzw. von WR (fiir
r > 0)(vgl. Beweis zu Lemma 6.22, 9.)). Die Fille V.= W bzw. V = WR koénnen wegen
V € U(A) direkt ausgeschlossen werden, da sonst A von W bzw. WR ausgeschlossen wiirde,
im Widerspruch zur Voraussetzung. Es ist also V # W bzw. V # WR und V = UXY.
Nach Definition von J’ wird V' ab UX von A gefordert. Wegen V' € U(A) und UX Prifix
von W bzw. WR wird damit A von W bzw. WR ausgeschlossen, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Damit muf (P4) gelten, und es folgt dy € A" O

Nun kénnen wir folgenden Satz zeigen:

Satz 6.44 (Charakterisierung: Subsumtion bzgl. Ifp-Semantik in FLN™).
Es bezeichne T eine FLN"-Terminologie und Az den zugehorigen Semi-Automaten, A
und B bezeichnen Konzepte in 7. Es gilt A Ty, 7 B gdw.

1.) L(B,P) C L(A, P)U E4 fiir alle primitiven Konzepte P in T'; und

2.) L(B,3*'R) C (Urs1 L(A,3"R) U E4) fiir alle Maximum-Restriktionen der Form
32'R in T mit [ > 0; und

3.) L(B,3*'R)-R C ((Ur< L(A,3°"R)) - RU E,) fiir alle Minimum-Restriktionen der
Form 3<'R in T; und

1) U(B) CU(A)U B

Beweis: ,=“: Wir nehmen an, daf§ jeweils eine der Bedingungen 1.) — 4.) nicht gilt und
zeigen jeweils A [Z;p, 7 B.

Die Fille 1.), 2.) und 3.) behandelt man unter Verwendung von Lemma 6.43 und Satz
6.33 wie im Beweis zur Charakterisierung der Subsumtion bzgl. der gfp-Semantik (Satz
6.23).
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Den Fall, daf§ 4.) nicht gilt, behandelt man wie im Beweis von Satz 5.38. Statt Lemma
5.24 zu verwenden, wird Lemma 6.22 bzw. die Aussagen 8.) und 9.) von Seite 83 sowie
Lemma 6.43 benutzt. Aulerdem wird Satz 6.33 statt Satz 5.29 verwendet.

,<“: Es gelte die rechte Seite der Aquivalenzaussage. Wir nehmen A IZ; fp,r B an.
Damit existiert ein Ifp-Modell I zu T und ein Individuum dy € dom(I) mit dy € A" \ B'.
Wegen dy ¢ B! gelten also (P1), (P2), (P3) oder (P4) von Satz 6.33 bzgl. B, dy, T und I
nicht.

Die Félle (P1), (P2) und (P3) behandelt man mit Hilfe von Satz 6.33 und Lemma 6.41
wie im Beweis von Satz 6.23 (,<“).

Den Fall, daf (P4) nicht gilt, behandelt man mit Hilfe von Satz 6.33 und Lemma 6.41
wie im Beweis zu Satz 5.38. a

Zur Verallgemeinerung von Satz 6.44 auf ALN"-Terminologien vgl. Bemerkung 6.24.
Die Einschrinkung in Definition 6.40 auf die Sprache FLN" (ALN™) erlaubt die Cha-
rakterisierung der Mengen E4 und Eﬁ’w allein durch Ausschlufzustéinde.

Lemma 6.45.
Fiir eine FLN"-Terminologie T, den Semi-Automaten A7 ohne Worttransitionen und ein
Konzept A in T gilt:

1.) E4 ={W € ¥*; mit W erreicht man von A aus einen Ausschlufizustand};
2) Ei;’w = {W € £* U Z¥; mit W erreicht man von A aus einen Ausschlufzustand}.

Dabei ist ,einen Auschluizustand erreichen“ wie in Definition 5.14 definiert; ,, Ausschluf}-
zustand“ bezieht sich auf Definiton 6.37.

Beweis: zu 1.) ,C“: Sei W € E4, d.h.:

a) Es existiert ein endliches oder unendliches Wort o € U(A) sowie ein endliches Wort V/,
das Prifix von o und W ist, so dal a ab V von A gefordert wird. Ist « endlich, so sei
a=VRy R, € X* Es sei weiter F; := next.(A,VR;y---R;) fiir alle 0 <7 < m. Wegen
a € U(A) und « endlich existiert ein definiertes Konzept C, das auf einem e-Zyklus liegt, so
dal A,c,Ce,C,¢e,C,... ein unendlicher Pfad in Agr ist. Damit ist C' € F},, nach Lemma
2.5. Da a ab V von A gefordert wird, existieren Zahlenrestriktionen 32™i R;, m; > 1,
fiir alle 1 < ¢ < m mit 32™+ R, € F; fur alle 0 < 7 < m. Dies zeigt, da} Fj ein
Ausschlulzustand ist, der mit W von A aus erreichbar ist. Ist & nun das unendliche Wort
VRiRyR3 - -, so gilt fiir F; := next. (A, VR; --- R;) fiir alle ¢ > 0, dafl Zahlenrestriktionen
32Mi R, m; > 1, fiir alle 7 > 1 existieren mit 32™i+1 R, | € F; fiir alle i > 0. Daraus folgt
wiederum, dafl Fj ein Ausschluflzustand ist, der mit W von A aus erreichbar ist. Oder:
b) Es existiert ein Priifix V € ¥* von W sowie ein Wort V' € ¥*, und es existieren
widerspriichliche Zahlenrestriktionen 3>!R und 3<"R, [ > r, so daB VV' € L(A4,3>'R) N
L(A,3<"R) und VV’ ab V von A gefordert wird. Man zeigt nun dhnlich zu a) (Fall: «
endlich), dafl Fy Ausschluizustand ist.

,2“ Hssei W € ¥* ein Wort, mit dem man von A aus einen Ausschluflzustand erreicht,
d.h. es existiert ein Préfix V € £* von W, so dal Fyy := nezt.(A, V) ein AusschluBzustand
ist. Fiir Fp gilt also:

a) Es existiert ein w-Wort V! = Ri{RyR3--- € X¥, und es existieren Zustandsmengen
Fy,Fy, F3,... C @Q sowie Zahlenrestriktionen 32™ R;, m; > 1, fiir alle 7+ > 1 mit F; =
next(F;_1,R;),1 > 1,und 32™+' R,y € F;, 1 > 0. Damit wird V'V’ ab V von A gefordert,
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und wegen F; # () fiir alle 4 > 0 gilt nach Lemma 2.10: VV' € U(A). Also schlieft W das
Konzept A aus. Oder:
b) Es existiert ein endliches Wort V' = Ry --- R, € ¥*, und es existieren Zustandsmengen
Fy,...F, C Q sowie Zahlenrestriktionen 3™ R;, m; > 1, fiir alle 1 < ¢ < n mit F; =
nexte(Fj_1,R;), 1 <i < mn, und 3™+ R; 1 € F;,0 < i < n. Zu F, existieren auBlerdem
widerspriichliche Zahlenrestriktionen 3>'R, 3<"R, [ > r, mit 32'R,3<"R € F,,, oder es
existiert ein definiertes Konzept C, das auf einem e-Zyklus liegt, mit C' € F),. Damit wird
VV' ab V von A gefordert, und es ist VV’ € L(A,32'R) N L(A,3<"R) bzw. a = VV' €
U(A). Also wird A von W ausgeschlossen.

zu 2.) Wir haben an keiner Stelle im Beweis zu 1.) benutzt, dafi E4 nur endliche Worter

enthélt. Der Beweis zu Ei;’w kann deshalb analog gefithrt werden. O

Diese Charakterisierung der Menge F 4 ermoglicht die Entscheidung der Bedingungen 1.),
2.) und 3.) von Satz 6.44 wie fiir die gfp-Semantik mit Algorithmus 5.16 bzw. den modi-
fizierten Versionen (vgl. Seite 80). Dabei ist die Bedingung T5 ¢ {F C @Q; F' Ausschlu$-
zustand} bzgl. Definition 6.37 zu interpretieren. Algorithmus 6.38 zeigt, daff diese Bedin-
gung mit einem PSPACE-Algorithmus entscheidbar ist. Somit sind die Bedingungen 1.),
2.) und 3.) von Satz 6.44 durch einen PSPACE-Algorithmus entscheidbar. Die Charakteri-
sierung von Eﬁ; ., erlaubt es, Bedingung 4.) durch Algorithmus 5.41 zu entscheiden, wobei
wiederum fiir den AusschluBzustand Definition 6.37 zu wihlen ist. Da T} ¢{FCQF
Ausschlufizustand} mit einem PSPACE-Algorithmus getestet werden kann, ist Algorith-
mus 5.41 ein NPSPACE-Algorithmus.

Zusammen mit der Reduktion von ALN auf FLN" (linearer Aufwand, vgl. Korollar
6.3 und Satz 6.5) und der PSPACE-Vollstindigkeit des Subsumtionsproblems bzgl. der
Ifp-Semantik in FLy ([Baa96], Korollar 27) erhalten wir

Korollar 6.46.
Das Subsumtionsproblem bzgl. der lfp-Semantik in ALN (FLN) ist PSPACE-vollstéindig.
O



Kapitel 7

ALN-Schemata als spezielle
ALN -Terminologien

Gemifl [BDNS97] erfiillt eine Terminologie zwei Aufgaben: Zum einen werden ,primitiv
definierte” Konzepte und Rollen eingefithrt und zum anderen werden mit Hilfe dieser Kon-
zepte und Rollen definierte Konzepte eingefithrt. Angelehnt an (objekt-orientierte) Daten-
banken wird eine Terminologie deshalb in Schemadefinition und Viewdefinition (Sichten)
eingeteilt.

Die Schemadefinition erlaubt fiir die primitiv definierten Konzepte und Rollen die
Spezifizierung einfacher notwendiger Eigenschaften und Beziehungen', z.B. die Existenz
von Rollenfiillern und Subsumtionsbeziehungen fiir Konzepte sowie Bereichsbeschrankun-
gen fiir Rollen. Hier geht es nur darum, die méglichen Modelle der Terminologie einzu-
schrianken. Aus diesem Grund wird die Bedeutung eines Schemas auch bei Vorhandensein
zyklischer Definitionen durch die deskriptive Semantik definiert.

Analog zu Datenbankensichten dient die Viewdefinition der Einfithrung von Konzep-
ten mit Hilfe der Konzepte und Rollen des Schemas. Hier werden Konzepte — oft mit
einer im Vergleich zur Schemasprache ausdrucksstarkeren Sprache — durch Angabe von
hinreichenden und notwendigen Bedingungen definiert. Modelle des Schemas werden dabei
eindeutig durch Fixpunktsemantiken auf die Viewdefinition erweitert.

In diesem Kapitel werden wir uns mit Schemata beschéftigen. Diese bestehen aus ei-
ner endlichen Menge von Konzeptinklusionen und Rolleninklusionen. Der Unterschied zu
Terminologien ist also der, daf} statt Axiome (Konzeptdefinitionen) fiir Konzepte nur not-
wendige Bedingungen in Form von Konzeptinklusionen eingefiihrt werden sowie zusétzlich
Bereichsbeschrankungen fiir Rollen durch Rolleninklusionen angegeben werden kénnen.

Fiir den Wissensingenieur sind Giiltigkeit von Schemata und Subsumtion bzgl. Schema-
ta Standard-Inferenzdienste. In [BDNS97] wurden dazu spezielle (N)PSPACE-Entschei-
dungsalgorithmen angegeben. Wir werden in diesem Kapitel sehen, wie Giiltigkeit und
Subsumtion bzgl. Schemata auf Konsistenz und Subsumtion bzgl. Terminologien reduziert
werden konnen. Dadurch erhalten wir zusammen mit den bisherigen Ergebnissen dieser
Arbeit ebenfalls die erwihnten PSPACE-Resultate. Dabei 148t die hier betrachtete Sche-
masprache im Gegensatz zur Sprache in [BDNS97] beliebige Zahlenrestriktionen zu.

!Damit unterscheiden sich primitiv definierte Konzepte von primitiven Konzepten, da die Interpretation
primitiver Konzepte keinen Einschrénkungen unterliegt, die Interpretation primitiv definierter Konzepte
jedoch bereits bestimmte Eigenschaften besitzen muf}, um die in der Schemadefinition formulierten (not-
wendigen) Bedingungen zu erfiillen.

95
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Fiir ,,schwach-azyklische* ALN-Schemata und -Terminologien erhalten wir zusétzlich,
dafl Konsistenz und Giiltigkeit co-NP-Probleme sind. Die Reduktion liefert aulerdem, un-
ter Verwendung von Resultaten aus [BDNS97], co-NP-Hirte fiir Konsistenz und Giiltig-
keit bzgl. ALN-Schemata und -Terminologien; insgesamt folgt fiir ,,schwach-azyklische“
ALN-Schemata und -Terminologien also die co-NP-Vollstéindigkeit der Konsistenz und
der Giiltigkeit.

Im nichsten Abschnitt werden wir eine ALN -basierte Schemasprache einfiihren. Es
zeigt sich, daf§ diese mit der Schemasprache aus [BDNS97] bis auf die Einbindung beliebiger
Zahlenrestriktionen iibereinstimmt. Die angesprochene Reduktion wird im Abschnitt 7.2
behandelt.

7.1 ALN-Schemata

ALN-Schemata erlauben Konzeptinklusionen zwischen ALN-Konzepttermen sowie ein-
fache Rolleninklusionen. Wir werden sehen, dafl Konzeptinklusionen mit ,,flachen“ Kon-
zepttermen fiir die Inferenzprobleme Konsistenz, (lokale) Giiltigkeit und Subsumtion aus-
reichend sind.

Definition 7.1 (ALN-, SLN- und SLy;s-Schemata).

Syntax:

Ein ALN -Schema S besteht aus einer endlichen Menge von (S-)Inklusionsaziomen. In-
klusionsaxiome konnen (S-)Konzeptinklusionen oder (S-)Rolleninklusionen sein.

Eine Konzeptinklusion hat die Form A T D mit einem Konzeptnamen A € N¢ (zu
N¢ vgl. Definition 3.1) und einem ALN-Konzeptterm D. Existiert zu einem Konzeptna-
men A eine S-Konzeptinklusion mit A als linker Seite, so heifit A definiertes (S-)Konzept.
Fiir S wird gefordert, daf alle Konzepte aus N¢, die in S vorkommen, definierte Konzep-
te sind. Die Konzepte aus Np (zu Np vgl. Definition 3.1), die in S vorkommen, heifien
primitive (S-)Konzepte.

Rolleninklusionen haben die Form R T A X B mit einem Rollennamen R und (primi-
tiven oder definierten) Konzepten A und B. Wie bei Konzepten spricht man von primitiven
und definierten (S-)Rollen.

Anders als bei Terminologien sind zu einem Konzeptnamen bzw. Rollennamen mehrere
Inklusionsaxiome erlaubt.

SLN -Schemata enthalten wie ALN-Schemata Rolleninklusionen. Als Konzeptterme
auf der rechten Seite von Konzeptinklusionen sind anders als bei ALN-Schemata nur
Zahlenrestriktionen, primitive Negation, (primitive und definierte) Konzepte sowie Werte-
restriktionen der Form VR.B, R Rollenname und B (primitives oder definiertes) Konzept,
zugelassen.

SLyis-Schemata sind wie SLN-Schemata definiert, nur daf§ diese ausschliefflich Zahlen-
restriktionen der Form 32' R und 3<!'R enthalten diirfen. Neben der primitiven Negation
sind jedoch auBlerdem Konzeptterme der Form —B fiir ein definiertes Konzept B zugelas-
sen.

Semantik:

Eine Interpretation I zu einem ALN- (SLN- , SLgyis-)Schema ist wie in Definition 3.4
definiert. Sie erfiillt die Konzeptinklusion A T D, falls AT C D! gilt. Entsprechend ist die
Rolleninklusion R C A x B erfiillt, falls R C A’ x B’ gilt. Eine Interpretation ist Modell
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von S (S-Modell) genau dann, wenn sie alle S-Inklusionsaxiome erfiillt. Die Semantik von
S ist durch die deskriptive Semantik gegeben, d.h. durch die Menge aller S-Modelle.

Ein Konzept A heifit bzgl. S konsistent (S-konsistent), falls ein S-Modell I mit A’ # ()
existiert. Wir nennen S giiltig, falls ein S-Modell I existiert, so daf} fiir alle Konzepte A in
S gilt: AT # (). Dagegen heifit S lokal-giiltig, falls fiir jedes Konzept A in S ein S-Modell
I, existiert mit A4 # (. Das Konzept A wird von B bzgl. S subsumiert (S-subsumiert,
i.Z. A Cg B) genau dann, wenn A’ C B fiir alle S-Modelle I gilt. &

Wir betrachten zuniichst ein Beispiel fiir ein ALN-Schema, das einen Ausschnitt aus einer
Wissensbank zur Personalverwaltung darstellt:

Beispiel 7.2.

S:2

Angestellter T 32!gehalt
Angestellter T 3<'gehalt
Angestellter T 3>'chef

Manager C Angestellter

Manager C Vgehalt.HohesGehalt
HohesGehalt T Gehalt

gehalt C  Angestellter x Gehalt
chef LT Angestellter x Manager

<&

Um die Giiltigkeit eines Schemas zu entscheiden, reicht die Entscheidung der Konsistenz
der einzelnen Konzepte des Schemas. Wir zeigen dazu:

Satz 7.3.
Sind I; und I (bel.) Modelle des ALN-Schemas S mit disjunkten Doménen, so existiert
ein S-Modell I, so daB fiir alle ALN-Konzeptterme D gilt: DT = DI1(UD2.

Beweis: Wir definieren I als Vereinigung von I; und I, d.h.: CT := C't U C" fiir alle
Konzepte C' in S; R := R!' U R fiir alle Rollen R in S. Ist D ein ALN-Konzeptterm,
so zeigt man leicht per Induktion iiber den Aufbau von Konzepttermen, da (*) D! =
DIUD! gilt.
Es bleibt zu zeigen, dal I S-Modell ist. Ist C T D eine S-Konzeptinklusion, so gilt
(%) I,,I> S-Modelle (%)
cl=chuc’ C DU D™ = D' Somit erfiillt I alle S-Konzeptinklusionen.

X 11,13 S-Modelle 7 7
Fiir eine S-Rolleninklusion R C A; x A, ist R = RIWUR!: C Al x Al U

A x Ap2 € (AtuAl2) x (AlruAlz) = AT x AyT. Also erfiillt T auch die S-Rolleninklu-
sionen. Dies zeigt, dafl I S-Modell ist. O

Dies fiihrt zu folgendem Korollar, welches die Reduktion der Giiltigkeit eines Schemas auf
die Konsistenz von Konzepten einer Terminologie ermdoglichen wird (Abschnitt 7.2).

2angelehnt an ein Beispiel aus [BDNS97]
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Korollar 7.4.
Fiir ein ALN-Schema S gilt: S ist giiltig gdw. S lokal-giiltig ist.

Beweis: ,=-“: trivial.

,<=": Es sei S lokal-giiltig und A4, ..., A, seien alle Konzepte in S. Zu jedem Konzept
A, 1 < ¢ < n,in § existiert somit ein S-Modell I4, mit AfA" # (. Wir koénnen o.E.
annehmen, dafl die Doménen dieser Modelle paarweise disjunkt sind. Per Induktion iiber
n und mit Satz 7.3 zeigt man nun leicht die Existenz eines S-Modells I mit A! # 0 fiir
alle 1 < i < n. Damit ist die Giiltigkeit von S gezeigt. |

Wir zeigen im folgenden, dal ALN-Schemata bis auf die Verwendung (beliebiger) Zah-
lenrestriktionen in einem nun zu spezifizierendem Sinn mit den in [BDNS97| definierten
SL4s-Schemata iibereinstimmen.

Ein Schema, S’ verhiilt sich bzgl. Konsistenz, (lokaler) Giiltigkeit und Subsumtion wie
ein Schema S, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1.) Fiir alle S-Konzepte A gilt: A ist S-konsistent gdw. A ist S’-konsistent; und

2.) S ist lokal-giiltig gdw. zu jedem Konzept A aus S ein S’-Modell I4 existiert mit
Alr £ (: und

3.) S ist giiltig gdw. ein S’-Modell I existiert mit A’ # { fiir alle Konzepte A aus S;
und

4.) fiir alle S-Konzepte A, B gilt: A Cg B gdw. A Cg B.

Offensichtlich folgt aus 1.) die Eigenschaft 2.) und daraus zusammen mit Satz 7.3 die
Eigenschaft 3.).

Wir reduzieren nun ALN-Schemata schrittweise auf SLN-Schemata, so dafl die Ei-
genschaften 1.) — 4.) jeweils erhalten bleiben.

Gemif Seite 28 kann jeder ALN-Konzeptterm fquivalent als Konjunktion von Ter-
men der Form VW .D geschrieben werden, wobei W ein endliches Wort iiber der Menge der
Rollennamen ist (fiir W = e bezeichnet VIWW.D den Term D) und D ein Konzeptname, eine
primitive Negation oder eine Zahlenrestriktion. Sind Dy, ..., D,, ALN-Konzeptterme, so
erfiillt eine Interpretation die Konzeptinklusion A & Dy M---M D, gdw. sie die Inklu-
sionen A C Dy,...,A C D, erfiillt. Damit kann (mit linearem Aufwand) jedes ALN-
Schema S in ein dquivalentes Schema S’ iiberfiihrt werden, in dem jede rechte Seite einer
Konzeptinklusion die genannte Form VW.D aufweist. Da S’ dquivalent zu S ist, d.h. S
und S’ besitzen dieselben Modelle, gelten insbesondere die Eigenschaften 1.) — 4.).

Mit Hilfe des folgenden Lemmas reduzieren wir S’ nun weiter, so dafi die Konzept-
inklusionen von der Form sind: A C VR.B oder A T D fiir A und B Konzeptnamen,
R Rollenname sowie D Konzeptname, primitive Negation oder Zahlenrestriktion. Wir
reduzieren S’ also zu einem SLN-Schema.

Lemma 7.5.
Essei A T VRW.D eine Konzeptinklusion mit A, R, W und D wie oben definiert (W = ¢
ist dabei zugelassen). Auflerdem sei A; ein neuer Konzeptname. Dann gilt:

1.) Erfiillt eine Interpretation I die Konzeptinklusion A T VRW.D, so erfiillt sie mit
A{ := (VW.D)! auch die Konzeptinklusionen A T VR.A; und A; T VW.D. (Be-
achte, da Al o.E. wie oben definiert werden kann, da A; ein neues Konzept ist.)
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2.) Erfiillt eine Interpretation I die Konzeptinklusion A © VR.A; und A; T VW.D,
so erfiillt sie auch A T VRW.D.

Beweis: zu 1.) Die Interpretation I erfiillt nach Definition die Konzeptinklusion A; C

VW.D. Nach Voraussetzung ist AT C (VRW.D)!, also AT C (VRW.D)! Def.1 (VR.Ap)!.
zu 2.) Ist d € A, so gilt wegen AT C (VR.A;)! die Inklusion R'(d) C Al. Aus A!
(YW .D)! folgt dann R!(d) C (VW.D)!; damit ist d € (VR.YW.D)! = (VRW.D)!. O

N

Wird in einem Schema S die Konzeptinklusion A C VRW.D durch die Konzeptinklu-
sionen A C VR.A; und Ay T VW.D fiir ein neues Konzept A; ersetzt, so gilt, dafl das
dadurch erhaltene Schema S’ die Eigenschaften 1.) — 4.) bzgl. S erfiillt. Denn nach Lemma
7.5 kann zu jedem S-Modell I ein S’-Modell I’ angeben werden, welches auf den Konzepten
und Rollen von S mit I iibereinstimmt; umgekehrt ist jedes S’-Modell I auch Modell von S.
Durch Tteration der Transformation aus Lemma 7.5 erhiilt man ein SLN-Schema. Damit
gilt

Korollar 7.6.
Zu jedem ALN-Schema S existiert ein SLN-Schema S’, das aus S mit linearem Aufwand
gewonnen werden kann, so daf} die Eigenschaften 1.) bis 4.) von Seite 98 erfiillt sind. O

Werden in SLN-Schemata auch Konzeptinklusionen der Form A E —B mit definiertem
Konzept B zugelassen, so nimmt dadurch die Ausdrucksstéirke nicht zu. Durch A C —-B
wird lediglich ausgedriickt, dafy die Konzepte A und B disjunkt sind. Dies 148t sich auch
durch Einfithrung eines neuen (primitiven) Konzeptes Pg mit Hilfe der primitiven Negati-
on beschreiben. Dazu wird die Inklusion A T —B durch die Inklusionen A T —Pg und
B C Ppg ersetzt. Es sei nun S ein Schema, das die Konzeptinklusion A C —B enthélt
und S’ das aus S durch obige Ersetzung gewonnene Schema. Definiert man Pé = BI
fiir ein S-Modell I (Beachte: Pp ist neues Konzept), so ist I auch S’-Modell. Umgekehrt
ist ein Modell von S’ auch S-Modell. Denn mit BY C P} gilt (-=B)! D (=Pg)!, woraus
mit A’ C (=Pg)! die Inklusion A’ C (=B)’ folgt. Bzgl. der Behandlung von Konsistenz,
(lokaler) Giiltigkeit und Subsumtion kann man sich also auf die primitive Negation be-
schrinken.

Die in [BDNS97] eingefithrten SLy;s-Schemata sind demnach nicht ausdrucksstérker
als SLN -Schemata.

Im folgenden Abschnitt werden wir fiir SLAN-Schemata die angesprochene Reduk-
tion der Konsistenz, der (lokalen) Giiltigkeit und der Subsumtion bzgl. Schemata auf
entsprechende Probleme bzgl. Terminologien angeben. Die daraus gewonnenen Komple-
xitdtsaussagen fiir die jeweiligen Entscheidungsprobleme gelten mit der hier angegebenen
Normalisierung auch fiir ALN-Schemata bzw. SL4;s-Schemata, da die Normalisierung nur
linearen Aufwand benotigt.

7.2 Reduktion von Schemata auf Terminologien

Wir werden in diesem Abschnitt die Entscheidungsprobleme Konsistenz, (lokale) Giiltig-
keit sowie Subsumtion fiir SLN-Schemata S auf entsprechende Probleme fiir ALN -Termi-
nologien T's reduzieren. Diese Reduktion ermoglicht dann die bisherigen Ergebnisse dieser
Arbeit zur Komplexitit der Inkonsistenz und der Subsumtion auf Schemata zu iibertragen.
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Konkret erhalten wir die bereits zu Beginn dieses Kapitels genannten Komplexitéitsresul-
tate. Zudem stellt die Reduktion den Unterschied der Inferenz bzgl. Schemata auf der
einen und bzgl. Terminologien auf der anderen Seite heraus.

7.2.1 Die Terminologie T

Bevor wir zum SLN-Schema S die ALN-Terminologie Ts definieren, transformieren wir
S in ein Schema S’ ohne Rolleninklusionen, so daf} die Eigenschaften 1.) bis 4.) von Seite
98 gelten:

Sind A, B Konzepte und R ein Rollenname in S, so enthalte S” alle Konzeptinklusionen der
Form A C B,A C =B, A C VR.B sowie A T 3<"R aus S. Es ist zu beachten, daf}
nach Definition der SLN -Schemata fiir eine Inklusion der Form A = —B, das Konzept B
ein primitives Konzept in S ist. Sind A, B Konzepte in S und R ein Rollenname in S, so
enthalte S’ auflerdem diejenigen Konzeptinklusionen der Form A T 32" R, n > 1, fiir die
keine Rolleninklusionen zu R, d.h. Inklusionen der Form R E C; x (o, in S existieren.
Fiir Inklusionen A C 32"R,n > 1, und R C C; x Cy in S enthalte S’ die Konzeptink-
lusion A C F2"R M VR.Cy N 4. Das Schema S’ enthalte neben den hier aufgefiithrten
Konzeptinklusionen sonst keine Inklusionen, insbesondere keine Rolleninklusionen.?

Die Konstruktion von S’ zeigt, dafl nicht alle Informationen von S in S’ explizit aus-
gedriickt werden. So wird z.B. in der S’-Konzeptinklusion A T VR.B zur S-Inklusion
A C VR.B eine S-Rolleninklusion R C C; x Cy nicht beriicksichtigt. Man wiirde in S’
vielleicht die Konzeptinklusion A T VR.B MVR.Co M (3X°R U (32'R N C})) erwarten.
Fiir ein Individuum d in A impliziert die Rolleninklusion R T (7 x Cy namlich, daf} al-
le R-Nachfolger von d in C5 liegen miissen und auflerdem d keinen R-Nachfolger besitzt
oder in C enthalten ist. Die Disjunktion (L) ist fiir ALN-Schemata jedoch nicht erlaubt.
AuBerdem zeigt sich, daf die in S’ eingefithrten Konzeptinklusionen ausreichend sind, die
Eigenschaften 1.) — 4.) zu erfiillen.

Wir werden als niichstes mit S’ die Terminologie T's definieren und an T (statt an S”)
nachweisen, daf§ die Eigenschaften 1.) — 4.) in bezug auf Ts erhalten bleiben.

Definition 7.7 (Terminologie Ts zum Schema S5).

Es sei S ein SLN-Schema und das Schema S’ wie oben aus S konstruiert. Zu jedem
definierten Konzept A aus S (S') enthilt Ts ein Axiom, welches man wie folgt erhilt:

Es seien A C Cy,...,A C (), alle Konzeptinklusionen in S’ zum (definierten) Konzept
A. Es sei A ein neues (primitives) Konzept. Das Axiom zu A in T ist dann folgendermafien
definiert: A= AN CyMN---M1C). O

Offensichtlich kann T mit linearem Aufwand aus S gewonnen werden.

Man hétte in Definition 7.7 statt ein Axiom der Form A = A M- -- mit neuem primiti-
ven Konzept A einzufiihren, auch A = A M- - setzen kénnen. Die Aussagen zur Subsum-
tion miiften dann aber auf die deskriptive Semantik beschrinkt werden. Die in Definition
7.7 angegebene Variante erlaubt dagegen auch Aussagen zur gfp-Semantik.

Bevor wir die Eigenschaften von T genauer untersuchen, betrachten wir die Termino-
logie T's fiir das Schema aus Beispiel 7.2.

3Es sei bemerkt, dal S’ kein SLN-Schema ist, da die letztgenannten Konzeptinklusionen Konzeptkon-
junktionen enthalten. Fiir eine derartige Konzeptinklusion kénnten auch alternativ drei Konzeptinklusionen
eingefiihrt werden, womit man wieder ein SLN-Schema erhalten wiirde.
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Beispiel 7.8 (Fortsetzung von Beispiel 7.2).
Das Schema, S aus Beispiel 7.2 ist bereits ein SLN-Schema. Die Terminologie T's lautet
wie folgt:

Angestellter = Angestellter [ 3>!gehalt M Vgehalt.Gehalt M Angestellter M
J<'gehalt M 3>'chef M Vchef.Manager M Angestellter
Manager = Manager M Angestellter M Vgehalt.HohesGehalt

HohesGehalt = HohesGehalt M Gehalt

Bevor wir S und Ts bzgl. Konsistenz untersuchen zeigen wir folgende Hilfsaussage:

Lemma 7.9.

Es sei T eine ALN-Terminologie sowie Ar der zugehorige Semi-Automat, und es seien A
und B Konzepte in T'. Weiter sei W ein Wort mit W € L 4, (A, B) sowie I ein Modell von
T. Fiir die Individuen d, e € dom(I) gelte dW'e und d € A’. Dann ist e € B'.

Beweis: Es sei A = By,Uy,By,Us, ..., Uy, By,11 = B ein Pfad mit Label W = Uy --- U,
von A nach B, so daf} (B;,U;, B;11) fiir alle 1 <4 < n Transitionen in Ay sind. Wir zeigen
die Behauptung per Induktion iiber die Linge n des Pfades.
Induktionsanfang (n=0): Es ist A = B sowie W = £ und somit d = e wegen dW'e. Aus
d € Al folgt also e € B.

Induktionsschritt: Wegen dW'e existiert ein f € dom(I) mit dU{ f(Us---Uyy1)’e.

Das Axiom zu A hat die Form A = ---T1 VYU;.Bs M- --. Da I Modell von T ist, mufl wegen
d € A" und dU] f das Individuum f in B] enthalten sein. Nach Induktionsvoraussetzung
ist damit e € BY. O

Im nichsten Satz zeigen wir nun, dafl die Konsistenz/Inkonsistenz von Konzepten aus S
in T erhalten bleibt (Eigenschaft 1.), Seite 98).

Satz 7.10 (Konsistenz).

Es sei S ein SLN-Schema und T die geméf Definition 7.7 zugehérige ALN-Terminologie.
Fiir alle Konzepte A aus S gilt: A ist S-konsistent gdw. A ist Ts-konsistent bzgl. der gfp-
Semantik.

Beweis: ,=“: Es sei A ein S-konsistentes S-Konzept, d.h. es existiert ein S-Modell I mit
AT #£ (. Wir definieren ein gfp-Modell T zu T's mit A’ # (. Durch T werden dabei alle Kon-
zepte und Rollen aus S wie durch I interpretiert. Zusétzlich wird das zu einem definierten
Konzept B aus Ts gehorende primitive Konzept B durch B = B! interpretiert.
Behauptung: T ist ein gfp-Modell von T mit AT # (.
Denn: Um zu zeigen, daf I ein Modell von Ty ist, geniigt es zu zeigen, daB jede S’-Konzept-
inklusion B C C (vgl. Seite 100) bzgl. T erfiillt ist (*). Ist nimlich B = B Cy M---M Cp,
das Axiom zu B in Ts, wobei B C Cj, 1 < i < n, die S’-Konzeptinklusionen von B sind,
so gilt wegen B' = BT die Inklusion (BnCyn--- 1 Cyp)' € BL. Umgekehrt ist wegen
B' = BT und BT € €7 (nach (%)) auch BTC (B¢, n--- N Cy)T.

Wir zeigen (*): Es sei B C C' eine S’-Konzeptinklusion. Ist B C C auch eine S-
Konzeptinklusion, so gilt nach Definition von T, und da I ein S-Modell ist, direkt B! C C'.
Ist B C C keine Konzeptinklusion in S, so ist C = 32"R M VR.Co 1M Cy, n > 1. In S sind
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also die Inklusionsaxiome B C I2"Rund R T Cj X 02_ entha_lten. Wegen R = R sowie
Cl = ¢ und C§ = €4 gilt B € (3*>"R)! und R! C ¢! x Cy!. Damit ist (3>"R)! C C]
(beachte: n > 1) und (VR.Cy)! = dom(I), woraus insgesamt B! C C! folgt. Dies zeigt,
daBl T Modell von Ty ist.

Wir zeigen nun, dafi T sogar gfp-Modell von Ts ist. Es sei dazu I’ ein Modell von
Ts, so daf§ die primitiven Interpretationen zu I' und 1 iibereinstimmen. Wegen B = EF,
BT =B und B" C B (I’ exfiillt B = B - --) gilt BT C BY fiir alle definierten Konzepte
B. Also ist I ein gfp-Modell von Ts. B

Wegen A’ # () und AT = A’ folgt weiter A’ # (). Damit ist die Behauptung gezeigt,
und es folgt fiir die gfp-Semantik die Tg-Konsistenz von A.

»,<=": Es sei A ein Konzept in S, das bzgl. T's und der gfp-Semantik konsistent ist. Wir
zeigen die Existenz eines Modells T von S mit A7 # (). Da A konsistent bzgl. T ist, existiert
nach Bemerkung 6.12 das kanonische gfp-Modell I = I(A,dpy) zu A und Individuum dy
mit dy € A’. Die zugehérige primitive Interpretation werde wiederum mit J = J(A, dp)
bezeichnet.

Behauptung: [ ist Modell von S.

Denn: Es sei B C C (C # 3*°R) eine Konzeptinklusion in S. Das Axiom zu B in Ts hat
die Form B =B M---MN C M---. Da I dieses Axiom erfiillt, ist B C CT. Ist C = 32°R, so
gilt wegen C7 = dom(I) ebenfalls B! C C'. Dies zeigt, daf I alle S-Konzeptinklusionen
erfiillt.

Es sei nun R C C; x Cy eine Rolleninklusion in S und (d,e) € R! fiir Individu-
en d,e. Es ist (d,e) € C1f x Cy! zu zeigen. Nach Lemma 6.11, 1.) existiert zu d ein-
deutig ein von A gefordertes Wort W mit doW”’d. Aus Lemma 6.11, 1.) folgt wegen
dyW’dR’e ebenfalls, daB das Wort WR von A gefordert wird; insbesondere gilt also
W € La,, (A,32"R) fiir ein n > 1. Nach Definition von T tritt 32"R in einem Axi-
om nur in der Form ---M 32"R M--- auf. Demnach existiert ein definiertes Konzept C
in Tg, so dal A,W,C,e,32"R ein Pfad mit Label W in Ap, ist. Das Axiom zu C hat
die Form C = C M---M 32"R M- --. Nach Definition von T ist dann C T 3>"R eine S-
Konzeptinklusion. Da R £ (7 x Cy eine S-Rolleninklusion ist, gilt fiir das Axiom zu C'
genauer: C' = C M---M "R N VYR.Co M Cy M---. Lemma 7.9 liefert d € C{ wegen dgW'd
und W € Ly (A,Ch). Aus do(WR) e und WR € L ar (A, C) folgt mit Lemma 7.9 au-

Berdem e € C4. Damit ist (d,e) € C1f x Cy!. Dies zeigt, da I die S-Rolleninklusionen
erfiillt. Damit ist I Modell von S, also ist die Behauptung bewiesen.
Zusammen mit dy € A’ folgt aus der Behauptung die Konsistenz von A bzgl. . O

Der Beweis von Satz 7.10 macht deutlich, dafl ein Modell I von S leicht zu einem Tg-
Modell erweitert werden kann, so dafy die gemeinsamen Konzepte von S und T identisch
interpretiert werden. Der Beweis von rechts nach links in Satz 7.10 benutzt, dafl zu einem
Individuum d € dom(I) nur dann ein R-Nachfolger existieren muf}, falls er explizit gefor-
dert wird. Die Uberfithrung der Inklusionen A T 32"R, n > 1, und R T C; x Cy von
Schema S in die Konzeptinklusion A T 32"R M VR.Cy M C; beriicksichtigt damit die
Eigenschaften, die von der Rolleninklusion gefordert werden. Es ist deshalb nicht notig,
die Rolleninklusionen selbst in S’ aufzunehmen.

Satz 7.10 gilt genauso, wenn statt der gfp-Semantik die deskriptive Semantik zugrunde
gelegt wird (vgl. Lemma 5.20). Der Satz gilt ebenfalls, wenn statt der Axiome A = A M- --
Axiome der Form A = AM--- in Ty gewihlt werden. Die Richtung ,<* des Beweisen
wird sowohl fiir die gfp- als auch fiir die deskriptive Semantik analog zum vorgestellten
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Beweis gefiihrt. In der Richtung von links nach rechts zeigt man fiir das S-Modell I
direkt, dafl I Modell von T ist, d.h. man weist statt der Behauptung im obigen Beweis
die folgende Behauptung nach: (*) I ist Modell von Ts (A" # @ gilt nach Voraussetzung).
Fiir die deskriptive Semantik ist der Beweis damit abgeschlossen. Da i. allg. nicht gilt:
I ist gfp-Modell von Ty, kann fiir die gfp-Semantik der Beweis auf diesem Wege nicht
gefiihrt werden. Jedoch folgt die nachzuweisende Konsistenz des Ts-Konzeptes A fiir die
gfp-Semantik aus (*), d.h. der Konsistenz bzgl. der deskriptiven Semantik, und Lemma
5.20.

Da nach Korollar 7.4 die Giiltigkeit und die lokale Giiltigkeit eines Schemas iiberein-
stimmen, folgt mit Satz 7.10 das

Korollar 7.11 (Giiltigkeit).
Mit den Bezeichnungen aus Satz 7.10 gilt: S ist giiltig gdw. alle S-Konzepte bzgl. T's und
(der deskriptiven Semantik bzw.) der gfp-Semantik konsistent sind. 0

In Kapitel 6.2 wurde gezeigt, dafl Inkonsistenz, und damit Konsistenz, eines Konzeptes
mit polynomialem Platzaufwand entscheidbar sind. Satz 7.10 und Korollar 7.11 implizieren
somit, dafl sowohl Konsistenz als auch Giiltigkeit fiir SLN-(ALN-, SLy;s-)Schemata mit
einem PSPACE-Algorithmus entscheidbar sind.

In [BDNS97] wurde nachgewiesen, daf§ das Giiltigkeitsproblem fiir SL4;s-Schemata in
PSPACE enthalten ist. Um die Unerfiillbarkeit des Konzeptterms A; M---M A, bzgl.
eines SLy-Schemas S zu zeigen, wurde ein Graph Gg definiert, so dafl der Konzeptterm
Ay M---1M A, genau dann inkonsistent ist, wenn vom Gg-Knoten {A;, ..., A, } aus ein Pfad
zu einem sogenannten Konfliktknoten existiert. Um die Inkonsistenz des Konzeptterms
A; M---M A, bzgl. der Terminologie Ts zu testen, ist nach Satz 6.15 zu entscheiden, ob
e-closure({A1,...,An}) ein AusschluB8zustand ist. Algorithmus 6.14 berechnet dazu nicht-
deterministisch eine Folge von Mengen, bis eine Menge erreicht wird, die widerspriichliche
Zahlenrestriktionen bzw. ein Paar bestehend aus P und —P fiir ein primitives Konzept P
enthilt. Eine derartige Menge entspricht einem Konfliktknoten im Graphen Gg. Es zeigt
sich, dal Algorithmus 6.14 im wesentlichen einen Teil des Graphen Gg durchliuft. Damit
wird die Inkonsistenz fiir Schemata und die fiir Terminologien algorithmisch auf &hnliche
Weise behandelt.

In [BDNS97] wurde die co-NP-Hirte der Giiltigkeit von SLg4;s-Schemata gezeigt. Satz
7.10 erlaubt damit, die co-NP-Hirte der Konsistenz fiir ALN - (F LN -)Terminologien zu
zeigen, und somit die Aussage des Satzes 6.17. Dazu benutzen wir, daf} ein Problem (hier
die Konsistenz) genau dann co-NP-hart ist, wenn das komplementiare Problem (hier die
Inkonsistenz) NP-hart ist.

Beweis von Satz 6.17: Nach [DHL192] ist die Konsistenz (Erfiillbarkeit) sogenannter
eingeschriinkter ALE-Konzeptterme co-NP-vollstéindig?. In [BDNS97], Lemma 4.5 wird
gezeigt, dafl zu jedem eingeschrinkten ALE-Konzeptterm C ein SL4s-Schema S¢ existiert,
so daf folgende Aussage gilt:

Sc ist giiltig gdw. C konsistent ist. (7.1)

Damit ist die Konsistenz von eingeschriankten ALE-Konzepttermen auf die Giiltigkeit von
Schemata polynomial reduziert worden, also die co-NP-Hérte der Giiltigkeit gezeigt.

‘Da der Beweis aus [BDNS97] zur co-NP-Hirte der Giiltigkeit hier nur skizziert wird, ist die genaue
Kenntnis von eingeschrankten ALE-Konzepttermen an dieser Stelle nicht wichtig, weshalb hier auf eine
formale Definition verzichtet wird.
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Die Beweisidee zu (7.1), ,=*“ ist die folgende: In S¢ wird fiir jedes Teilkonzept D von
C' ein Konzeptterm Ap eingefiihrt. Ein (beliebiges) Modell I von S¢ wird (auf bestimmte
Weise) zu einer Interpretation (diese sei auch mit I bezeichnet) von C erweitert. Man zeigt
nun per Induktion iiber den Termaufbau, da (+) AL C D! fiir alle Teilterme D von C
gilt. Ist aufferdem I nicht nur Sc-Modell, sondern liefert I aulerdem die Giiltigkeit von
Sc, d.h. die Extensionen aller Konzepte aus S¢ werden bzgl. I ungleich der leeren Menge
interpretiert, so gilt insbesondere AL # . Dies impliziert aber C7 # () wegen AL C C7,
also die Konsistenz von C.

Da (+) allein mit der Voraussetzung nachgewiesen werden kann, daf§ I ein Sc-Modell
ist, gentigt fiir die Konsistenz von C die S¢-Konsistenz von Ac. Man iiberzeugt sich in
der Tat leicht, daf} die Giiltigkeit von S¢ nicht gefordert werden mufl. Es gilt also: Ist A¢
Sc-konsistent, so ist C' konsistent.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt ebenfalls, denn: Ist C' konsistent, so impliziert (7.1)
die Giiltigkeit von S¢; insbesondere ist demnach A konsistent.

Dies zeigt insgesamt:

Ac ist Sc-konsistent gdw. C konsistent ist. (7.2)

Nach Satz 7.10 ist die linke Seite dieser Aquivalenzaussage gleichbedeutend damit, dal A
konsistent bzgl. der zu S¢ gehdrenden ALN-Terminologie T's,, und der gfp- bzw. der de-
skriptiven Semantik ist. Nun ist nach Definition von S¢ (vgl. [BDNS97]) und Konstruktion
von T, die Terminologie Ts, sogar azyklisch. Damit stimmen gfp-, 1fp- und deskriptive
Semantik fiir Ts,, iiberein. Das Konzept A in Ty, ist also genau dann bzgl. der gfp- und
der deskriptiven Semantik konsistent, wenn es bzgl. der 1fp-Semantik konsistent ist.
Damit ist die Konsistenz von C fiir alle drei Semantiken auf die Konsistenz von Aq
bzgl. der Terminologie T, reduziert. Dies schliefit den Beweis zu Satz 6.17 ab. a

Die co-NP-Hirte gilt wegen (7.1) auch fiir die Giiltigkeit und wegen (7.2) auch fiir die
Konsistenz von ALN-(bzw. SLN-)Schemata.

Nachdem wir uns davon iiberzeugt haben, daf sich T's bzgl. der Konsistenz (Eigenschaft
1.), Seite 98) und der (lokalen) Giiltigkeit (Eigenschaft 2.) bzw. 3.)) auf den Konzepten
von S wie S verhilt, betrachten wir im folgenden Satz die Subsumtion (Eigenschaft 4.)).

Satz 7.12 (Subsumtion).
Es sei S ein SLN-Schema und Ty die zugehorige ALN -Terminologie. Fiir alle Konzepte
A, B aus S gilt: ACg B gdw. ACrpy B (gdw. A Cypp g B).

Beweis: ,,<“: Gilt A Lg B, so existiert ein Modell I von S und ein Individuum d mit d €
AT\ B, Es sei T wie im Beweis zu Satz 7.10 (,,<*) definiert. Damit ist T ein (gfp-)Modell
von Ty, in dem die Konzepte aus S wie in I interpretiert werden. Also gilt d € A! \ BI
und somit A Z7y B (bzw. A Zysp 15 B).

»=%: Gilt A L7y B (baw. A Zypp s B), so existiert ein (gfp-)Modell I von Ts und ein
Individuum d mit d € A’ \ B'. Wir definieren nun ein S-Modell I, so da8 d € A" \ B”
gilt und damit A Zg B:
dom(I') := dom(I); C" := C' fiir alle Konzepte C in S; ist R ein S-Rollenname und
sind R T C} xC3},...,R T Cp x C% alle S-Rolleninklusionen zu R, so sei R' := R n
(chH x @ehHyn---n(cm’ x (€)' (fiir n = 0 ist R = RT).

Nach Definition von I’ sind die Rolleninklusionen von S bzgl. I' erfiillt.
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Fiir eine S-Konzeptinklusion C C D (bzw. C C —D) mit Konzepten C und D hat
das Axiom zu C in Ts die Form C =C M---nN D M-+ (bzw. C =C M---M =D M--+).
Da I Modell von Ty ist sowie C'' = C' und D" = D' gilt, folgt C"' € D" (und wegen
dom(I') = dom(I) auch CT" C (=D)!"). Die Konzeptinklusion C T D (bzw. C C -D)
ist bzgl. I' also erfiillt.

Ist C T VR.D eine S-Konzeptinklusion, so gilt wegen R C R und D!’ = D! die In-
klusion (VR.D)' C (VR.D)". Weiter hat das Axiom zu C in Ts die Form ¢ = C M---N
VR.D M---. Demnach gilt C7 C (VR.D)'. Dies liefert zusammen mit ¢! = C7 die In-
klusion CT" C (VR.D)T'. Entsprechend zeigt man wegen RI' C R!, daB I' die Inklusion
C C 3I"R aus S erfiillt.

Eine Konzeptinklusion ¢ = 32°R in S wird von I" wegen (32°R)!" = dom(I') trivial
erfiillt.

Ist C C 3>"R,n > 1, eine S-Konzeptinklusionundsind R C C} x Ci,...,.R C CI"
x CI" die S-Rolleninklusionen zu R, so ist das Axiom zu C in T von der Form C = C N
M PPROAVR.CIN---OVR.CPCEM---MCP M-+ Da I ein (gfp-)Modell von Ty ist,

gilt fiir ein Individuum d € C', daB8 d mindestens n verschiedene R-Nachfolger e1,..., e,
besitzt, fiir die eq,...,e, € (C3 M---11 Cy)! gilt. Auerdem gilt d € (C] n---11 C)L.
Damit sind nach Definition von R’ die Individuen €1,...,en auch R-Nachfolger von d

bzgl. I' . Also ist d € (32"R)!". Damit erfiillt I’ die Konzeptinklusion C C 3>"R.
Insgesamt folgt, daB I’ Modell von S ist. Wegen A" = AT und BT = B! folgt weiter
de A"\ B" also A Zg B. O

Im Beweis zu Satz 7.12 (,<*“) nutzen wir wie im Satz 7.10 aus, daf} ein Modell I von S
leicht zu einem (gfp-)Modell von T erweitert werden kann. In der umgekehrten Richtung
des Beweises ist dagegen die Konstruktion eines Modells zu S aus einem Modell zu Ty
aufwendiger, da T's im Gegensatz zu S keine expliziten Bedingungen an Rollen stellt. Wie
in Satz 7.10 geniigt aber die Beriicksichtung der Rolleninklusionen in Verbindung mit
Maximum-Restriktionen, um ein Modell zu S definieren zu kénnen.

Wiirde man in Satz 7.12 in T nicht Axiome der Form A = A M--- wihlen, sondern
solche der Form A = A M---, so gilt die ,gfp-Variante“ des Satzes 7.12 im allgemeinen
nicht mehr. Dies legt der Beweis nahe, da I (,<“) nur noch ein Modell, nicht aber ein
gfp-Modell von Ts sein muf.

Da nach Korollar 6.26 und Korollar 6.32 die Subsumtion bzgl. einer ALN -Terminologie
und der gfp- bzw. der deskriptiven Semantik mit einem PSPACE-Algorithmus entscheidbar
ist, impliziert Satz 7.12, dal auch das Subsumtionsproblem bzgl. eines SLN- (bzw. ALN -,
SLjis-) Schemas in PSPACE liegt.

In [BDNS97] wurde dieses PSPACE-Ergebnis fiir die Subsumtion bzgl. §L4;s-Schema-
ta gezeigt. Dabei liegt die Komplexitit des Subsumtionsproblems fiir SL4;5-Schemata nur
im Testen der Konsistenz, denn nach [BDNS97], Proposition 4.15 gilt folgendes:

Fiir ein SLg;s-Schema S und Konzeptnamen A, Aq,..., A, sowie den
S-konsistenten Konzeptterm Ay M---1M A, gilt: (7.3)
A1 M---MA,Cs Agdw. A€ 6—closureATS ({Aq,..., An})

In [BDNS97] ist die rechte Seite der Aquivalenz anders formuliert und zusitzlich wird die
sogenannte ,isa-Vollstindigkeit“ von S gefordert. ,isa-vollstindig“ bedeutet, dafl mit den
Inklusionsaxiomen R T Ay x B und A; T 32'R die Konzeptinklusion 41 T As in S
enthalten sein muf; unabhéngig von der ,isa-Vollstindigkeit® erhilt man jedoch wegen
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der besonderen Beriicksichtigung von Maximum-Restriktionen die gleiche Terminologie
Ts, so daB in (7.3) auf die ,isa-Vollstindigkeit* verzichtet werden kann. Weiterhin be-
zeichne die auf Konzepten definierte Relation <g den reflexiv-transitiven Abschlufi von
Konzeptinklusionen der Form A C B in S. Damit ist in [BDNS97] die rechte Seite der
Aquivalenzaussage wie folgt formuliert: es existiert ein A; mit 4; <g A. Man iiberzeugt
sich mit der Definition von Ty leicht, dafl A <g B gleichbedeutend mit B € e-closure({A})
ist. Damit ist die Formulierung von (7.3) zuléssig.

Bemerkung 7.13.
Fiir beliebige Terminologien gilt (7.3) nicht. Betrachtet man z.B. die aus den zwei Axiomen
A = C und B = C bestehende Terminologie T' mit einem atomaren Konzept C, so sind
die Konzepte A, B konsistent sowie dquivalent, obwohl weder A € e-closure({B}) noch
B € e-closure({A}) gilt.

Fiir Terminologien Ty, die von Schemata stammen, hat jedes Axiom die Form A =
A - mit einem atomaren Konzept A, welches nur in diesem Axiom auftritt. Es handelt
sich also um spezielle Terminologien. Dies fithrt dazu, daf} ein konsistentes Konzept A von
einem Konzept B nur dann subsumiert wird, falls die Subsumtion explizit in der T-Box
enthalten ist, d.h. im Automaten A7, ein e-Pfad von A nach B fiihrt. O

Dariiber hinaus ergeben sich fiir das Subsumtionsproblem bzgl. (schwach-)azyklischer
Schemata im Vergleich zu (schwach-)azyklischen Terminologien sogar Komplexitatsun-
terschiede.

7.2.2 Schwach-azyklische Terminologien und Schemata

Definition 7.14 (schwach-azyklisch).
Eine ALN-Terminologie T heiit schwach-azyklisch gdw. fiir alle nicht-leeren Worter W €
$* und alle (definierten) Konzepte A in T gilt: W ¢ L 4..(A, A).

Ein Schema S heif}t schwach-azyklisch, falls die zugehorige Terminologie T's schwach-
azyklisch ist. <O

Bevor wir auf die Unterschiede von schwach-azyklischen Terminologien und schwach-
azyklischen Schemata bzgl. der Subsumtion eingehen, werden wir zunéchst einige Kom-
plexitdtsaussagen zur Konsistenz formulieren.

Konsistenz fiir schwach-azyklische Terminologien ist ,leichter“ zu entscheiden als fiir
beliebige.

Satz 7.15.
Das Konsistenzproblem (bzgl. der gfp-, der lfp- sowie der deskriptiven Semantik) fiir
schwach-azyklische ALN- (FLN-)Terminologien liegt in co-NP.

Beweis: Es sei T eine ALN- (FLN-)Terminologie, und es sei A der zugehorige Semi-
Automat ohne Worttransitionen (vgl. Bemerkung 5.2) sowie A ein Konzept in 7. Nach
Satz 6.15 bzw. Satz 6.39 ist A genau dann inkonsistent, wenn die Menge e-closure 4, ({A})
ein Ausschluzustand ist. Um die Behauptung des Satzes zu zeigen, ist also nur nachzuwei-
sen, daf} bzgl. einer schwach-azyklischen Terminologie fiir den Test auf Ausschlulzustand
ein NP-Algorithmus ausreichend ist. In der Tat geniigt es im Algorithmus 6.14 und im Al-
gorithmus 6.38 fiir schwach-azyklische Terminologien, die while-Schleife nur bis z = n+1,
n = |Q|, laufen zu lassen, denn:



7.2. REDUKTION VON SCHEMATA AUF TERMINOLOGIEN 107

Es sei F C Q. Fiir Fy := F und F; := next.(F;_1,R;), R; € ¥ (bel.), s > 1, gilt: F,;1 = 0.
Wiire F,,11 # (), so existieren definierte Konzepte Ay, ..., A, sowie ein Konzept, eine Zah-
lenrestriktion oder eine primitive Negation A, .1, so dafl Ay, R1, A1, Ro, ..., Rui1, Anta
ein Pfad in Ay ist. Da Ay nur n Zustéinde besitzt, existieren Zahlen i, j mit 0 <71 < j<n
und A; = A;. Damit gilt € # R;11 --- R; € L(A;, Aj). Dies widerspricht der Voraussetzung,
dafl T schwach-azyklisch ist.

Es kann also fiir Algorithmus 6.14 und Algorithmus 6.38 die while-Bedingung z < 2I¢|
in z < |Q|+ 1 gedindert werden, da fiir z = |Q| + 1 die Variable F gleich der leeren Menge
ist. Fiir Algorithmus 6.38 muff dann zudem in (2) immer ,nein“ statt ,ja“ ausgegeben
werden, da eine Zustandsmenge nicht aufgrund von Definition 6.37, 1.) Ausschlu8zustand
sein kann. Damit erhalten wir die gewiinschten NP-Algorithmen. O

Wie im Beweis zu Satz 6.17 (Seite 103) erwihnt, ist das Schema S¢ azyklisch (d.h. T,
ist azyklisch). Dies liefert, dal Konsistenz und Giiltigkeit (schwach-)azyklischer SLN-
(bzw. SLgis-)Schemata und (schwach-)azyklischer ALN-( FLN-)Terminologien co-NP-
hart sind. Zusammen mit Satz 7.15 gilt also fiir Terminologien

Korollar 7.16.
Das Konsistenzproblem (bzgl. der gfp-, der lfp- sowie der deskriptiven Semantik) fiir
(schwach-)azyklische ALN- (FLN-)Terminologien ist co-NP-vollstindig. 0

Satz 7.15 zusammen mit Satz 7.10 liefert, dafl die Konsistenz (schwach-)azyklischer SLN-
Schemata in co-NP enthalten ist. Korollar 7.4 impliziert damit, dafl auch die Giiltig-
keit (schwach-)azyklischer SLN-Schemata ein co-NP-Problem ist. Damit gilt, daf das
Konsistenz- und das Giiltigkeitsproblem fiir (schwach-)azyklische SLN- (bzw. ALN-,
SL4;s-)Schemata ebenfalls co-NP-vollstéindig sind.’

Der angesprochene Komplexitéitsunterschied der Subsumtion bzgl. Schemata auf der
einen und der Subsumtion bzgl. Terminologien auf der anderen Seite ergibt sich nun aus

Korollar 7.17.
Die Subsumtion fiir (schwach-)azyklische SL4;5-Schemata ist NP-vollstindig.

Beweis: Da die Konsistenz fiir (schwach-)azyklische SL4;s-Schemata co-NP-vollstindig
ist, ist die Inkonsistenz NP-vollstandig. Mit Proposition 4.15 aus [BDNS97] (vgl. auch
(7.3)) kann man fiir die Subsumtion folgenden NP-Algorithmus fiir das Problem A Cg B
angeben:

1.) Teste mit NP-Algorithmus die S-Inkonsistenz von A.
2.) Liefert 1. die Ausgabe ,ja“, so gib ,ja* aus.

3.) Liefert 1. die Ausgabe ,nein“, so gib ,,ja* aus, falls B € e-closure Arg ({A}) gilt, sonst
gib ,,nein“ aus.

Vollstandigkeit: Wird A von B S-subsumiert, dann sind zwei Fille zu unterscheiden:
a) Das Konzept A ist S-inkonsistent. Damit existiert in 1.) eine Berechnung mit Ausgabe
wja“. Dies liefert in 2.) die Ausgabe ,ja“.

°In [BDNS97] wurde gezeigt, daB die Giiltigkeit fiir die Klasse der sogenannten fiir-alle-zykelfreien
SL4is-Schemata, d.h. eine Unterklasse der schwach-azyklischen §L4;s-Schemata, co-NP-vollstindig ist.
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b) Das Konzept A ist S-konsistent. Dann liefert 1.) immer ,nein“. Nach [BDNS97], Pro-
position 4.15 gilt B € e-closure ({A}), also liefert der Algorithmus im dritten Schritt
die Ausgabe ,ja“.

Insgesamt zeigt dies die Vollstindigkeit des Algorithmus.

Korrektheit: Wird A nicht von B S-subsumiert, so muf§i A S-konsistent sein. Also liefert
1.) immer die Ausgabe ,nein®“. Da nach Proposition 4.15 nicht B € e-closure,  ({A})
gelten kann, gibt der Algorithmus ,,nein“ aus. Dies zeigt, dafl jeder Berechnungspfad mit
Ausgabe , nein“ terminiert.

Komplexitit: Offensichtlich ist der Algorithmus ein NP-Algorithmus, da der Test B €
e-closure 4y ({A}) nur polynomiale Zeit bendtigt. Damit liegt die Subsumtion in NP.
Weiter gilt: A ist S-inkonsistent gdw. A Cg L. Das Bottom-Konzept L 148t sich dabei
durch das (neue) Konzept B mit den Konzeptinklusionen B T P und B T —P fiir ein
primitives Konzept P ausdriicken. Damit ist Inkonsistenz auf Subsumtion reduzierbar,
woraus die NP-Hérte der Subsumtion folgt. O

Nach [Neb90b] ist die Subsumtion fiir azyklische FLy-Terminologien — anders als fiir
SL4;s-Schemata — co-NP-vollstéandig. Die Subsumtion zweier Konzepte A und B wird
nach (5.2) durch die Inklusionsbeziehungen der Sprachen L 4, (A, P) und L4, (B, P) fiir
primitive Konzepte P bestimmt — fiir eine azyklische Terminologie T sind diese Sprachen
endlich. Die Komplexitiat der Subsumtion liegt also im Vergleich von endlichen, reguliren
Sprachen.

Dagegen liegt die Komplexitit der Subsumtion (A Cg B) fiir ein Schema S allein in der
Entscheidung der Inkonsistenz von A, die fiir die hier betrachteten azyklischen Schemata
NP-vollsténdig ist. Ist die Inkonsistenz entschieden, so ist gemif (7.3) dann nur noch eine
yeinfache“ syntaktische Bedingung zu testen. Zudem wird das Konsistenzproblem allein
durch die Anwesenheit von Zahlenrestriktionen aufwendig. Lait man — wie auch in FL,
— keine Zahlenrestriktionen zu, so kann die Konsistenz und damit die Subsumtion sogar
mit polynomialem Aufwand entschieden werden; in diesem Fall ist T's ndmlich eine ALy-
Terminologie. Die besondere Gestalt von T's macht also einen (aufwendigen) Vergleich der
Sprachen L4, (A, P) und L4, (B, P) unndtig (vgl. auch Bemerkung 7.13).

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Reduktion von Schemata auf Terminologie macht
deutlich, dal Schemata als spezielle Terminologien angesehen werden kénnen und daf}
sich fiir diese speziellen Terminologien im Vergleich zu allgemeinen Terminologien je nach
Sprachumfang Komplexitdtsunterschiede fiir Entscheidungsprobleme ergeben kénnen.



Kapitel 8

Zusammenfassung und verwandte
Arbeiten

Zyklische Terminologien konnen natiirliche Beschreibungen terminologischen Wissens dar-
stellen. Dariiber hinaus erlauben sie bei Verwendung von Fixpunktsemantiken — anders
als die Priadikatenlogik erster Stufe — Aussagen iiber transitive Hiillen von Relationen.

Die gfp- und die Ifp-Semantik setzen — im Gegensatz zur deskriptiven Semantik —
primitive Interpretationen eindeutig zu Modellen einer Terminologie fort. An Beispielen
haben wir jedoch gesehen, daf} keine dieser drei Semantiken in allen Fillen den anderen
vorzuziehen ist.

Den Schwerpunkt dieser Arbeit bildete die Charakterisierung der drei Semantiken, der
Inkonsistenz bzgl. dieser Semantiken und der Subsumtion sowie die Ableitung von Ent-
scheidungsalgorithmen und Komplexititsaussagen aus diesen Charakterisierungen. Dabei
wurden die Ergebnisse aus [Baa96] zur Sprache F L zunichst auf die ausdrucksstirkere
Sprache AL und schlieBlich auf ALN (FLN) erweitert.

Die Charakterisierungen der Semantiken bzgl. F L lieflen sich jeweils leicht um primi-
tive Negation und Zahlenrestriktion erweitern.

Primitive Negation und Zahlenrestriktion kénnen in allen drei Semantiken zu inkonsi-
stenten Konzepten fithren — in F Ly kénnen nur bzgl. der Ifp-Semantik inkonsistente Kon-
zepte auftreten. Aus diesem Grund wurde auch die Inkonsistenz in allen drei Semantiken
charakterisiert. Wir haben gesehen, daf} ein Konzept A genau dann inkonsistent ist, falls
die Zustandsmenge e-closure({A}) ein Ausschlufizustand ist. Bzgl. ALy konnte damit die
Inkonsistenz eines Konzeptes mit polynomialem Aufwand entschieden werden. Fiir ALN
(FLN) haben wir (N)PSPACE-Algorithmen zur Entscheidung der Inkonsistenz angege-
ben; der Test auf Ausschlu8zustand wird hier dadurch erschwert, daf zu Individuen durch
Maximum-Restriktionen Nachfolger gefordert werden konnen. Dariiber hinaus konnten
wir fiir alle drei Semantiken die NP-Hérte der Inkonsistenz zeigen. Fiir schwach-azyklische
und azyklische ALN-(FLN-)Terminologien haben wir zudem die NP-Vollstéindigkeit der
Inkonsistenz bzgl. gfp-, 1fp- und deskriptiver Semantik nachgewiesen.

Aufgrund von primitiver Negation und Zahlenrestriktion kénnen Konzepte von Wor-
tern ausgeschlossen werden. Deshalb ist bei der Charakterisierung der Subsumtion fiir
alle drei Semantiken jeweils die Beriicksichtigung von Ausschluwortern notig. Bzgl. ALy
konnten wir die reguliiren bzw. w-reguliren Sprachen E 4 bzw. E£ » von Ausschlufwortern
zu einem Konzept A durch in der Grofle der gegebenen Terminc;logie polynomiale Semi-
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Automaten beschreiben. Dadurch war es moglich, das Subsumtionsproblem polynomial
auf das Inklusionsproblem fiir regulire und w-regulire Sprachen zu reduzieren. Daneben
haben wir £4 und Efl’w durch Ausschlufizustinde charakterisiert und mit Hilfe dieser Cha-
rakterisierung (N)PSPACE-Entscheidungsalgorithmen zur Subsumtion formuliert. Dieser
Ansatz konnte mit wenig Aufwand auch auf die Sprache ALN (FLN) iibertragen werden.
Dazu war eine Anpassung des Begriffs ,, Ausschlufizustand“ nétig, da nun widerspriichli-
che Zahlenrestriktionen und von einem Konzept geforderte Worter beriicksichtigt werden
muften. Mit der in [Baa96] bewiesenen PSPACE-Vollstindigkeit der Subsumtion bzgl. der
gfp- und der Ifp-Semantik in F Ly konnten wir die PSPACE-Vollstidndigkeit auch bzgl. der
Sprachen ALy und ALN (FLN') nachweisen.

Die Ergebnisse zu (zyklischen) Terminologien wurden dazu benutzt, Konsistenz, (loka-
le) Giiltigkeit und Subsumtion bzgl. ALN- (SLN-, SL4;s-)Schemata zu entscheiden. Dazu
wurden diese Probleme auf Konsistenz und Subsumtion in ALN-Terminologien reduziert,
wodurch wir die Existenz von PSPACE-Algorithmen fiir diese Schemaprobleme zeigen
konnten. Weiterhin stellte sich heraus, daf§ der in [BDNS97| vorgestellte graphbasierte
Algorithmus zur Entscheidung der Inkonsistenz bzgl. SL4;s-Schemata dhnlich arbeitete,
wie der hier vorgestellte Entscheidungsalgorithmus fiir Ausschlufizustinde. Fiir Schemata
(S) — wie auch fur die zugehorigen speziellen Terminologien (T's) — lag die Komplexitit
des Subsumtionsproblems, anders als fiir beliebige Terminologien, allein in der Entschei-
dung der Konsistenz von Konzepten. Fiir azyklische Schemata bzw. Terminologien ergeben
sich sogar Komplexititsunterschiede. So ist die Subsumtion fiir azyklische S L4;5,-Schemata
NP-vollstindig, wohingegen sie fiir azyklische F Ly-Terminologien nach [Neb90b] co-NP-
vollstindig ist. Fiir SLgs-Schemata ohne Zahlenrestriktionen ist die Subsumtion sogar
mit polynomialem Aufwand entscheidbar.

Die Charakterisierung der Semantik zyklischer Terminologien mit endlichen Automa-
ten kann bei der Entscheidung helfen, welche Semantik in einer konkreten Situation die
geeignetere ist. Fiir die Charakterisierung selbst stellte sich in dieser Arbeit — wie auch
in [Baa96] — heraus, daf} die gfp-Semantik im Vergleich zu den anderen Semantiken eine
natiirlichere Beschreibung durch endliche Automaten zuldfit. In [BDNS97] wird die Wahl
der Semantik, wie angesprochen, dadurch gelést, dafl eine Terminologie in Schema und
Viewdefinition geteilt wird. Fiir das Schema wird die deskriptive Semantik gewé&hlt, da
nur die moéglichen Modelle fiir die primitiv definierten Konzepte und Rollen eingeschrinkt
werden sollen. Fiir die Viewdefinition wird dagegen eine Fixpunktsemantik (meist die gfp-
Semantik) zugrunde gelegt, da hier die Konzepte eindeutig durch Konzepte und Rollen des
Schemas definiert werden sollen. Schliefilich kann man durch Beschrinkung auf azyklische
Terminologien die Entscheidung fiir eine der drei Semantiken vollig umgehen, da die drei
Semantiken fiir derartige Terminologien iibereinstimmen. Um keine Ausdrucksstéirke zu
verlieren, werden dazu in [Baa91] die Rollenkonstruktoren Vereinigung, Komposition und
transitiver Abschluf} eingefiihrt. Diese erlauben, wie zyklische Terminologien, Aussagen in
Abhéngigkeit von reguldren Sprachen zu formulieren, insbesondere also die Darstellung
von Aussagen iiber transitive Hiillen von Relationen.
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