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Kapitel 1

Einleitung

Die Softwareentwicklung in den letzten Jahren ist gepr

�

agt durch den

�

Ubergang

von der Datenverarbeitung zur Wissensverarbeitung. Die Grenzen der konven-

tionellen Datenverarbeitung werden immer deutlicher. Die Wissensverarbeitung

versucht, Probleml

�

osungsmethoden des Menschen im Rechner zu modellieren

und nachzubilden. Wissensbasierte Systeme sollen die M

�

oglichkeit er

�

o�nen, ei-

ne erweiterte Klasse von Problemstellungen, die durch konventionelle Software-

Systeme nicht angegangen werden k

�

onnen, mit Hilfe des Rechners zu l

�

osen. Kon-

ventionelle Systeme enthalten die vollst

�

andige Strategie zur L

�

osung des Anwen-

dungsproblems in fest codierter Form. Zur Laufzeit eines solchen Systems kann

nur dieser L

�

osungsalgorithmus abgearbeitet werden.

�

Andert sich die Umgebung

des Systems oder die Anforderungsspezi�kation, so ist eine Neukonstruktion erfor-

derlich, die meist eine Neuprogrammierung bedingt. In einem konventionellen Sy-

stem ist also jeder Zwischenschritt durch die fest programmierte und vollst

�

andig

geplante L

�

osungsstrategie vorgegeben und nicht ver

�

anderbar. Wissensbasierte Sy-

steme enthalten das Wissen

�

uber die L

�

osung eines Problems innerhalb einer je-

derzeit manipulierbaren Wissensbasis. Sie transformieren nicht nur Eingangs- zu

Ausgangsgr

�

o�en, sondern verarbeiten das Wissen aus der Wissensbasis zur Su-

che einer L

�

osungsstrategie f

�

ur das gerade bearbeitete Problem. Die Wissensbasis

enth

�

alt also nicht nur reines Faktenwissen, sondern auch Probleml

�

osungswissen,

das durch Experten eingebracht wird.

In der Wissensverarbeitung wird versucht, den menschlichen Experten durch Ex-

pertensysteme, wo immer m

�

oglich, zu unterst

�

utzen oder sogar zu ersetzen. Ein

Expertensystem ist ein Wissensbasiertes System, das das Wissen eines quali�-

zierten Experten f

�

ur ein bestimmtes Gebiet modelliert, um komplexe Probleme

eines spezi�schen Typs aus diesem Gebiet zu l

�

osen [1]. Das Expertensystem mu�

nat

�

urlich

�

uber das Wissen und die Erfahrung des Experten verf

�

ugen und eine

direkte Interpretation der gelieferten Daten vornehmen k

�

onnen. Ein Experten-

system besteht im wesentlichen aus einer Wissensbasis, einer Schlu�folgerungs-

komponente (Inferenzmaschine) und einer komfortablen Benutzerober


�

ache, die
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einen nat

�

urlichsprachlichen Dialog sowie eine Erkl

�

arung des Systemverhaltens

anbieten soll. Zentrale Bedeutung kommt dabei der Wissensbasis und der Schlu�-

folgerungskomponente zu.

Einschr

�

ankend soll schon hier erw

�

ahnt werden, da� die Wissensverarbeitung bis-

her lediglich in streng begrenzten Wissensgebieten eingesetzt wird. Die Gr

�

unde

daf

�

ur sind einerseits die Komplexit

�

at realer Probleme und die dadurch verur-

sachte kombinatorische Explosion des Suchraumes und andererseits der derzeitige

Entwicklungsstand der Hardware sowie die Grenzen, die durch die Formalismen

der Wissensdarstellung gesetzt werden. Es ist leider in vielen Aufgabenberei-

chen der Fall, da� es entweder gar keine geeigneten Formalismen zur Wissensre-

pr

�

asentation (knowledge representation) gibt, oder sie sind von so enormer Zeit-

bzw. Speicherkomplexit

�

at, da� sie nicht praktisch anwendbar sind. Wissensver-

arbeitungssysteme werden in einem Teilbereich der Informatik entwickelt, der

mit ,,k

�

unstliche Intelligenz\ (kurz KI) bezeichnet wird. Die KI befa�t sich mit

der L

�

osung von Problemen, die beim Menschen ,,intelligentes\ Verhalten voraus-

setzen. Diese mehr informelle Beschreibung ist dadurch begr

�

undet, da� es bis

heute keine allgemein anerkannte De�nition von KI und auch keine exakte De-

�nition des Begri�es ,,Intelligenz\ gibt. Zur Charakterisierung dient meist eine

Aufz

�

ahlung wichtiger Teilbereiche, wie z. B. Expertensysteme.

Ein grundlegendes Problem bei der Erstellung von Expertensystemen ist die Re-

pr

�

asentation von Wissen im Rechner. Diese wird oft als de�nierendes Merkmal

von KI-Systemen angesehen. Heute verf

�

ugbare Methoden sind meist Entwicklun-

gen, die aus speziellen Implementierungen von wissensbasierten Systemen her-

vorgegangen sind. Allgemeine Ans

�

atze und Integration verschiedener Methoden

sind der Gegenstand heutiger Forschungen auf diesem Gebiet.

DieWissensrepr

�

asentationsformalismen lassen sich in folgende Kategorien einteilen

1

:

� logik-orientierte Repr

�

asentation

� regelbasierte Repr

�

asentation

� objekt-orientierte Repr

�

asentation

� Repr

�

asentation mit semantischen Netzen

Die Grenzen zwischen diesen Kategorien sind zumeist nicht exakt zu de�nieren,

vielmehr gibt es gleitende

�

Uberg

�

ange und Mischformen.

Eine wesentliche Anforderung an Wissensrepr

�

asentationsysteme (kurz KR-Sy-

steme) ist eine strukturierte Modellierung des Wissens. Die strukturierte Spei-

cherung von Wissen in einem Expertensystem scheint insbesondere dort vorteil-

haft, wo neues Wissen erforscht wird. Das Wissen kann auf diese Weise schnell

1

F

�

ur mehr Information siehe z.B. [2, 3, 4, 5, 6, 7]
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in die Praxis technischer Systeme eingebracht werden. Eine solche strukturierte

Speicherung des Wissens bieten terminologische KR-Systeme als eine Teilklas-

se der logik-orientierten Repr

�

asentation an. Das Wissen

�

uber einen bestimmten

Anwendungsbereich wird u.a. als eine Menge von Eigenschaften beschrieben, die

f

�

ur Elemente (Objekte) des Wissensgebietes relevant sind. Zum Beispiel k

�

onnen,

im Bereich ,,Blutinfektionen\ als einem speziellen Gebiet der Medizin, die Infek-

tionen als Objekte und die Symptome als Eigenschaften betrachtet werden, die

diese Objekte besitzen

2

. Solche charakteristische Eigenschaften werden in termi-

nologischen Repr

�

asentationssystemen als sogenannte ,,Konzeptnamen\ de�niert.

Konzeptnamen stehen f

�

ur einfache Eigenschaften. Um ein bestimmtes Anwen-

dungsgebiet realistisch zu modellieren, mu� man aber auch zusammengesetzte

(kombinierte) Eigenschaften beschreiben k

�

onnen. Als Beispiel betrachten wir eine

Familie. Mitglieder einer Familie haben verschiedene Verwandtschaftseigenschaf-

ten wie Vater, Mutter, alleinerziehend und so weiter. Man will z.B. wissen, ob

jemand, der alleinerziehend ist und keinen Sohn hat, eine Tochter hat. Zusammen-

gesetzte Eigenschaften werden in terminologischen Sprachen durch ,,Konzeptter-

me\ beschrieben. Man de�niert sie, in dem man die einfachen Konzeptnamen mit

geeigneten Operatoren verkn

�

upft.

Die Folgerung einer Menge von Eigenschaften aus anderen Eigenschaften wird

in terminologischen KR-Systemen durch die sogenannte ,,Subsumtion\ beschrie-

ben. Dabei entspricht ,,Konzept C wird durch das Konzept D subsumiert\ der

logischen Implikation ,,Die Eigenschaft C impliziert die Eigenschaft D\. Die Be-

rechnung einer Hierarchie zwischen allen f

�

ur ein Gebiet relevanten Eigenschaften

erm

�

oglicht eine strukturierte Speicherung des Wissens

�

uber dieses Gebiet. In heu-

tigen terminologischen KR-Systemen ist leider diese Berechnung nur f

�

ur einfache

Eigenschaften (Konzeptnamen) realisiert. D.h. die Abh

�

angigkeiten zwischen zu-

sammengesetzten Eigenschaften folgt aus dieser Anordnung nicht. Es ist also

w

�

unschenswert eine erweiterte Subsumtionhierarchie zu berechnen, die es

erm

�

oglicht, nicht nur einfache Eigenschaften, sondern auch kombinierte Eigen-

schaften zu behandeln (Merkmalexploration).

Die vorliegende Arbeit befa�t sich mit dem Problem der ,,Berechnung einer er-

weiterten Subsumtionshierarchie\ mit Hilfe von Merkmalexploration. Als Bei-

spiel soll eine terminologische KR-Sprache (knowledge representation language)

Namens ALC dienen. Die Berechnung soll Grundlage f

�

ur die Implementation

eines Systemdienstes sein, der eine minimale, vollst

�

andige Hierarchie bzgl. der

Subsumtionen zwischen Konjunktionen von Konzeptnamen (im folgenden auch

Merkmale bzw. Eigenschaften genannt) liefert. Hierf

�

ur werden u.a. Resultate aus

2

Das Wohl bekannteste ExpertensystemMYCIN ist f

�

ur die Diagnose und Behandlung von

Blutinfektionen implementiert und wird weltweit mit Erfolg eingesetzt (siehe [8]).
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dem Gebiet der ,,Formalen Begri�sanalyse\ herangezogen

3

.

Im n

�

achsten Kapitel wird die Syntax und Semantik der terminologischen Sprache

ALC beschrieben und anschlie�end kurz auf das Erf

�

ullbarkeitsproblem und seine

Komplexit

�

at f

�

ur ALC eingegangen. Im Kapitel 3 folgt die Einf

�

uhrung in das Sub-

sumtionsproblem f

�

ur ALC. Das vierte Kapitel besch

�

aftigt sich mit der Formalen

Begri�sanalyse. Es werden zun

�

achst die grundlegenden Begri�e de�niert und die

Zusammenh

�

ange zwischen diesen Begri�en erl

�

autert. Anschlie�end werden einige

Algorithmen beschrieben, die die Berechnung der Begri�shierarchie eines Kon-

textes erm

�

oglichen. Im Kapitel 5 wird auf den Zusammenhang zwischen formaler

Begri�sanalyse und erweiterter Subsumtionshierarchie eingegangen. Im Kapitel

6 werden Optimierungen f

�

ur das Verfahren untersucht. Im siebten Kapitel wird

die Implementierung des Verfahrens beschrieben und eine statistische Auswertung

f

�

ur das Programm vorgenommen. Im letzten Kapitel folgt eine Zusammenfassung

dieser Arbeit.

3

Die Idee und

�

Uberlegung, Resultate aus der Welt der ,,Formale Begri�sanalyse\ zum Ziel

der Berechnung einer erweiterten Subsumtionshierarchie einzusetzen stammt aus [9]. Diese Idee

ist die Grundlage f

�

ur diese Arbeit.
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Kapitel 2

Terminologische KR-Systeme

Die Unzufriedenheit mit mangelhafter Semantik anderer KR-Methoden wie

z.B. semantischer Netze hat eine Pr

�

azisierung und Formalisierung von Wissen

unumg

�

anglich gemacht. Diese Tatsache hat in den letzten Jahren zur Entwick-

lung einer Reihe von logik-basierten Konzeptsprachen gef

�

uhrt, die die St

�

arke

der Logik, m

�

achtiger Formalismus verbunden mit klarer Semantik, ausnutzen.

Hierbei hat man u.a. die bekannten Ergebnisse der Logik angewendet, um das

Wissen in einer Form darzustellen, die

�

ubersichtlich und leicht zu verarbeiten ist.

Eine wesentliche Anforderung an solche Sprachen ist die Entscheidbarkeit von

Erf

�

ullbarkeit der zugeh

�

origen logischen Formeln. Man will schlie�lich aus dem

schon vorhandenen Wissen neues Wissen generieren. Das Problem der ,,logischen

Konsequenz\ mu� also entscheidbar sein, was bekanntlich auf das Problem der

Erf

�

ullbarkeit zur

�

uckzuf

�

uhren ist. In der Praxis will man eine h

�

ochstens polyno-

miale Komplexit

�

at hinnehmen, was leider oft nicht der Fall ist. Terminologische

KR-Systeme k

�

onnen benutzt werden, um das Wissen

�

uber einen bestimmten

Anwendungsbereich strukturiert darzustellen. Konzeptsprachen verwenden Kon-

zepte, die aus atomaren Konzepten und Rollen aufgebaut werden. Diese Ele-

mente k

�

onnen durch verschiedene Operatoren (auch Konstruktoren genannt) ver-

bunden werden. Verschiedene Konzeptsprachen unterscheiden sich genau durch

die Konstruktoren, die in ihnen verwendet werden k

�

onnen. Mit einer gegebenen

Grundmenge werden Konzepte als Untermenge dieser Grundmenge, und Rollen

als zweistellige Relationen auf ihr interpretiert. F

�

ur diese Arbeit dient die Kon-

zeptsprache ALC als eine Grundlage.

2.1 Konzeptsprache ALC

ALC steht f

�

ur Attributive Language with Complement. Die Syntax von ALC

wird wie folgt de�niert:

- Alle atomaren Konzepte A sind Konzepte,

- Die Symbole > und ? sind Konzepte,

9



Wenn C und D Konzepte sind, sowie R eine Rolle, dann sind auch folgende Kon-

strukte Konzepte:

- C uD

- C tD

- 9R:C

- 8R:C

- :C

Die Semantik von ALC ist folgende:

Eine Interpretation I = (�

I

; ') besteht aus einer Menge �

I

und einer Interpre-

tationsfunktion ', die jedem Konzept eine Teilmenge von �

I

, und jeder Rolle

eine Teilmenge von �

I

� �

I

zuordnet. Dabei schreiben wir anstatt '(C) bzw.

'(R) C

I

bzw. R

I

. Weiterhin gilt:

� ?

I

= ;

� >

I

= �

I

� (:C)

I

= �

I

n C

I

� (C uD) = C

I

\D

I

� (C tD) = C

I

[D

I

� (8R:C)

I

= fa 2 �

I

j 8b : (a; b) 2 R

I

) b 2 C

I

g

� (9R:C)

I

= fa 2 �

I

j 9b : (a; b) 2 R

I

^ b 2 C

I

g

Pr

�

adikatenlogisch entsprechen Konzepte einstelligen, und Rollen zweistelligen

Pr

�

adikaten. Eine Konzeptbeschreibung (Konzeptde�nition) wird durch Anwen-

dung der Konstruktoren auf Konzept- bzw. Rollennamen gebildet. Z. B. ist

Weiblich u 9hat-kind:Mensch

eine Konzeptbeschreibung. Ein terminologisches Axiom ist von der Form A = D,

wobei A ein Konzeptname und D eine Konzeptbeschreibung ist. Zum Beispiel ist

Mutter = Weiblich u 9hat-kind:Mensch

ein solches Axiom. Eine terminologische Box (Tbox) ist eine endliche Menge von

terminologischen Axiomen.

Ein Axiom A = D wird von einer Interpretation I erf

�

ullt, falls A

I

= D

I

gilt.

Eine Interpretation I erf

�

ullt eine Tbox, wenn sie alle Axiome der Tbox erf

�

ullt.

Eine Interpretation I hei�t ein Modell f

�

ur die Tbox T , falls T von I erf

�

ullt wird.
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Konzeptnamen, die in keiner linken Axiomseite vorkommen, hei�en primitiv, und

alle andere Konzeptnamen hei�en de�nierte Konzeptnamen. Eine Tbox enth

�

alt

eine Mehrfachde�nition, wenn sie zwei Axiome der Form A = D und A = D

0

enth

�

alt.

Ein Konzeptname A verwendet den Namen B, wenn B unmittelbar in der

Beschreibung von A vorkommt. Ein Axiom A = D hei�t zyklisch, wenn (A;A)

in der transitiven H

�

ulle der Verwendet-Relation liegt, d.h. wenn A direkt oder

indirekt in seiner Beschreibung verwendet wird. Zum Beispiel:

M

�

annlich = Mensch u :Weiblich

Mensch = M

�

annlich t Weiblich

In diesem Beispiel verwendet der Konzeptname M

�

annlich den Namen Mensch,

der wiederum den Konzeptnamen M

�

annlich verwendet. Somit enth

�

alt diese Tbox

den Zyklus M

�

annlich-Mensch-M

�

annlich.

Ein Konzept C ist erf

�

ullbar genau dann, wenn es eine Interpretation I gibt, so

da� C

I

6= ; gilt (I erf

�

ullt C).

Um Erf

�

ullbarkeit eines Konzeptes zu testen, geht man von aufgefalteten Termi-

nologien (

b

T ) aus, wobei Zyklen und Mehrfachde�nitionen ausgeschlossen werden.

Der Au�altungsprozess (Makro Expansion) l

�

auft folgenderma�en: Man ersetzt

alle Namen auf der rechten Seite der Axiome durch ihre Beschreibungen und ite-

riert dieses Verfahren so lange, bis auf den rechten Axiomseiten keine de�nierten

Namen mehr vorkommen. Zur Tbox T bezeichnen wir eine so aufgefaltete Tbox

mit

b

T . Zum Beispiel:

T :

M

�

annlich = :Weiblich

Mutter = Weiblich u 9 hat-kind.Mensch

Mensch = Weiblich tM

�

annlich

b

T :

M

�

annlich = :Weiblich

Mutter = Weiblich u 9hat-kind:(Weiblich tM

�

annlich)

= Weiblich u 9hat-kind:(Weiblich t :Weiblich)

Mensch = Weiblich t :Weiblich

Entsprechend erhalten wir zu einer gegebenen Tbox T und einem Konzeptterm

C den expandierten Konzeptterm

b

C, indem wir alle de�nierten Namen, die in C

vorkommen, durch ihre De�nitionen so lange ersetzen, bis in C keine de�nierten

Namen mehr vorkommen.

Unter der Annahme, da� die Tbox T

0

nicht zyklisch ist, kann man zeigen, da�

der Au�altungsprozess terminiert

1

.

1

F

�

ur Beweis siehe [10].
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Der Au�altungsprozess beein
u�t die Semantik der Tbox nicht. Man kann n

�

amlich

unter der Voraussetzung, da� die Tbox keinen Zyklus und keine Mehrfachde�niti-

on enth

�

alt, zeigen, da� die beiden Tboxen T und

b

T die gleichen Modelle besitzen.

Au�erdem kann man sich, nach der Suche eines Modells f

�

ur eine Tbox, auf die

Interpretation der primitiven Namen beschr

�

anken, denn eine solche Interpreta-

tion kann stets auf eindeutige Weise auf ein Modell f

�

ur die Tbox erweitert werden.

Es ist zu beachten, da� die Gr

�

o�e der expandierten Konzeptterme exponentiell

von der Gr

�

o�e der urspr

�

unglichen Tbox abh

�

angen kann. Zum Erf

�

ullbarkeitstest

mu� man au�erdem die Konzeptterme in Negation-Normalform (NNF) umwan-

deln. In NNF tritt Negation nur vor Konzeptnamen auf. Bei den expandierten

Konzepttermen in NNF taucht dann die Negation nur unmittelbar vor den pri-

mitiven Namen auf. Die Umformungsregeln sind folgende:

� :> ! ?

� :? ! >

� ::C ! C

� :(C uD)! :C t :D

� :(C tD)! :C u :D

� :(9R:C)! 8R::C

� :(8R:C)! 9R::C

Korrektheit und Linearit

�

at dieser Umformung sind o�ensichtlich.

2.2 Entscheidbarkeit

Die Entscheidbarkeit der Erf

�

ullbarkeit von ALC-Konzepttermen wurde in der Li-

teratur durch verschiedene Ans

�

atze gezeigt. Zum Beispiel wurde in [11] gezeigt,

da� ALC eine syntaktische Variante der Multimodallogik K

n

ist. Das hei�t, da�

jede ALC-Konzeptterm C kann in eine K

n

-Formel '

C

umgeformt werden, f

�

ur die

gilt: C ist genau dann erf

�

ullbar, wenn '

C

erf

�

ullbar ist. Das Erf

�

ullbarkeitsproblem

ist f

�

ur K

n

bekanntlich entscheidbar.

Borgida hat in [12] gezeigt, da� jeder ALC-Konzeptterm in eine L

2

-Formel

�

uber-

setzt werden kann. Die Sprache L

2

ist eine Unterklasse der Pr

�

adikatlogik erster

Stufe, welche neben der Gleichheit nur Pr

�

adikat- und Konstantensymbole (aber

keine Funktionssymbole) unter Verwendung nur zwei logischen Variablen x; y

12



zul

�

a�t. Die Entscheidbarkeit von L

2

wurde in [13] nachgewiesen. Diese Metho-

den sind aber f

�

ur praktische Anwendung sehr aufwendig

2

. Deshalb wurden f

�

ur

ALC praktisch anwendbare Entscheidungsalgorithmen entwickelt. Sie sind oft

regelbasierte Entscheidungsverfahren. Ein solches Verfahren wird im folgenden

Abschnitt beschrieben. Die zugeh

�

orige S

�

atze lassen sich aus den Resultaten von

Schmidt-Schau� und Smolka (siehe [14]) ableiten und sind die Grundlage f

�

ur die

Korrektheit und die Vollst

�

andigkeit des Algorithmus 2.7.

2.3 Ein regelbasierter Erf

�

ullbarkeitstest

ALC- Konzepte k

�

onnen unerf

�

ullbar sein, d.h. es ist m

�

oglich, da� es keine Inter-

pretation f

�

ur ein Konzept gibt. So ist z. B. C u :C o�ensichtlich unerf

�

ullbar.

Eine Idee f

�

ur einen Erf

�

ullbarkeitstest ist es, ein Konzept in seine Bestandteile

zu zerlegen, um dann Widerspr

�

uche zu �nden. F

�

ur ein Konzept C uD mu� also

�

uberpr

�

uft werden, ob sowohl C als auch D erf

�

ullbar sind. Der Test arbeitet mit

sogenannten Constraints, die aus Variablen, Konzepten und Rollen bestehen. Es

wird ein Alphabet mit Variablen (z.B. x, y . . . ) vorausgesetzt. Ein Constraint

hat folgende Syntax:

x : C oder (x; y) : R

wobei C f

�

ur ein Konzept, R f

�

ur eine Rolle und x; y f

�

ur Variablen stehen. Bez

�

uglich

des Constraints (x; y) : R nennt man x den Rollenvorg

�

anger von y. Entsprechend

hei�t y der Rollennachfolger von x. Bez

�

uglich x : C nennt man x eine Instanz

von C.

Die Variablen sind Platzhalter f

�

ur Elemente aus �

I

, sogenannte Individuen. Es

sei I eine Interpretation. Eine I�Zuordnung � ist eine Funktion, die jeder Va-

riable ein Individuum zuweist. Es hei�t, � erf

�

ullt x : C wenn �(x) 2 C

I

, und

� erf

�

ullt xRy wenn (�(x); �(y)) 2 R

I

. Ein Constraint c hei�t erf

�

ullbar, wenn es

eine Interpretation I und eine I -Zuordnung � gibt, so da� c von � erf

�

ullt wird.

Eine I -Zuordnung erf

�

ullt eine Constraintmenge S, wenn � jedes Constraint c 2

S erf

�

ullt. Ein Constraintsystem S ist eine endliche Menge von Constraintmengen.

Ein Constraintsystem S ist erf

�

ullbar genau dann, wenn mindestens eine Cons-

traintmenge S 2 S erf

�

ullbar ist.

Im folgenden wird ein regelbasierter Algorithmus f

�

ur die Erf

�

ullbarkeits

�

uberpr

�

ufung

der ALC-Konzepte vorgestellt. Auf Grund des t-Konstruktors in ALC arbeitet

man mit Mengen von Constraintmengen. Wir gehen immer von einer aufgefalte-

ten Tbox bzw. expandierten Konzepttermen in NNF aus. Dabei nehmen wir an,

da� Tboxen keine zyklischen bzw. Mehrfachde�nitionen enthalten.

2

Zum Beispiel ist die Komplexit

�

at von L

2

h

�

oher als von ALC.

13



u-Regel :

Wenn (x : C

1

u C

2

) 2 S und (x : C

1

) 62 S oder (x : C

2

) 62 S, dann

ersetze S in S durch S

0

= fx : C

1

; x : C

2

g [ S

t-Regel :

Wenn (x : C

1

t C

2

) 2 S und (x : C

1

) 62 S und (x : C

2

) 62 S,

dann ersetze S in S durch fS

0

; S

00

g, wobei S

0

= S [ fx : C

1

g und

S

00

= S [ fx : C

2

g sind.

9-Regel :

Wenn (x : 9R:C) 2 S und es gibt kein Individuum y mit (y : C) 2 S

und (x; y) : R, dann ersetze S in S durch S

0

= S[f(x; y) : R; y : Cg,

wobei y eine neue Variable ist, d.h. in S nicht vorkommt.

8-Regel :

Wenn (x : 8R:C) 2 S und es existiert ein Individuum y mit

(x; y) : R 2 S; (y : C) 62 S , dann ersetze S in S durch

S

0

= S [ fy : Cg

Abbildung 2.1: Vervollst

�

andigungsregeln f

�

ur ALC

Sei S = fS

0

; S

1

; S

2

; : : : ; S

n

g eine endliche Menge von Constraintmengen. Es wer-

den dann die sogenannten Vervollst

�

andigungsregeln de�niert, die auf ein Element,

also eine Constraintmenge S 2 S, angewendet werden (siehe Abbildung 2.1).

Durch Anwendung dieser Regeln, die zur Erzeugung neuer Individuen f

�

uhren

k

�

onnen, versucht man entweder versteckte Widerspr

�

uche aufzu�nden oder ein

Modell f

�

ur den Konzeptterm zu konstruieren. Zum Beispiel kann der Konzeptterm

x : 9R:C nur dann erf

�

ullt sein, wenn eine Instanz von C mit x in R-Beziehung

steht. Deshalb f

�

ugt man eine solche Instanz-Beziehung y : C hinzu und testet

weiter.

Satz 2.1

Ein Konzeptterm C ist erf

�

ullbar gdw. das Constraint x : C erf

�

ullbar ist.

Satz 2.2

Die oben genannten Regeln sind konsistenzerhaltend, das hei�t :

� Wenn S

0

; S

00

durch die Anwendung der t-Regel aus S gewonnen werden,

dann gilt:

S erf

�

ullbar , S

0

erf

�

ullbar oder S

00

erf

�

ullbar

� F

�

ur die

�

ubrigen Regeln gilt:

S erf

�

ullbar , S

0

erf

�

ullbar

14



Eine Constraintmenge S ist vollst

�

andig, wenn keine Regel mehr darauf anwend-

bar ist. Ein Constraintsystem S hei�t vollst

�

andig, wenn alle S 2 S vollst

�

andig

sind. Eine Constraintmenge S enth

�

alt einen o�ensichtlichen Widerspruch (im

Englischen clash), wenn es eine Variable x gibt mit

fx : ?g � S oder f

�

ur einen Konzeptnamen A gilt: fx : A; x : :Ag � S:

Man kann zeigen, da� eine vollst

�

andige Constraintmenge ohne o�ensichtliche Wi-

derspr

�

uche erf

�

ullbar ist. Dazu de�niert man zuerst ein kanonisches Modell zu einer

solchen Menge:

De�nition 2.3

Sei S eine vollst

�

andige Constraintmenge ohne o�ensichtliche Widerspr

�

uche. Die

Menge aller Variablen x, die in S vorkommen, wird mit X

s

bezeichnet. Die In-

terpretation I

s

wird wie folgt de�niert:

� �

I

s

= X

s

.

� x

I

s

:= x.

� R

I

s

:= f(x; y) j (x; y) : R 2 Sg, f

�

ur alle Rollennamen, die in S vorkommen.

� A

I

s

:= fx j x : A 2 Sg, f

�

ur alle Konzeptnamen, die in S vorkommen.

Satz 2.4

Sei S eine vollst

�

andige Constraintmenge ohne o�ensichtliche Widerspr

�

uche. Dann

ist I

s

ein Modell f

�

ur S.

Beweis

Zum Beweis ist zu zeigen, da� I

s

jedes Constraint aus S erf

�

ullt.

� (x; y) : R 2 S ist erf

�

ullt, denn nach De�nition gilt (x; y) 2 R

I

s

.

� x : C

Man mu� zeigen, da� x

I

s

2 C

I

s

gilt. Diese Behauptung kann durch Induk-

tion

�

uber den Aufbau von ALC-Konzepttermen bewiesen werden:

{ x : A und A ein primitiver Konzeptname

Die Behauptung gilt, denn nach De�nition gilt x 2 A

I

s

.

{ x : :A und A ein Konzeptname

Da S keinen o�ensichtlichen Widerspruch enth

�

alt, gilt x : A 62 S. Nach

De�nition folgt dann x 62 A

I

s

, also x 2 (:A)

I

s

. Man mu� beachten,

da� wegen NNF Negation nur unmittelbar vor den primitiven Namen

auftritt.
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{ x : C

1

u C

2

Da S vollst

�

andig ist, ist die u-Regel nicht auf S anwendbar. Es gilt

also fx : C

1

; x : C

2

g � S. Nach Induktionsvoraussetzung folgt dann

x 2 C

I

s

1

und x 2 C

I

s

2

, also x 2 (C

1

u C

2

)

I

s

.

{ x : C

1

t C

2

Der Beweis ist Analog zur u-Regel.

{ x : 9R:D

Da S vollst

�

andig ist, gibt es ein y 2 X mit f(x; y) : R; y : Dg � S.

Aus (x; y) : R 2 S folgt dann (x; y) 2 R

I

s

und aus y : D 2 S folgt

nach Induktionsvoraussetzung y 2 D

I

s

, also x 2 (9R:D)

I

s

.

{ x : 8R:D

Sei (x; y) 2 R

I

s

beliebig. Nach De�nition von R

I

s

folgt (x; y) : R 2 S.

Da S vollst

�

andig ist, ist die 8-Regel nicht auf fx : 8R:D; (x; y) : Rg �

S anwendbar, d,h, es ist y : D 2 S. Somit folgt nach Induktionsvor-

aussetzung y 2 D

I

s

. Da y mit (x; y) 2 R

I

s

beliebig gew

�

ahlt war, folgt

x 2 (8R:D)

I

s

.

2

Satz 2.5 (Terminierung)

Wenn C

0

ein ALC-Konzept in NNF ist, so wird aus dem Constraintsystem S

0

=

ffx

0

: C

0

gg nach einer endlichen Anzahl von Regelanwendungen ein vollst

�

andiges

Constraintsystem S

n

gewonnen.

Auf Grund der obigen S

�

atze, insbesondere der S

�

atze 2.2 und 2.4, ist leicht einzu-

sehen, da� der Konzeptterm C

0

genau dann unerf

�

ullbar ist, wenn alle Constraint-

mengen aus S

n

o�ensichtliche Widerspr

�

uche enthalten. Dies ist die Aussage des

n

�

achsten Satzes:

Satz 2.6

Sei C

0

ein ALC-Konzeptterm in NNF und S

n

das vollst

�

andige Constraintsystem,

das aus dem Constraintsystem ffx : C

0

gg abgeleitet wurde. Es gilt dann:

C

0

ist erf

�

ullbar, S

n

erf

�

ullbar.

Nach den S

�

atzen 2.6 und 2.5 k

�

onnen die Regeln als eine Entscheidungsproze-

dur f

�

ur die (Un-)Erf

�

ullbarkeit eines ALC-Konzepts verwendet werden, indem die

aus S

0

abgeleiteten Constraintmengen auf o�ensichtliche Widerspr

�

uche

�

uberpr

�

uft

werden.

Algorithmus 2.7

Es sei C

0

ein ALC-Konzeptterm in NNF, dessen Erf

�

ullbarkeit getestet werden

soll.
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� Beginnend mit Constraintsystem S

0

= ffx

0

: C

0

gg, wende die Regeln so-

lange an, bis ein vollst

�

andiges Constraintsystem S

n

erreicht ist:

S

0

! S

1

! S

2

! : : :! S

n

� Enth

�

alt jede Constraintmenge S 2 S

n

einen o�ensichtlichen Widerspruch,

so ist C

0

unerf

�

ullbar, sonst erf

�

ullbar

Beispiel 2.8

S

0

= fS

0

g = ffx : 9R:D u 8R:?gg = ffx : C

0

gg

S

0

!

u

S

1

= fS

0

[ fx : 9R:D; x : 8R:?gg = fS

1

g

S

1

!

9

S

2

= fS

1

[ f(x; y) : R; y : Dgg = fS

2

g

S

2

!

8

S

3

= fS

2

[ fy : ?gg = fS

3

g

S

3

ist vollst

�

andig und enth

�

alt keine erf

�

ullbare Constraintmenge, somit ist C

0

un-

erf

�

ullbar.

Es ist zu beachten, da� durch das Zusammenspiel von 9- und 8-Regel die Anzahl

der eingef

�

uhrten Variablen exponentiell zur Gr

�

o�e von C

0

wachsen kann. Zum

Beispiel enth

�

alt das vollst

�

andige Constraintsystem zu dem folgenden Konzept-

term mindestens 2

n

+ 1 Variablen:

Beispiel 2.9

9R:C

11

u 9R:C

12

u 8R:(: : : (9R:C

n1

u 9R:C

n2

u 8R:D) : : :))

2.4 Komplexit

�

at des Erf

�

ullbarkeitsproblems

Die Komplexit

�

at des Erf

�

ullbarkeitstests f

�

ur terminologische Sprachen ist der Ge-

gendstand vieler Forschungsarbeiten gewesen. Dieses Problem wurde f

�

ur ver-

schiedene Konzeptsprachen untersucht. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen

haben gezeigt, da� der Erf

�

ullbarkeitstest ein schwer zu bearbeitendes Problem

ist [14, 15, 16]. Schmidt-Schau� und Smolka haben gezeigt, da� der Erf

�

ullbarkeit-

stest f

�

urALE-Konzepte (d.h. ALC ohne t und mit eingeschr

�

ankter Negation) ein

NP-vollst

�

andiges Problem ist [14]. Sie haben u.a. gezeigt, da� man die Erf

�

ullbar-

keit jedes ALC-Konzepttermes mit linearem (in der Gr

�

o�e des Termes) Speicher

entscheiden kann. Somit liegt das Erf

�

ullbarkeitsproblem f

�

ur ALC in PSPACE.

Anschlie�end wurde die PSPACE-H

�

arte des Erf

�

ullbarkeitsproblems f

�

ur ALC be-

wiesen. Dazu wurde das G

�

ultigkeitsproblem f

�

ur quanti�zierte Boole`sche Formeln

auf das Erf

�

ullbarkeitsproblem f

�

ur ALC reduziert. Bekanntlich ist das G

�

ultigkeits-

problem f

�

ur quanti�zierte Boole`sche Formeln ein PSPACE-vollst

�

andiges Problem

(siehe [17]). Da das Erf

�

ullbarkeitsproblem f

�

ur ALC in PSPACE liegt und au�er-

dem PSPACE-hart ist, folgt:

Das Erf

�

ullbarkeitsproblem f

�

ur ALC ist ein PSPACE-vollst

�

andiges Problem.

Einen anderen Ansatz f

�

ur den Beweis, da� das Erf

�

ullbarkeitsproblem f

�

ur ALC in

PSPACE liegt, liefert ein optimierter Erf

�

ullbarkeitsalgorithmus. Dieser funktio-

nale Algorithmus wird im n

�

achsten Unterabschnitt beschrieben und diskutiert.
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2.4.1 Eine Optimierung des Erf

�

ullbarkeitstestes

In [18] wurde eine optimierte Version des Algorithmus 2.7 beschrieben. Die Idee

dabei ist, den Algorithmus so zu gestalten, da� eine explizite Repr

�

asentation von

Individuen und ihren Rollenbeziehungen nicht mehr notwendig ist. Man braucht

eine solche explizite Darstellung, um zum einen Widerspr

�

uche in Constraint-

mengen zu entdecken (sie haben ja die Form: x : A; x : :A) und zum anderen

festzustellen, welche neuen Constraints sich aus den Constraints von der Form

x : 8R:D ergeben. Wenn man ein solches Constraint hat, m

�

u�te man alle In-

dividuen y betrachten, die mit x in R-Beziehung stehen, d.h. diejenigen y mit

(x; y) : R, und dann m

�

u�te man

�

uberpr

�

ufen, ob diese Individuen Instanzen von D

sind, d.h. , ob y : D erf

�

ullt ist. Um auf diese anscheinend notwendige Repr

�

asenta-

tion verzichten zu k

�

onnen,

�

uberlegt man sich zuerst, woraus die Constraints bzgl.

eines gegebenen Individuums x stammen k

�

onnen:

� Die Anwendung der u-Regel oder t-Regel auf x kann dazu f

�

uhren, da� neue

Constraints f

�

ur x gebildet werden. Zum Beispiel:

fx : C

1

u C

2

; x : C

1

g !

u

fx : C

1

u C

2

; x : C

1

; x : C

2

g

� Die Anwendung der 9-Regel auf ein anderes Individuum y kann dazu f

�

uhren,

da� ein neues Constraint f

�

ur x gebildet wird. Zum Beispiel:

fy : 9R:Cg !

9

fy : 9R:C; x : C; (y; x) : Rg

Es ist zu beachten, da� im zweiten Fall x der Rollennachfolger von y bzgl. der

Rolle R ist. F

�

ur jedes Individuum x 6= x

0

gibt es genau einen Rollenvorg

�

anger

y. Das allererste Individuum x

0

hat keinen Rollenvorg

�

anger. Dies bedeutet aber,

da� alle Constraints an x

0

durch Anwendung der u- bzw. t-Regel auf x

0

gebil-

det werden k

�

onnen. Wir k

�

onnen also alle potentiellen Widerspr

�

uche, die mit x

0

verbunden sind, entdecken, indem wir so lange wie m

�

oglich u- bzw. t-Regel auf

x

0

anwenden. Wenn auf x

0

-Constraints keine u- oder t-Regeln mehr anwend-

bar sind, enth

�

alt das Constraintsystem alle m

�

oglichen Existenz- bzw. Wertere-

striktionen f

�

ur x

0

. Somit kann festgestellt werden, wieviele neue Individuen als

Rollennachfolger von x

0

eingef

�

uhrt werden m

�

ussen:

x

0

: 9R:C ! (x

0

; y) : R; y : C

Es kann au�erdem festgestellt werden, welche neuen Constraints von x

0

aus pro-

pagiert werden:

fx

0

: 9R:C; x

0

: 8R:Dg !

9

fx

0

: 9R:C; x

0

: 8R:D; x

1

: C; (x

0

; x

1

) : Rg

!

8

f: : : ; x

1

: Dg

Wenn man alle u- und t-Regeln auf x

0

angewendet und bis dahin keine o�en-

sichtlichen Widerspr

�

uche entdeckt hat, erreicht man die folgende Situation:
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x

0

:

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

L

1

; L

2

; : : : ; L

q

;

9R

1

:C

11

; 9R

1

:C

12

; : : : ; 9R

1

:C

1m

1

; 8R

1

:D

11

; : : : ; 8R

1

:D

1n

1

.

.

.

9R

k

:C

k1

; 9R

k

:C

k2

; : : : ; 9R

k

:C

km

k

; 8R

k

:D

k1

; : : : ; 8R

k

:D

kn

k

dabei sind L

1

; : : : ; L

q

Konzeptnamen oder ihre Negationen (im folgenden nennen

wir sie Literale). Nun kann man schlie�en, da� x

0

: C

0

genau dann erf

�

ullbar ist,

wenn alle folgenden Constraints (einzeln, d.h. unabh

�

angig voneinander) erf

�

ullbar

sind:

�

�

�

�

�

�

�

�

x

11

: C

11

u D

11

u D

12

u � � � u D

1n

1

.

.

.

x

1m

1

: C

1m

1

u D

11

u D

12

u � � � u D

1n

1

.

.

.

�

�

�

�

�

�

�

�

x

k1

: C

k1

u D

k1

u D

k2

u � � � u D

kn

k

.

.

.

x

km

k

: C

km

k

u D

k1

u D

k2

u � � � u D

kn

k

Man kann einsehen, da� hier die explizite Anwendung der 9- bzw. 8-Regeln nicht

mehr notwendig sind. Daf

�

ur mu� nur die Erf

�

ullbarkeit der obigen Constraints ge-

testet werden (diese Tests sind unabh

�

angig voneinander). Insbesondere sind alle

Constraints von der Form x : 8R:D v

�

ollig irrelevant, falls sich im Constraintsy-

stem keine Constraints von der Form x : 9R:C be�nden. Aus diesen

�

Uberlegungen

ergibt sich ein funktionaler Algorithmus (siehe Abbildung 2.2), der viel leichter zu

implementieren ist. Der Algorithmus nimmt als Eingabe eine Menge von Cons-

traints und gibt true aus, falls diese Menge erf

�

ullbar ist, sonst wird der Wert false

ausgegeben.

Ein Konzeptterm C ist genau dann erf

�

ullbar, wenn der Aufruf Sat(fCg) true

liefert.

Terminierung, Korrektheit und Vollst

�

andigkeit dieses Algorithmus wurde in der

Literatur diskutiert und bewiesen (siehe [19] Abschnitt 4.3).

Bemerkung 2.11

Der funktionale Algorithmus liegt in PSPACE. Dies ist intuitiv klar, denn man

kann sich den Gesamtverlauf des Algorithmus als einen Baum vorstellen, dessen

Wurzel mit dem Eingabeterm C

0

(als Argument des ersten Aufrufs) beschriftet

ist. Die anderen Knoten sind mit den Argumenten der rekursiven Sat-Aufrufe

beschriftet. Die Pfade des Baumes werden unabh

�

angig voneinander durchlaufen.

Dabei ist die Rekursionstiefe sowie die Gr

�

o�e der Argumente je Sat-Aufruf li-

near beschr

�

ankt durch die Gr

�

o�e des Eingabetermes, denn: Die Argumente der
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Algorithmus 2.10

Sat(C) =

if A 2 C and :A 2 C

then false

else if C

1

u C

2

2 C

then Sat(fC

1

; C

2

g [ C n fC

1

u C

2

g)

else if C

1

t C

2

2 C

then Sat(fC

1

g [ C n fC

1

t C

2

g) or Sat(fC

2

g [ C n fC

1

t C

2

g)

else if for all 9R:C 2 C

Sat(fCg [ fD j 8R:D 2 Cg)

then true

else false

Abbildung 2.2: Funktionaler Erf

�

ullbarkeitsalgorithmus f

�

ur ALC.

Sat-Aufrufe sind Mengen von Untertermen des Eingabeterms und damit linear in

der Gr

�

o�e von C

0

. Bei jedem Rekursionsschritt wird die Anzahl von Konzeptkon-

struktoren in der Argumentmenge echt kleiner. Diese Anzahl ist ebenfalls linear

durch die Gr

�

o�e des Eingabeterms beschr

�

ankt. Somit kommt man mit polyno-

mialem Platz aus.
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Kapitel 3

Das Subsumtionsproblem

3.1 Subsumtion

Das Folgern in Konzeptsprachen basiert auf Subsumtion. Das Konzept C wird

vom Konzept D subsumiert (C v D), wenn C in jeder Interpretation eine Teil-

menge der durch D beschriebenen Menge ist, d.h., wenn C

I

� D

I

f

�

ur jede In-

terpretation I gilt. Subsumtion de�niert automatisch eine Hierarchie unter Kon-

zepten. Die Berechnung dieser Hierarchie ist eine der wichtigsten Aufgaben bzgl.

terminologischer Sprachen und ist h

�

au�g als ein Systemdienst implementiert.

Pr

�

adikatenlogisch entspricht die Subsumtion der logischen Implikation:

C v D gdw. 8x : C(x)! D(x):

Dabei ist x eine Variable und C;D sind einstellige Pr

�

adikate.

Subsumtionsberechnung erm

�

oglicht es festzustellen, welche Eigenschaften aus an-

deren Eigenschaften folgen (wenn man in einer Tbox de�nierte Konzeptnamen

als Eigenschaften betrachtet) und genau dies ist ein zentrales Problem der Wis-

sensverarbeitung. Formal wird Subsumtion wie folgt de�niert:

De�nition 3.1

Seien C und D Konzepte und T eine Tbox:

� C wird von D subsumiert (C v D), wenn f

�

ur alle Interpretationen I die

Inklusionsbeziehung C

I

� D

I

gilt.

� C wird vonD bzgl. der Tbox T subsumiert (C v

T

D), wenn f

�

ur alle Modelle

I von T die Inklusionsbeziehung C

I

� D

I

gilt.

Es ist zu beachten, da� die allgemeine Subsumtionsde�nition der De�nition bzgl.

der leeren Tbox entspricht, da die leere Tbox von jeder Interpretation erf

�

ullt

wird. Es gilt also:

C v D, C v

;

D
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F

�

ur Subsumtion gelten folgende Aussagen

1

:

� Der Subsumtionstest kann auf den Erf

�

ullbarkeitstest zur

�

uckgef

�

uhrt wer-

den, wenn die zugrunde liegende Konzeptsprache uneingeschr

�

ankte Negati-

on (Negation auch vor den Konzepttermen) zul

�

a�t. Es gilt dann n

�

amlich:

C v D , C u :D ist unerf

�

ullbar.

� Subsumtion bzgl. einer Tbox kann auf Subsumtion bzgl. der leeren Tbox

reduziert werden. Es gilt n

�

amlich:

C v

T

D,

b

C v

;

c

D

Dabei sind

b

C bzw.

c

D die zu C und D expandierten Konzepte (siehe Ab-

schnitt 2.1).

3.2 Komplexit

�

at der Subsumtion

Der Subsumtionstest ist f

�

ur Konzeptsprachen, die das ?-Symbol zulassen, nicht

leichter als der Erf

�

ullbarkeitstest, denn das Konzept C ist unerf

�

ullbar genau dann,

wenn es von ? subsumiert wird. Somit ist der Erf

�

ullbarkeitstest ein Speziellfall

der Subsumtion. Falls eine Konzeptsprache die uneingeschr

�

ankte Negation zul

�

a�t,

ist die Subsumtion nicht schwieriger als die Erf

�

ullbarkeit, denn wegen

C v D, C u :D ist unerf

�

ullbar

kann jeder Subsumtionstest auf einen Erf

�

ullbarkeitstest zur

�

uckgef

�

uhrt werden.

Das Subsumtionsproblem ist daher f

�

ur ALC genau so schwierig wie das Erf

�

ull-

barkeitsproblem.

Wie schon im Abschnitt 2.4 diskutiert wurde, haben Schmidt-Schau� und Smol-

ka einen PSPACE-vollst

�

andigen Algorithmus angegeben, der Subsumtion (bzw.

Erf

�

ullbarkeit) in ALC mit linearem Speicheraufwand entscheiden kann.

Hier soll noch erw

�

ahnt werden, da� die Entscheidbarkeit der Subsumtion bzgl.

einer Konzeptsprache von den zul

�

assigen Konstruktoren abh

�

angt. Zum Beispiel

hat Schmidt-Schau� f

�

ur eine Konzeptsprache, die nur Rollengleichheit, Konjunk-

tion, Werterestriktion und Rollenkomposition zul

�

a�t, die Unentscheidbarkeit der

Subsumtion auf die Unentscheidbarkeit des Wortproblems f

�

ur Gruppen zur

�

uck-

gef

�

uhrt (siehe [20]).

1

Diese sind in der Vorlesung ,,Logische Methoden der Wissensrepr

�

asentation\, die von Prof.

Franz Baader an der RWTH Achen im SS 1996 gehalten wurde, bewiesen.
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M

�

annlich = :Weiblich

Mensch = M

�

annlich t Weiblich

Elternteil = Mensch u 9hat-kind.Mensch

Hatkeinetochter = Mensch u 8hat-kind.M

�

annlich

Hatkeinensohn = Mensch u 8hat-kind.Weiblich

Hatkeinbaby = Mensch u 8hat-kind::Baby

Abbildung 3.1: Eine Familien-Terminologie

3.3 Klassi�kation

Unter Klassi�kation versteht man die Berechnung der Subsumtionshierarchie zwi-

schen den in der Tbox de�nierten Konzeptnamen. Klassi�kation wird meist als

ein Systemdienst implementiert.

Empirische Untersuchungen bzgl. der Subsumtionsberechnung haben gezeigt [21],

da� die Komplexit

�

at f

�

ur die Berechnung einzelner Subsumtionen nicht das ent-

scheidende Problem ist. Um die Klassi�kation f

�

ur n Konzeptnamen zu berechnen,

mu� man im ,,worst case\ n

2

Subsumtionen testen. Durch Auswahl einer geeig-

neten Reihenfolge der Aufrufe und Ausnutzung des schon berechneten Teils der

Hierarchie kann man einen betr

�

achtlichen Teil dieser Aufrufe vermeiden

2

. Solche

Optimierungsmethoden sind in vielen Implementationen erfolgreich angewendet

worden [22, 23, 24, 25].

Die Informationen, die aus der einfachen Subsumtionshierarchie gewonnen wer-

den k

�

onnen, sind sehr eingeschr

�

ankt. Das folgende Beispiel

3

bzgl. einer Tbox

beschrieben in Abbildung 3.1 soll diese Tatsache verdeutlichen:

Die Namen Baby und Weiblich sind primitive Namen, hat-kind ist ein Rollen-

name und alle anderen Namen sind de�nierte Namen. Hatkeinetochter steht f

�

ur

alle Menschen, die kein weibliches Kind haben, Hatkeinensohn steht f

�

ur alle Men-

schen, die kein m

�

annliches Kind haben und entsprechend Hatkeinbaby f

�

ur Men-

schen, die kein Baby haben. Es gilt die Subsumtion:

Hatkeinetochter u Hatkeinensohn v Hatkeinbaby

Das hei�t jeder Mensch, der keine Tochter und keinen Sohn hat, hat kein Baby.

Zum Beispiel erzeugt der Algorithmus 2.7 zu der obigen Subsumtionsfrage eine

Interpretation und ein Individuum d so, da� entweder d nicht gleichzeitig in den

Interpretationsmengen von Hatkeinensohn und Hatkeinetochter liegt oder auch

2

F

�

ur die Tboxen in [21] konnten zwischen 80% bis 90% dieser Aufrufe vermieden werden

3

Dieses Beispiel ist in [9] beschrieben.
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Mensch

M

�

annlich Hatkeinbaby Hatkeinetochter HatkeinensohnWeiblich

>

Abbildung 3.2: Klassi�kation f

�

ur die Tbox in Abbildung 3.1

in der Interpretationsmenge von Hatkeinbaby.

Diese logische Folgerung l

�

a�t sich aber aus der Subsumtionshierarchie, die mittels

einfacher Klassi�kation berechnet wird (Unterkonzept/Oberkonzept-Beziehung

zwischen allen de�nierten Namen), nicht ableiten, weil es o�ensichtlich keine

Subsumtionsrelation zwischen diesen de�nierten Konzeptnamen gibt (siehe Ab-

bildung 3.2).

Das obige Beispiel zeigt, da� solche Schlu�folgerungen w

�

ahrend der Laufzeit we-

sentlich vereinfacht werden k

�

onnen, wenn man die Hierarchie zwischen Konjunk-

tionen von Konzeptnamen vorher berechnet hat, das hei�t, eine erweiterte Sub-

sumtionshierarchie, die nicht nur die de�nierten Konzeptnamen A

1

; A

2

; : : : ; A

n

,

sondern auch alle Konjunktionen zwischen de�nierten Konzeptnamen, d.h. Kon-

zeptterme von der Form:

C

1

u C

2

u : : : u C

k

mit C

j

2 fA

1

; A

2

; : : : ; A

n

g und 1 � j � k; 1 � k � n

einschlie�t. Dabei besteht die Menge A = fA

1

; A

2

; : : : ; A

n

g aus allen in der Tbox

de�nierten Namen. Im folgenden bezeichnen wir f

�

ur eine Teilmenge

C = fC

1

; C

2

; : : : ; C

k

g � A

die Konjunktion C

1

u C

2

u : : : u C

k

mit u C.

Gew

�

unscht ist also eine solche erweiterte Subsumtionshierarchie, die es erm

�

oglicht,

jede Subsumtionsfrage von der Form uB v uD, leicht zu beantworten. Eine sol-

che Hierarchie k

�

onnte z.B. durch ein Precomputing berechnet und als ein System-

dienst zur Verf

�

ugung gestellt werden.
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Eigentlich ist die Berechnung einer erweiterten Hierarchie ein Speziellfall der Klas-

si�kation. Man kann n

�

amlich f

�

ur jede Konjunktion einen neuen Namen einf

�

uhren

und dann die erweiterte Tbox klassi�zieren. Diese Methode ist aber in der Praxis

nicht anwendbar, denn die Tbox w

�

achst exponentiell in der Gr

�

o�e der anf

�

angli-

chen Tbox

4

.

Es gibt also so viele Konjunktionen, da� man nicht f

�

ur alle Subsumtionstests

durchf

�

uhren m

�

ochte. F

�

ur n Konzeptnamen m

�

u�te man (2

n

)

2

mal den teuren

Subsumtionsalgorithmus aufrufen, was o�ensichtlich kein vertretbarer Aufwand

ist. Man versucht also, Methoden zu �nden, die die Berechnung der erweiterten

Subsumtionshierarchie mit einem besseren Aufwand erm

�

oglichen. Die Methoden,

die in dieser Arbeit untersucht werden, sind zwar auch im ,,worst case\ expo-

nentiell, aber es besteht die Ho�nung, da� sich f

�

ur typische Tboxen ein besserer

Aufwand ergibt.

Das Ziel ist es also, eine minimale Repr

�

asentation der Subsumtionshierarchie zwi-

schen den Konjunktionen von de�nierten Konzeptnamen mit m

�

oglichst geringem

Aufwand zu berechnen. Diese Repr

�

asentation mu� vollst

�

andig sein, d.h. alle Sub-

sumtionen von der Form uC v uD m

�

ussen sich daraus mit einem akzeptablem

Aufwand ableiten lassen. Au�erdem sollte man f

�

ur ihre Berechnung nicht zu oft

den Subsumtionsalgorithmus aufrufen m

�

ussen.

Wie schon erw

�

ahnt wurde, zieht man hierf

�

ur die Resultate aus der Welt der ,,For-

malen Begri�sanalyse\ heran. Im n

�

achsten Kapitel f

�

uhren wir die notwendigen

De�nitionen und S

�

atze aus dieser Umgebung ein, in der Ho�nung, da� bestimmte

begri�sanalytische Verfahren zusammen mit einem modi�zierten Subsumtionsal-

gorithmus zum Ziel f

�

uhren k

�

onnen.

4

F

�

ur eine Tbox mit n de�nierten Namen mu� man gr

�

o�enordnungsm

�

a�ig 2

n

neue Namen

einf

�

uhren.
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Kapitel 4

Formale Begri�sanalyse

4.1 Begri�sverb

�

ande

Begri�sverb

�

ande sind das zentrale Untersuchungsobjekt der ,,Formalen Begri�s-

analyse\. F

�

ur ihre Bestimmung, Darstellung und Analyse sind vielf

�

altige Me-

thoden entwickelt worden. Begri�sverb

�

ande k

�

onnen f

�

ur verschiedene Zwecke ein-

gesetzt werden (siehe [26, 27]). Hierarchische Klassi�kation von Gegenst

�

anden

und Vorlagen zum Anordnen von Gegenst

�

anden z

�

ahlen zu diesen Aufgaben. Ei-

ne interessante Anwendung der Begri�sverb

�

ande ist die Strukturierung und Ab-

frage von Wissen. Das Wissen

�

uber ein Anwendungsgebiet kann z.B. durch so-

genannte ,,Formale Kontexte" und ,,Formale Begri�e" formalisiert, gespeichert

und abgefragt werden. Ein Kontext beinhaltet eine Menge von Objekten (Ge-

genst

�

anden) und eine Menge von Eigenschaften (Merkmale), die diese Objekte

besitzen k

�

onnen. Die Information

�

uber Objekt-Merkmal-Beziehungen ist eben-

falls im Kontext enthalten. Der Begri�sverband, der zu einem bestimmten Kon-

text konstruiert wird, erm

�

oglicht Anfragen von der Art: folgt aus Eigenschaf-

ten a,b,c,... die Eigenschaften f,g,... ?; welche Objekte haben die Eigenschaften

a,b,c,... ? oder welche Eigenschaften haben die Objekte x,y,z gemeinsam?

Wie sinnvoll und praktisch die begri�sanalytischen Methoden f

�

ur die Wissens-

darstellung eingesetzt werden k

�

onnen, h

�

angt sehr stark von dem konkreten Wis-

sensgebiet und den Anforderungen, die an die L

�

osungsmethoden des spezi�schen

Problems gestellt werden, ab.

De�nition 4.1

Eine Menge M mit einer auf M de�nierten partiellen Ordnung hei�t eine geord-

nete Menge.

De�nition 4.2

Sei (M; �) eine geordnete Menge. F

�

ur Elemente a; b 2 M nennt man a einen

unteren Nachbarn von b, falls a < b ist und es kein Element c 2M mit a < c < b

gibt. Ist a ein unterer Nachbar von b, so hei�t b ein oberer Nachbar von a.
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De�nition 4.3

Es sei (M;�) eine geordnete Menge und die Menge A � M beliebig. Ein Element

s 2M hei�t eine untere Schranke von A, falls 8a 2 A : s � a. Entsprechend

wird g eine obere Schranke von A genannt, falls 8a 2 A : a � g. Existieren die

gr

�

o�te (kleinste) untere (obere) Schranke f

�

ur A, so hei�en sie Supremum (

W

A)

bzw. In�mum (

V

A) von A.

Es ist leicht einzusehen, da� Supremum und In�mum, falls sie

�

uberhaupt existie-

ren, eindeutig sind.

De�nition 4.4

Eine geordnete Menge (V;�) hei�t ein Verband, wenn zu je zwei Elemente x; y 2

V stets das Supremum x_y und das In�mum x^y von fx; yg existieren. V ist

ein vollst

�

andiger Verband, falls jede beliebige Teilmenge X � V ein Supremum

W

X und ein In�mum

V

X besitzt.

Zum Beispiel ist die Potenzmenge einer beliebigen Menge M zusammen mit

Inklusionsordnung (P(M);�) ein vollst

�

andiger Verband, denn f

�

ur jede Menge

X � P(M) gilt:

_

X =

[

x2X

x und

^

x =

\

x2X

x

Bemerkung 4.5

Eigentlich ist die explizite Bedingung der Existenz des Supremums bei der De-

�nition des vollst

�

andigen Verbandes

�

uber


�

ussig, weil diese aus der Existenz des

In�mums folgt. Die Menge S besitzt als die Menge aller oberen Schranken von

X � V das In�mum s. Dann ist jedes x 2 X eine untere Schranke von S, also

gilt x � s f

�

ur alle x 2 X und somit ist s das Supremum der Menge X.

De�nition 4.6

Eine Abbildung ' : V ! W zwischen zwei vollst

�

andigen Verb

�

anden V und W

hei�t supremum-erhaltend, wenn f

�

ur jede Teilmenge X � V

'(

_

X) =

_

'(X)

gilt. Entsprechend wird eine in�mum-erhaltende Abbildung de�niert. Ist ei-

ne Abbildung sowohl in�mum- als auch supremum-erhaltend, so hei�t sie ein

Vollhomomorphismus. Ein bijektiver Vollhomomorphismus hei�t dann ein Ver-

bandisomorphismus.

De�nition 4.7

Sei (V;�) ein Verband, dann hei�t (V;�)

d

:= (V;�) der zu V duale Verband.

Ist (V;�) isomorph zu einem dualen Verband (W;�)

d

, so werden V und W dual

isomorphe Verb

�

ande genannt: V

�

=

d

W
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4.2 H

�

ullensysteme

Ein H

�

ullensystem auf einer MengeG ist eine Menge von Teilmengen, dieG enth

�

alt

und gegen Durchschnitt abgeschlossen ist. Formal:

De�nition 4.8

H � P(G) hei�t ein H

�

ullensystem auf G, falls G 2 H und 8 X � H :

T

X 2 H

De�nition 4.9

Ein H

�

ullenoperator ' auf der Menge G ist eine Abbildung, die jede Teilmenge

X � G eine H

�

ulle '(X) � G zuordnet, wobei f

�

ur alle X; Y � G gelten mu�:

Monotonie X � Y ) '(X) � '(Y )

Extensit

�

at X � '(X)

Idempotenz '('(X)) = '(X)

Wenn ' : P(G)! P(G) ein H

�

ullenoperator auf G ist, dann nennt man jede Men-

ge '(X) eine H

�

ulle von '. Jedes H

�

ullensystem H kann als die Menge aller H

�

ullen

eines H

�

ullenoperators betrachtet werden und umgekehrt, d.h. jedes H

�

ullensystem

kann durch einen H

�

ullenoperator beschrieben werden, und jeder H

�

ullenoperator

de�niert ein H

�

ullensystem. Das ist die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma 4.10

1. Jedes H

�

ullensystem ist die Menge aller H

�

ullen eines H

�

ullenoperators.

2. Umgekehrt ist die Menge aller H

�

ullen eines H

�

ullenoperators ein H

�

ullensystem.

Beweis

1. Sei H � P(G) ein H

�

ullensystem auf G. Wir zeigen, da� der Operator

'

H

(X) =

T

fA 2 H j X � Ag ein H

�

ullenoperator auf G ist und die Menge

aller H

�

ullen dieses Operators gleich H ist.

� Der Operator '

H

ist ein H

�

ullenoperator auf G, denn:

(Monotonie): Aus X � Y folgt: fA 2 H j X � Ag � fA 2 H j Y �

Ag und somit '

H

(X) =

T

fA 2 HjX � Ag �

T

fA 2 H j Y �

Ag = '

H

(Y ):

(Extensit

�

at und Idempotenz): Die Extensit

�

at ist trivial (da X �

X) und die Idempotenz gilt, denn nach De�nition von '

H

enth

�

alt

jedes Element X 2 H, welches A enth

�

alt, auch '

H

(A) und umge-

kehrt. Formal hei�t dies:

fA 2 H j X � Ag = fA 2 H j '

H

(X) � Ag
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� Die Menge aller H

�

ullen des Operators '

H

ist gleich der Menge H, denn

die Menge aller H

�

ullen ist beschrieben durch H

'

H

= f'

H

(X) j X �

Gg. Nun gilt einerseits nach De�nition:

X =

T

fA 2 H j X � Ag , X = '

H

(X) , X 2 H

'

H

und anderer-

seits X 2 H , X =

T

fA 2 H j X � Ag; denn:

? (: Aus X =

T

fA 2 H j X � Ag folgt sofort nach De�nition 4.8:

X 2 H.

? ): Die Menge fA 2 H j X � Ag besteht aus allen Mengen, die in

H liegen und X enthalten. Also insbesondere liegt X in dieser Menge,

denn nach Voraussetzung X 2 H und au�erdem X � X. Somit ist der

Schnitt

�

uber diese Menge genau gleich der Menge X.

2. Nun seiH

'

= f'(X) jX � Gg die Menge aller H

�

ullen eines H

�

ullenoperators

' : P(G)! P(G). Dann ist H

'

ein H

�

ullensystem auf G, denn:

Sei X � H

'

beliebig. Wegen der Extensit

�

at von ' ist

T

X � '(

T

X). Mit

Monotonie und Idempotenz von ' folgt aus A 2 X stets '(

T

X) � '(A) =

A, was '(

T

X) �

T

X impliziert. Also es gilt '(

T

X) =

T

X. Somit liegt

die Schnittmenge

�

uber X in H

'

und somit ist H

'

nach De�nition 4.8 ein

H

�

ullensystem auf G.

2

Satz 4.11

Ist H � P(G) ein H

�

ullensystem, so ist (H;�) ein vollst

�

andiger Verband mit

Supremum und In�mum:

_

X = '

H

(

[

X) und

^

X =

\

X f

�

ur alle X � H:

Dabei ist '

H

de�niert durch '

H

(X) =

T

fA 2 H j X � Ag ein H

�

ullenoperator

f

�

ur H. Umgekehrt ist jeder vollst

�

andige Verband isomorph zum Verband aller

H

�

ullen eines H

�

ullensystems.

Beweis

Im Satz 4.10 wurde bewiesen, da� '

H

ein H

�

ullenoperator f

�

ur das H

�

ullensystem

H ist, d.h. H ist genau die Menge aller H

�

ullen von '

H

.

Jede geordnete Menge, in der zu jeder Teilmenge das In�mum existiert, ist ein

vollst

�

andiger Verband, denn nach Bemerkung 4.5 impliziert die Existenz des In-

�mums auch die des Supremums. Da� (H;�) eine solche geordnete Menge ist, ist

klar, da

T

X f

�

ur alle X � H das In�mum von X ist. Es ist ebenso o�ensichtlich,

da� f

�

ur alle X � H � P(G) die Menge '

H

(

S

X) eine obere Schranke von X ist,

denn nach der De�nition des H

�

ullenoperators gilt f

�

ur alle A 2 X die Inklusions-

beziehung A � '

H

(A) � '

H

(

S

X).

Es mu� noch gezeigt werden, da� diese obere Schranke die kleinste obere Schran-

ke ist. Sei S � P(G) die Menge aller oberen Schranken von X. Nach dem ersten
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Teil des Beweises ist

V

S =

T

S das In�mum von S. Jedes Element von X ist

also eine Teilmenge von

T

S. Somit gilt

S

X �

T

S. Demzufolge gilt

T

S 2 fA 2

H j

S

X � Ag. Also folgt '

H

(

S

X) =

T

fA 2 H j

S

X � Ag �

T

S. Andererseits

gilt

T

S � '

H

(

S

X), da '

H

(

S

X) eine obere Schranke von X ist und somit in S

liegt. Es gilt also '

H

(

S

X) =

T

S.

Sei nun umgekehrt (V;�) ein vollst

�

andiger Verband. Dann ist das Mengensystem

S = ffx 2 V j x � ag j a 2 V g ein H

�

ullensystem, denn f

�

ur jede Teilmenge T � V

gilt:

\

a2T

fx 2 V j x � ag = fx 2 V j x � s; s =

^

Tg:

Somit sind die Mengen der Form fx 2 V j x � ag f

�

ur alle a 2 V H

�

ullen und nach

Lemma 4.10 ist das System S ein H

�

ullensystem. 2

4.3 Kontexte und Begri�e

De�nition 4.12

Ein KontextK = (O;M; �) besteht aus einer Menge O von Objekten, einer Menge

M von Merkmalen und einer bin

�

aren Relation � � O �M , die angibt, welches

Objekt welches Merkmal besitzt.

De�nition 4.13

Zwei Kontexte (O

1

;M

1

; �

1

) und (O

2

;M

2

; �

2

) sind isomorph, wenn es bijektive

Abbildungen � : O

1

! O

2

; � :M

1

!M

2

gibt mit (g;m) 2 �

1

, (�(g); �(m)) 2

�

2

f

�

ur alle g 2 O

1

und alle m 2M

1

.

Ein Kontext l

�

a�t sich z. B. durch eine Kreuztabelle darstellen, deren Zeilen nach

Objekten und deren Spalten nach Merkmalen benannt sind. Wo ein Objekt ein

Merkmal besitzt (erf

�

ullt), wird ein Kreuz eingetragen. Zum Beispiel ist in der

Tabelle 4.1 der Kontext der reellen Zahlen dargestellt. Dabei sind einige Eigen-

schaften reeller Zahlen wie nat

�

urlich, ganz, rational, algebraisch, usw. betrachtet.

De�nition 4.14

F

�

ur beliebige Mengen A � O und B � M de�niert man :

A

0

= fm 2M j 8g 2 A : (g;m) 2 �g

B

0

= fg 2 O j 8m 2 B : (g;m) 2 �g

A

0

ist also die Menge der Merkmale, die von allen Objekten in A erf

�

ullt werden.

Entsprechend ist B

0

die Menge der Objekte, die alle Merkmale in B besitzen.

Beispiel: f�g

0

= fIRR; TRANS;Rg und f�g

00

= f�; eg und f�g

000

= f�g

0
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Tabelle 4.1: Kontext ,,Reelle Zahlen\

N Z

�

Z Q

+

Q

�

Q IRR ALG TRANS R

1 � � � � � �

-1 � � � � � �

1/2 � � � �

-1/2 � � � �

p

2 � � �

� � � �

e � � �

De�nition 4.15

Ein ,,Formaler Begri�\ eines Kontextes K = (O;M; �) ist ein Paar (A;B) mit

A � O und B �M und A

0

= B; B

0

= A.

A hei�t dann der Umfang und B der Inhalt des Begri�es (A;B).

Bemerkung 4.16

Direkt aus der De�nition folgt, da� f

�

ur alle A � O, B �M das Paar (A;B) genau

dann ein Begri� des Kontextes K = (O;M; �) ist, wenn eine Menge X � O bzw.

eine Menge Y � M existiert mit (A;B) = (X

00

; X

0

) bzw. (A;B) = (Y

0

; Y

00

). Die

Mengen O undM tauchen als Umfang bzw. Inhalt der trivialen Grenzbegri�e auf:

Die Menge aller Gegenst

�

ande ist Umfang des gr

�

o�ten Begri�s, (;

0

; ;

00

) = (O;O

0

),

dual ist M der Inhalt des kleinsten Begri�es, (;

00

; ;

0

) = (M

0

;M).

De�nition 4.17

Sei K = (O;M; �) ein Kontext. F

�

ur g 2 O hei�t der Begri� 
g := (g

00

; g

0

)

Gegenstandsbegri� zu g. Entsprechend hei�t �m := (m

0

; m

00

) Merkmalbegri�

zu einem m 2M . Die Objektsmenge m

0

(steht f

�

ur fmg

0

) und Merkmalsmenge g

0

(steht f

�

ur fgg

0

) hei�en dann Merkmalsumfang bzw. Gegenstandsinhalt.

In Kreuztabellendarstellung spricht man von Spaltenumf

�

angen bzw. Zeileninhal-

ten anstatt von Merkmalsumf

�

angen bzw. Gegenstandsinhalten.

Lemma 4.18

Sei K = (O;M; �) ein Kontext und B;B

1

; B

2

� M und A;A

1

; A

2

� O beliebig.

Dann gilt:

1. B

1

� B

2

) B

0

2

� B

0

1

2. B � B

00

3. B

0

= B

000

4. A

1

� A

2

) A

0

2

� A

0

1

31



5. A � A

00

6. A

0

= A

000

7. A � B

0

, B � A

0

, A�B � �

Beweis

Zu 1) und 4): Ist g 2 B

0

2

, so ist (g;m) 2 � f

�

ur alle m 2 B

2

. Wegen B

1

� B

2

gilt insbesondere (g;m) 2 � f

�

ur alle m 2 B

1

. Somit liegt g auch in B

0

1

. Der

Beweis f

�

ur Punkt (4) ist v

�

ollig analog.

Zu 2) und 5): Ist m 2 B, so ist (g;m) 2 � f

�

ur alle g 2 B

0

und damit folgt

m 2 B

00

. Der Beweis f

�

ur Punkt (5) ist v

�

ollig analog.

Zu 3) und 6): Aus B � B

00

folgt wegen (1) B

000

� B

0

. Die Mengen B

000

und

B

0

sind Gegenstandsmengen, also B

0

= A � O und B

000

= A

00

� O. Es gilt

dann wegen (5) A � A

00

, was gleichbedeutend zu B

0

� B

000

ist. Es folgt also

B

0

= B

000

. Beweis f

�

ur (6) ist v

�

ollig analog.

Zu 7): Die erste

�

Aquivalenz folgt aus 1. und 2. (() bzw. aus 4. und 5. ()). Zur

zweiten

�

Aquivalenz:

,,)\ Sei B � A

0

. Dann gilt:

A � B � A � A

0

� A � fm 2 M j 8g 2 A : (g;m) 2 �g = f(g;m) j g 2

A; m 2M; (g;m) 2 �g � �

,,(\ Sei A � B � �. Dann gilt f

�

ur alle g 2 A;m 2 B : (g;m) 2 �. Also

folgt 8m 2 B : m 2 A

0

, was B � A

0

impliziert.

2

Korollar 4.19 Die Operatoren A! A

00

und B ! B

00

sind H

�

ullenoperatoren auf

den Potenzmengen von O bzw. M .

Beweis

Extensit

�

at folgt direkt aus Punkt (2) des Lemmas 4.18. Idempotenz folgt aus

Punkt (3): B

0000

= (B

000

)

0

= (B

0

)

0

= B

00

. Monotonie folgt aus den Punkten (1) und

(5): B

1

� B

2

) B

0

2

� B

0

1

) B

00

1

� B

00

2

. 2
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Lemma 4.20

Die Menge aller Begri�sinhalte eines Kontextes K = (O;M; �) mit Inklusions-

beziehung ist ein vollst

�

andiger Verband. Entsprechend gilt diese Aussage f

�

ur die

Menge aller Begri�sumf

�

ange. Diese beiden Verb

�

anden sind au�erdem dual iso-

morph.

Beweis

Nach Bemerkung 4.16 ist jeder Begri� von der Form (A

00

; A

0

) f

�

ur eine Menge

A � O bzw. von der Form (B

0

; B

00

) f

�

ur eine Menge B � M . Somit bestehen

die Mengen fB

00

j B � Mg und fA

00

j A � Og aus allen Begri�sinhalten bzw.

Begri�sumf

�

angen des Kontextes. Andererseits sind nach Korollar 4.19 die Opera-

toren A! A

00

und B ! B

00

H

�

ullenoperatoren auf den Potenzmengen von O bzw.

M . Somit bilden diese Mengen, nach Satz 4.11 mit Inklusionsordnung vollst

�

andi-

ge Verb

�

ande. Da� diese beiden Verb

�

ande dual isomorph sind, folgt direkt aus

der De�nition 4.7 und der Tatsache, da� nach Lemma 4.18 f

�

ur beliebige Begri�e

(A

1

; B

1

) und (A

2

; B

2

) gilt: A

1

� A

2

, B

2

� B

1

. 2

Was uns im Hinblick auf unser Ziel besonders intressiert, ist die Berechnung der

Inklusionsordnung unter den Begri�sinhalten

1

, denn jeder Begri�sinhalt ist eine

Merkmalsmenge und jede Merkmalsmenge entspricht einer Konjunktion von in

einer Tbox de�nierten Konzeptnamen, falls man bzgl. dieser Tbox einen geeig-

neten Kontext de�niert

2

.

Die duale Isomorphie zwischen beiden Verb

�

anden hat zur Folge, da� man alle

Algorithmen zur Bestimmung der Begri�sumf

�

ange v

�

ollig analog auch f

�

ur Be-

gri�sinhalte verwenden kann. Daf

�

ur braucht man nur die Rolle von Merkmalen

und Gegenst

�

anden zu vertauschen. D.h. der Verband der Umf

�

ange gespiegelt um

eine horizontale Gerade ergibt den Verband der Inhalte. Dieses Dualit

�

atsprinzip

vereinfacht De�nitionen und Beweise. Zu einer ordnungstheoretischen Aussage

A bekommt man die duale Aussage A

d

, wenn man in A das Zeichen � durch

� ersetzt. Behauptet ein Lehrsatz zwei zueinander duale Aussagen, so wird in

der Regel nur die eine bewiesen, die andere ergibt sich dann dual, d.h. mit dem

gleichen Beweis f

�

ur die duale Ordnung.

Lemma 4.21

Eine Menge B � M ist genau dann ein Begri�sinhalt, wenn B = B

00

ist. Ent-

sprechend ist eine Menge A � O genau dann ein Begri�sumfang, wenn A = A

00

ist.

Beweis

Sei B �M ein Begri�sinhalt mit entsprechendem Umfang X � O. Nach Bemer-

kung 4.16 mu� ein Y �M existieren so, da� (X;B) = (Y

0

; Y

00

) ist. Daraus folgt:

1

Wie wir sp

�

ater sehen werden, m

�

ochten wir nicht diese ganze Hierarchie berechnen, sondern

nur einen kleinen repr

�

asentativen Teil davon.

2

Ein solcher Kontext f

�

ur Tboxen wird in Kapitel 5 angegeben (siehe De�nition 5.1).
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X = Y

0

und B = Y

00

. Es folgt weiter nach Lemma 4.18 B

0

= Y

000

= Y

0

= X also:

B

00

= X

0

= Y

00

= B. Die Umkehrung ist trivial. Der Beweis f

�

ur Begri�sumf

�

ange

ist v

�

ollig analog. 2

De�nition 4.22

Der Begri� (A

1

; B

1

) hei�t ein Unterbegri� von (A

2

; B

2

) (schreibe (A

1

; B

1

) �

(A

2

; B

2

)) , wenn A

1

� A

2

(, B

2

� B

1

) ist. Die Relation � hei�t dann die

hierarchische Ordnung unter den Begri�en.

Satz 4.23 (Hauptsatz

�

uber Begri�sverb

�

ande, 1.Teil)

Sei K = (O;M; �) ein Kontext. Die hierarchische Ordnung auf der Menge aller

Begri�e ist eine partielle Ordnung, und der Begri�sverband V(O;M; �) zusammen

mit dieser Ordnung ist ein vollst

�

andiger Verband, bei dem die Suprema und

In�ma f

�

ur beliebige Begri�smengen

X = f(A

j

; B

j

) j j 2 J , (A

j

; B

j

) ist ein Begri�g

folgenderma�en de�niert sind:

_

X =

0

@

(

[

j2J

A

j

)

00

;

\

j2J

B

j

1

A

^

X =

0

@

\

j2J

A

j

; (

[

j2J

B

j

)

00

1

A

Dieser Satz l

�

a�t sich folgenderma�en interpretieren:

Ein Unterbegri� hat weniger Gegenst

�

ande, die unter ihn fallen, wird aber daf

�

ur

durch mehr Merkmale beschrieben als der Oberbegri�. Das In�mum einer Menge

X von Begri�en ist gerade der gr

�

o�te gemeinsame Unterbegri�. Es ist gerade der

Begri�, der die gemeinsamen Gegenst

�

ande aller Begri�e aus X hat. Dual dazu

ist das Supremum der kleinste gemeinsame Oberbegri�, dessen Merkmale genau

die gemeinsamen Merkmale aller Begri�e aus X sind.

Mit formalen Kontexten lassen sich auf die oben angegebene Weise vollst

�

andi-

ge Verb

�

ande erzeugen. Tats

�

achlich entsteht jeder vollst

�

andige Verband auf diese

Weise. Dies ist die Aussage des folgenden Satzes, der zusammen mit Satz 4.23

den Hauptsatz

�

uber Begri�sverb

�

ande bildet (vgl. [28]).

Satz 4.24 (Hauptsatz

�

uber Begri�sverb

�

ande, 2.Teil)

Ein vollst

�

andiger Verband (V;�) ist genau dann isomorph zum Begri�sverband

eines Kontextes K = (O;M; �), wenn es Abbildungen 
 von O nach V und � von

M nach V gibt, so da� gilt:

(i) F

�

ur jedes Element x 2 V gibt es eine Teilmenge H � O mit x =

W

f
(h) j h 2 Hg.
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(ii) F

�

ur jedes Element x 2 V gibt es eine Teilmenge N �M mit x =

V

f�(n) j n 2 Ng.

(iii) F

�

ur alle g 2 O und m 2M ist (g;m) 2 �

�

aquivalent zu 
(g) � �(m). Insbe-

sondere ist jede vollst

�

andige Verband (V;�) isomorph zum Begri�sverband

V(V; V;�).

F

�

ur graphische Darstellung von Verb

�

anden gibt es viele e�ziente Algorithmen,

die sich in der Praxis bew

�

ahrt haben. Da� die Menge aller Begri�e eines Kon-

textes ein vollst

�

andiger Verband ist, hat also u.a. den Vorteil, da� man diese Al-

gorithmen zur Darstellung der Begri�shierarchie

�

ubernehmen kann. Eine

�

ubliche

Darstellungsform der Begri�sverb

�

ande ist die Darstellung mittels der Liniendia-

gramme. Ganter und Wille haben beschrieben (siehe [28, 29]), wie man aus der

Menge aller Begri�e eines Kontextes ein solches Diagramm gewinnen kann.

Eine interessante Folgerung des Hauptsatzes ist die Reduktion der Beschriftung

der Knoten des vollst

�

andigen Verbandes eines Kontextes, dargestellt als ein Lini-

endiagramm. Ist n

�

amlich (V;�) = V(O;M; �), so sind die Abbildungen 
 und �

gegeben durch: 
(g) = (g

00

; g

0

) und �(m) = (m

0

; m

00

). Damit ist 
(g) der kleinste

Begri�, der den Gegenstand g in seinem Umfang enth

�

alt (auch der Gegenstands-

begri� von g genannt) und �(m) ist der gr

�

o�te Begri�, der das Merkmal m in

seinem Inhalt enth

�

alt (auch Merkmalsbegri� von m genannt). Man reduziert nun

die Beschriftung, indem nur noch die Gegenstands- und Merkmalsbegri�e mit

den zugeh

�

origen Gegenst

�

anden und Merkmalen beschriftet werden. Zum Beispiel

ist die Abbildung 4.1 eine solche vereinfachte Darstellung des Begri�sverbandes

des Kontextes ,,Reelle Zahlen\, der in der Tabelle 4.1 beschrieben ist.

Wie liest man ein solches Liniendiagramm?

Die Begri�e des Kontextes werden durch kleine Kreise dargestellt und ein Be-

gri� ist Unterbegri� eines anderen Begri�es genau dann, wenn ein aufsteigender

Linienzug von dem den Unterbegri� darstellenden Kreis zu dem den Oberbegri�

darstellenden Kreis f

�

uhrt.

Das Liniendiagramm ist folgenderma�en beschriftet:

Der Name des Gegenstands g wird etwas unterhalb des Kreises des Gegenstands-

begri�es 
(g) = (g

00

; g

0

) notiert, w

�

ahrend der Name des Merkmals m etwas ober-

halb des Kreises des Merkmalsbegri�es �(m) = (m

0

; m

00

) notiert wird. Die an-

deren Begri�e werden als einfache Kreise ohne Beschri�tung dargestellt (in dem

Beispiel gibt es, bis auf den kleinsten Begri� (;;M), nur Merkmals- und Gegen-

standsbegri�e). Man sieht, da� dies eine wesentliche Vereinfachung der Verbands-

darstellung ist, insbesondere wenn man beachtet, da� z.B. die Beschriftung eines

Liniendiagramms sogar f

�

ur kleine Verb

�

ande sehr un

�

ubersichtlich werden kann.
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-1

Z

IRR

TRANS

p

2

1

1/2

Q

�

Q

+

Z

�

�; e

Q

ALG

R

-1/2

Abbildung 4.1: Begri�sverband des Kontextes ,,Reelle Zahlen\.

Das so beschriftete Liniendiagramm enth

�

alt die volle Information des Kontextes,

denn nach dem Hauptsatz gilt: (g;m) 2 �, 
(g) � �(m).

Im Beispiel hat etwa der Gegenstand g = �1=2 die Merkmale Q

�

; Q, ALG und

R, aber nicht das Merkmal IRR, da von dem Kreis von 
(g) zwar aufsteigende

Linienz

�

uge zu den Kreisen �(Q

�

), �(Q), �(ALG) und �(R) existieren, aber kein

aufsteigender Linienzug zu dem Kreis von �(IRR) vorhanden ist.

Die vereinfachte Darstellung enth

�

alt auch die volle Information des Begri�sver-

bandes. Jeder Begri� eines Kontextes hat die Form (Y

0

; Y

00

) f

�

ur eine Menge

Y � M . F

�

ur Y � M und X � O gilt Y

0

=

T

m2Y

m

0

und X

0

=

T

g2X

g

0

. Das

hei�t: der Umfang eines Begri�es ist Durchschnitt bestimmter Spaltenumf

�

ange

(Ein Spaltenumfang ist der Umfang eines Merkmalsbegri�s �(m) = (m

0

; m

00

))

und der Inhalt eines Begri�es ist Durchschnitt bestimmter Zeileninhalte (Ein

Zeileninhalt ist der Inhalt eines Gegenstandsbegri�es 
(g) = (g

00

; g

0

)). Es gilt

also (Y

0

; Y

00

) =

V

m2Y

�(m). Aus dieser Tatsache zusammen mit dem Hauptsatz

folgt, da� man jeden Begri� (Y

0

; Y

00

) des Kontextes leicht aus der vereinfach-
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ten Darstellung wiedergewinnen kann. Sucht man zu einem kleinen Kreis, der

ja einen Begri� repr

�

asentiert, den zugeh

�

origen Begri�sumfang, so besteht dieser

aus den Gegenst

�

anden, die an diesem Kreis oder an von diesem Kreis absteigen-

den Linienz

�

ugen liegen. Entsprechend �ndet man den zugeh

�

origen Begri�sinhalt,

indem man alle von dem Kreis aus aufsteigenden Linienz

�

uge verfolgt und die

daran eingetragenen Merkmale notiert. So erkennt man im Liniendiagramm 4.1

z.B. f

�

ur den Begri� �(Z) = (Z

0

; Z

00

) leicht den Umfang f1;�1g und den Inhalt

fZ;Q;R;ALGg.

4.4 Bestimmung des Begri�sverbandes eines

Kontextes

Wie wir in fr

�

uheren Abschnitten gesehen haben, ist jeder Begri� eines Kontex-

tes K = (O;M; �) von der Form (X

00

; X

0

) f

�

ur eine Teilmenge X � O und von

der Form (Y

0

; Y

00

) f

�

ur eine Teilmenge Y � M . Umgekehrt ist jedes solches Paar

ein Begri�. Allerdings ergibt sich aus dieser Aussage kein praktikables Verfah-

ren f

�

ur die Berechnung aller Begri�e eines Kontextes, da man solche Paare f

�

ur

alle Teilmengen berechnen m

�

u�te, was f

�

ur gr

�

o�ere Kontexte nur schwer m

�

oglich

ist. Au�erdem br

�

auchte man noch eine zus

�

atzliche Nacharbeit, um die Begri�-

Unterbegri�-Beziehungen zu bestimmen. Man nutzt nun die Charakterisierung

vollst

�

andiger Verb

�

ande durch H

�

ullensysteme (siehe den Satz 4.11) aus. Es geht

also um einen Algorithmus zur Erzeugung aller H

�

ullen eines H

�

ullenoperators. Es

ist schon klar, da� es sich dabei um den H

�

ullenoperator B ! B

00

(oder analog

A! A

00

f

�

ur Objektsmengen) handelt.

De�nition 4.25

Sei K = (O;M; �) ein Kontext. Es wird eine Aufz

�

ahlung p

1

; p

2

; p

3

; : : : der Ele-

mente von M vorausgesetzt. Wir schreiben dann p

i

< p

j

, falls i < j ist. Seien

weiter B

1

6= B

2

beliebige Teilmengen von M . Die Menge B

1

hei�t lektisch kleiner

als die Menge B

2

, falls das bzgl. der < -Relation kleinste Element von M , in dem

sich B

1

und B

2

unterscheiden, zu B

2

geh

�

ort. Formal:

B

1

� B

2

, 9p

i

2 B

2

nB

1

mit B

1

\ fp

1

; p

2

; : : : p

i�1

g = B

2

\ fp

1

; p

2

; : : : p

i�1

g

Lemma 4.26

Sei K = (O;M; �) ein Kontext und M endlich. Die Ordnung � de�niert auf der

Potenzmenge von M eine strikte, totale und Noethersche partielle Ordnung.

Beweis

Transitivit

�

at und Irre
exivit

�

at sind klar. Aus der Irre
exivit

�

at folgt sofort die

Antisymmetrie, also ist � eine strikte partielle Ordnung. O�ensichtlich kann A �

B nur f

�

ur A 6= B gelten. Nun seien A und B verschiedene Teilmengen von M
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und B 6� A. Nach De�nition geh

�

ort dann das erste Element, in dem sich diese

beiden Mengen unterscheiden, nicht zu A, also mu� es zu B geh

�

oren, somit folgt

A � B. Also gilt f

�

ur A 6= B entweder A � B oder B � A, was zeigt, da� � total

ist.

Terminierung ist auch klar. Denn, angenommen, es gibt eine unendliche Kette

A

1

� A

2

� : : :, so mu� es ein A

i

geben, das in dieser Kette wiederholt vorkommt,

da es nur endlich viele Teilmengen von M gibt. Wegen Transitivit

�

at folgt dann

A

i

� A

i

. Dies kann aber nicht der Fall sein, denn nach De�nition kann A � B

nur f

�

ur A 6= B gelten. 2

Die lektische Ordnung stellt sicher, da� im Laufe der Berechnung der Begri�shier-

archie alle Begri�sinhalte geordnet gefunden werden, d.h. der n

�

achste gefundene

Inhalt ist tats

�

achlich der n

�

achst gr

�

o�ere Inhalt (siehe Algorithmus 4.30). Ein

weiteres Ziel ist es nun, f

�

ur eine beliebige Menge B � M den bzgl. lektischer

Ordnung kleinsten Begri�sinhalt zu �nden, der gr

�

o�er als B ist. Ist dieses Pro-

blem gel

�

ost, so kann man alle Begri�sinhalte des Kontextes �nden, indem man

ausgehend vom kleinsten Begri�sinhalt ;

00

den n

�

achst gr

�

o�eren Begri�sinhalt �n-

det, bis man schlie�lich den gr

�

o�ten Begri�sinhaltM erreicht hat. Dazu de�nieren

wir f

�

ur p

i

2M; B

1

; B

2

� M :

De�nition 4.27

� B

1

<

i

B

2

, p

i

2 B

2

nB

1

und B

1

\fp

1

; p

2

; : : : p

i�1

g = B

2

\fp

1

; p

2

; : : : p

i�1

g.

� B � i := ((B \ fp

1

; p

2

; : : : p

i�1

g) [ fp

i

g)

00

:

Hilfssatz 4.28

Ist M = f1; : : : ; ng, dann gelten f

�

ur Mengen A;B �M folgende Aussagen:

1. i 2 A� i

2. A � B , A <

i

B f

�

ur ein i 2M .

3. A <

i

B und A <

j

C mit i < j ) C <

i

B.

4. i 62 A) A � A� i.

5. A <

i

B und B Begri�sinhalt ) A� i = B oder A� i � B

6. A <

i

B und B Begri�sinhalt ) A <

i

A� i.

Beweis

zu 1): Nach De�nition und Lemma 4.18 Teil (2).

zu 2): Ist trivial.
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zu 3): Aus A <

i

B und A <

j

C folgt:

i 2 B n A; j 2 C n A; A \ f1; 2; : : : ; i � 1g = B \ f1; 2; : : : i � 1g und

A \ f1; 2; : : : ; j � 1g = C \ f1; 2; : : : ; j � 1g.

W

�

are nun i 2 C, dann (wegen i < j) i 2 C \ f1; 2; : : : j � 1g, aber wegen

i 62 A nicht in A\f1; 2; : : : ; j� 1g, somit w

�

aren diese beiden Mengen nicht

gleich. Also gilt i 62 C. Wegen i 2 B folgt dann: i 2 B n C.

Weiter gilt:

C \ f1; 2; : : : ; i� 1g = C \ f1; 2; : : : ; j � 1g \ f1; 2; : : : ; i� 1g

= A \ f1; 2; : : : ; j � 1g \ f1; 2; : : : ; i� 1g

= A \ f1; 2; : : : ; i� 1g

= B \ f1; 2; : : : ; i� 1g:

zu 4) Nach (1) gilt i 2 A � i und wegen i 62 A folgt i 2 A � i n A. Somit sind

die Mengen A und A � i verschieden. Es gibt also ein kleinstes Element

j in dem sich diese beiden Mengen unterscheiden. Ist j = i, so ist die

Behauptung bewiesen, sonst mu� j < i sein. Liegt j in A � i, so ist die

Behauptung bewiesen, sonst mu� gelten j 2 AnA� i, daraus w

�

urde folgen:

j 2 A \ f1; : : : ; i � 1g (wegen j < i und j 2 A). Daraus folgt wiederum

j 2 ((A \ f1; : : : ; i� 1g) [ fig)

00

= A� i. Das ist aber ein Widerspruch zu

j 2 A nA� i. Also das kleinste Element, in dem sich diese beiden Mengen

unterscheiden, kann nicht zu A geh

�

oren, also mu� es zu A� i geh

�

oren, was

nach De�nition A � A� i impliziert.

zu 5) Es gen

�

ugt zu zeigen, da� A� i � B gilt, denn aus A� i � B folgt direkt

nach De�nition der lektischen Ordnung: A� i � B.

Aus A <

i

B folgt nach De�nition:

i 2 B n A und A \ f1; : : : ; i� 1g = B \ f1; : : : ; i� 1g:

Somit sind A� i und B � i gleiche Mengen. Andererseits gilt wegen i 2 B:

B � i = ((B \ f1; : : : ; i� 1g) [ fig)

00

= (B \ f1; : : : ; ig)

00

� B

00

Da die Menge B ein Begri�sinhalt ist, gilt nach Lemma 4.21 B = B

00

,

woraus sofort A� i = B � i � B folgt.

zu 6) Wegen A <

i

B gilt: i 2 B n A und somit i 2 A � i n A. Also ist nur zu

zeigen, da�

A� i \ f1; : : : ; i� 1g = A \ f1; : : : ; i� 1g gilt. Es folgt mit:
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A� i \ f1; : : : ; i� 1g = ((A \ f1; : : : ; i� 1g) [ fig)

00

\ f1; : : : ; i� 1g

= ((B \ f1; : : : ; i� 1g) [ fig)

00

\ f1; : : : ; i� 1g

= ((B \ f1; : : : ; ig))

00

\ f1; : : : ; i� 1g

� B

00

\ f1; : : : ; i� 1g

= B \ f1; : : : ; i� 1g

= A \ f1; : : : ; i� 1g:

Die �-Richtung ist wegen ((A\ f1; : : : ; i� 1g)[ fig)

00

� A \ f1; : : : ; i� 1g

klar.

2

Satz 4.29

Der kleinste Begri�sinhalt, der lektisch gr

�

o�er ist als eine gegebene Menge A �

M , ist A� i, wobei p

i

das gr

�

o�te Element von M ist mit A <

i

A� i.

Beweis

Zum Beweis gen

�

ugt der Hilfssatz 4.28:

Sei A

�

der kleinste Begri�sinhalt nach A bzgl. der lektischen Ordnung. Wegen

A � A

�

ist A <

i

A

�

f

�

ur ein i 2M nach (2) und damit A <

i

A� i nach (6). Nach

(5) folgt A� i � A

�

, also A� i = A

�

wegen A � A � i und der Tatsache, da�

A

�

als kleinster Begri�sinhalt nach A gew

�

ahlt war. Da� i das gr

�

o�te Element ist

mit A <

i

A � i, ergibt sich aus (3), denn A <

j

A � j mit i < j liefert nach (3)

A� j � A

�

= A� i im Widerspruch zur Minimalit

�

at von A

�

. 2

Dieser Satz ist die Grundlage f

�

ur einen gut programmierbaren Algorithmus zur

Berechnung der Begri�shierarchie eines Kontextes. Der lektisch kleinste Begri�s-

inhalt ist ;

00

. F

�

ur eine gegebene Menge B �M �ndet man den lektisch n

�

achsten

Begri�sinhalt, indem man alle p

i

2M nB pr

�

uft, beginnend mit dem gr

�

o�ten und

in absteigender Folge, bis erstmals B <

i

B � i ist. B � i ist dann der gesuch-

te Inhalt. Man iteriert dieses Verfahren so lange, bis der lektisch gr

�

o�te Inhalt

(M) erzeugt wird. Dann hat man alle Begri�sinhalte in geordneter Reihenfolge

gefunden. Formal f

�

ur den Kontext K = (O;M; �) mit endlicher Merkmalsmenge

M = f1; 2; 3; : : : ng :

Algorithmus 4.30

1. Setze j := n.

2. Solange j 2 B, setze j := j � 1.

3. Falls j = 0, beenden (dann war B =M , und es gibt keinen lektisch gr

�

o�eren

Begri�sinhalt).

4. Berechne

^

B := B � j.
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5. Falls es ein i < j mit i 2

^

B nB gibt, weiter mit (2).

6.

^

B ist der lektisch n

�

achste Inhalt zu B.

Im Schritt (4) wird der aus B und j abgeleitete Inhalt B�j berechnet. Im Schritt

(5) wird

�

uberpr

�

uft, ob der in (4) berechnete Inhalt tats

�

achlich der n

�

achste Inhalt

ist, oder ein lektisch zu gro�er Inhalt berechnet wurde. Wenn ja, dann wird der

Algorithmus bei Schritt (2) mit einem kleineren j fortgesetzt. Der lektisch gr

�

o�te

Inhalt ist immer M .

Besondere Aufmerksamkeit verdient der Schritt (5). Die Zahl j ist das gr

�

o�te

Element von M , in dem sich B und B � j unterscheiden. Wegen j 62 B folgt

sofort nach Satz 4.28 Teil (4) B � B � j. D.h.

^

B = B � j ist wirklich ein

Begri�sinhalt, der lektisch gr

�

o�er als B ist. Nach Satz 4.29 ist

^

B genau dann der

lektisch n

�

achste Inhalt zu B, wenn B <

j

^

B gilt. Gibt es nun ein i 2

^

B n B mit

i < j, so gilt B 6<

j

^

B, da die Bedingung

^

B \ f1; 2; : : : ; j � 1g = B \ f1; 2; : : : ; j � 1g

wegen i 2

^

B \ f1; 2; : : : ; j � 1g und i 62 B \ f1; 2; : : : ; j � 1g nicht erf

�

ullt ist.

Demzufolge ist

^

B zwar ein gr

�

o�erer Begri�sinhalt aber nicht der n

�

achste Begri�s-

inhalt zu B.

Die Zeitkomplexit

�

at dieses Algorithmus ist O(n

3

), wobei n = maxfjOj; jM jg ist

(siehe [30]). Reuter und Ganter haben in [31] gezeigt, da� durch die Auswahl

einer geeigneten Reihenfolge f

�

ur die Merkmalsliste eine bessere Komplexit

�

at er-

reicht werden kann. Im Idealfall, d.h. wenn gewisse Zusatzbedingungen erf

�

ullt

sind, wird O(n

2

) erreicht. Diese Optimierung ist aber f

�

ur uns nicht von Interesse,

denn, wie wir im Abschnitt 4.5.2 sehen werden, benutzen wir eine modi�zierte

Version des Algorithmus im Zusammenhang mit einer Implikationsbasis L, wobei

der Aufwand O(jLj

2

) betr

�

agt.

Man kann nun mit Hilfe des Algorithmus 4.30 alle Begri�sinhalte eines Kontextes

folgenderweise bestimmen:

� Berechne B := ;

00

(Dieses ist der lektisch kleinste Inhalt).

� Solange B 6= M , berechne

^

B als lektisch n

�

achsten Inhalt zu B und setze

B :=

^

B.

Die Korrektheit und Vollst

�

andigkeit dieses Algorithmus ist eine fast unmittelbare

Folge des Satzes 4.29. Die Terminierung ist auch klar, da es f

�

ur einen Kontext

mit endlicher Merkmalsmenge nur endlich viele Begri�e gibt.

Wegen der Dualit

�

at zwischen Gegenst

�

anden und Merkmalen gelten obige Aussa-

gen entsprechend auch f

�

ur Mengen von Gegenst

�

anden.
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Da ein Kontext K := (O;M; �) im schlimmsten Fall O(2

minfjOj;jM jg

) Begri�e ent-

halten kann, ist dieser Algorithmus von exponentiellem Aufwand.

Wenn wir unser Hauptziel in Betracht ziehen, sehen wir ein, da� uns die Berech-

nung des Begri�sverbandes mittels der beschriebenen Methoden noch nicht zum

Ziel f

�

uhren kann, denn bis jetzt sind wir immer von einem bestehenden Kontext

ausgegangen. Wir werden im Kapitel 5 sehen, da� man bei der Berechnung der

erweiterten Subsumtionshierarchie einen geeigneten Kontext zu einer gegebenen

Tbox de�nieren mu�. Dieser Kontext wird dann ein unendlicher Kontext sein,

deshalb m

�

ussen wir von einem leeren Kontext (oder einem kleinen Teilkontext

des unendlichen Kontextes) ausgehen, um einen endlichen Kontext aufzubauen,

dessen Begri�shierarchie einer Hierarchie f

�

ur alle Konjunktionen zwischen Kon-

zeptnamen entspricht.

Im n

�

achsten Abschnitt betrachten wir die beschriebenen Methoden im Zusam-

menhang mit Implikationen und Implikationsbasen, was uns zum Ziel f

�

uhren kann.

4.5 Merkmalexploration

Es kommt

�

ofter vor, da� eine gro�e (oder sogar unendliche) Menge von Ge-

genst

�

anden bzgl. einer kleinen Anzahl von Merkmalen klassi�ziert werden soll.

Es ist dann h

�

au�g undurchf

�

uhrbar (oder sogar unm

�

oglich im Falle eines un-

endlichen Kontextes) den gesamten Kontext aufzuschreiben und dann die im

Abschnitt 4.4 diskutierten Methoden zur Bestimmung des Begri�sverbandes an-

zuwenden. Zum Beispiel betrachten wir die unendliche Menge aller reellen Zahlen.

Es gibt verschiedene Unterklassen der Klasse aller reellen Zahlen, z. B. die Klas-

se der nat

�

urlichen Zahlen (N), ganzen Zahlen (Z), rationalen Zahlen (Q) und so

weiter. Man will zum Beispiel wissen, ob jede ganze Zahl auch algebraisch ist. Um

solche Fragen mittels Begri�sanalyse zu beantworten, m

�

ussen wir einen Kontext

betrachten, dessen Gegenstandsmenge die Menge aller reellen Zahlen und dessen

Merkmale die Eigenschaften wie nat

�

urlich, algebraisch, ganz usw. sind.

Eine direkte Anwendung der bis jetzt diskutierten Methoden kann diese Aufgabe

nicht l

�

osen, da es unendlich viele reelle Zahlen gibt. Ausgangspunkt der Begri�s-

analyse ist also in diesem Fall nicht ein explizit angegebener Kontext. Vielmehr

erschlie�en wir den Kontext und damit auch das Begri�ssystem aus der ,,Merk-

malslogik\, also aus den Regeln, wie die Merkmale kombiniert werden k

�

onnen.

Die Idee ist, das Expertenwissen

�

uber das Problemgebiet auszunutzen, um einen

m

�

oglichst kleinen Teil des gro�en (bzw. unendlichen) Kontextes herauszu�ltern,

der alle relevanten Informationen f

�

ur die Berechnung der Begri�shierarchie bein-

haltet.

Um dies zu realisieren, brauchen wir einen Algorithmus, der, basierend auf bis-
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herigen Ergebnissen, das Gew

�

unschte leistet. Dieser arbeitet mit Implikationen,

die durch sogenannte Merkmalexploration gewonnen werden. Diese Implikationen

werden als Anfrage an einen Experten gestellt, der sie verneint oder bejaht. Mit

Hilfe des Expertenwissens erzeugt dann der Algorithmus eine kleine Menge von

Implikationen, die den Begri�sverband vollst

�

andig repr

�

asentiert.

4.5.1 Implikation zwischen Merkmalen

Oft bemerkt man, da� es in einem Kontext K

0

= (O

0

;M; �

0

) zwischen zwei

Merkmalsmengen A;B � M die Beziehung gibt, da� jeder Gegenstand mit den

Merkmalen von A auch alle Merkmale von B hat. D.h. da� A

0

� B

0

im Kontext

K gilt. Man sagt dann: A impliziert B (in K).

Eine Merkmalsimplikation (im folgenden Implikation genannt) ist eine bin

�

are

Relation auf der Potenzmenge einer MerkmalsmengeM . Eine ImplikationA! B

wird von einer Menge T � M erf

�

ullt (T j= A! B), falls B � T oder A 6� T ist.

T � M erf

�

ullt eine Menge L von Implikationen, wenn T jede Implikation aus L

erf

�

ullt. Eine Implikation A! B gilt in einem Kontext K = (O;M; �), falls gilt:

8g 2 O : g

0

erf

�

ullt A! B

Eine Implikation A ! B gilt also in einem Kontext genau dann, wenn sie von

allen Zeileninhalten (f

�

ur jedes g 2 O hei�t die Menge g

0

� M ein Zeileninhalt,

entsprechend hei�t f

�

ur jedes m 2M die Menge m

0

� O Spaltenumfang) des Kon-

textes erf

�

ullt wird. Die im Kontext K geltenden Implikationen bezeichnen wir mit

Imp(K). Die Menge Imp(K) besteht also genau aus denjenigen Implikationen,

die von jeder Menge g

0

mit g 2 O erf

�

ullt sind.

Im Kontext ,,Reelle Zahlen\ (Tabelle 4.1) gilt z.B. fQg ! fALGg, da jedes

Objekt des Kontextes (bekanntlich sogar jede reelle Zahl) mit dem Merkmal Q

auch das Merkmal ALG hat.

Wir haben im Abschnitt 4.3 eine vereinfachte Darstellung des Begri�sverban-

des eines Kontextes diskutiert. Hier soll zur Erg

�

anzung noch erw

�

ahnt werden,

da� man alle g

�

ultigen Implikationen des Kontextes am vereinfachten Linien-

diagramm ablesen kann. Denn eine Implikation A ! B gilt in dem Kontext

genau dann, wenn alle Implikationen A ! m; m 2 B im Kontext gelten.

A ! m gilt im Kontext genau dann, wenn (m

0

; m

00

) � (A

0

; A

00

) gilt, also wenn

�(m) � ^f�(n) j n 2 Ag ist. Im Begri�sverband hat man also zu pr

�

ufen, ob

der mit m bezeichnete Begri� ein Oberbegri� des In�mums aller mit n 2 A

bezeichneten Begri�e ist. Zum Beispiel im Kontext ,,Reelle Zahlen\ 4.1 gilt die

Implikation A = fQ;N; Z

�

g ! IRR nicht, denn ^A = �(Z

�

) 6= �(IRR).
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Ganter und Wille haben gezeigt, da� man mit Hilfe einer geeigneten Menge

L � Imp(K) den Begri�sverband des Kontextes berechnen kann, auch wenn

der Kontext unendlich ist. Die Idee ist folgende:

Man berechnet mit Hilfe der Menge L einen Teilkontext K = (O;M; �) des

(m

�

oglicherweise unendlichen) Kontextes K

0

, mit endlicher Objektsmenge O � O

0

und � = �

0

\(O�M) so, da� der Begri�sverband vonK isomorph zu dem Begri�s-

verband von K

0

ist. Diese Idee wird durch Merkmalexploration realisiert. Zum

Beispiel ist der Kontext ,,Reelle Zahlen\ (siehe Tabelle 4.1) durch Merkmalex-

ploration erzeugt. Der Begri�sverband dieses Kontextes (siehe Abbildung 4.1)

ist isomorph zu dem des unendlichen Kontexts aller reellen Zahlen. Der Kontext

,,Reelle Zahlen\ hat nur sieben Gegenst

�

ande, aber er liefert die volle Merkmals-

logik aller in der Tabelle 4.1 de�nierten Merkmale.

Eine solche Implikationsmenge L mu� nat

�

urlich bestimmte Bedingungen erf

�

ullen.

Im folgenden werden wir sehen, da� es eine solche geeignete Implikationsmenge

gibt und, da� sie explizit erzeugt werden kann.

Satz 4.31

Eine Implikation A! B gilt in einem Kontext K = (O;M; �) gdw. B � A

00

ist.

Sie ist automatisch von allen Begri�sinhalten des Kontextes erf

�

ullt.

Beweis

B 6� A

00

, Es ex. ein m 2 B mit m 62 A

00

, Es ex. m 2 B; g 2 A

0

mit m 62 g

0

, Es ex. g 2 A

0

� O mit B 6� g

0

, Es ex. g 2 O mit A � g

0

und B 6� g

0

, A! B ist nicht in K erf

�

ullt.

Es mu� noch gezeigt werden, da� jede Implikation A! B 2 Imp(K) von jedem

Begri�sinhalt erf

�

ullt wird. Sei C ein Begri�sinhalt in K. Nach Bemerkung 4.16

gibt es dann ein X � O mit X

0

= C. Aus A � C = X

0

folgt nach Lemma 4.18

A

00

� X

000

= X

0

. Es gilt nach dem ersten Teil des Beweises B � A

00

� X

0

= C.

Also jede in K g

�

ultige Implikation ist von allen Begri�sinhalten erf

�

ullt. 2

De�nition 4.32

F

�

ur eine Teilmenge A � M ist L(A) die kleinste Teilmenge von M , die L erf

�

ullt

und A enth

�

alt. Sie hei�t dann Implikationsh

�

ulle von A .

De�nition 4.33

Eine Implikation A! B folgt (semantisch) aus einer Menge L von Implikationen,

falls jede Menge T � M , die L erf

�

ullt, auch A ! B erf

�

ullt. Die Menge aller

Implikationen, die aus L folgen, bezeichnet man mit Cons(L) .

Bemerkung 4.34

Es ist leicht einzusehen, da� Cons(L) genau aus Implikationen A !B besteht,

die der Bedingung B � L(A) gen

�

ugen.
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Eine Menge von Implikationen L hei�t eine Basis von Imp(K) genau dann, wenn

Cons(L) = Imp(K) und keine echte Teilmenge von L diese Eigenschaft hat. L ist

also genau dann eine Basis von Imp(K), wenn alle in K geltenden Implikationen

aus L folgen und umgekehrt alle aus L folgenden Implikationen in K gelten und

L sich nicht reduzieren l

�

a�t, ohne diese Eigenschaft zu verlieren.

Eine Basis L eines Kontextes hei�t minimal, falls sie unter allen Basen des Kon-

textes die kleinste Kardinalit

�

at hat. Die Berechnung einer Basis f

�

ur einen Kontext

ist eine zweite M

�

oglichkeit, den Begri�sverband zu bestimmen. Aus der Menge

Imp(K) kann man n

�

amlich den ganzen Begri�sverband rekonstruieren. Umge-

kehrt lassen sich am Begri�sverband alle geltenden Implikationen ablesen

3

. Aller-

dings ist Imp(K) viel zu gro�, um sie vollst

�

andig zu berechnen. Deshalb sind wir

an einer minimalen Implikationsbasis interessiert, die den ganzen Informationsge-

halt des Verbandes beinhaltet. Die Bestimmung des Begri�sverbandes durch eine

Implikationsbasis hat gegen

�

uber der im vorherigen Abschnitt diskutierten Me-

thode den Vorteil, da� man erstens vom leeren Kontext ausgehen und mit Hilfe

der Merkmalexploration die Begri�shierarchie vollst

�

andig erzeugen kann. Zwei-

tens hat man dann eine Basis L f

�

ur den Kontext zur Verf

�

ugung, die es erm

�

oglicht,

f

�

ur jede beliebige Implikation e�zient zu entscheiden, ob sie im Kontext gilt oder

nicht. Wir k

�

onnen n

�

amlich, wie es in [9] beschrieben ist, die Merkmale als propo-

sitionale Variablen betrachten. Eine Implikation A ! B und eine Menge L von

Implikationen entsprechen dann den Formeln bzw. der Formelmenge :

�

A!B

:=

^

a2A

a!

^

b2B

b und �

L

= f�

A!B

j A! B 2 Lg

Es besteht die

�

Aquivalenz :

A! B 2 Cons(L), � j= �

A!B

, � [ f:�

A!B

g unerf

�

ullbar

Wenn nun L eine Basis f

�

ur Imp(K) ist (d.h. Imp(K) = Cons(L)), so kann man

f

�

ur jede beliebige Implikation die Frage:

A! B 2 Imp(K)?

inO(jL [ fA! Bgj) entscheiden, da die Erf

�

ullbarkeit bzgl. propositionaler Horn-

klauselformeln bekanntlich linear in der Gr

�

o�e der Formeln entschieden werden

kann [32].

Das Ziel ist also eine minimale Implikationsbasis zu erzeugen, die den ganzen

Begri�sverband repr

�

asentiert.

Guigues und Duquenne [33] haben gezeigt, da� zu jedem Kontext mit endlicher

Merkmalsmenge eine solche Basis existiert. Ganter und Wille [28] haben beschrie-

ben, wie diese Basis erzeugt werden kann.

3

siehe [28] Seite 80.
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Zur Erinnerung soll wieder erw

�

ahnt werden, da� wir einen geeigneten Kontext zu

einer vorgegebenen Tbox de�nieren werden, der die Berechnung einer erweiter-

ten Subsumtionshierarchie erm

�

oglichen soll (siehe Kapitel 5, De�nition 5.1). In

diesem Kontext wird die Menge aller in der Tbox de�nierten Konzeptnamen als

die Merkmalsmenge M de�niert. Wie wir im Kapitel 5 sehen werden, entspricht

jede Teilmenge A � M einer Konjunktion zwischen Konzeptnamen. Man kann

dann aufgrund der oben erw

�

ahnten

�

Aquivalenz jede beliebige Subsumtion zwi-

schen Konjunktionen von Konzeptnamen in linearer Zeit mit Hilfe der f

�

ur diesen

Kontext erzeugten Basis entscheiden.

Wir besch

�

aftigen uns zuerst mit der Frage, wie eine solche Basis f

�

ur einen belie-

bigen Kontext erzeugt werden kann.

4.5.2 Berechnung einer Guigues-Duquenne-Basis

De�nition 4.35

Eine Menge L � Imp(K) von Implikationen hei�t vollst

�

andig, falls jede in K

geltende Implikation aus L folgt.L hei�t nichtredundant, falls keine Implikation

A! B 2 L aus den

�

ubrigen folgt.

Hilfssatz 4.36

Eine Menge L � Imp(K) ist eine Basis f

�

ur den KontextK gdw. L nichtredundant

und vollst

�

andig ist.

Beweis

� ,,(=\

Sei L nichtredundant und vollst

�

andig. Wegen Nichtredundanz

�

andert die

Entfernung einer Implikation aus L die Menge Cons(L). Denn: angenommen

es gibt eine Implikation A ! B 2 L und Cons(L) = Cons(L n fA ! Bg).

Das hei�t alles, was aus L folgt, folgt auch aus LnfA! Bg und umgekehrt.

Wegen A! B 2 L folgt insbesondere A! B aus L, also auch aus LnfA!

Bg. Somit folgt die Implikation A! B aus den

�

ubrigen Implikationen von

L. Also ist L redundant, was der Voraussetzung widerspricht.

Direkt aus der De�nition der Vollst

�

andigkeit folgt: Imp(K) � Cons(L). Es

mu� also nur noch die Eigenschaft Cons(L) � Imp(K) gezeigt werden.

Angenommen es gibt eine Implikation A ! B 2 Cons(L) n Imp(k). Dann

gibt es auch einen Zeileninhalt g

0

von K mit g

0

6j= A ! B. Es folgt nach

De�nition der Erf

�

ullbarkeit f

�

ur Implikationen: A � g

0

und B 6� g

0

. Aus

A! B 2 Cons(L) folgt nach Bemerkung 4.34: B � L(A), wobei L(A) nach

De�nition die kleinste Menge ist, die L erf

�

ullt und A enth

�

alt. Andererseits

enth

�

alt g

0

die Menge A und erf

�

ullt L (da L � Imp(K)). Es folgt also:

g

0

� L(A) � B. Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme B 6� g

0

.

� ,,=)\

Angenommen die Basis L ist redundant. Also gibt es eine Implikation

A ! B 2 L mit L n fA ! Bg j= A ! B. Es folgt dann Cons(L) =
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Cons(LnfA! Bg). Denn jede Menge, die LnfA! Bg erf

�

ullt, erf

�

ullt auch

L und umgekehrt, somit folgt alles, was aus L folgt auch aus L n fA! Bg

und umgekehrt. Aus dieser Aussage und der Tatsache, da� L eine Basis ist,

folgt dann Imp(K) = Cons(L n fA! Bg). Somit kann L keine Basis sein,

was ein Widerspruch zur Annahme ist. Also ist L nichtredundant.

Direkt aus der De�nition folgt Imp(K) = Cons(L), insbesondere Imp(K) �

Cons(L). Somit ist eine Basis auch vollst

�

andig.

2

Es ist zu beachten, da� jede nichtredundante und vollst

�

andige Implikationsmen-

ge zwar eine Basis ist, aber nicht unbedingt eine minimale Basis. Wir m

�

ochten

nat

�

urlich eine minimale Basis f

�

ur einen Kontext erzeugen.

Ein erster Ansatz, eine m

�

oglichst kleine Basis zu erhalten, besteht darin, dieje-

nigen Implikationen wegzulassen, die trivialerweise aus den anderen folgen oder

in jedem Kontext gelten. Zum Beispiel Implikationen der Form A ! B gelten

immer, falls B � A ist. Ebenso folgt aus C � B und A ! B immer A ! C ,

also kann man in diesem Falle A! C weglassen, wenn man bereits A! B hat.

Wenn man solche

�

uber


�

ussigen Implikationen aus Imp(K) entfernt hat, erh

�

alt

man eine vollst

�

andige Implikationsmenge, die zwar kleiner als Imp(K), aber im

allg. noch lange nicht redundanzfrei und minimal ist.

Hilfssatz 4.37

Sei K = (O;M; �) ein Kontext. F

�

ur eine beliebige Implikationsmenge L ist die

Menge

H(L) := fX �M j X erf

�

ullt Lg

ein H

�

ullensystem auf M.

Beweis

Sei S � H(L) beliebig. Nach De�nition 4.9 ist nur zu zeigen, da�

T

S � H(L) gilt.

Ist A ! B eine Implikation aus L und A �

T

S, so ist A � T f

�

ur alle T 2 S �

H(L). Da T in H(L) liegt, erf

�

ullt es die Menge L und insbesondere die Impli-

kation A ! B. Also folgt B � T f

�

ur alle Mengen T 2 S und somit B �

T

S.

Demzufolge erf

�

ullt die Menge

T

S alle Implikationen von L und damit liegt sie in

H(L). 2

Den zugeh

�

origen H

�

ullenoperator beschreibt man folgenderma�en: F

�

ur eine Menge

X � M sei

X

L

:= X [

[

fB j A! B 2 L; A � Xg:

Man bildet die Mengen X

L

; X

LL

; X

LLL

, . . . , bis schlie�lich eine Menge L(X) :=

X

L:::L

mit L(X) = L(X)

L

entsteht.
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Hilfssatz 4.38

Eine Menge L � Imp(K) ist vollst

�

andig gdw. jede Menge T � M , die L erf

�

ullt,

ein Begri�sinhalt des Kontextes K = (O;M; �) ist.

Beweis

� ,,)\

Sei L vollst

�

andig. Angenommen es gibt eine Menge T � M , die L erf

�

ullt

und kein Begri�sinhalt ist. Die Menge T liegt in H(L) = fX j X erf

�

ullt Lg.

Da T kein Begri�sinhalt ist, folgt T 6= T

00

. Wegen T

00

� T

00

folgt sofort

nach Satz 4.31 T ! T

00

2 Imp(K). Andererseits T 6j= T ! T

00

, denn es

gilt T � T und T

00

6� T . Somit gibt es eine Menge T , die L erf

�

ullt aber

nicht die Implikation T ! T

00

. Demzufolge T ! T

00

62 Cons(L) und damit

Imp(K) 6� Cons(L). Das ist aber ein Widerspruch zur Vollst

�

andigkeit der

Menge L.

� ,,(\

Umgekehrt sei jede Menge X � M mit X j= L ein Begri�sinhalt. Ange-

nommen L ist nicht vollst

�

andig. Es gibt dann ein T � M und eine in K

g

�

ultige Implikation A ! B mit T 6j= A ! B und T j= L. Es folgt dann

A � T und B 6� T . Da die Menge T die Implikationsmenge L erf

�

ullt, mu�

sie (nach Voraussetzung) ein Begri�sinhalt sein und somit T = T

00

. Aus

A � T folgt A

00

� T

00

= T . Andererseits gilt B � A

00

, da A ! B eine

g

�

ultige Implikation in K ist, also folgt B � A

00

� T , was ein Widerspruch

zu B 6� T ist.

2

Lemma 4.39

Ist L eine Basis f

�

ur den Kontext K, so ist das H

�

ullensystem

H(L) = fX j X erf

�

ullt Lg

gleich der Menge aller Begri�sinhalte des Kontextes K.

Beweis

Sei L eine Basis f

�

ur K. Dann ist L insbesondere vollst

�

andig. Es folgt dann nach

Satz 4.38, da� jede Menge, die L erf

�

ullt, d.h. jedes X 2 H(L), ein Begri�sinhalt

ist. Andererseits ist, wegen Imp(K) = Cons(L), jede Implikation A! B 2 L in

K und damit nach Satz 4.31 automatisch von jedem Begri�sinhalt erf

�

ullt. Somit

liegt jeder Begri�sinhalt in H(L). Also ist H(L) die Menge aller Begri�sinhalte

des Kontextes K. 2

De�nition 4.40

Eine Menge P �M hei�t ein Pseudoinhalt des Kontextes K = (O;M; �) genau

dann, wenn P 6= P

00

ist und f

�

ur jeden Pseudoinhalt Q � P schon Q

00

� P gilt.
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Es ist zu beachten, da� die Implikationen von der Form X ! X

00

nach Satz 4.31

stets im Kontext gelten.

Der n

�

achste Satz aus [28] ist die Grundlage eines Algorithmus, der zur Erzeugung

einer minimalen, nichtredundanten und vollst

�

andigen Implikationsmenge f

�

uhrt.

Satz 4.41

Die Menge der Implikationen

L = fP ! P

00

j P Pseudoinhalt des Kontext K g

ist nichtredundant und vollst

�

andig.

Beweis

L wird von K erf

�

ullt, denn nach Satz 4.31 gilt P ! P

00

in K gdw. P

00

� P

00

gilt. Um zu zeigen, da� L vollst

�

andig ist, m

�

ussen wir nach Hilfssatz 4.38 zeigen,

da� jede Menge T � M , die L erf

�

ullt, ein Begri�sinhalt ist. Angenommen, T

ist kein Begri�sinhalt. Dann ist nach Lemma 4.21 T 6= T

00

. Sei nun Q � T ein

Pseudoinhalt von K. Dann liegt Q ! Q

00

in L. Da L von T erf

�

ullt ist, folgt

Q

00

� T . Es folgt also, da� T selbst ein Pseudoinhalt ist, d.h. T ! T

00

2 L. Da

T die Implikation T ! T

00

erf

�

ullt, folgt: T

00

� T und somit T

00

= T , also ein

Widerspruch zur Annahme.

Um zu zeigen, da� L nichtredundant ist, gen

�

ugt es f

�

ur jeden Pseudoinhalt P

eine Menge T � M anzugeben, die die Menge L n fP ! P

00

g erf

�

ullt, aber die

Implikation P ! P

00

nicht erf

�

ullt. Somit ist dann f

�

ur jede Implikation P ! P

00

2

L gezeigt :

L n fP ! P

00

g 6j= P ! P

00

:

Man kann leicht einsehen da� die Menge P diese Eigenschaft hat, denn

P 6= P

00

) P � P

00

) P

00

6� P ) P 6j= P ! P

00

:

Andererseits erf

�

ullt P die Menge L n fP ! P

00

g. Sei Q ! Q

00

2 L n fP ! P

00

g

beliebig und Q � P . Da P ein Pseudoinhalt ist, folgt Q

00

� P und somit erf

�

ullt

P jede Implikation Q! Q

00

2 L n fP ! P

00

g. 2

Nach diesem Satz m

�

ussen wir nur die Menge aller Pseudoinhalte eines Kontex-

tes bestimmen, um eine vollst

�

andige und nichtredundante Implikationsmenge f

�

ur

einen Kontext zu erhalten.

Das weitere Ziel ist also, alle Pseudoinhalte eines Kontextes mit endlicher Merk-

malsmenge zu bestimmen. Die rekursive De�nition der Pseudoinhalte ergibt eine

erste M

�

oglichkeit, sie zu bestimmen. Diese ist aber sehr ine�zient. Mit Hilfe des

Algorithmus 4.30 und der lektischen Ordnung (siehe De�nition 4.25) und des

Lemmas 4.43 haben Ganter und Wille [28] den Algorithmus 4.44 entworfen, der

diese Aufgabe l

�

ost. Zuerst einige S

�

atze :
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Satz 4.42

Sind P und Q Begri�s- oder Pseudoinhalte mit P 6� Q und Q 6� P , so ist P \Q

ein Begri�sinhalt.

Beweis

Sowohl P als auch Q, und damit auch P \Q, erf

�

ullen alle Implikationen aus der

nichtredundanten und vollst

�

andigen Implikationsmenge

L = fP ! P

00

j P Pseudoinhalt vom Kontext K g

mit Ausnahme von P ! P

00

und Q! Q

00

. Ist nun P 6= P \Q 6= Q, so erf

�

ullt die

Menge P \Q auch diese Implikationen (da die Vorbedingung schon nicht erf

�

ullt

ist), und somit ist sie ein Begri�sinhalt. 2

Unmittelbar aus diesem Satz folgt, da� die Menge aller Inhalte eines Kontextes

ein vollst

�

andiger Verband ist. Somit gilt nach Satz 4.11 folgendes Lemma:

Lemma 4.43

Die Menge aller Pseudoinhalte und Begri�sinhalte eines Kontextes K = (O;M; �)

mit endlicher Merkmalsmenge ist ein H

�

ullensystem.

Der H

�

ullenoperator zu diesem System entsteht durch eine Modi�kation des bzgl.

des Satzes 4.37 angegebenen H

�

ullenoperators (vgl. [28]). Ausgehend von einer

Menge X � M und einer vollst

�

andigen Implikationsmenge L � Imp(K) bildet

man sukzessive

X

L

�

:= X [

[

fB j A! B 2 L; A � Xg

X

L

�

L

�

:= X

L

�

[

[

fB j A! B 2 L; A � X

L

�

g

und so fort, bis schlie�lich eine Menge L

�

(X) mit L

�

(X) = (L

�

(X))

L

�

erreicht

wird.

Diese Menge ist dann eine H

�

ulle des H

�

ullensystems und somit ein Pseudoinhalt

oder ein Begri�sinhalt. Es ist klar, da� dieser Proze� terminiert, da nur endlich

viele Implikationen in einem Kontext mit endlicher Merkmalsmenge existieren.

Es ist zu beachten, da� zur Erzeugung aller Begri�s- und Pseudoinhalte nur eine

vollst

�

andige Implikationsmenge L � Imp(K) ausreicht. Wie wir sp

�

ater sehen

werden, kann man diese Menge schrittweise durch die Merkmalexploration auf-

bauen. Durch die lektische Ordnung ist dann gew

�

ahrleistet, da� L in jedem Schritt

alle relevanten Implikationen enth

�

alt, die f

�

ur die Berechnung des n

�

achsten Inhalts

notwendig sind (siehe Algorithmus 4.45). Es ist also m

�

oglich, alle Inhalte eines

Kontextes zu berechnen, auch wenn der Kontext unendlich viele Gegenst

�

ande

enth

�

alt.
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Wenn man den H

�

ullenoperator genauer betrachtet, bemerkt man, da� f

�

ur die

Erzeugung dieser Inhalte nur die Implikationen A ! B ben

�

otigt werden, deren

Pr

�

amissen A eine echte Teilmenge des Pseudo- oder Begri�sinhalts sind. Diese

Tatsache erlaubt eine rekursive Erzeugung aller Begri�s- oder Pseudoinhalte eines

Kontextes mit Hilfe einer ziemlich kleinen Teilmenge L � Imp(K).

Algorithmus 4.44

Es wird angenommen, da� M = f1; 2; 3; : : : ; ng ist.

Der lektisch kleinste Begri�s- oder Pseudoinhalt ist die leere Menge ; �M . F

�

ur

eine gegebene Menge B �ndet man den lektisch n

�

achsten Begri�s- oder Pseu-

doinhalt, indem man alle Elemente j 2M pr

�

uft, beginnend mit dem gr

�

o�ten und

dann in absteigender Folge, bis erstmals B <

j

L

�

((B \ f1; 2; : : : j � 1g) [ fjg)

ist. Gibt es kein solches j 2 M , so ist B der gr

�

o�te Begri�s- oder Pseudoinhalt,

sonst ist dann die Menge

L

�

((B \ f1; 2; : : : j � 1g) [ fjg) der n

�

achste Begri�s- oder Pseudoinhalt.

Wir sind nat

�

urlich nur an allen Pseudoinhalten des endg

�

ultigen Kontextes inter-

essiert (siehe Satz 4.41). Es ist aber leicht, die Pseudoinhalte von den Begri�s-

inhalten zu unterscheiden. Man bestimmt n

�

amlich den n

�

achsten Pseudo- oder

Begri�sinhalt B. Ist B = B

00

, so ist B ein Begri�sinhalt, sonst ein Pseudoinhalt

des aktuellen Kontexts und somit nach Satz 4.48 und Lemma 6.12 auch Begri�s-

bzw. Pseudoinhalt des endg

�

ultigen Kontexts.

Die Ausgangsfrage war: Wie erh

�

alt man eine nichtredundante und vollst

�

andige

Implikationsmenge? Insbesondere, wenn ein unendlicher Kontext K vorliegt. Die-

se Frage ist nun leicht zu beantworten:

Das Verfahren f

�

ur den Kontext K wird mit leerer Implikationsmenge L begon-

nen. Immer, wenn ein neuer Pseudo- oder Begri�sinhalt B gefunden wird, wird

�

uberpr

�

uft, ob B = B

00

. Ist es der Fall, so ist B ein Begri�sinhalt des aktu-

ellen Kontextes K

i

, sonst ist B ein Pseudoinhalt von K

i

. Nun mu�

�

uberpr

�

uft

werden, ob dieses B auch ein Pseudoinhalt des Kontextes K ist. Ein Experte

beantwortet diese Frage, indem er entscheidet, ob die Implikation B ! B

00

n B

in K gilt oder nicht. Ist es der Fall, so ist B ein Pseudoinhalt von K und die

Implikation B ! B

00

n B wird zu der Basis L hinzugenommen. Andernfalls ist

B kein Pseudoinhalt von K, und der Kontext wird um das vom Experten er-

zeugte Gegenbeispiel als neuer Gegenstand erweitert. Anschlie�end wird nach

dem n

�

achsten Pseudo- oder Begri�sinhalt gesucht. Das Verfahren wird iteriert,

bis der gr

�

o�te Inhalt gefunden wird. Auf dieser Weise werden der Kontext und

die Basis Schritt f

�

ur Schritt erweitert, bis schlie�lich alle Pseudoinhalte von K

und die dazugeh

�

origen Implikationen berechnet worden sind. Durch die lektische

Ordnung ist gew

�

ahrleistet, da� L jeweils alle Implikationen enth

�

alt, die f

�

ur die

Bestimmung des n

�

achsten Inhalts notwendig sind. Formal ist dieses Verfahren im

Algorithmus 4.45 beschrieben.

51



Algorithmus 4.45

1. Initialisierung: Man startet mit leerer Implikationsbasis L

0

= ; und leerem

Kontext K

0

= (;;M; ;), also O

0

= ;, und lektisch kleinstem Inhalt B

0

= ;.

2. Iteration:

� Berechne B

00

i

bzgl. des aktuellen Kontextes K

i

.

� Ist B

i

= B

00

i

, so setze L

i+1

:= L

i

und O

i+1

:= O

i

und weiter mit 3.

� Ist B

i

6= B

00

i

, dann frage den Experten, ob B

i

! B

00

i

nB in K gilt und:

{ Falls die Antwort Ja ist, setze:

L

i+1

:= L

i

[ fB

i

! B

00

i

nBg

O

i+1

:= O

i

i := i+ 1

und gehe zu (3)

{ Falls die Antwort Nein ist, setze:

L

i+1

:= L

i

B

i+1

:= B

i

O

i+1

:= O

i

[ fg

i

g

i := i + 1

Dabei ist g

i

das vom Experten erzeugte Gegenbeispiel. Dann gehe

mit O

i+1

; B

i+1

und L

i+1

zu 2.

3. Bestimme mit Hilfe des Algorithmus 4.44 den zu B

i

n

�

achsten Inhalt B

i+1

.

Ist B

i+1

der gr

�

o�te Begri�sinhalt

4

von K, terminiere mit der Ausgabe L

i+1

,

sonst gehe mit L

i+1

; B

i+1

und O

i+1

zu 2.

Bemerkung 4.46

Sei K = (O;M; �) ein Kontext. F

�

ur beliebige Mengen

A;B �M gilt: A � B ) A � B

Das ist sehr leicht einzusehen, denn aus A � B folgt, da� das erste Element, in

dem sich A und B unterscheiden, in B liegt.

Hilfssatz 4.47

Sei K = (O;M; �) ein Kontext. Der Kontext K

g

entsteht aus K, indem man

einen neuen Gegenstand g zu der Gegenstandsmenge des Kontextes K hinzuf

�

ugt.

Formal: K

g

= (O[fgg;M; �[f(g;m) j m 2M und g besitzt das Merkmal mg).

Weiter bezeichnen wir zu jede Teilmenge B � M die H

�

ulle B

00

im erweiterten

Kontext K

g

mit B

00

g

. Es gelten dann:

4

Der Algorithmus 4.44 erkennt den gr

�

o�ten Begri�sinhalt, indem er den entsprechenden

Z

�

ahler j auf Null

�

uberpr

�

uft.
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1. F

�

ur jedes B �M gilt B

00

= B

00

g

, falls die Menge g

0

die Implikation B ! B

00

erf

�

ullt.

2. Ist P der lektisch erste (kleinste) Pseudoinhalt inK, so gibt es imK

g

keinen

Pseudoinhalt Q mit Q � P .

3. Ist P der lektisch erste (kleinste) Pseudoinhalt in K und erf

�

ullt g

0

die Im-

plikation P ! P

00

, so ist P auch der lektisch kleinste Pseudoinhalt in K

g

.

Beweis

Zu 1) Ist B 6� g

0

, so bleibt B

00

unver

�

andert, d.h. B

00

= B

00

g

. Ist B � g

0

, so gilt

wegen g

0

j= B ! B

00

auch B

00

� g

0

und somit B

00

g

= B

00

\ g

0

= B

00

.

Zu 2) Angenommen es gibt in K

g

einen Pseudoinhalt Q mit Q � P . Dann mu�

Q auch ein Pseudoinhalt in K sein. Denn w

�

are dies nicht der Fall, m

�

u�te

nach De�nition 4.40 entweder Q = Q

00

(in K) sein oder es m

�

u�te in K einen

Pseudoinhalt W � Q mit W

00

6� Q geben.

Ist Q = Q

00

, so gilt g

0

j= Q ! Q

00

und somit folgt nach (1) Q

00

= Q

00

g

. Also

Q = Q

00

g

. Das ist aber ein Widerspruch dazu, da� Q ein Pseudoinhalt in K

g

ist.

Gibt es in K einen Pseudoinhalt W � Q, so folgt nach Bemerkung 4.46

W � Q und wegen Q � P auch W � P . Das ist aber ein Widerspruch

dazu, da� P der lektisch kleinste Pseudoinhalt in K ist.

Zu 3) Aus (1) folgt P

00

g

= P

00

. Da P ein Pseudoinhalt in K ist, gilt P 6= P

00

und somit P 6= P

00

g

. Aus (2) folgt, da� es in K

g

keinen Pseudoinhalt Q mit

Q � P gibt. Insbesondere gibt es in K

g

keinen Pseudoinhalt Q mit Q � P

(sonst w

�

are nach Bemerkung 4.46 Q � P ). Daraus folgt zusammen mit der

De�nition 4.40, da� P ein Pseudoinhalt in K

g

und insbesondere der lektisch

kleinste Pseudoinhat in K

g

ist.

2

Satz 4.48

Es sei K = (O;M; �) ein Kontext und P

1

; P

2

; : : : ; P

n

die ersten n Pseudoinhalte

von K bzgl. der lektischen Ordnung. Wird nun K um ein Objekt g erweitert,

dessen Inhalt g

0

die Implikationen P

i

! P

00

i

f

�

ur alle i 2 f1; 2; : : : ; ng erf

�

ullt,

so sind P

1

; P

2

; : : : ; P

n

auch die lektisch ersten n Pseudoinhalte des erweiterten

Kontextes K

g

.

Beweis

Man kann diesen Satz durch Induktion

�

uber n beweisen:

� Induktionsanfang (n = 1): Direkt aus dem Hilfssatz 4.47 Teil (3) folgt,

da� P

1

der lektisch erste (kleinste) Pseudoinhalt im erweiterten Kontext K

g

ist.
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� Induktionsschlu�: Sei die Behauptung f

�

ur die (n� 1) ersten Pseudoinhalte

des Kontextes K (P

1

; : : : ; P

n�1

) bewiesen. Es ist zu zeigen, da� P

n

als

lektisch n-ter Pseudoinhalt in K auch der lektisch n-te Pseudoinhalt in K

g

ist. Es gibt in K

g

keinen Pseudoinhalt P mit P

n�1

� P � P

n

. W

�

are dies

nicht der Fall, m

�

u�te P auch ein Pseudoinhalt in K sein (was ein Wider-

spruch dazu ist, da� P

n

der n-te Pseudoinhalt in K ist). Denn w

�

are P kein

Pseudoinhalt in K, so m

�

u�te in K entweder P = P

00

und somit nach Hilfs-

satz 4.47 Teil (1) P = P

00

g

gelten (was ein Widerspruch dazu ist, da� P

ein Pseudoinhalt in K

g

ist) oder es m

�

u�te nach De�nition 4.40 in K einen

Pseudoinhalt W mit W � P und W

00

6� P geben. G

�

abe es einen solchen

Pseudoinhalt W in K, so w

�

are er nach Bemerkung 4.46 lektisch kleiner als

P , d.h. W 2 fP

1

; : : : ; P

n�1

g. Es w

�

urde dann nach Induktionsvorausset-

zung folgen, da� W auch ein Pseudoinhalt in K

g

ist. Dies kann aber nicht

der Fall sein, denn P und W sind beide Pseudoinhalte in K

g

und daraus

folgt zusammen mit W � P und der De�nition 4.40 W

00

� P , was ein

Widerspruch zu W

00

6� P ist.

Also gibt es in K

g

keinen Pseudoinhalt P mit P

n�1

� P � P

n

. Da� P

n

ein

Pseudoinhalt inK

g

ist, ist klar. Denn w

�

are dies nicht der Fall, g

�

abe es (nach

De�nition 4.40 und Bemerkung 4.46) wegen P 6= P

00

n

g

(da P ein Pseudoin-

halt in K ist, gilt in K P 6= P

00

und andererseits gilt nach Hilfssatz 4.47

Teil (1) P

00

= P

00

n

g

) einen Pseudoinhalt Q � P

n

in K

g

mit Q

00

g

6� P

n

und

somit mit Hilfssatz 4.47 Teil (1) Q

00

6� P

n

. Nach Induktionsvoraussetzung

ist Q ein Pseudoinhalt in K. Da auch P

n

ein Pseudoinhalt in K ist, folgt

Q

00

� P

n

. Also ein Widerspruch.

Es ist gezeigt, da� P

n

als der n-te Pseudoinhalt in K auch der n-te Pseu-

doinhalt in K

g

ist.

2

Lemma 4.49

Sei g ein Gegenbeispiel, das w

�

ahrend der Laufzeit des Algorithmus 4.45 zu ei-

ner Implikation erzeugt wurde. Die Menge g

0

erf

�

ullt alle Implikationen aus der

berechneten Basis L.

Beweis

Der Beweis ist trivial. Nach Konstruktion des Algorithmus entscheidet der Ex-

perte zu jeder berechneten Implikation, ob sie im unendlichen Kontext K gilt.

Eine Implikation wird nur dann zur Basis hinzugef

�

ugt, wenn sie in K gilt. Dies

bedeutet, da� sie von allen Zeileninhalten des Kontextes erf

�

ullt wird. Die erzeug-

ten Gegenbeispiele geh

�

oren ja zu der Objektsmenge des Kontextes. Also f

�

ur jedes

Gegenbeispiel g und jede Implikation A! B 2 L gilt: g

0

j= A! B. 2
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Bemerkung 4.50

Nach Konstruktion des Algorithmus 4.45 hat jede Implikation, die zu der Basis

hinzugenommen wird, die Form P ! P

00

, wobei P ein Pseudoinhalt des aktuellen

Kontextes K

i

ist. Aus dieser Tatsache zusammen mit Lemma 4.49 und Satz 4.48

folgt die folgende Aussage:

Sind P

1

; : : : ; P

n

die lektisch ersten n berechneten Pseudoinhalte des aktuellen

Kontextes K

i

, so sind sie auch die lektisch ersten n Pseudoinhalte des unendlichen

Kontestes K.

Hilfssatz 4.51

Sei K = (O;M; �) ein Kontext und I eine Indexmenge und A

i

� O f

�

ur alle i 2 I.

Dann gilt:

\

i2I

A

0

i

= (

[

i2I

A

i

)

0

Entsprechend gilt diese Aussage f

�

ur Mengen von Merkmalen.

Beweis

m 2 (

S

i2I

A

i

)

0

, (g;m) 2 � f

�

ur alle g 2

S

i2I

A

i

, (g;m) 2 � f

�

ur alle g 2 A

i

f

�

ur alle i 2 I

, m 2 A

0

i

f

�

ur alle i 2 I

, m 2

T

i2I

A

0

i

:

2

Lemma 4.52

Sei K = (O;M; �) ein Kontext, f

�

ur den der Begri�sverband mittels des Algorith-

mus 4.45 bestimmt werden soll. D.h. der Experte hat zu jeder erzeugten Implika-

tion A ! B zu entscheiden, ob A ! B 2 Imp(K). Sei weiter K

n

= (O

n

;M; �

n

)

der endliche, endg

�

ultige Kontext, den der Algorithmus erschlossen hat. Es gelten

dann:

1. Die durch den Algorithmus erzeugte vollst

�

andige und nichtredundante Im-

plikationsmenge L ist eine Basis f

�

ur den Kontext K.

2. Die Begri�sverb

�

ande von K

n

und K sind isomorph.

Beweis

Zu 1): Sei die Menge fP

1

; : : : ; P

n

g die Menge aller Pr

�

amissen der Implikationen

aus der Basis L. Nach Lemma 4.49 f

�

ur jedes Gegenbeispiel g erf

�

ullt die Menge g

0

alle Implikationen aus L. Somit sind nach Satz 4.48 P

1

; : : : ; P

n

bzgl. der lekti-

schen Ordnung die n ersten Pseudoinhalte in K

n

bzw. in K.

Andererseits terminiert der Algorithmus genau dann, wenn der gro�te Begri�sin-

halt erzeugt wurde. Dies bedeutet, da� der Kontext K

n

keinen Pseudoinhalt hat,

der lektisch gr

�

o�er als P

n

ist. Somit hat auch K keinen Pseudoinhalt, der lektisch
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gr

�

o�er als P

n

ist. G

�

abe es in K einen Pseudoinhalt P � P

n

, so w

�

are P ein solcher

Pseudoinhalt auch in K

n

. W

�

are dies nicht der Fall, so m

�

u�te in K

n

entweder

P = P

00

sein (was nach Hilfssatz 4.47 Teil (1) P = P

00

auch in K zur Folge h

�

atte)

oder es m

�

u�te in K

n

einen Pseudoinhalt P

i

; i 2 f1; : : : ng geben mit P

i

� P und

P

00

i

6� P . Das ist aber ein Widerspruch, da P und P

i

beide Pseudoinhalte in K

sind.

Somit ist gezeigt, da� die Menge fP

1

; : : : ; P

n

g aus allen Pseudoinhalten des un-

endlichen Kontextes K besteht. Nach Satz 4.41 ist dann die Implikationsmenge L

auch f

�

ur K eine nichtredundante und vollst

�

andige Implikationsmenge und nach

Hilfssatz 4.36 eine Basis f

�

ur K.

Zu 2): Seien V bzw. V

n

Begri�sverb

�

ande der Kontexte K bzw. K

n

. Also jedes

Element x 2 V ist ein Begri� des Kontextes K und hat nach Bemerkung 4.16

die Form (X

00

; X

0

) bzw. (Y

0

; Y

00

) f

�

ur Mengen X � O bzw. Y �M . Es ist nun zu

zeigen: V

�

=

V

n

. Nach dem ersten Teil des Beweises ist die erzeugte Basis L eine

Basis sowohl f

�

ur K

n

als auch f

�

ur K. Es folgt also nach Lemma 4.39, da� diese

beiden Kontexte die gleiche Menge von Begri�sinhalten besitzen.

Sei nun x = (X

00

; X

0

) = (Y

0

; Y

00

) 2 V beliebig gew

�

ahlt. Die Menge X

0

und Y

00

sind also Begri�sinhalte in den beiden Kontexten. Somit gibt es eine Gegen-

standsmenge H = fh

1

; : : : ; h

r

g � O

n

mit X

0

=

T

h2H

h

0

und eine Merkmalsmenge

N = fm

1

; : : : ; m

s

g � M mit Y

0

=

T

m2N

m

0

.

Es ist nun zu zeigen, da� die Abbildungen 
 : O

n

! V bzw. � :M ! V de�niert

durch 
(h) = (h

00

; h

0

) bzw. �(m) = (m

0

; m

00

) und die MengenH � O

n

und N �M

den erforderlichen Bedingungen im zweiten Teil des Hauptsatzes 4.24 gen

�

ugen.

Es gelten

(�)

W

f
(h) j h 2 Hg =

W

f(h

00

; h

0

) j h 2 Hg

(��)

V

f�(m) j m 2 Ng =

V

f(m

0

; m

00

) j m 2 N:g

Nach dem ersten Teil des Hauptsatzes 4.23 ist (�) gleich ((

S

h2H

h

00

)

00

;

T

h2H

h

0

) und

(��) gleich (

T

m2N

m

0

; (

S

m2N

m

00

)

00

). Es gelten weiter nach Hilfssatz 4.51 und dem

Lemma 4.18 und den vorher gezeigten Gleichungen X

0

=

T

h2H

h

0

und Y

0

=

T

m2N

m

0

die folgenden Gleichungen:

(

S

h2H

h

00

)

00

= (

T

h2H

h

000

)

0

= (

T

h2H

h

0

)

0

= X

00

(

S

m2N

m

00

)

00

= (

T

m2N

m

000

)

0

= (

T

m2N

m

0

)

0

= Y

00

Es ist also gezeigt, da� es Abbildungen 
; � gibt, so da� f

�

ur jedes x 2 V Mengen

H � O

n

und N � M mit x =

W

f
(h) j h 2 Hg und x =

V

f�(n) j n 2
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Ng existieren. Somit folgt nach dem Hauptsatz, da� der Begri�sverband des

Kontextes K

n

isomorph zu dem Begri�sverband des Kontextes K ist. 2

Die Vollst

�

andigkeit und Korrektheit des Algorithmus 4.45 folgt aus den in die-

sem Kapitel beschriebenen S

�

atzen, insbesondere aus den S

�

atzen 4.41 und 4.48

und Lemma 4.52. Zu der Terminierung soll hier kurz erw

�

ahnt werden, da� auf-

grund der Endlichkeit der Merkmalsmenge und somit der Menge aller Begri�s-

und Pseudoinhalte und der Tatsache, da� diese Inhalte in lektischer Ordnung

berechnet werden, in endlicher Zeit der gr

�

o�te Inhalt berechnet wird und somit

der Algorithmus terminiert.

Wie schon fr

�

uher erw

�

ahnt wurde, ist jede vollst

�

andige und nichtredundante Im-

plikationsmenge zwar eine Basis aber nicht unbedingt eine minimale Basis. Man

kann aber zeigen, da� die durch den Algorithmus 4.45 berechnete Basis minimal

ist.

Hilfssatz 4.53

Jede vollst

�

andige ImplikationsmengeL � Imp(K) enth

�

alt zu jedem Pseudoinhalt

P eine Implikation A! B mit A

00

= P

00

.

Beweis

Da ein Pseudoinhalt P immer ungleich P

00

ist, kann er kein Begri�sinhalt sein.

Da L vollst

�

andig ist, mu� es wenigstens eine Implikation A ! B 2 L geben,

die von P nicht erf

�

ullt wird, denn sonst w

�

are P 2 H(L) = fX jX erf

�

ullt Lg

und somit w

�

are P nach Satz 4.38 ein Begri�sinhalt. Es gibt in L also eine solche

Implikation A! B mit A � P und B 6� P . Andererseits kann die Menge A

00

\P

kein Begri�sinhalt sein. Angenommen sie ist ein Begri�sinhalt. Dann folgt sofort

nach Satz 4.38 A

00

\P 2 H(L) und damit A

00

\P j= L. Die Menge A

00

\P erf

�

ullt

dann insbesondere A ! B. Daraus folgt wegen A � A

00

\ P (da A � A

00

und

A � P ) auch B � A

00

\ P . Das ist aber ein Widerspruch zu B 6� P .

Da L vollst

�

andig ist, gilt A! B in K, also folgt B � A

00

, was A

00

6� P impliziert

(da B 6� P ). Daraus folgt P � A

00

, denn sonst w

�

urde nach Satz 4.42 folgen, da�

A

00

\ P ein Begri�sinhalt ist. Aus P � A

00

folgt P

00

� A

0000

= A

00

und aus A � P

folgt A

00

� P

00

, also folgt A

00

= P

00

. 2

Korollar 4.54 Sei K der Kontext, f

�

ur den eine Basis durch den Algorithmus

4.45 erzeugt werden soll. Die durch den Algorithmus erzeugte Basis ist eine mi-

nimale Basis f

�

ur den Kontext K.

Da� diese Basis eine Basis f

�

ur K ist, wurde durch Lemma 4.52 gezeigt. Die Mini-

malit

�

at folgt direkt aus dem Hilfssatz 4.53, denn jede andere Basis ist mindestens

so gro� wie die Anzahl der Pseudoinhalte, also mindestens so gro� wie die durch

den Algorithmus erzeugte Basis.
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Es ist zu beachten, da� der Algorithmus genau dann terminiert, wenn der gr

�

o�te

Begri�sinhalt von K und somit alle Pseudoinhalte berechnet wurden. Die angege-

benen Eigenschaften (Basis, minimal, eindeutige Pseudoinhalte als Pr

�

amisse der

Implikationen) der erzeugten Implikationsmenge ist also v

�

ollig unabh

�

angig da-

von, welche Gegenbeispiele betrachtet werden. Die Wahl der Gegenbeispiele, wie

wir in den n

�

achsten Kapiteln sehen werden, bewirkt lediglich eine Beschleunigung

oder Verlangsamung des Erzeugungsprozess der Pseudoinhalte des Kontextes K.

Wir haben nun einen Algorithmus zur Verf

�

ugung, der es uns erm

�

oglicht, eine

minimale, nichtredundante und vollst

�

andige Implikationsmenge (d.h. eine Mini-

malbasis) zu erzeugen. Ganter und Wille haben diesen Algorithmus im Zusam-

menhang mit einem interaktiven menschlichen Experten angegeben. Man m

�

ochte

dem Menschen nicht zumuten, bzgl. einer terminologischen Box komplizierte und

un

�

ubersichtliche Subsumtionen zu entscheiden. Im n

�

achsten Kapitel sehen wir,

wie eine modi�zierte Version des funktionalen Algorithmus 2.10 als ein Experte

eingesetzt werden kann.
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Kapitel 5

Funktionaler

Subsumtionsalgorithmus als ein

Experte

Mit den in fr

�

uheren Kapiteln beschriebenen Methoden ho�en wir nun, unser

Hauptziel, die e�ziente Berechnung einer erweiterten Subsumtionshierarchie, er-

reichen zu k

�

onnen. Um diese Methoden f

�

ur diesen Zweck einzusetzen, ben

�

otigen

wir einen geeigneten Kontext, dessen Minimalbasis einer minimalen Repr

�

asenta-

tion der erweiterten Subsumtionshierarchie entspricht.

Dazu brauchen wir noch einen Experten, der im Algorithmus 4.45 eingesetzt wer-

den kann. Im folgenden sei T die Tbox, f

�

ur die die Hierarchie berechnet werden

mu�. Der Kontext K

T

= (O;M; �) wird folgenderweise de�niert:

De�nition 5.1

Sei M = fm

1

; m

2

; : : : ; m

n

g. Dabei ist m

i

f

�

ur alle i 2 f1; 2; : : : ; ng ein in T de�-

nierter Konzeptname.

O = f [I; d] j I ist ein Modell von T und d 2 �

I

g

� = f ([I; d]; m) j d 2 m

I

g

F

�

ur eine Teilmenge B = fm

i1

; m

i2

; : : : ; m

ir

g �M bezeichnen wir die Konjunk-

tion m

i1

um

i2

u : : : u m

ir

mit uB, wobei f

�

ur die leere Menge: u; := > verein-

bart wird. Das folgende Lemma

1

zeigt uns, da� die durch den Algorithmus 4.45

erzeugte Minimalbasis zum Kontext K

T

die Berechnung einer erweiterten Sub-

sumtionshierarchie f

�

ur die Tbox T erm

�

oglicht.

Lemma 5.2

F

�

ur B

1

; B

2

�M gilt:

(K

T

j= B

1

! B

2

), (uB

1

v

T

uB

2

)

1

F

�

ur den Beweis siehe [9].
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Die Minimalbasis L

T

zu dem Kontext K

T

ergibt also eine Repr

�

asentation aller

Subsumtionsrelationen der Form uB

1

v

T

uB

2

f

�

ur beliebige Teilmengen B

1

; B

2

�

M .

Wie im Abschnitt 4.5.1 erl

�

autert wurde, kann dann jede Anfrage

uB

1

v uB

2

in O(jL

T

[fB

1

! B

2

gj) mit Hilfe dieser Repr

�

asentation entschieden

werden.

F

�

ur die Berechnung von L

T

m

�

ussen wir au�erdem einen Experten einsetzen.

In [9] wurde bewiesen, da� der Erf

�

ullbarkeitsalgorithmus 2.7 als ein Experte f

�

ur

den Kontext K

T

eingesetzt werden kann. Der Experte mu� zwei wesentliche An-

forderungen erf

�

ullen:

1. Er mu� im Falle der Nichterf

�

ullbarkeit der Subsumtion

C = uB

1

v uB

2

= D

ein Gegenbeispiel [I; d] liefern, das alle Merkmale aus B

1

besitzt und min-

destens ein Merkmal aus B

2

nicht erf

�

ullt. Der Algorithmus 2.7 erf

�

ullt diese

Anforderung, da er ausgehend vom Constraint d : C u :D immer neue

Individuen erzeugt, bis die Erf

�

ullbarkeit entschieden ist. Somit erzeugt er

gleichzeitig ein kanonisches Modell I (siehe De�nition 2.3 und Satz 2.4), des-

sen Domain aus allen w

�

ahrend der Laufzeit erzeugten Individuen besteht.

Im Falle der Erf

�

ullbarkeit der Eingabe (d.h. die Subsumtionsbeziehung gilt

nicht) ist dann [I; d] das Gegegenbeispiel zu der Eingabe.

2. Um den H

�

ullenoperatorB ! B

00

bzgl. des aktuellen Kontextes anwenden zu

k

�

onnen, mu� bestimmt werden, welche Objekte welche Merkmale erf

�

ullen.

Der Experte mu� also zu jedem Gegenbeispiel [I; d] und jedem de�nierten

Konzeptname m 2M entscheiden, ob d 2 m

I

oder d 62 m

I

. Dieses Problem

ist ein Spezialfall des Model-checking, das f

�

ur ALC in polynomialer Zeit

entscheidbar ist

2

.

Das Einsetzen des Algorithmus 2.7 als ein Experte ist aber problematisch. Denn

zum einen brauchen wir das vollst

�

andige Modell. Dadurch k

�

onnen wir nicht mit

polynomialen Platz auskommen, sondern wir brauchen exponentiell viel Platz,

denn wie im Abschnitt 2.4 diskutiert wurde, k

�

onnen das Constraintsystem und

somit das Modell exponentiell wachsen (in der Gr

�

o�e des expandierten Einga-

betermes). Zum anderen k

�

onnen auch die expandierten Terme exponentiell (in

der Gr

�

o�e der Tbox) gro� werden. Es ist also w

�

unschenswert, einen Experten

zu haben, der mit polynomialem Platz (in der Gr

�

o�e der Tbox) auskommt. Es

liegt nahe, statt Algorithmus 2.7 die optimierte Version davon, den funktionalen

Algorithmus 2.10, als Grundlage f

�

ur die Realisierung eines PSPACE-Experten

2

Schild [11] hat gezeigt, da� ALC eine syntaktische Variante der Multi-Modallogik K ist.

Aus Resultaten in [34] folgt, da� Model-checking f

�

ur K in Zeit O(nm) durchgef

�

uhrt werden

kann, wobei n die Gr

�

o�e der Formel und m die Gr

�

o�e des Modells ist.
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(polynomil in der gr

�

o�e der Tbox) einzusetzen.

Das folgende Lemma aus [9] zeigt, da� ein solcher Experte realisierbar ist:

Lemma 5.3

Es ist m

�

oglich, einen ,,PSPACE-Experten\ f

�

ur den Kontext K

T

zu implemen-

tieren, wobei alle relevanten Informationen

�

uber das Gegenbeispiel durch einen

Algorithmus berechnet werden k

�

onnen, der polynomial (in der Gr

�

o�e von T ) viel

Platz braucht.

Im folgenden wird gezeigt, da� eine modi�zierte Version des funktionalen Al-

gorithmus die Anforderungen an den Experten f

�

ur den Kontext K

T

vollst

�

andig

erf

�

ullt. Dieser erweiterte Algorithmus erh

�

alt als Eingabe au�er der Menge fC

0

g

f

�

ur den Konzeptterm C

0

noch eine Liste (E

1

; E

2

; : : : ; E

n

) von Eigenschaften als

einen zus

�

atzlichen Parameter und gibt den Wert false aus, falls C

0

unerf

�

ullbar

ist und einen Booleanvektor V = (b

1

; b

2

; : : : ; b

n

) 2 f0; 1g

n

, sonst. Der Vektor

V enth

�

alt dann alle relevanten Informationen, die f

�

ur den weiteren Ablauf des

Algorithmus 4.45 notwendig sind. Es gilt (wie sp

�

ater bewiesen wird) n

�

amlich:

8b

u

2 V : b

u

= 1, d

0

2 E

I

u

;

wobei I die durch den Algorithmus generierte Interpretation mit d

0

2 C

I

0

ist.

Es ist zu beachten, da� f

�

ur die Implementierung keine explizite Darstellung von

Individuen und dem Modell notwendig ist, denn das Gegenbeispiel [d

0

; I] kann

mit dem zugeh

�

origen Booleanvektor identi�ziert werden. Demzufolge erzeugen

wir w

�

ahrend der Laufzeit des Algorithmus 4.45, in dem der Algorithmus 5.4 als

Experte eingesetzt wird, einen Kontext K = (O;M; �) mit:

O = fV j V ein Booleanvektor erzeugt durch einen Expertenaufrufg

M = fm

1

; : : : ; m

n

g = fm

i

j m

i

ein in T de�nierter Konzeptname g

� = f(V;m

i

) j V [i] = 1g

Dieser Kontext ist ein endlicher Teilkontext des unendlichen Kontextes K

T

. Der

Begri�sverband von Kontext K

T

ist isomorph zu dem von K (siehe Lemma 4.52).

Der endliche Kontext K, der w

�

ahrend der Laufzeit des Algorithmus 4.45 auf-

gebaut wird, ist nat

�

urlich nicht eindeutig, da zu jeder Anfrage an den Exper-

ten mehrere Gegenbeispiele existieren k

�

onnen. Dies ist aber irrelevant (bzgl. der

Korrektheit des Verfahrens), weil diese Kontexte isomorphe Begri�sverb

�

ande be-

sitzen. Die Wahl der Gegenbeispiele ist insofern relevant (wie in Abschnitt 6.1

gezeigt wird), als sie die Anzahl der Expertenaufrufe beein
u�t.

Im folgenden gehen wir (o. B. d. A. ) davon aus, da� sowohl die Tbox T als

auch die Merkmalsliste M in NNF umgeformt sind. Wir haben also nur Boo-

le`sche Kombinationen

3

aus Elementen von der Form: A; 9R:C; 8R:D, wobei A

3

An dieser Stelle ist der Ausdruck ,,Boole`sche Kombination\ nicht ganz korrekt, da es

sich hier im engeren Sinne um ALC-Konstruktoren handelt. Diese entsprechen aber auf der

semantischen Ebene den Boole`schen Operatoren.
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ein primitiver Konzeptname, R ein Rollenname und C;D ALC-Konzeptterme in

NNF sind.

Algorithmus 5.4 (Experte)

Sat (S j M) =

if A 2 S and :A 2 S

then false

else if C

1

u C

2

2 S

then Sat(fC

1

; C

2

g [ S n fC

1

u C

2

g j M)

else if C

1

t C

2

2 S

then Sat(fC

1

g [ S n fC

1

t C

2

g j M) or Sat(fC

2

g [ S n fC

1

t C

2

g j M)

else Some-Prozess(S j M)

Die Constraintmenge fC

0

g und M als die geordnete Menge aller in der Tbox de-

�nierten Konzeptnamen werden als Parameter eingegeben. So lange wie m

�

oglich

werden u- und t-Regel angewendet. Sobald ein Widerspruch entdeckt wird, ter-

miniert der Algorithmus mit Ausgabe false, andernfalls ruft er die Prozedur Some-

Prozess auf, welche rekursiv Sat und einige andere Prozeduren aufruft. Die End-

ausgabe ist false, wenn der Konzeptterm C

0

unerf

�

ullbar ist und ein Booleanvektor

BV, falls C

0

erf

�

ullbar ist, wobei f

�

ur das Individuum d

0

2 C

I

0

und einen in der

Tbox de�nierten Konzeptname A

i

gilt: d

0

2 A

I

i

genau dann, wenn der i-te Ein-

trag des Ausgabevektors, d.h. BV[i], true ist. Im folgenden werden die weiteren

Prozeduren, die durch Sat aufgerufen werden, beschrieben.

Prozedur 5.5

Eval (S j M) :=

F

�

ur alle Konzeptterme C 2M , ersetze C in M durch Value (S j C) und gib die

neue Merkmalsliste aus

Prozedur 5.6

Value (S j C) :=

� Wenn C ein primitiver Name ist, dann

(

1 falls C 2 S

0 sonst

� Wenn C = 8R:D, dann

(

1 falls S kein Element der Form: 9R:D

0

enth

�

alt.

C sonst

� Wenn C = 9R:D, dann

(

0 falls S kein Element der Form: 9R:D

0

enth

�

alt.

C sonst
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� Wenn C = C

1

u C

2

, dann (Value (S j C

1

) and Value (S j C

2

))

� Wenn C = C

1

t C

2

, dann (Value (S j C

1

) or Value (S j C

2

))

� Wenn C = :C

1

, dann not (Value (S j C

1

))

Es ist zu beachten, da� der Experte im Falle der Erf

�

ullbarkeit des Eingabetermes

immer einen Booleanvektor zu der eingegebenen Merkmalsliste ausgeben soll,

auch wenn diese Liste leer ist. Im folgenden wird der leere Booleanvektor mit

~

;

bezeichnet.

Prozedur 5.7

Some-Prozess (S j M) =

if M = ;

then if for all 9R:C 2 S: Sat (fCg [ fD j 8R:D 2 Sg j ;) 6= false

then

~

; else false

else if not exists a some-expression 9R:C 2 S

then Eval (S j M) else Continue (S j M)

Prozedur 5.8

Continue (S j M) := Res,

wobei das Resultat Res durch Ausf

�

uhrung folgender Schritte ermittelt wird:

1. E := Eval (S j M)

2. S hat nun die Form:

S =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

L

1

; L

2

; : : : ; L

q

;

9R

1

:C

11

; 9R

1

:C

12

; : : : ; 9R

1

:C

1m

1

; 8R

1

:D

11

; : : : ; 8R

1

:D

1n

1

.

.

.

9R

k

:C

k1

; 9R

k

:C

k2

; : : : ; 9R

k

:C

km

k

; 8R

k

:D

k1

; : : : ; 8R

k

:D

kn

k

Dabei ist L

i

f

�

ur ein i 2 f1; 2; : : : ; qg ein Literal, also ein primitiver Kon-

zeptname oder die Negation davon. Nun bestimme f

�

ur alle

i 2 f1; 2; : : : ; kg und j 2 f1; 2; : : : ; m

i

g

alle Constraintmengen: C

ij

= fC

ij

; D

i1

; : : : ; D

in

i

g und zu jedem Rollenname

R

i

das Constraintsystem:

C

i

= fC

i1

; C

i2

; : : : ; C

im

i

g

3. Bestimme zu jeder Menge C

i

mit i 2 f1; 2; : : : ; kg die zugeh

�

orige Merkmals-

menge:

MC

i

:= fC

0

i1

; C

0

i2

; : : : ; C

0

il

i

; D

0

i1

; : : :D

0

is

i

j 9R

i

:C

0

iv

; 8R

i

:D

0

iw

2 Eg

mit 1 � v � l

i

; 1 � w � s

i
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4. Rufe Sat (C

ij

j MC

i

) f

�

ur alle Constraintmengen C

ij

2 C

i

auf und setze

jeweils das Ergebnis gleich:

V

ij

:= Sat (C

ij

j MC

i

)

5. Wenn f

�

ur ein i 2 f1; 2; : : : ; kg und ein j 2 f1; 2; : : : ; m

i

g V

ij

= false dann

ende mit Ausgabe: false, sonst f

�

uhre folgende Schritte aus:

(a) V

ij

ist nun ein Booleanvektor, der auch leer sein kann. F

�

ur alle i 2

f1; 2; : : : ; kg mit V

ij

6=

~

; berechne den Booleanvektor V

i

folgenderma-

�en:

� F

�

ur alle v 2 f1; 2; : : : ; l

i

g setze:

V

i

[v] := (OR V

i1

[v] V

i2

[v] : : : V

im

i

[v])

� F

�

ur alle w 2 f1; : : : ; s

i

g setze:

V

i

[w] := (AND V

i1

[w] V

i2

[w] : : : V

im

i

[w])

(b) Ersetze f

�

ur alle i 2 f1; 2; : : : ; kg und alle v 2 f1; 2; : : : ; l

i

g den Aus-

druck 9R

i

:C

0

iv

2 E durch den Wert V

i

[v] und f

�

ur alle w 2 f1; 2; : : : ; s

i

g

ersetze den Ausdruck 8R

i

:D

0

iw

2 E durch den Wert V

i

[w] und erhalte

den Vektor V .

(c) V ist nun ein Vektor, dessen Elemente Boole`sche Ausdr

�

ucke

�

uber

f0; 1g sind. Werte alle Elemente von V aus und ende mit Ausgabe des

ausgewerteten Vektors.

Man kann den Gesamtverlauf von Algorithmus 5.4 folgenderma�en zusammen-

fassen:

Erst werden alle m

�

oglichen u- und t-Regeln auf d

0

: C

0

angewendet. Wenn ein

Widerspruch gefunden wird, terminiert der Algorithmus mit false (d.h. C

0

ist

unerf

�

ullbar), sonst hat man nur die 9-Regel im Zusammenhang mit der 8-Regel

auf das aktuelle Constraintsystem S anzuwenden. Dies geschieht in der Prozedur

Some-Prozess. In dieser Prozedur wird zuerst

�

uberpr

�

uft, ob die aktuelle Merk-

malsliste leer ist. Ist das der Fall, so werden die restlichen Constraints auf Erf

�

ull-

barkeit getestet. Wenn sich kein Widerspruch ergibt, wird der leere Booleanvektor

an die aufrufende Prozedur zur

�

uckgegeben. Ist die aktuelle Merkmalsliste beim

Some-Prozess-Aufruf nicht leer, so wird die Prozedur Continue aufgerufen, wel-

che erst durch Aufruf der Funktion Eval die aktuelle MerkmalslisteM so weit wie

m

�

oglich zu einer neuen Liste E auswertet. Dann wird parallel zum Erf

�

ullbarkeit-

stest festgestellt, ob das zugeh

�

orige Individuum die Eigenschaft m 2 E besitzen

kann. Diese geschieht durch rekursive Zerlegung von Merkmalen in Teilmerkmale
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und Auswertung durch rekursive Aufrufe der Sat-Prozedur. Es kann sein, da�

bei einigen von diesen rekursiven Aufrufen die zugeh

�

orige Merkmalsmenge leer

ist. Ein solcher Aufruf liefert den leeren Booleanvektor, falls das aktuelle Cons-

traintsystem erf

�

ullbar ist. Eine leere Merkmalsmenge wird erzeugt genau dann,

wenn alle Rollennamen, die in der aktuellen Merkmalsliste vorkommen, in dem

aktuellen Constraintsystem nicht vorkommen. Somit werden keine neuen Teilei-

genschaften aus der aktuellen Merkmalsmenge abgeleitet (siehe Schritt 2). Im

Falle der Erf

�

ullbarkeit wird auf jeden Fall ein Booleanvektor geliefert. Nun mu�

gezeigt werden, da� dieser Vektor das Gew

�

unschte leistet.

Lemma 5.9

Der Algorithmus 5.4 ist korrekt und vollst

�

andig.

Beweis

? Die Vollst

�

andigkeit und Korrektheit (bis auf Korrektheit der Informationen, die

der erzeugte Booleanvektor beinhaltet) folgen unmittelbar aus Korrektheit und

Vollst

�

andigkeit des funktionalen Algorithmus

4

. Die Hinzunahme einer Merkmals-

menge als zus

�

atzlichen Parameter hat nach Konstruktion keine Auswirkung auf

den Ablauf des funktionalen Algorithmus.

? Es mu� also nur gezeigt werden, da� im Falle der Erf

�

ullbarkeit des anf

�

anglichen

Konzeptterms C

0

das erzeugte Gegenbeispiel V = (b

1

; b

2

; : : : ; b

n

) die folgenden

Anforderungen erf

�

ullt: V ist ein Booleanvektor

�

uber f0; 1g und beinhaltet kor-

rekte und vollst

�

andige Informationen. Dies ist die Aussage des Satzes 5.10. 2

Da� V ein Booleanvektor

�

uber f0; 1g ist, kann leicht durch Induktion

�

uber den

Termaufbau gezeigt werden. Intuitiv ist es klar, denn die Regeln werden rekursiv

so lange angewendet, bis die Constraintmengen nur aus Literalen bestehen. Dann

werden alle Eigenschaften der jeweiligen Merkmalslisten durch 0 oder 1 ersetzt.

Diese Werte werden dann rekursiv in die vorherigen, gr

�

o�eren Merkmalsmengen

eingesetzt und somit wird die urspr

�

ungliche Merkmalsmenge, deren Elemente

Boole`sche Kombinationen ausgewerteter Ausdr

�

ucke sind, vollst

�

andig ausgewer-

tet.

Satz 5.10

Die Informationen, die V beinhaltet sind korrekt und vollst

�

andig. Das hei�t f

�

ur

eine Merkmalsmenge M = fE

1

; E

2

; : : : ; E

n

g und einen Konzeptterm C

0

gilt f

�

ur

false 6= V := Sat (fC

0

g j M)

die

�

Aquivalenz

8 u 2 f1; 2; : : : ; ng : V [u] = b

u

= 1, d

0

2 E

I

u

mit d

0

2 C

I

0

, wobei I das kanonische Modell ist, das durch den Algorithmus

erzeugt wird (siehe De�nition 2.3 und Satz 2.4).

4

Die Vollst

�

andigkeit und Korrektheit des funktionalen Algorithmus ist in [19] bewiesen.
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Beweis

Mit der Auswertung der MerkmalsmengeM wird erst begonnen, wenn alle m

�

ogli-

chen t- und u-Regeln auf das Constraint d

0

: C

0

angewendet worden sind. Dann

erh

�

alt man die folgende Constraintmenge:

S =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

L

1

; L

2

; : : : ; L

q

;

9R

1

:C

11

; 9R

1

:C

12

; : : : ; 9R

1

:C

1m

1

; 8R

1

:D

11

; : : : ; 8R

1

:D

1n

1

;

.

.

.

9R

k

:C

k1

; 9R

k

:C

k2

; : : : ; 9R

k

:C

km

k

; 8R

k

:D

k1

; : : : ; 8R

k

:D

kn

k

:

Nun kann die Behauptung durch Induktion

�

uber den Aufbau von ALC-Konzept-

termen bewiesen werden:

� Induktionsanfang:

Sei E

u

ein Literal. Nach Konstruktion des kanonischen Modells (siehe

De�nition 2.3 und Satz 2.4) gilt f

�

ur ein positives Literal E

u

= A gilt

d

0

2 A

I

= E

I

u

, A 2 fL

1

; L

2

; : : : ; L

q

g

und f

�

ur einen negativen Literal E

u

= :A gilt

d

0

2 (:A)

I

= E

I

u

, A 62 fL

1

; L

2

; : : : ; L

q

g

Daraus folgt unmittelbar: b

u

= 1, d

0

2 E

I

u

� Induktionsschlu�:

Sei E

u

= 8R

i

:D

0

iw

f

�

ur ein w 2 f1; : : : ; s

i

g, dann betrachten wir zwei F

�

alle:

I. R

i

2 fR

1

; : : : ; R

k

g.

Der Algorithmus ruft f

�

ur alle Constraintmengen

C

i1

= fC

i1

; D

i1

; : : : ; D

in

i

g

.

.

.

C

ih

= fC

ih

; D

i1

; : : : ; D

in

i

g

.

.

.

C

im

i

= fC

im

i

; D

i1

; : : : ; D

in

i

g

die Prozedur Sat jeweils mit der Merkmalsmenge:

MC

i

= fC

0

i1

; : : : ; : : : ; C

0

il

i

; D

0

i1

; : : : ; D

0

iw

; : : : ; D

0

is

i

g:

Da die Erf

�

ullbarkeit der Fall und MC

i

nicht leer ist liefern die Aufrufe

Sat (C

ih

j MC

i

) jeweils einen nicht leeren Booleanvektor V

ih

f

�

ur alle

h 2 f1; : : : ; m

i

g :

V

ih

= (b

(h)

i1

; : : : ; : : : ; b

(h)

il

i

; b

0(h)

i1

; : : : b

0(h)

iw

; : : : b

0(h)

is

i

) 2 f0; 1g

(l

i

+s

i

)
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Jeder Vektor V

ih

entspricht also einem Individuum d

ih

2 dom(I), wo-

bei :

d

ih

2 C

I

ih

; d

ih

2 D

I

i1

; : : : ; d

ih

2 D

I

in

i

und (d

0

; d

ih

) 2 R

I

i

(5.1)

Das hei�t also, d

ih

ist ein R

i

-Nachfolger von d

0

f

�

ur alle h 2 f1; : : : ; m

i

g.

Da alle Constraintmengen C

ih

erf

�

ullbar sind (sonst h

�

atte der Alg. mit

false terminiert!), gilt nach Induktionsannahme :

b

0(h)

iw

= 1, d

ih

2 D

0

iw

f

�

ur alle h 2 f1; : : : ; m

i

g (5.2)

Nach Konstruktion wird b

u

als Wert von E

u

genau dann gleich 1 ge-

setzt, wenn D

0

iw

in allen Aufrufen f

�

ur C

i1

; : : : ; C

im

i

zusammen mitMC

i

als 1 ausgewertet wurde. Es gilt also

b

u

= 1, 8 h 2 f1; : : : ; m

i

g : b

0(h)

iw

= 1 (5.3)

Aus (5.2) und (5.3) folgt

b

u

= 1, 8 h 2 f1; : : : ; m

i

g : d

ih

2 D

0

iw

I

(5.4)

Andererseits besteht die Menge aller R

i

-Nachfolger von d

0

aus allen

d

ih

; 1 � h � m

i

und diese liegen nach 5.4 in D

0

iw

I

. Au�erdem liegen

alle d

ih

in Interpretationsmengen von D

i1

; : : : ; D

in

i

. Es folgt also:

b

u

= 1, b

0(h)

iw

= 1, d

ih

2 D

0

iw

I

, d

0

2 E

I

u

II. R

i

62 fR

1

; : : : ; R

k

g

Nach Konstruktion wird E

u

= 8R

i

:D

0

iw

sofort mit b

u

= 1 ausgewertet.

Es gibt nach Konstruktion des kanonischen Modells (siehe De�nition

2.3) keinen R

i

-Nachfolger von d

0

. Also folgt sofort d

0

2 E

I

u

.

� Sei E

u

= 9R

i

:C

0

iv

f

�

ur ein v 2 f1; : : : ; l

i

g.

I. R

i

2 fR

1

; : : : ; R

k

g

Der Beweis verl

�

auft fast analog wie bei Werterestriktionen mit dem

Unterschied, da� C

0

iv

f

�

ur mindestens einen Aufruf von Sat (C

ih

j MC

i

)

als 1 ausgewertet werden mu�, falls b

u

den Wert 1 hat.

Es gilt nach Induktionsannahme wie vorher die

�

Aquivalenz (5.2). Nach

Konstruktion gilt au�erdem:

b

u

= 1, existiert ein h 2 f1; : : : ; m

i

g mit b

(h)

iv

= 1

Daraus folgt zusammen mit (5.2)

b

u

= 1, existiert ein d

ih

2 dom(I) mit d

ih

2 C

0

iv

I

Andererseits sind nach Beziehung (5.1) alle Individuen d

ih

ein R

i

-

Nachfolger von d

0

. Also folgt: b

u

= 1, d

0

2 E

I

u

.
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II. R

i

62 fR

1

; : : : ; R

k

g

E

u

wird nach Konstruktion sofort mit b

u

= 0 ausgewertet. Dies ist

korrekt, da keine R

i

-Nachfolger von d

0

erzeugt werden. Insbesondere

gibt es dann ja kein d

1

2 C

0

iv

I

mit (d

0

; d

1

) 2 R

I

i

. Es folgt also d

0

62 E

I

u

.

� E

u

ist eine Boole`sche Kombination

�

uber Literale und Restriktionen. Die

Behauptung folgt nun direkt aus den vorherigen Induktionsschritten zu-

sammen mit der De�nition der Semantik der ALC-Konzepte:

{ E

u

= C

1

u C

2

. Es gilt:

b

u

= 1

,

b

u

2 C

I

1

; b

u

2 C

I

2

,

d

0

2 C

I

1

; d

0

2 C

I

2

,

d

0

2 (C

1

u C

2

)

I

= E

I

u

{ E

u

= C

1

t C

2

. Es gilt:

b

u

= 1

,

b

u

2 C

I

1

oder b

u

2 C

I

2

,

d

0

2 C

I

1

oder d

0

2 C

I

2

,

d

0

2 (C

1

t C

2

)

I

= E

I

u

{ E

u

= :C

b

u

= 1, b

u

62 C

I

, d

0

62 C

I

, d

0

2 E

I

u

2

Da� der Experte in PSPACE (in der Gr

�

o�e der Tbox) liegt, kann

�

ahnlich wie bei

dem funktionalen Algorithmus begr

�

undet werden (siehe Bemerkung 2.11). Es ist

nur noch zu beachten, da� expandierte Konzeptterme und somit auch expandierte

Merkmale (in der Tbox de�nierte Konzeptnamen) expontiell (in der Gr

�

o�e der

Tbox) wachsen k

�

onnen. Dieses exponentielle Hindernis kann dadurch

�

uberwunden

werden, da� man nur bei Bedarf expandiert. Man versucht, die Widerspr

�

uche

m

�

oglichst in h

�

oheren Stufen des Constraintbaumes zu entdecken. D.h. man geht

nicht von einer vollst

�

andig expandierten Tbox und Eingabe aus, sondern es wird

nur bei Bedarf aufgefaltet und ebenso nur bei Bedarf die Negation eingeschoben.

Auch der zweite Eingabeparameter (Merkmalsliste) wird bei jedem Aufruf um

einen Schritt aufgefaltet. Somit bleibt man immer in PSPACE. Da� es m

�

oglich

ist, nur bei Bedarf zu expandieren, soll hier an einem Beispiel verdeutlicht werden.
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Wir betrachten die Familien-Terminologie beschrieben in 3.1, wobei noch neue

Konzeptnamen folgenderma�en de�niert werden:

Hat-einen-Sohn = 9hat-kind:M

�

annlich

Mutter = 9hat-kind:Mensch

Mutter-ohne-Sohn = Mutter u 8hat-kind::M

�

annlich

Es werden dann ausgehend von der Eingabe fHat-einen-Sohn u Mutter-ohne-

Sohng folgende Schritte durchgef

�

uhrt:

!

u

fHat-einen-Sohn; Mutter-ohne-Sohng

!

9

f9hat-kind.M

�

annlich, Mutter u 8 hat-kind.: M

�

annlichg

!

u

f9hat-kind.M

�

annlich, 8 hat-kind.: M

�

annlich, Mutterg

!

u;9;8

fM

�

annlich, : M

�

annlich, Mutterg

! Clash

Wir sehen, da� hier ein Clash entdeckt wurde, ohne da� die de�nierten Kon-

zeptnamen Mutter und M

�

annlich expandiert wurden. Diese Optimierung bringt

in der Praxis, wo die Konzeptde�nitionen tief geschachtelt sind, sehr viel. Au-

�erdem kann man die schon ganz oder teilweise expandierten Konzeptnamen in

einer lokalen Variable zwischenspeichern, um sie bei Bedarf wieder zu verwenden.

Solche Optimierungsmethoden sind in [21] diskutiert.
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Kapitel 6

Optimierungen

Bez

�

uglich der Implementierung des Experten sind schon einige Optimierungen

erw

�

ahnt worden. Zum Beispiel geh

�

oren die Expandierung der Konzeptterme und

die Einschiebung der Negation nur bei Bedarf zu diesen Optimierungen. Trotzdem

bleibt die Aufgabe des Experten ein hartes Problem. Ein Expertenaufruf ist also

sehr teuer. Eine wichtige Optimierung liegt in der Minimierung der Anzahl dieser

Aufrufe. W

�

ahrend der Erzeugung der Minimalbasis durch den Algorithmus 4.45

werden u.a. Implikationen erzeugt, die sich sp

�

ater als

�

uber


�

ussig erweisen. Das

hei�t, sie leisten nichts f

�

ur die Erzeugung der gesuchten Basis. Die erzeugten

Implikationen kann man in drei Klassen aufteilen:

1. Die trivialen Implikationen. Sie sind von der Form B ! ; und sind somit in

jedem Kontext erf

�

ullt. Diese Implikationen sind, einzeln betrachtet, harm-

los, da sie keinen expliziten Expertenaufruf verursachen. Sie veranlassen

aber die gr

�

o�te Schwierigkeit w

�

ahrend der Laufzeit des Algorithmus 4.45,

weil sie viel zu oft erzeugt werden. Eine Implikation A ! B geh

�

ort genau

dann zu dieser Klasse, wenn ihre Pr

�

amisse ein Begri�sinhalt des aktuellen

Kontextes ist (d.h. A = A

00

). Deshalb leisten solche Implikationen nichts zu

der Vollst

�

andigkeit der gesuchten Basis (die Basis besteht nur aus Impli-

kationen, deren Pr

�

amisse ein Pseudoinhalt des unendlichen Kontextes ist).

Au�erdem erweitern solche Implikationen auch den Kontext nicht, da sie

immer gelten. Ob man diese Art von Implikationen vermeiden oder minde-

stens minimieren kann ist ein o�enes Problem von gro�er Bedeutung. Dieses

Problem werden wir in Kapitel 7 genauer diskutieren.

2. Die Implikationen P ! P

00

n P , deren Pr

�

amissen P Pseudoinhalte des

endg

�

ultigen Kontextes sind. Sie sind genau die gesuchten Implikationen,

die die Minimalbasis bestimmen.

3. Die Implikationen B ! B

00

nB, deren Pr

�

amissen B zwar Pseudoinhalte des

aktuellen Kontextes K

i

sind, aber kein Pseudoinhalt des endg

�

ultigen Kon-
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textes K. Sie sind in K nicht erf

�

ullt und erweitern den aktuellen Kontext

um ein neues Objekt (Gegenbeispiel).

Die zweite und dritte Art von Implikationen sind teuer, weil f

�

ur sie der Experte

aufgerufen wird. Man fragt sich nun, inwiefern sind sie notwendig? Mit anderen

Worten, gibt es auch nichttriviale Implikationen, die bzgl. des Erzeugungsprozes-

ses der Minimalbasis gar nicht relevant sind?

Die zweite Art von Implikationen sind notwendig. Sie bestimmen die gesuchte

Basis und m

�

ussen fr

�

uher oder sp

�

ater erzeugt werden. Auch ein Teil der dritten

Implikationsklasse ist notwendig, da er Objekte erzeugt, die die Bestimmung der

n

�

achsten Pseudoinhalte erm

�

oglichen. Der andere Teil dieser Klasse ist eigentlich

irrelevant, da der erschlossene Kontext nicht unbedingt reduziert sein mu� (auf

die reduzierten Kontexte wird genauer eingegangen). Man stellt sich nun die Fra-

ge: Wie ist es m

�

oglich, diese Art von Implikationen zu vermeiden? Das hei�t, wie

kann man daf

�

ur sorgen, da� genau die notwendigen Objekte erzeugt werden?

Um diese Frage zu beantworten, mu� man zuerst solche irrelevanten Objekte bzw.

Implikationen charakterisieren.

6.1 Charakterisierung von irrelevanten

Objekten

De�nition 6.1

Ein Kontext ist bereinigt, wenn es im Kontext keine Gegenst

�

ande mit gleichem

Inhalt und keine Merkmale mit gleichem Umfang gibt. Formal:

8m

1

; m

2

2M und g

1

; g

2

2 O : g

0

1

6= g

0

2

und m

0

1

6= m

0

2

:

De�nition 6.2

Sei K = (M;O; �) ein Kontext. Ein Gegenstand g 2 O hei�t reduzibel, wenn es

eine Teilmenge H � G gibt so, da�

8h 2 H : g

0

� h

0

und au�erdem g

0

=

\

h2H

h

0

Entsprechend hei�t ein Merkmal m 2M reduzibel, wenn es eine Teilmenge N �

M gibt so, da�

8n 2 N : m

0

� n

0

und au�erdem m

0

=

\

n2N

n

0

:

Ein Kontext hei�t dann reduziert, wenn er bereinigt ist und keine reduziblen

Gegenst

�

ande oder Merkmale enth

�

alt.
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Bemerkung 6.3

Direkt aus der De�nition folgt, da� ein g 2 O genau dann reduzibel ist, wenn sein

Inhalt g

0

sich als Durchschnitt mindestens zwei anderer Zeileninhalte darstellen

l

�

a�t. D.h. :

g 2 O reduzibel

,

es ex. g

1

; g

2

; : : : ; g

r

2 O; 2 � r; g

i

6= g

j

f

�

ur i 6= j und g

0

= g

0

1

\ g

0

2

: : : \ g

0

r

.

Entsprechend ist ein Merkmal genau dann reduzibel, wenn sich sein Spaltenum-

fang als Durchschnitt mindestens zwei anderer Spaltenumf

�

ange darstellen l

�

a�t.

De�nition 6.4

Sei (V;�) ein vollst

�

andiger Verband. Ein v 2 V hei�t dann

W

-irreduzibel

1

,wenn

sich v nicht als Supremum echt kleinerer Elemente darstellen l

�

a�t, d.h. v

#

=

W

fx 2 V j x < vg 6= v. Entsprechend hei�t v

V

-irreduzibel

2

, wenn sich v nicht als

In�mum echt gr

�

o�erer Elemente darstellen l

�

a�t. d.h. v

"

=

V

fx 2 V j v < xg 6= v.

Die Menge aller

W

-irreduziblen Elemente wird mit J(V ) und aller

V

-irreduziblen

Elemente mit M(V ) bezeichnet.

Eine Menge X � V hei�t supremum-dicht in V , wenn jedes Element von V als

Supremum einer Teilmenge von X dargestellt werden kann, und dual in�mum-

dicht, falls f

�

ur alle v 2 V gilt: v =

V

fx 2 X j v � xg:

Satz 6.5

Ein Element v eines endlichen Verbandes ist genau dann

W

-irreduzibel, wenn

es genau einen unteren Nachbarn (siehe De�nition 4.2) hat und genau dann

V

-

irreduzibel, wenn es genau einen oberen Nachbarn hat. Jede supremum-dichte

Teimenge von V enth

�

alt alle

W

-irreduziblen Elemente und jede in�mum-dichte

Teilmenge enth

�

alt alle

V

-irreduziblen Elemente. In einem endlichen Verband ist

umgekehrt die Menge J(V ) supremum-dicht und die MengeM(V ) in�mum-dicht.

Beweis

Nach De�nition ist v genau dann

W

-irreduzibel, wenn v 6= v

#

ist. Dies wiederum

ist gleichbedeutend damit, da� v

#

das gr

�

o�te unter allen Elementen ist, die kleiner

als v sind. Daraus folgt insbesondere, da� v

#

der einzige untere Nachbar von v ist.

Analog beweist man die Aussage f

�

ur

V

-irreduzible Elemente. Die zweite Aussage

des Satzes ist trivial, die dritte beweist man induktiv: Jedes Element v, welches

nicht selbst

W

-irreduzibel ist, ist Supremum echt kleinerer Elemente. Sind diese

Suprema

W

-irreduzible Elemente, so auch v. 2

Es lassen sich leicht unendliche Verb

�

ande angeben, in denen jedes Element reduzi-

bel ist. Zum Beispiel ist das reelle Intervall [0,1] mit der nat

�

urlichen Ordnung ein

1

lies Supremum-irreduzibel (join irreducible)

2

lies In�mum-irreduzibel (meet irreducible)
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solcher Verband, denn jedes Element hat sicher mehr als einen unteren bzw. obe-

ren Nachbarn und somit kann es nach Satz 6.5 kein irreduzibles Element sein. Man

kann also nicht ohne weiteres simultan alle reduziblen Elemente eines Verbandes

weglassen, ohne die Struktur des Verbandes zu

�

andern. Dies ist aber f

�

ur endliche

Verb

�

ande kein Problem, da bei endlichen Verb

�

anden jedes Element Supremum

einer Menge von

W

-irreduziblen und In�mum einer Menge von

V

-irreduziblen Ele-

menten ist. Denn nach Satz 6.5 sind die Mengen aller

W

-irreduziblen (J(V )) bzw.

aller

V

-irreduziblen (J(V )) Elemente eines endlichen vollst

�

andigen Verbandes (V )

supremum-dicht bzw. in�mum-dicht.

Lemma 6.6

Sei K = (O;M; �) ein Kontext. Ein Gegenstand g 2 O ist genau dann reduzi-

bel, wenn der Gegenstandsbegri� 
(g) im Begri�sverband von K

W

-reduzibel ist.

Entsprechend ist ein Merkmal m 2 M genau dann reduzibel, wenn der Merk-

malsbegri� �(m) im Begri�sverband des Kontextes K

V

-reduzibel ist.

Beweis

Nach De�nition 6.4 gilt:


(g) = (g

00

; g

0

) ist

W

-reduzibel

,

(g

00

; g

0

) =

W

f(A

00

i

; A

0

i

) j A

i

� O; (A

00

i

; A

0

i

) < (g

00

; g

0

)g =

W

X:

Die Menge aller zugeh

�

origen Indizes bezeichnen wir als I.

� ,,(\

Sei 
(g) reduzibel im Begri�sverband von K. Nach Hauptsatz 4.23 und

obiger

�

Aquivalenz folgt dann g

0

=

T

A

0

i

und g

00

= (

S

A

00

i

)

00

. Es gilt nach

Hilfssatz 4.51 die Gleichung

T

A

0

i

= (

S

A

i

)

0

. Man setze nun (

S

A

i

) = H � G.

Somit ergibt sich g

0

=

T

h2H

h

0

. Andererseits ist nach De�nition 4.22 g

0

echt

in allen A

0

i

enthalten. Also folgt g

0

� h

0

f

�

ur alle h 2 H. Somit ist g in K

nach De�nition 6.2 reduzibel.

� ,,)\

Sei g reduzibel in K. Nach Hauptsatz 4.23 gilt

_

X =

 

(

[

i2I

A

00

i

)

00

;

\

i2I

A

0

i

!

;

d.h. das Supremum von X ist der kleinste gemeinsame Oberbegri�, dessen

Merkmale genau die gemeinsamen Merkmale aller Begri�e aus X sind.

Da g reduzibel in K ist, gibt es nach De�nition 6.2 ein H � O mit g

0

=

T

h2H

h

0

und g

0

� h

0

f

�

ur alle h 2 H. Somit liegen nach De�nition 4.22 die

Begri�e (h

00

; h

0

) f

�

ur alle h 2 H in X. Dies bedeutet

T

i2I

A

0

i

�

T

h2H

h

0

= g

0

.
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Es folgt dann nach De�nition 4.22 (g

00

; g

0

) �

W

X, was sofort (g

00

; g

0

) =

W

X impliziert. Daraus und aus der obigen

�

Aquivalenz folgt, da� 
(g) im

Begri�sverband von K reduzibel ist. Der Beweis f

�

ur reduzible Merkmale ist

analog.

2

Lemma 6.7

Die Entfernung von reduziblen Elemente eines Kontextes mit endlicher Merkmals-

menge hat keinen Ein
u� auf die Struktur des Begri�sverbandes des Kontextes.

Beweis

Sei K = (O;M; �) ein endlicher Kontext und g 2 O ein reduzibles Element.

Nach De�nition 6.2 gibt es eine Menge H � O von Gegenst

�

anden mit g 62 H,

aber g

0

= H

0

. Andererseits ist Nach Lemma 6.6 g in dem Kontext K genau dann

reduzibel, wenn 
(g)

W

-reduzibel im Begri�sverband des Kontextes ist. Somit ist

der Gegenstandsbegri� 
(g) das In�mum der Gegenstandsbegri�e 
(h); h 2 H

und wegen der Endlichkeit des Begri�sverbandes von K ist die Menge 
(O nfgg)

nach Satz 6.5 supremum-dicht im Begri�sverband V(O;M; �) des Kontextes K.

Somit gen

�

ugt die Abbildung 
 den Bedingungen, die im Hauptsatz 4.24 gefordert

sind. Also folgt nach diesem Satz:

V(O;M; �)

�

=

V(O n fgg;M; � \ ((O n fgg)�M)):

2

Diese Aussage bedeutet, da� man bei einem Kontext mit endlich vielen Merk-

malen die reduziblen Elemente entfernen kann, ohne die Struktur des Begri�s-

verbandes zu zerst

�

oren. Ganter und Wille haben Methoden angegeben (vgl. [28]

Seiten 24-32), mit deren Hilfe man reduzible Elemente eines vorliegenden Kon-

textes eliminieren kann. Diese Methoden sind f

�

ur uns aber weniger interessant,

denn wir m

�

ochten die Erzeugung solcher Elemente von Anfang an vermeiden.

Lemma 6.8

Der Kontext K, der w

�

ahrend der Laufzeit des Algorithmus 4.45 durch den Exper-

ten 5.4 erschlossen wird, ist zeilen-bereinigt, d.h. es existiert keine verschiedenen

Gegenst

�

ande mit demselben Inhalt.

Beweis

F

�

ur g

1

; g

2

2 O w

�

urde g

0

1

= g

0

2

bedeuten, da� Gegenbeispiele mit wiederholten

Inhalt erzeugt werden. Dies kann aber nicht der Fall sein, denn jede erzeugte

Implikation die Form B ! B

00

n B hat und ist somit vom aktuellen Kontext K

i

erf

�

ullt. Wenn nun eine Implikation einmal erzeugt wurde und zum Gegenbeispiel

g

i+1

gef

�

uhrt hat, kann sie nicht mehr von einem K

j

; j > i erf

�

ullt werden, also

wird sie nicht wieder erzeugt. 2
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Es ist zu beachten, da� der erschlossene Kontext nicht unbedingt spalten-bereinigt

ist. Es kann n

�

amlich sein, da� in der Tbox Konzeptnamen A

1

; A

2

de�niert sind,

die zwar verschieden sind aber gleich interpretiert werden. Dieser Kontext ist

ebenfalls nicht unbedingt merkmalsreduziert, denn es kann sein, da� in der Tbox

Konzeptnamen A;A

1

; : : : A

r

de�niert sind, so da� A und A

1

u : : : u A

r

gleich in-

terpretiert werden (logisch

�

aquivalente Konzeptnamen), d.h. der Spaltenumfang

zu A l

�

a�t sich als Schnitt bestimmter Spaltenumf

�

ange darstellen. Man k

�

onnte

einen spalten-bereinigten bzw. spalten-reduzierten Kontext erzielen, wenn man

solche logischen

�

Aquivalenzen ausschlie�t. Dies erfordert aber einen m

�

oglicherwei-

se erheblichen Aufwand. Eine solche, wahrscheinlich teure, Ma�nahme ist nicht

sehr interessant, da der teure Experte nicht f

�

ur die Erzeugung von Merkma-

len, sondern von Gegenst

�

anden aufgerufen wird. Eine wichtige Optimierung des

Verfahrens liegt also darin, die Erzeugung von reduziblen Gegenbeispielen zu ver-

hindern. Man fragt sich nun: Gibt es auch unter irreduziblen Elementen welche,

die irrelevant sind?

Man ben

�

otigt auf jeden Fall eine minimale Anzahl von Gegenbeispielen, um alle

Pseudoinhalte bestimmen zu k

�

onnen. Kann diese Minimalit

�

at genau durch die

Menge aller irreduziblen Gegenst

�

ande charakterisiert werden? Der Satz 6.9 aus

[28] und das Lemma 6.10 bejahen diese Frage.

Satz 6.9

Zu einem endlichen Verband (V;�) gibt es bis auf Isomorphie genau einen redu-

zierten Kontext, dessen Begri�sverband isomorph zu V ist, n

�

amlich:

K(V ) = (J(V );M(V );�)

Lemma 6.10

Die Entfernung eines irreduziblen Elementes eines Kontextes mit endlicher Merk-

malsmenge

�

andert die Struktur seines Begri�sverbandes.

Beweis

Sei K = (O;M; �) ein Kontext mit endlicher Merkmalsmenge und dem Begri�s-

verband B = V(O;M; �). Sei weiter g 2 O ein irreduzibles Element. Nach Lem-

ma 6.6 ist dann 
(g) 2 J(B) (d.h. der Gegenstandsbegri� 
(g) ist im Begri�sver-

band von K irreduzibel). Sei B

0

= (V(Onfgg;M; �

0

) mit �

0

= �\Onfgg�M . An-

genommen es gilt B

�

=

B

0

. Wegen 
(g) 2 J(B) folgt dann J(B

0

) = J(B) n f
(g)g.

Nach Satz 6.7 sind dann die Verb

�

ande V(K(B) und V(K(B

0

) isomorph. Es gilt

wegen der Annahme und Satz 6.9 die Isomorphie V(K(B)

�

=

B

0

�

=

B. Somit

sind die Kontexte K(B) und K(B

0

) zwei reduzierte Kontexte, deren Verb

�

ande

isomorph zu dem vollst

�

andigen Verband B sind. Sie m

�

ussen dann nach Satz 6.9

isomorphe Kontexte sein. Das ist aber nicht m

�

oglich, da sie endliche, aber nicht

gleich gro�e Objektsmengen besitzen. 2

Zusammen mit Lemma 6.7 folgt aus dieser Aussage, da� die Struktur des Be-

gri�sverbandes eines Kontextes genau durch die Menge aller irreduziblen Ele-

mente dieses Kontextes bestimmt wird. Man w

�

unscht sich also, da� w

�

ahrend
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der Laufzeit des Algorithmus 4.45 genau die irreduziblen Gegenbeispiele erzeugt

werden

3

.

Es ist m

�

oglich, dies zu erreichen, indem man den Experten dazu zwingt, nur

maximale Gegenbeispiele zu erzeugen. Diese sind Gegenbeispiele, die um kein

weiteres Merkmal erweitert werden k

�

onnen. Das hei�t, diejenigen Gegenst

�

ande,

deren Gegenstandsinhalte in keinem anderen Gegenstandsinhalt enthalten sind.

Nach Bemerkung 6.3 ist dann klar, da� ein solches Gegenbeispiel irreduzibel ist,

denn es kann nie Durchschnitt anderer Zeileninhalte sein. Formal:

De�nition 6.11

Das Gegenbeispiel V = (b

1

; : : : ; b

n

), das durch den Experten zur Implikation

A! B erzeugt wird, hei�t maximal, falls es unter allen m

�

oglichen Gegenbeispie-

len zur Implikation A! B die maximale Anzahl von True-Werten enth

�

alt.

Die Erzeugung von maximalen Gegenst

�

anden f

�

uhrt also zur Reduzierung der

Anzahl der Expertenaufrufe. Diese Optimierung mu� nat

�

urlich so sein, da� sich

dadurch der Zeitaufwand f

�

ur die einzelnen Expertenaufrufe nicht zu stark ver-

gr

�

o�ert.

Es ist m

�

oglich, maximale Gegenbeispiele zu erzeugen. Man kann n

�

amlich den Ex-

perten so modi�zieren, da� zu einer gegebenen Implikation immer ein maximales

Gegenbeispiel erzeugt wird. Aber das ist leider mit einem erheblichen Mehrauf-

wand verbunden.

6.1.1 Ein Vorschlag zur Erzeugung von

maximalen Gegenbeispielen

Man kann maximale Gegenbeispiele folgenderma�en erzeugen:

Sei C der Konzeptterm, dessen Erf

�

ullbarkeit zu testen ist. Nach Algorithmus 5.4

setzt man alle primitiven Konzeptnamen, die nicht in der Constraintmenge fCg

vorkommen, auf false. Ebenso werden die Ausdr

�

ucke von der Form 9R:D auf false

gesetzt, wenn der Rollenname R in keinem existentiellen Term im Constraintsy-

stem vorkommt. Dagegen werden Ausdr

�

ucke von der Form 8R:D auf true gesetzt,

wenn R nicht in einem existentiellen Ausdruck im Constraintsystem vorkommt.

Solche Ausdr

�

ucke m

�

ussen aber nicht unbedingt mit diesen Werten belegt werden.

Zum Beispiel betrachten wir den folgenden Aufruf:

Sat(f9R:C; 8R:Dg j [A; : : : ; 9R

0

:C

0

1

; 8R

0

:D

0

1

; : : : ; 9R

0

:C

0

2

; 8R

0

:D

0

2

; : : :])

wobei der primitive Name A nicht im aktuellen Constraintsystem liegt und R 6=

R

0

ist. Es ist m

�

oglich, die Ausdr

�

ucke A; 9R

0

:C

0

1

; 9R

0

:C

0

2

nicht wie fr

�

uher auf fal-

se, sondern auf true und ebenso die Ausdr

�

ucke 8R

0

:D

0

1

; 8R

0

:D

0

2

nicht auf true,

sondern auf false zu setzen. Hierbei mu� man zwei Probleme in Betracht ziehen.

3

Wie man aus der Tabelle 7.4 entnehmen kann, f

�

uhrt die Wahl der irreduziblen Gegenbei-

spiele in der Tat zur Reduzierung der Anzahl von Expertenaufrufen.
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Erstens mu� festgestellt werden, welche Auswirkungen diese Belegung auf die

oberen Knoten des Baumes hat, d.h. welche Belegung dieser Ausdr

�

ucke eine ma-

ximale Anzahl von True-Werten in der gesamten urspr

�

unglichen Merkmalsmenge

erzeugt. Dieses Problem kann man durch Einf

�

uhrung von Boole`schen Variablen

f

�

ur Teileigenschaften, deren Werte frei w

�

ahlbar sind, l

�

osen. Somit erh

�

alt man als

Ausgabe eine Liste von Boole`schen Ausdr

�

ucken, die aus Boole`schen Werten und

aussagenlogischen Variablen bestehen. Dann �ndet man eine Belegung, die eine

Liste mit einer maximalen Anzahl von True-Werten liefert. Das zweite Problem,

das zu beachten ist, ist, da� die Constraintmengen

fC

0

1

; D

0

1

; D

0

2

g und fC

0

2

; D

0

1

; D

0

2

g

erf

�

ullbar sein m

�

ussen, wenn man die Ausdr

�

ucke auf true setzen m

�

ochte. Also mu�

man zus

�

atzliche Erf

�

ullbarkeitstests durchf

�

uhren. Die Anzahl dieser Tests kann

aber o�ensichtlich exponentiell gro� werden. Also ist diese L

�

osung zwar eine exak-

te L

�

osung, aber keine gute. Ein Vorschlag w

�

are dann, sich alle Constraintmengen,

deren Erf

�

ullbarkeit w

�

ahrend fr

�

uherer Sat-Aufrufe getestet wurden, zu merken.

Dies erfordert nat

�

urlich zus

�

atzlichen Speicher, was dem PSPACE-Charakter des

Algorithmus zuwider l

�

auft. Die G

�

ute dieses Verfahrens mu� durch genauere

�

Uber-

legung und Implementierung mit statistischer Auswertung festgestellt werden.

Eine andere M

�

oglichkeit ist, Heuristiken einzusetzen, die weniger aufwendig sind,

aber nicht unbedingt maximale Beispiele erzeugen. Auf dieses Thema wurde in

dieser Arbeit nicht weiter eingegangen, denn bei der statistischen Auswertung

mittels eines implementierten Programms hat sich ein wesentlich gr

�

o�eres Pro-

blem herausgestellt, dessen L

�

osung (falls es

�

uberhaupt l

�

osbar ist) im Vordergrund

steht. Dies f

�

uhrt zum Problem der trivialen Implikationen, welches wir in den

n

�

achsten Abschnitten diskutieren.

6.2 Minimierung der Anzahl der

Iterationsdurchl

�

aufe

Wie die experimentellen Ergebnisse zeigen (siehe Abschnitt 7.2) ist, die Anzahl

der Itterationsdurchl

�

aufe

4

so gro�, da� der Zeitaufwand bei etwas gr

�

o�eren Tbo-

xen nicht mehr vertretbar ist. Daf

�

ur ist die gro�e Anzahl der Begri�e verant-

wortlich. Dies f

�

uhrt dazu, da� w

�

ahrend der Laufzeit eine enorme Anzahl von

trivialen Implikationen erzeugt wird, welche weder den Kontext, noch die Basis

erweitern und somit den Aufbau der Basis verz

�

ogern. Folgende

�

Uberlegungen zei-

gen, da� die Erzeugung der maximalen Gegenbeispiele, wie es vorher diskutiert

wurde, die einzige Optimierungsm

�

oglichkeit bzgl. der Reduzierung der Anzahl

der Durchl

�

aufe ist. Allerdings bringt diese Optimierung nicht sehr viel, denn die

4

Hier ist mit einem Durchlauf die Ausf

�

uhrung des Schrittes (2) bei Algorithmus 4.45 gemeint.

77



Anzahl von erzeugten trivialen Implikationen kann dadurch nicht beein
u�t wer-

den und genau diese Implikationen machen den gr

�

o�ten Anteil der Anzahl von

Durchl

�

aufen aus.

Lemma 6.12

Sei K = (O;M; �) ein Kontext und B � M ein Begri�sinhalt von K. Wird

nun K um einen neuen Gegenstand g erweitert, so ist B ein Begri�sinhalt des

erweiterten Kontextes.

Beweis

Nach Lemma 4.16 ist B ein Begri�sinhalt von K genau dann, wenn B = B

00

in K

gilt. Ist B 6� g

0

, so bleibt B

00

im neuen Kontext unver

�

andert, also gilt immer noch

B = B

00

im erweiterten Kontext und somit ist B ein Begri�sinhalt. Ist B � g

0

,

so ist die neue Menge B

00

gleich der Schnittmenge zwischen dem alten B

00

und

g

0

, also folgt: neu-B

00

= B

00

\ g

0

= B \ g

0

= B. Also ist B auf jeden Fall ein

Begri�sinhalt des erweiterten Kontextes. 2

Lemma 6.13

Die Anzahl der trivialen Implikationen, die w

�

ahrend der Laufzeit des Algorith-

mus 4.45 erzeugt werden, ist genau gleich der Anzahl der Begri�sinhalte, die der

endg

�

ultige Kontext K besitzt.

Beweis

Alle erzeugten Implikationen haben die Form B

i

! B

00

i

n B

i

, also ist eine Impli-

kation genau dann trivial, wenn bzgl. des aktuellen Kontextes K

i

die Gleichung

B

i

= B

00

i

gilt, das hei�t, wenn B

i

ein Begri�sinhalt von K

i

ist. Ist B

i

ein Begri�sin-

halt des aktuellen KontextesK

i

, so istB

i

nach Lemma 6.12 auch ein Begri�sinhalt

des endg

�

ultigen Kontextes K. Also hat man mit jeder trivialen Implikation einen

Begri�sinhalt des endg

�

ultigen Kontextes berechnet. Andererseits sei A � M ein

Begri�sinhalt von K. Da der Algorithmus alle Begri�s- und Pseudoinhalte des

endg

�

ultigen Kontextes in lektischer Ordnung berechnet, mu� A als linke Seite

einer Implikation A ! A

i

n A erzeugt worden sein, wobei A

i

= A

00

im aktuellen

Kontext K

i

gilt. Nach Konstruktion bleibt A die linke Seite der n

�

achsten Implika-

tionen, so lange diese vom Experten verneint werden. Man kommt also von A erst

weg, wenn eine in K g

�

ultige Implikation A ! A

j

n A; j � i erzeugt wird. Diese

Implikation ist trivial, denn w

�

are dies nicht der Fall, so w

�

are A ein Pseudoinhalt

von K und k

�

onnte somit kein Begri�sinhalt sein. 2

Aus diesem Lemma folgt sofort:

#Iterationsdurchl

�

aufe = #Gegenbeispiele + Basisl

�

ange + #Begri�e

Demzufolge ist, was die Reduzierung der Durchl

�

aufe betri�t, die Minimierung der

erzeugten Gegenbeispiele die einzige m

�

ogliche Optimierung. Denn die Basisl

�

ange

und #Begri�e sind durch die eindeutige Menge aller Pseudo- bzw. Begri�sinhalte
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des Kontextes festgelegt.

Wie mehrere Experimente zeigen (siehe 7.2), haben die Kontexte sehr viele Be-

gri�e, was einen enormen Zeitaufwand zur Folge hat.

Dieses Problem w

�

are gel

�

ost, wenn man den Algorithmus so modi�zieren k

�

onnte,

da� die Pseudoinhalte mit einem vertretbaren Aufwand direkt, d.h. nicht

�

uber

Begri�sinhalte, berechnet werden. Dies w

�

are eine erhebliche Modi�kation und

derzeit ist nicht klar, ob eine derartige, modi�zierte Version

�

uberhaupt mit ei-

nem vertretbaren Aufwand zu realisieren ist.
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Kapitel 7

Implementierung

Im wesentlichen wurden die diskutierten Algorithmen, insbesondere Algorith-

mus 4.45 und 5.4 implementiert. Dabei wurden eine Reihe von Sortier- bzw.

Suchfunktionen geschrieben, die als Hilfsfunktionen dienen. F

�

ur die Implemen-

tierung wurde die Programmiersprache Lisp gew

�

ahlt, weil sie zum einen wegen

ihrer funktionalen Eigenschaft f

�

ur Implementierung komplizierter, mathematisch

orientierter Aufgaben hervorragend geeignet ist und zum anderen wegen automa-

tischer Garbage-Collection die Behandlung dynamischer Datenstrukturen wesent-

lich erleichtert. Es wurden logisch zusammenh

�

angende Funktionen in einer sepa-

raten Lisp-Datei geschrieben und als sogenannte ,,USER-PACKAGE\ gebunden.

Mit dem Laden der Datei ,,Boot.lisp\ werden dann alle notwendigen Funktio-

nen geladen. Bei der Implementierung wurde versucht, die Funktionen m

�

oglichst

endrekursiv zu implementieren, was Speicher spart und die Ausf

�

uhrungsgeschwin-

digkeit steigert. Im folgenden werden die wichtigsten Datenstrukturen und Funk-

tionen kurz beschrieben und anschlie�end werden die experimentellen Werte, die

durch mehrere Versuche mittels des implementierten Programms ermittelt wor-

den sind, diskutiert.

7.1 Programmbeschreibung

ALC�Ausdr

�

ucke: Ein solcher Ausdruck wurde als eine Liste dargestellt, de-

ren Kopf aus einem Konstruktor (some, all, und, oder, nicht) besteht.

Die Restriktionen entsprechen drei-elementigen Listen, deren Kopf dem

Konstruktor some bzw. all, das zweite Element einem Rollennamen und

das dritte Element einem syntaktisch korrekten ALC�Ausdruck entspricht,

z.B. (some hat-kind Mutter) oder (all hat-geschwister M

�

annlich). Entspre-

chend wurden u- bzw. t-Ausdr

�

ucke als beliebig lange Listen mit dem Kopf

und bzw. oder und dem Rest als eine Folge von syntaktisch korrekten

Ausdr

�

ucken dargestellt, z.B. (und Weiblich Alleinerziehend Berufst

�

atig).

Negations-Ausdr

�

ucke entsprechen einer zwei-elementigen Liste mit dem Kopf
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nicht und einem syntaktisch korrekten Ausdruck als zweitem Element der

Liste, z.B. (nicht Vater).

Tbox: Ein Axiom entspricht einer zwei-elementigen Liste. Der Kopf ist ein de-

�nierter Konzeptname und das zweite Element ist ein syntaktisch korrekter

ALC-Ausdruck, z.B. (Elternteil (oder Mutter Vater)). Eine Tbox ist dann

eine endliche Liste von Axiomen.

Wissensbasis: Entspricht einer drei-elementigen Liste. Der Kopf ist eine Tbox,

das zweite Element ist eine Liste von primitiven Namen und das dritte

Element eine Liste von Rollennamen.

Im folgenden werden die wichtigsten Funktionen kurz beschrieben:

� (Subsumtionshierarchie wb): Diese Funktion erh

�

alt als Eingabe eine Li-

ste als Wissensbasis (wb) und bestimmt die Initialparameter f

�

ur den Aufruf

der Funktion (dgb akt-inhalt akt-basis akt-kontext). Die Fkt. dgb ist eine

rekursive Funktion, die bis auf bestimmte Optimierungsma�nahmen, genau

nach Algorithmus 4.45 implementiert ist. Sie bestimmt die aktuelle Impli-

kation mit Hilfe der Funktion hull-operator und ruft damit die Funktion

expert auf. Anschlie�end wird die Basis oder der Kontext erweitert, je

nach dem, was der Experte liefert. Im Falle einer g

�

ultigen Implikation wird

dann der n

�

achste Inhalt durch die Funktion next-closed berechnet. Da-

bei wird, au�er dem n

�

achsten Begri�- oder Pseudoinhalt, der Wert eines

Z

�

ahlers zur

�

uckgegeben, der signalisiert, ob der berechnete Inhalt der lek-

tisch gr

�

o�te Inhalt ist. Wenn dies der Fall ist, terminiert die Rekursion

mit der Ausgabe der aktuellen Basis, sonst wird die Rekursion mit neuen

Parametern fortgesetzt.

� (expert impl): Die Implementation des Experten entspricht, bis auf be-

stimmte Optimierungspunkte, dem Algorithmus 5.4. Es wird versucht einen

Clash m

�

oglichst in h

�

oheren Baumstufen zu entdecken, deshalb wird nur bei

Bedarf und schrittweise aufgefaltet. Ebenso geschieht der

�

Ubergang zur

NNF schrittweise. Aufgefaltete Namen werden in einer lokalen Liste ge-

speichert, wodurch sich der Au�altungsprozess beschleunigt. Die Funktion

expert erh

�

alt als Eingabe eine Implikation (C;D). Falls die rechte Seite

leer ist (dies entspricht der Subsumtion C v >), so liefert sie sofort nil,

was dem Booleanwert false entspricht. Dies hei�t, da� die Subsumtion gilt

und demzufolge gibt es kein Gegenbeispiel f

�

ur die Eingabe. Falls die Im-

plikation nichttrivial ist, wird intern der Ausdruck C u :D gebildet und

als Parameter der Funktion gilt

�

ubergeben. Sie bildet daraus ein anf

�

ang-

liches Constraintsystem S

0

= fC u :Dg und ruft die rekursive Funktion

(Sat S

0

ML) auf, wobei ML eine Liste aller de�nierten Konzeptnamen

81



ist. Die nichtrekursive Funktion gilt scheint

�

uber


�

ussig zu sein, da man

das anf

�

angliche Constraintsystem unmittelbar bilden und die Funktion Sat

direkt von der Funktion expert aus aufrufen k

�

onnte. Aber es ist sinnvoll,

wenn man die Expertenzeit messen will, sonst m

�

u�te man die Startzeit

als zus

�

atzlichen Parameter allen rekursiven Sat-Aufrufen

�

ubergeben. Der

Aufruf (Sat S

0

ML) liefert einen Booleanvektor, falls das Constraintsy-

stem S

0

widerspruchsfrei ist (d.h. C u :D erf

�

ullbar ist) und sonst nil, was

das Scheitern des Versuches, ein Gegenbeispiel zu �nden, bedeutet. Sat

ruft sich rekursiv mit kleineren Eingabeparametern auf und wertet parallel

die aktuelle Merkmalsmenge aus. Die Rekursion wird so lange fortgesetzt,

bis entweder ein Clash entdeckt wird oder die Erf

�

ullbarkeit entschieden

ist, was die Ausgabe eines Booleanvektors zur Folge hat, der genauso lang

ist wie die anf

�

angliche Merkmalsliste. Dieser Vektor erf

�

ullt bestimmte Ei-

genschaften, die f

�

ur den weiteren Ablauf des Programms notwendig sind

(siehe Algorithmus 5.4). Sat ruft mehrere Hilfsfunktionen auf. Zuerst wird

durch den Aufruf der Funktion clash nach einem Widerspruch im aktu-

ellen Constraintssystem gesucht. Wird kein Clash gefunden, so wird f

�

ur

den ersten gefundenen u-Ausdruck ein entsprechendes Constraintssystem

gebildet und anschlie�end Sat aufgerufen. Wird kein u-Ausdruck gefun-

den, so wird dasselbe f

�

ur t-Ausdr

�

ucke gemacht. Wenn kein Clash gefunden

wurde und keine u- bzw. t-Ausdr

�

ucke mehr vorhanden sind, wird die Pro-

zedur (some-prozess S ML) aufgerufen. Erst mit diesem Aufruf wird mit

der Bearbeitung der Merkmalsliste begonnen. Die Funktion some-prozess

faltet die Merkmalsliste um einen Schritt auf und wertet sie, so weit wie

m

�

oglich, bzgl. des aktuellen Constraintsystems aus. Die Auswertung ge-

schieht durch den Aufruf (eval S ML). Nach diesem Aufruf be�nden sich

in der Merkmalsliste keine Literale (Konzeptnamen oder ihre Negation).

Die Merkmalsliste besteht dann aus Boole`schen Werten und Boole`schen

Kombinationen von ALC-Termen. Im weiteren nennen wir diese Liste taml.

Die teilweise ausgewertete Merkmalsliste, taml, wird dann durch den Aufruf

(reform-ml taml) f

�

ur weitere Verarbeitungen umgeformt. Die umgeformte

Liste besteht dann aus Paaren von der Form:

L

i

= ( [(some R

i

C

i1

) : : : (some R

i

C

in

i

)] [(all R

i

D

i1

) : : : (all R

i

D

im

i

)] )

Das i-te Element (L

i

) der umgeformten Merkmalsliste ist mit dem eindeu-

tigen Rollennamen R

i

spezi�ziert. Die erste Komponente jedes Paares be-

steht aus some-Ausdr

�

ucken mit dem gleichen Rollennamen und die zweite

Komponente aus all-Ausdr

�

ucken mit demselben Rollennamen. Dabei kann

eine Komponente fehlen. Anschlie�end wird die Prozedur (Sat-Prozess S

uml) von some-prozess aufgerufen, wobei S das aktuelle Constraintsy-

stem und uml die umgeformte Merkmalsliste sind. Diese Funktion f

�

uhrt f

�

ur

jedes Element L

i

der umgeformten Liste folgende Schritte aus:
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? Der Aufruf (aml-R L

i

) liefert eine zwei-elementige Liste der Form:

aml-R

i

= [n

i

(C

i1

: : : C

in

i

D

i1

: : :D

im

i

)]

Das zweite Element dieser Liste ist eine Liste von Teileigenschaften und

das erste Element ist eine nat

�

urlicher Zahl n

i

, die angibt, da� die ersten n

i

Teilmerkmale aus some-Ausdr

�

ucke stammen. Diese Festlegung ist f

�

ur die

Auswertung der Merkmalsliste notwendig.

? Der Aufruf (R-sat-prozess R

i

S aml-R

i

) bestimmt zu R

i

zuerst die

Liste D

i

= (D

0

i1

: : : D

0

ik

), wobei die Liste

[ (some R

i

C

0

i1

) : : : (some R

i

C

0

is

) (all R

i

D

0

i1

) : : : (all R

i

D

0

ik

) ]

eine Liste aller some-all-Ausdr

�

ucke mit Rollennamen R

i

aus dem aktuellen

Constraintsystem S ist. Anschlie�end erfolgt f

�

ur alle Constraintmengen

C

ij

= fC

0

ij

g [ D

i

mit 0 � j � s

der Aufruf (Sat C

ij

aml-R

i

). Sobald einer dieser Aufrufe nil liefert, wird der

Wert nil

�

uber die Funktionen R-sat-prozess, Sat-Prozess und some-

prozess an die Sataufrufende Funktion zur

�

uckgegeben. Somit liefert die

aufrufende Funktion expert den Wert nil. Es ist zu beachten, da� in die-

sem Falle die Sat-Aufrufe f

�

ur n

�

achste Constraintmengen nicht erfolgen, da

die Unerf

�

ullbarkeit der Subsumtion folgt. Ansonsten werden die Teilergeb-

nisse aller Aufrufe (diese sind Booleanvektoren V

ij

zu Teilmerkmalen aus

aml-R

i

und bzgl. der Constraintmengen C

ij

mit 0 � j � k) in einer Liste

L

ik

= (V

i1

: : : V

ik

) gesammelt und zur

�

uckgegeben.

? Nun erfolgt der Aufruf (werte-L-aus n

i

L

ik

), mit der Steuerzahl n

i

und

der Vektorenliste L

ik

. Diese Funktion verkn

�

upft die ersten Teilvektoren der

L

�

ange n

i

mit logischem or und die Restvektoren mit logischem and. So-

mit entsteht ein Booleanvektor, der genau so lang ist wie die Liste aml-R

i

.

Dieser Vektor enth

�

alt die Information

�

uber alle some-all-Ausdr

�

ucke mit

Rollennamen R

i

, die sich in der am Anfang teilweise ausgewerteten Merk-

malsliste taml be�nden. Der Prozess wird sukzessive f

�

ur alle Rollennamen

wiederholt. Am Ende hat man dann alle Ausdr

�

ucke aus taml ausgewertet.

Nun ersetzt man in dieser Liste alle Ausdr

�

ucke durch ihre Booleanwerte und

erh

�

alt dann eine Liste aus variablenfreien aussagenlogischen Formeln. Die

Funktion �nal-eval nimmt diese Liste als Eingabe und liefert den endg

�

ulti-

gen Booleanvektor zur urspr

�

unglichen Merkmalsliste.

Die oben beschriebenen Prozeduren teilen ihre Aufgaben in kleinere Aufgaben,

die durch mehrere Hilfsfunktionen erledigt werden. Diese Funktionen sind im
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wesentlichen Sortier-, Such- und Ersetzungsfunktionen. Sie sind in den Dateien

extern.lisp, include.lisp, shift.lisp, pread.lisp, such.lisp, eval.lisp, expert.lisp und

dg-base.lisp beschrieben.

7.2 Statistische Auswertung

Nach der Implementation hat es sich herausgestellt, da� sich der Zeitverbrauch f

�

ur

Tboxen, die mehr als 20 de�nierte Konzeptnamen enthalten, in einem unvertret-

baren Rahmen bewegt. Wie schon erw

�

ahnt wurde, ist daf

�

ur die enorme Anzahl

von trivialen Implikationen verantwortlich. Um bestimmten empirischen Annah-

men und Testzwecken nachgehen zu k

�

onnen, wurden eine Reihe von Testfunk-

tionen geschrieben, durch die insbesondere Zeitmessungen vorgenommen werden

k

�

onnen. Diese Funktionen sind in der Datei experiment.lisp abgespeichert. Es wur-

den zuf

�

allige Tboxen und Kontexte mit verschiedenen Eigenschaften wie Gr

�

o�e,

Abh

�

angigkeit zwischen Merkmalen usw. erzeugt und untersucht.

7.2.1 Experimente mit zuf

�

allig erzeugten Tboxen

Die Funktion creat-wb erzeugt eine zuf

�

alligeWissensbasis. Als Eingabe erh

�

alt sie

verschiedene Steuerparameter, durch die Tboxen verschiedener L

�

ange, maximaler

Anzahl von primitiven Konzepten bzw. Rollennamen, Abh

�

angigkeitsgrad, maxi-

maler Schachtelungstiefe von Konzeptde�nitionen und von Konstruktoren bei ein-

zelnen Ausdr

�

ucken, Wahrscheinlichkeit f

�

ur die Erzeugung bestimmter Ausdr

�

ucke

(z.B. ist die Anzahl von und-Ausdr

�

ucken in realistischen Tboxen gr

�

o�er als die

anderen Ausdr

�

ucken) usw. vorgegeben werden k

�

onnen. Um die Erzeugung von

zyklischen Tboxen zu verhindern, wurde bei Erzeugung des (i+ 1)-ten Konzept-

namens A

i+1

nur die Verwendung von vorher de�nierten Namen fA

1

; A

2

; : : : ; A

i

g

zugelassen.

Die wichtigsten Funktionen, wie expert, gilt, dgb, hull-operator und next-

closed, wurden so modi�ziert, da� man die durch sie verbrauchte Zeit messen

konnte. Anschlie�end wurde mit Tboxen verschiedener Gr

�

o�e experimentiert. Da-

bei wurde das Verhalten des Programmes bzgl. verschiedener Gesichtspunkte un-

tersucht, indem verschiedene Steuerparameter eingegeben wurden. Die Mittel-

werte zu diesen Experimenten sind in der Tabelle 7.1 eingetragen. Die Eintr

�

age

in dieser Tabelle sind Mittelwerte die durch � 50 Versuche f

�

ur die jeweilige Tbox-

Gr

�

o�e ermittelt worden sind.

Da der Zeitaufwand ab der Tbox-Gr

�

o�e � 30 kritisch wurde, mu�te eine Zeit-

schranke eingebaut werden, durch die mindestens Teilergebnisse zu ermitteln wa-

ren. Die Abk

�

urzungen ZS, Erf, Abg stehen f

�

ur die Zeitschranke (in sec), die

Anzahl der erfolgreichen Versuche und Anzahl der Versuche, bei denen die Zeit-

84



Tabelle 7.1:

Mittelwerte f

�

ur zuf

�

allig erzeugte Tboxen

#

Expert-

calls

Expert-

zeit

(sec)

Dgb-

zeit

(sec)

#

der

Basis

#

Gegen-

bsp.

#

trivial-

impl.

Zeit

funkt.

Alg.

NjAnzjZS

Erf. = -Werte

Abg. � -Werte

10j150j50

150 74.55 1.7 0.15 4.74 69.80 197.10 0.74

0 -.- -.- -.- -.- -.- -.- -.-

15j100j300

98 472.29 26.18 0.15 7.59 464.70 2772.59 10.9

2 227.0 317.99 1.56 9.5 217.5 1033.1 142.67

20j100j300

70 854.94 57.03 46.11 13.35 841.58 13491.14 25.91

30 1536.7 248.11 64.75 10.63 1526.06 15429.63 92.81

30j100j300

0 -.- -.- -.- -.- -.- -.- -.-

100 1653.02 169.71 135.05 10.42 1642.62 18295.83 73.68

40j100j300

0 -.- -.- -.- -.- -.- -.- -.-

100 2020.90 218.81 183.34 8.96 2011.97 15267.73 84.15

50j50j600

0 -.- -.- -.- -.- -.- -.- -.-

50 1939.86 325.38 278.80 9.3 1930.86 16212.23 120.5

60j50j1000

0 -.- -.- -.- -.- .- -.- -.-

50 2553.06 599.92 413.28 9.33 2543.73 14523.72 230.73

70j50j1500

0 -.- -.- -.- -.- -.- -.- -.-

50 3362.21 627.28 873.36 9.29 3352.92 21018.32 241.43

80j50j2200

0 -.- -.- -.- -.- -.- -.- -.-

50 3321.8 1184.66 1040.15 9.61 3312.19 16974.14 438.76

90j50j3000

0 -.- -.- -.- -.- -.- -.- -.-

50 4115.54 1728.22 1277.81 9.94 4105.6 17373.58 617.22

100j50j3600

0 -.- -.- -.- -.- -.- -.- -.-

50 4251.5 1818.02 1804.01 11.87 4239.6 18582.06 673.34

N = Tbox-Gr

�

o�e, Anz = Anzahl der Experimente, ZS = Zeitschranke (Sec).
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schranke

�

uberschritten war und deswegen das Verfahren mit Ausgabe bisdahin

errechneter Werte abgebrochen wurde. Bei Abg. sind die Mittelwerte also als

�-Werte zu interpretieren. Man sieht, da� ab der Tbox-Gr

�

o�e 30 alle Versuche

erfolglos sind.

In der Spalte mit der

�

Uberschrift # der Basis sind die Gr

�

o�e der bis dahin be-

rechneten Basis, also die Anzahl der bis dahin erzeugten, g

�

ultigen und nichttri-

vialen Implikationen angegeben. Man sieht, da� diese Gr

�

o�e im Vergleich mit der

Anzahl der erzeugten Gegenbeispiele und insbesondere der Anzahl der Begri�s-

inhalte sehr klein ist. Das scheint eine Besonderheit unserer speziellen Kontexte

(siehe De�nition 5.1) zu sein, da die errechneten Teilbasen bei zuf

�

allig erzeugten

Kontexten wesentlich gr

�

o�er sind (siehe Tabelle 7.4).

Man kann zwar auf Anhieb die unvergleichbar gr

�

o�ere Anzahl von trivialen Im-

plikationen sehen, aber man kann ihre zeitraubende Eigenschaft erst feststellen,

wenn man die Zeitwerte vergleicht. In der Spalte mit der

�

Uberschrift Expertenzeit

sind die Mittelwerte f

�

ur die Zeit eingetragen, die allein der Experte verbraucht

hat. Dem gegen

�

uber sind in der Spalte mit der

�

Uberschrift dgb-zeit die Mittel-

werte f

�

ur die Zeit eingetragen, die der ,,Gantersche\ Teil des Verfahrens, d.h. Ge-

samtlaufzeit ohne Expertenzeit, verbraucht hat. Ein kleiner Anteil dieser Zeit ist

nat

�

urlich sinnvoll verbraucht, n

�

amlich die Zeit, die durch Durchl

�

aufe verbraucht

wurde, bei denen entweder ein Gegenbeispiel erzeugt oder eine Implikation zu

der Basis hinzugef

�

ugt worden ist. Die durch triviale Implikationen vergeudete

Zeit kann man also nach der Formel:

dgbzeit � (1�

#Basis + #obj

#Basis + #obj + #trivimpls

)

dgbzeit + expertenzeit

� 100 (7.1)

prozentual berechnen. Nach dieser Formel liegt die vergeudete Zeit bei mindestens

41%. Dieser Prozentsatz ist ganz unabh

�

angig davon, wieviel Zeit der Experte ver-

braucht, d.h. auch wenn die Expertenzeit durch z.B. eine e�zientere Implementie-

rung oder Erzeugung von guten Gegenbeispielen optimiert wird, mu� man damit

rechnen, da� mindestens 41% der Gesamtlaufzeit f

�

ur etwas verbraucht wird, was

nicht direkt zur Erzeugung der gesuchten Basis beitr

�

agt. Demzufolge verbraucht

der ,,Gantersche\ Anteil des Verfahrens fast so viel Zeit wie der Experte.

Tboxen mit verschiedenem Abh

�

angigkeitsgrad

Es liegt nahe zu erwarten, da� bei Kontexten, in denen es eine st

�

arkere Abh

�

angig-

keit zwischen Merkmalen gibt, weniger Begri�sinhalte existieren. Im Zusammen-

hang mit Tboxen bedeutet dies, Tboxen mit einer gr

�

o�eren Anzahl von de�nierten

Namen auf den rechten Seiten der Axiome zu betrachten. F

�

ur den Abh

�

angig-

keitsgrad wurde eine Skala von 1 bis 10 de�niert, wobei die Wahl der Zufallszahl
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Tabelle 7.2:

Mittelwerte f

�

ur zuf

�

allig erzeugte

Tboxen mit verschiedenen Abh

�

angigkeitsgrad

Abh.-

keits-

grad

#

Exp.-

Aufruf

Exp.-

zeit

(sec)

Dgb-

zeit

(sec)

#

der

Basis

#

Gegen-

bsp.

#

trivial-

impl.

1 161.13 1.27 0.29 2.55 159.53 442.83

3 116.28 1.45 0.23 3.45 112.76 329.78

5 87.9 3.1 0.18 3.94 83.95 246.48

7 69.4 2.1 0.13 4.95 64.37 172.9

9 46.9 3.2 0.09 6.02 40.8 115.18

10 39.4 3.4 0.07 6.01 33.4 78.12

Tbox-Gr

�

o�e = 10, Anzahl der Experimente jeweils 150.

n 2 f1; : : : ; 10g bedeutet, da� bei der Erzeugung eines Ausdrucks mit der Wahr-

scheinlichkeit (9n)% de�nierte Konzeptnamen statt primitive als Grundbaustein

genommen werden. Es wurden Experimente mit verschiedenen Abh

�

angigkeitsgra-

den durchgef

�

uhrt. Die Mittelwerte hierzu sind in der Tabelle 7.2 eingetragen.

Wie die Werte aus dieser Tabelle zeigen, hat sich die Vermutung, da� ein h

�

oher-

er Abh

�

angigkeitsgrad eine kleinere Anzahl von trivialen Implikationen zur Folge

hat, in der Tat best

�

atigt. Man kann sich diese Tatsache vielleicht folgenderweise

erkl

�

aren:

Die h

�

ohere Abh

�

angigkeit zwischen den de�nierten Namen bedeutet, da� im Kon-

text mehr Implikationen gelten. Man kann sich

�

uberlegen, da� in einer Tbox,

in der kein Name einen anderen Namen direkt oder indirekt verwendet, viel

weniger Implikation gelten. Diese Tatsache ist an der kleineren Anzahl der er-

zeugten Gegenbeispiele bei Tboxen mit gr

�

o�erem Abh

�

angigkeitsgrad erkennbar.

Mehr g

�

ultige Implikationen haben entsprechend gr

�

o�ere Basen zur Folge. Wenn

man sich nun den H

�

ullenoperator L

�

(X) betrachtet, der zu der gegebenen Men-

ge X den lektisch n

�

achsten Inhalt liefert, merkt man, da� je gr

�

o�er die Basis L

ist, desto wahrscheinlicher ist es, da� ein gr

�

o�erer Inhalt B = L

�

(X) berechnet

wird. Wenn nun B gr

�

o�er ist, unterscheidet B sich immer weniger von B

00

und

somit erh

�

oht sich die Wahrscheinlichkeit, da� B = B

00

ist. Man kann vielleicht

diese empirische Vermutung durch eine geeignete wahrscheinlichkeitstheoretische

Modellierung best

�

atigen. Wenn man aber die Nebene�ekte dieser Ma�nahme in

Betracht zieht, sieht man ein, da� sie insgesamt nicht als eine Optimierungsma�-

nahme bewertet werden kann. Einerseits gibt es weniger triviale Implikationen

und weniger Gegenbeispiele (da mehr Implikationen im Kontext gelten). Anderer-

seits nimmt die Anzahl der trivialen Implikationen nur linear ab, was im Vergleich
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zur exponentiellen Gr

�

o�e dieser Implikationen nicht viel bringt und auch weniger

Gegenbeispiele bedeuten nicht weniger Expertenaufrufe, da es genau so viele oder

mehr g

�

ultige Implikationen gibt, f

�

ur die auch der teure Experte aufgerufen wer-

den mu�. Es gibt noch den gro�en Nachteil, da� sich die Expertenzeit f

�

ur einzelne

Aufrufe erh

�

oht. Au�erdem kann man in der realen Welt den Abh

�

angigkeitsgrad

von Tboxen nicht beliebig setzen, da Tboxen entsprechend der Anwendung de�-

niert werden m

�

ussen.

In weiteren Versuchen wurde immer der Abh

�

angigkeitsgrad 5 gew

�

ahlt. Diese Wahl

ist unter der Annahme getro�en, da� diese Gr

�

o�e den realistischen Tboxen ent-

spricht.

Mehraufwand des Experten

Es wurde der Frage nachgegangen, wie teuer ein Expertenaufruf im Vergleich zu

einem normalen Subsumtionsaufruf mittels des funktionalen Algorithmus ist. Die

Funktion Sat wurde so modi�ziert, da� bei der Eingabe der leeren Merkmals-

liste der einfache funktionale Algorithmus ausgef

�

uhrt wird. Es wurden w

�

ahrend

der Merkmalexploration zu jeder erzeugten Tbox alle erzeugten Implikationen in

einer lokalen Liste zwischengespeichert. Anschlie�end wurde der funktionale Al-

gorithmus f

�

ur sie aufgerufen. Dabei wurde die Zeit gemessen. Mittelwerte hierzu

sind in der letzten Spalte der Tabelle 7.1 eingetragen.

Man sieht, da� die Erweiterung des funktionalen Algorithmus zum Experten den

Zeitaufwand durchschnittlich um den konstanten Faktor 2.53 erh

�

oht hat.

Klassi�kation der expandierten Tboxen

Wir haben erw

�

ahnt, da� die Berechnung einer erweiterten Subsumtionshierar-

chie ein Spezialfall der Klassi�kation ist. Man kann n

�

amlich f

�

ur jede Konjunktion

zwischen de�nierten Namen einen neuen Namen de�nieren und anschlie�end die

auf diese Weise expandierte Tbox klassi�zieren. Die zu einer Tbox mit n de�-

nierten Namen expandierte Tbox hat genau 2

n

� 1 Konzeptnamen. Die expan-

dierte Tbox ist zwar exponentiell gro�, aber es gibt KR-Systeme, die in Folge

einer mehrj

�

ahrigen

�

Uberarbeitung und Optimierung sehr e�ektiv die Klassi�ka-

tion auch f

�

ur gr

�

o�ere Tboxen durchf

�

uhren k

�

onnen. Es ist w

�

unschenswert, die

Anzahl der Subsumtionsaufrufe, die ein solches System f

�

ur expandierte Tboxen

durchf

�

uhren mu�, zu berechnen, um diese Anzahl mit der entsprechenden Anzahl

bei der Berechnung der erweiterten Subsumtionshierarchie mittels Merkmalexplo-

ration zu vergleichen.

Eines dieser optimierten Systemen hei�t CRACK

1

. Es wurden mehrere zuf

�

allige

Tboxen in CRACK-Syntax erzeugt. Anschlie�end wurden sie klassi�ziert. Dabei

1

CRACK 1.0, beta Version, 1995,1996,1997 Enrico Franconi.
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Tabelle 7.3:

Experimente mit CRACK-System

Gr

�

o�e

der

Tbox

#

der

Exper.

# Aufr.

Merkmal-

expl.

# Aufr.

CRACK

Sys.

3 100 5.21 13.74

5 100 13.60 139.71

8 100 33.86 2908.37

10 50 74.55 19701.26

12 50 147.18 33546.43

wurde die Anzahl der echten

2

Subsumtionsaufrufe f

�

ur jeweilige Tbox berechnet.

Leider mu�te man sich mit Tbox-Gr

�

o�en � 12 begn

�

ugen, da expandierte Tboxen

sehr gro� werden

3

. Die Mittelwerte hierzu sind in der Tabelle 7.3 eingetragen.

Wenn man von einem Over-Head von 300% f

�

ur einen Expertenaufruf im Ver-

gleich mit einem Aufruf des funktionalen Algorithmus ausgeht, entspricht ein

Expertenaufruf 3 Aufrufen des funktionalen Algorithmus. Aus den Werten in der

Tabelle 7.3 ist dann zu entnehmen, da� man die Anzahl der teuren Subsumti-

onsaufrufe, f

�

ur Tbox-Gr

�

o�e N � 8 um fast 99% minimieren kann, wenn man die

erweiterte Subsumtionshierarchie durch die Merkmalexploration berechnet. F

�

ur

die Gr

�

o�e 5 � N < 8 erzielt man eine Minimierung von 90% und f

�

ur Gr

�

o�e

N < 5 eine Minimierung von 30%.

7.2.2 Experimente mit zuf

�

allig erzeugten Kontexten

Es stellt sich die Frage, ob das Problem der trivialen Implikationen ein spe-

zi�sches Problem f

�

ur unsere speziellen Kontexte (siehe De�nition 5.1) ist. Um

dieser Frage nachzugehen, wurden Experimente mit zuf

�

allig erzeugten Kontex-

ten durchgef

�

uhrt. Die Funktion creat-kontext erzeugt zuf

�

allige Kontexte mit

vorgegebenen Gr

�

o�en f

�

ur die Objekt- sowie Merkmalsmenge, wobei die Erzeu-

gung von wiederholten Gegenst

�

anden verhindert wird. Diese Kontexte wurden

w

�

ahrend der Merkmalexploration als Experte eingesetzt (im folgenden nennen

wir sie Kontext-experte). Der Experte erh

�

alt die Implikation A! B und entschei-

det ihre G

�

ultigkeit, indem er alle Zeilen des Kontextes durchl

�

auft und

�

uberpr

�

uft,

ob die Implikation von allen Zeileninhalten erf

�

ullt ist. Wenn ein Objekt gefun-

den wird, dessen Inhalt die Implikation nicht erf

�

ullt, ist es ein Gegenbeispiel. Es

wurden f

�

ur Merkmalsmengen verschiedener Gr

�

o�e mehrere zuf

�

allige Kontexte er-

2

Hier sind die Subsumtionen gemeint, f

�

ur die der Subsumtionsalgorithmus aufgerufen wird.

Z.B. mu� der Algorithmus f

�

ur die triviale Subsumtion A v > nicht aufgerufen werden.

3

F

�

ur die Gro�e N = 15 bzw. N = 20 hat man fast 32000 bzw. 1000000 de�nierte Namen.
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zeugt und anschlie�end wurde eine Merkmalexploration durchgef

�

uhrt.

Au�erdem wollte man gerne wissen, inwiefern die Wahl der guten Gegenbeispiele

die Anzahl der Expertenaufrufe reduziert. Deshalb wurde bei diesen Experimen-

ten bzgl. jedes Kontextes einmal das beste vorhandene Gegenbeispiel gew

�

ahlt

und einmal das erste gefundene Gegenbeispiel. Die Mittelwerte zu diesen Expe-

rimenten sind in der Tabelle 7.4 eingetragen.

Die Abk

�

urzungen ,,N\ bzw. ,,Anz\ stehen f

�

ur die Anzahl der Merkmale bzw. An-

zahl der Experimente bzgl. einer festen Gr

�

o�e der Merkmalsmenge. Die Abk

�

urzung

#Kon.-expert steht f

�

ur die Gr

�

o�e des Kontextes, die als Experte eingesetzt wur-

de. Unter dgb-zeit soll man die Gesamtlaufzeit ohne Expertenzeit verstehen. Das

entspricht dem Zeitverbrauch des ,,Ganterschen\ Teils des Algorithmus 4.45. Bei

diesen Experimenten wurden f

�

ur Kontexte, die als Experte eingesetzt sind, diesel-

ben Gr

�

o�en gew

�

ahlt, die der Objektanzahl in der Tabelle 7.1 entsprechen. D.h. die

Gr

�

o�e von Kontexten, die w

�

ahrend der Merkmalexploration mit Tboxen erzeugt

wurden. Entsprechend wurden dieselben Zeitschranken (ZS) und der Abh

�

angig-

keitsgrad 5 gew

�

ahlt. Aus der Tabelle 7.4 kann man einige Schl

�

usse ziehen:

? Da� bei der Merkmalexploration sehr viele Begri�sinhalte erzeugt werden, was

sehr viele triviale Implikationen zur Folge hat, ist keine Besonderheit unserer

speziellen Kontexte. W

�

are dies der Fall, dann m

�

u�ten die Ergebnisse der Experi-

mente mit zuf

�

allig erzeugten Kontexten anderes aussehen, als die bei den zuf

�

allig

erzeugten Tboxen. Wenn man die Mittelwerte aus der Tabelle 7.4 mit den Werten

aus der Tabelle 7.1 vergleicht, kann man als einzige Besonderheit unserer Spezi-

alkontexte eine kleinere Anzahl von in diesen Kontexten g

�

ultigen Implikationen

feststellen. Das hat aber keine wesentliche Auswirkung auf die Zeit, denn es wer-

den zwar weniger Gegenbeispiele erzeugt, daf

�

ur aber genau so viel oder noch

mehr g

�

ultige Implikationen, f

�

ur die auch der Experte aufgerufen werden mu�.

Alle Versuche ab N � 30 sind wieder gescheitert, weil sehr viele Begri�sinhalte

berechnet werden mu�ten.

? Die Anzahl der berechneten Begri�sinhalte ist in den meisten F

�

allen gr

�

o�er.

Ein Grund kann sein, da� der Experte hier innerhalb derselben Zeit weniger Zeit

verbraucht hat (er ruft ja keinen zeitaufwendigen Subsumtionsalgorithmus auf),

als der echte Experte bei zuf

�

allig erzeugten Tboxen. Dies tri�t inbesondere f

�

ur

die gr

�

o�eren Tboxen zu.

? Dadurch, da� der Experte hier logischerweise wesentlich weniger Zeit verbraucht

als der echte Experte, erh

�

oht sich die durch die trivialen Implikationen vergeudete

Zeit. Dieser Prozentsatz, berechnet nach der Formel 7.1 auf Seite 86, liegt bzgl.

zuf

�

alliger Kontexte bei 86%. Dies zeigt, da� auch eine wesentliche Optimierung

des Experten das Problem nicht l

�

osen kann.
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Tabelle 7.4:

Zuf

�

allig erzeugte Kontexte als Experte

#

kon.-

expert

#

Expert-

calls

Expert-

zeit

(sec)

Dgb-

zeit

(sec)

#

der

Basis

#

Gegen-

bsp.

#

trivial-

impl.

NjAnzjZS

mit erstem gefundenen Gegenbeispiel

mit bestem gefundenen gegenbeispielen

10j1000j300

100 121.1 0.03 0.06 60.8 60.2 473.57

100 110.5 0.04 0.61 60.8 49.64 473.57

15j100j300

200 1098.78 0.09 266.67 950.47 148.3 5057.68

200 1094.63 1.01 266.47 950.48 144.15 5057.68

20j100j300

1500 1739.02 7.58 292.54 1309.41 428.94 16890.69

1500 1707.03 8.01 292.14 1309.41 397.68 16890.69

30j100j300

1700 1652.95 13.49 286.61 1142.15 510.69 17753.92

1700 1612.26 14.54 285.55 1141.15 471.00 17749.92

40j100j300

2000 1501.87 16.17 283.89 974.12 527.66 15750.38

2000 1463.47 17.84 282.25 975.20 488.2 15765.72

50j100j600

2000 2029.69 25.81 574.31 1430.57 598.97 19047.05

2000 2000.21 28.38 571.75 1433.74 566.36 19077.73

60j50j1000

2500 2363.12 41.79 958.40 1660.92 702.12 22730.66

2500 2329.44 46.25 953.88 1660.84 668.44 22733.38

70j50j1500

3500 2509.38 65.74 1434.40 1709.71 799.65 26374.22

3500 2472.26 73.42 1426.72 1710.18 761.97 26381.34

80j50j1500

3500 2632.84 75.36 2124.85 1827.37 805.44 29823.42

3500 2061.06 101.42 2115.59 1829.75 771.13 29850.28

90j40j3000

4000 2868.62 101.42 2898.94 1976.47 895.05 31703.52

4000 2831.87 114.21 2886.09 1975.77 856.03 31713.12

100j40j3600

4000 2986.97 112.90 3487.45 2076.35 910.57 32107.47

4000 2951.0 126.98 3473.25 2077.55 873.40 32125.20

N = Merkmalsanzahl, Anz = Anzahl der Experimente, ZS = Zeitschranke (Sec).

Ab N � 30 alle Versuche erfolglos.
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? Man sieht, da� die Wahl von guten Gegenbeispielen in der Tat die Anzahl der

Expertenaufrufe verringert hat. Diese Reduzierung liegt bei weniger als 3%, was

keine wirkliche Verbesserung bedeutet. Aber man mu� beachten, da� diese guten

Beispiele nicht die besten Beispiele sind, denn als ein gutes Beispiel wurde unter

allen im Kontext vorhandenen Beispielen eines gew

�

ahlt, das am meistens True-

Werte besa�. Es kann sein, da� ein solches Gegenbeispiel noch mehr Merkmale

besitzen und dadurch besser werden kann. Man darf vielleicht ho�en, da� bei

Merkmalexploration f

�

ur Tboxen mehr erreicht wird, wenn man die besten m

�

ogli-

chen (oder ann

�

ahernd guten) Gegenbeispiele erzwingt.

? Bei der Betrachtung von einzelnen Experimenten hat sich, wie erwartet, heraus-

gestellt, da� die Anzahl der Begri�sinhalte jeweils bei guten und schlechten (oder

weniger guten) Gegenbeispielen nicht nur bzgl. eingetragener Mittelwerte, son-

dern auch in allen Einzelf

�

allen genau gleich ist. D.h. die Erzeugung von trivialen

Implikationen l

�

a�t sich von der Art der erzeugten Objekten nicht beein
ussen,

denn alle Begri�sinhalte m

�

ussen w

�

ahrend der Merkmalexploration erzeugt wer-

den.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In der Softwareentwicklung l

�

a�t sich seit einiger Zeit die Tendenz beobachten,

die konventionelle Datenverarbeitung durch die Wissensverarbeitung zu erg

�

anzen

oder gar zu ersetzen. So werden zum Beispiel wissensbasierte bzw. Expertensyste-

me entwickelt. Konstituierende Teile eines Expertensystems sind die Inferenz-

komponente und Wissensbasis. Die Grundlage f

�

ur diese Komponenten bildet

ein geeigneter Formalismus zurWissensrepr

�

asentation. Wissensbasierte Syste-

me verwenden dazu neue Ans

�

atze in Form von logikorientierten, regelbasierten

und objektorientierten Methoden mit pr

�

adikatenlogischen Formeln, Produktions-

regeln, Frames und semantischen Netzen. Der Mangel an einer richtigen Semantik

anderer Formalismen hat insbesondere die Rolle der logikorientiertenWissensdar-

stellung hervorgehoben.

In diesem Zusammenhang stellen die terminologischen KR-Systeme wegen

ihrer klaren Syntax und Semantik und ihrer F

�

ahigkeit, das Wissen strukturiert

darzustellen, eine wichtige Klasse dar. In terminologischen KR-Systemen werden

die relevanten Merkmale eines Wissensgebietes alsKonzeptnamen in sogenann-

ten terminologischen Boxen (Tbox) de�niert. Objekte, die diese Eigenschaften

besitzen, werden als Elemente eines Interpretationsbereiches, sogenannte Indi-

viduen, dargestellt. Die Objekt-Eigenschaft-Beziehungen werden durch Rollen-

namen ausgedr

�

uckt. Kombinierte Eigenschaften werden durch Konzeptterme

dargestellt, die durch Anwendung bestimmter Operatoren auf einfache Konzept-

namen und Rollennamen entstehen. In dieser Arbeit wurde die terminologische

Sprache ALC zugrundegelegt.

Als Schlu�folgerungsproblem wird in terminologischen KR-Systemen h

�

au�g die

Subsumtion betrachtet, die sich f

�

ur ALC auf Erf

�

ullbarkeit von Konzepttermen

reduzieren l

�

a�t. Probleme wie Erf

�

ullbarkeit und ihre Komplexit

�

at sind Gegen-

stand neuester Forschungen in diesem Gebiet. Die Ergebnisse dieser Forschungen

haben gezeigt, da� das Erf

�

ullbarkeitsproblem bei terminologischen KR-Systemen

ein hartes Problem ist. Dieses motiviert den Versuch, die entwickelten Algorith-
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men so weit wie m

�

oglich zu optimieren, um praktisch anwendbare Methoden zu

gewinnen. Aus diesen Bem

�

uhungen haben sich viele optimierte Algorithmen erge-

ben, die meist in den heutigen KR-Systemen als ein Systemdienst implementiert

sind. Einer dieser Systemdienste ist die Klassi�kation von Tboxen, welche eine

Subsumtionshierarchie zwischen den in einer Tbox de�nierten Konzeptnamen

berechnet. Die Klassi�kation vereinfacht das Schlu�folgerungsproblem w

�

ahrend

der Laufzeit. Die Informationen, die aus dieser einfachen Hierarchie gewonnen

werden k

�

onnen, sind aber sehr beschr

�

ankt, da diese Hierarchie keine Auskunft

�

uber die Subsumtionsrelationen zwischen den Konjunktionen von Konzeptnamen

gibt. Solche Konjunktionen stellen einen gro�en Teil der zusammengesetzten Ei-

genschaften dar. Es ist w

�

unschenswert, eine erweiterte Subsumtionshierar-

chie zu berechnen, die alle Konjunktionen zwischen den de�nierten Konzeptna-

men repr

�

asentiert. Zur Berechnung einer solchen Hierarchie m

�

ochte man nat

�

urlich

so wenig wie m

�

oglich den teuren Subsumtionsalgorithmus aufrufen m

�

ussen.

Das Ziel dieser Arbeit war, diese Aufgabe zu l

�

osen. Hierzu wurden die Resulta-

te aus der Welt der Formalen Begri�sanalyse herangezogen. In diesem Ge-

biet werden Objekte, Eigenschaften (Merkmale) und die Objekt-Eigenschafts-

Beziehung durch formale Kontexte und formale Begri�e dargestellt. Be-

gri�sanalytische Methoden, die von Ganter und Wille entwickelt wurden, erm

�

ogli-

chen die Berechnung der Begri�shierarchie eines gegebenen Kontextes, die als ein

vollst

�

andiger Verband dargestellt werden kann.

Durch die De�nition eines geeigneten Kontextes zu einer gegebenen Tbox wurde

der Zusammenhang zwischen der Begri�sanalyse und terminologischen Tboxen

hergestellt, in der Ho�nung, da� dadurch die Berechnung einer erweiterten Sub-

sumtionshierarchie im oben de�nierten Sinne erm

�

oglicht wird. In diesem Kontext

entsprechen die Merkmale den in der Tbox de�nierten Konzeptnamen. Entspre-

chend ist jeder Begri�sinhalt eine Konjunktion zwischen Konzeptnamen.

Ganter undWille haben eine Methode angegeben (Merkmalexploration), durch

die man eine minimale Implikationsbasis f

�

ur einen gegebenen Kontext berechnen

kann, auch wenn der Kontext unendlich ist. Diese Basis repr

�

asentiert dann den

ganzen Begri�sverband des Kontextes. Die durch die Merkmalexploration be-

rechnete Basis L besteht aus einer minimalen Anzahl von Implikationen, die im

Kontext gelten. Die Menge aller im Kontext g

�

ultigen Implikationen ist dann ge-

nau die Menge aller Implikationen, die aus L folgen. Man berechnet diese Basis

f

�

ur einen gegebenen Kontext, indem man alle sogenannten Pseudoinhalte des

Kontextes mit Hilfe einer auf der Potenzmenge der Menge aller Merkmale de�-

nierten Ordnung (lektische Ordnung) berechnet.

In dem zu einer Tbox geeignet de�nierten Kontext entspricht diese Basis einer

minimalen Repr

�

asentation aller Subsumtionen zwischen den Konjunktionen der
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de�nierten Konzeptnamen. Um diese Basis zu berechnen, hat der ,,Gantersche\

Algorithmus einen menschlichen Experten vorausgesetzt, der sich in dem Anwen-

dungsgebiet auskennt und zu jeder Implikation zwischen Merkmalen entscheiden

kann, ob sie im Kontext gilt oder nicht. Im Zusammenhang mit Tboxen wird

diese Rolle von einem Subsumtionsalgorithmus

�

ubernommen. Hierzu wurde ein

bekannter, optimierter und regelbasierter Erf

�

ullbarkeitsalgorithmus (funktiona-

ler Algorithmus) zu dem gew

�

unschten Experten erweitert, der eingesetzt im

,,Ganterschen\ Algorithmus die Berechnung der gew

�

unschten Implikationsbasis

erm

�

oglicht.

W

�

ahrend der Merkmalexploration werden au�erdem redundante Objekte er-

zeugt. Sie sind diejenigen vom Experten erzeugten Gegenbeispiele, die nichts zur

Erzeugung der Basis beitragen. Das hei�t, die Entfernung solcher Objekte aus

dem Kontext beein
u�t die Struktur des Begri�sverbandes nicht. Man m

�

ochte

die Erzeugung solcher Objekte vermeiden, denn f

�

ur sie wird der teure Experte

unn

�

otig aufgerufen. In der Arbeit wurden diese Objekte mathematisch charakteri-

siert. Man kann w

�

ahrend der Merkmalexploration die Erzeugung solcher Objekte

vehindern. Das erfordet aber einen Mehraufwand, der m

�

oglicherweise durch die

Entwicklung und die Implementierung einer geeigneten Heuristik reduziert wer-

den kann.

Die oben erw

�

ahnten Algorithmen und Methoden wurden in der Arbeit ausf

�

uhrlich

diskutiert. Um die G

�

ute dieser Methoden zu beurteilen und ihre Anwendbarkeit

zu testen, wurden sie implementiert. Anschlie�end wurde das implementierte Pro-

gramm f

�

ur verschiedene Eingabedaten getestet und statistisch ausgewertet.

Viele Experimente, die mit zuf

�

allig erzeugten Tboxen und Kontexten ausgef

�

uhrt

wurden, haben einerseits gezeigt, da� man f

�

ur die Berechnung dieser Basis und

somit der erweiterten Subsumtionshierarchie bis auf 99% weniger oft den teu-

ren Subsumtionsalgorithmus aufrufen mu�, als die Anzahl der Aufrufe bei der

Berechnung der erweiterten Subsumtionshierarchie mittels der Klassi�kation der

expandierten Tbox.

Andererseits wurde festgestellt, da� f

�

ur Tboxen, die mehr als 20 de�nierte Kon-

zeptnamen haben, zu viele triviale Implikationen erzeugt werden, die die Zeit f

�

ur

den Aufbau der gesuchten Basis drastisch verz

�

ogern. Der Grund liegt in den ex-

ponentiell vielen Begri�sinhalten, die w

�

ahrend der Merkmalexploration erzeugt

werden m

�

ussen.

Die ,,Gantersche\ Methode, in der angegebenen Form, kann in der Praxis f

�

ur die

Berechnung einer erweiterten Subsumtionshierarchie nicht eingesetzt werden, da

sich die Zeitkomplexit

�

at in einem unvertretbaren Rahmen bewegt. Wenn man die

begri�sanalytischen Methoden f

�

ur diesen Zweck einsetzen will, mu� man versu-

chen, die Menge aller Pseudoinhalte eines Kontextes nicht

�

uber die Berechnung
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aller Begri�sinhalte zu erzeugen, sondern sie direkt zu berechnen. Man k

�

onn-

te z.B. versuchen, es zu untersuchen, ob die Menge aller Pseudoinhalte eines

Kontextes ein H

�

ullensystem ist und, ob die H

�

ullen (d.h. Pseudoinhalte) dieses

Systems durch den zugeh

�

origen H

�

ullenoperator mit einem vertretbaren Aufwand

zu berechnen sind.
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