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Abstract

In der Prozesstechnik ist, wie in vielen anderen Bereichen, eine strukturierte Darstel-
lung und Speicherung des anwendungsspezifischen Wissens wünschenswert. Im Rah-
men einer Kooperation zwischen dem Lehrstuhl für Prozesstechnik und dem Lehr-
und Forschungsgebiet Theoretische Informatik wurde bereits nachgewiesen, dass sich
Beschreibungslogiken aufgrund ihrer hohen Ausdrucksstärke und mächtigen Inferenz-
algorithmen sehr gut für diese Aufgabe eignen. So ermöglichen die standardmäßig von
Beschreibungslogik-Systemen bereitgestellten Inferenzdienste beispielsweise die auto-
matische Berechnung der Spezialisierungshierarchie einer Wissensbasis. Es hat sich
jedoch herausgestellt, dass sie für eine umfassende Unterstützung der Erstellung und
Wartung der Wissensbasis nicht ausreichen.

In dieser Arbeit werden daher die Nicht-Standardinferenzen Least Common Subsu-
mer, Most Specific Concept und Rewriting untersucht, die im Zusammenspiel die
Definition neuer Konzepte und damit die Erweiterung und Pflege der Wissensbasis
unterstützen. Die Resultate zur Existenz, Berechenbarkeit und Komplexität sowie die
Entwicklung vollständiger Algorithmen zur Lösung dieser Inferenzprobleme konzen-
trieren sich dabei auf Beschreibungslogiken, die bereits erfolgreich in der Prozesstech-
nik eingesetzt werden.
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Kapitel 1

Einführung

Die Prozesstechnik beschäftigt sich mit der Entwicklung und Analyse chemischer
Prozesse, die eine Menge von Ausgangsstoffen durch eine Sequenz von chemischen,
physikalischen und manchmal auch biologischen Einzelschritten in ein Endprodukt
umwandeln. Sowohl bei diesen Prozessen als auch bei den Anlagen, in denen sie ab-
laufen, handelt es sich um sehr komplexe Systeme, die meist von einem Team von
Experten entwickelt werden. Um die Komplexität dieser Systeme in den Griff zu be-
kommen, verwenden die Experten mathematische Modelle. Diese Modelle erlauben
die Simulation der Prozesse durch entsprechende Programme und machen sie so ei-
ner Analyse z.B. bzgl. Qualität und Sicherheit unter ökonomischen und ökologischen
Aspekten zugänglich.

Allerdings ist die Entwicklung der Modelle selbst eine sehr komplexe Aufgabe. Die
Kosten zur Lösung dieser Aufgabe sowie die hohen Anforderungen an die Qualifikati-
on der Modellierer schränken ihren Nutzen in der Prozesstechnik häufig stark ein. Ein
wesentliches Problem ergibt sich aus der Tatsache, dass ein Experte der Verfahrens-
technik meist kein Modellierungsexperte ist und umgekehrt. Daher bilden geeignete
Methoden zur Unterstützung der Prozessmodellierung den Ausgangspunkt für eine
nachhaltige Verbesserung und Beschleunigung des gesamten Entwicklungsprozesses.

Eine solche Methodologie wurde am Lehrstuhl für Prozesstechnik der RWTH Aachen
entwickelt und in der Modellierungsumgebung ModKit realisiert. Zur Unterstützung
der Modellierer bei der Erstellung von Prozessmodellen wird in ModKit ein Katalog
sogenannter kanonischer Modellbausteine zur Verfügung gestellt, aus dem Bausteine
ausgewählt, an den betrachteten Prozess angepasst und zu einem Modell des Prozes-
ses verbunden werden können. Ergeben sich durch die Anpassung neue interessante
Bausteine, so werden diese in den Katalog aufgenommen. Mit der Zeit wird also ei-
ne umfangreiche Wissenbasis mit diesen und über diese Modellbausteine aufgebaut.
Um aber aus dieser Wissensbasis den Nutzen einer Vereinfachung und Beschleuni-
gung des Modellierungsprozesses ziehen zu können, muss sie eine effektive Wieder-
verwendung von Bausteinen ermöglichen. Diese Wiederverwendung von Bausteinen
setzt wiederum voraus, dass die Modellierer Bausteine leicht wiederfinden. Zu diesem
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KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

Zweck wurde die Wissensbasis wie folgt strukturiert: Mengen ähnlicher Bausteine
wurden zu Klassen zusammengefasst, die Bausteine als Instanzen dieser Klassen ge-
speichert und die Klassen in einer Spezialisierungshierarchie angeordnet. Bestimmte
Klassen bzw. Bausteine lassen sich dann leicht durch das Browsen dieser Hierarchie
wiederfinden. Aufgrund der großen Anzahl von Klassen und Bausteinen (die Wis-
sensbasis umfasst inzwischen einige hundert Klassen) ist jedoch die Anordnung der
Klassen und die Zuordnung von Bausteinen zu Klassen nicht nur eine sehr zeitauf-
wendige sondern auch fehleranfällige Aufgabe, die per Hand nicht mehr zu bewältigen
ist.

An dieser Stelle kommen nun Beschreibungslogiken ins Spiel. Im Rahmen des durch
das Graduiertenkolleg

”
Informatik & Technik“ geförderten Forschungsprojektes

”
Ter-

minologische Wissensrepräsentationssysteme in einer verfahrenstechnischen Anwen-
dung“ [Sat98] wurde untersucht, inwiefern sich auf Beschreibungslogiken basieren-
de Wissensrepräsentationssysteme (im folgenden kurz BL-Systeme genannt) zur Un-
terstützung der Strukturierung der oben erwähnten Wissensbasis eignen.

Beschreibungslogiken (BLen) ermöglichen die strukturierte Darstellung terminologi-
schen Wissens aus einem Anwendungsbereich. Sie stammen ab von Semantischen
Netzen und Frames [Qui68, Min75] sowie dem unter der Leitung von Ron Brachman
entwickelten System KL-one [BS85]. Der Name Beschreibungslogik rührt zum einen
daher, dass in diesem Wissensrepräsentationsformalismus das wichtigste Ausdrucks-
mittel die Konzeptbeschreibung ist, mit deren Hilfe die für den Anwendungsbereich
relevanten Konzepte formal definiert werden können. Zum anderen unterscheiden
sich Beschreibungslogiken von ihren Vorgängerformalismen dadurch, dass sie über
eine formale, logik -basierte Semantik verfügen, die z.B. durch eine Übersetzung in
Prädikatenlogik erster Stufe angegeben werden kann.

Eine weitere charakteristische Eigenschaft von Beschreibungslogiken sind Inferenzen,
die es erlauben, implizites Wissen aus dem in der Wissensbasis explizit gespeicherten
Wissen herzuleiten. Eine solche terminologische Wissensbasis besteht aus zwei Kom-
ponenten: der TBox und der ABox. In der TBox werden die relevanten Konzepte
des Anwendungsbereichs mit Hilfe sogenannter Konzeptdefinitionen der Form A

.
= C

gespeichert, wobei A ein definierter Konzeptname und C eine Konzeptbeschreibung
ist. In der ABox werden konkrete Objekte durch sogenannte ABox-Individuen re-
präsentiert und durch Assertionen beschrieben. Standardmäßig werden als Inferenz-
dienste auf solchen Wissensbasen die Prüfung auf Konsistenz sowie die Berechnung
von Unterkonzept-/Oberkonzeptbeziehungen (sogenannten Subsumtionsbeziehungen)
sowie Instanzbeziehungen (zwischen Objekten und Konzepten) betrachtet (diese Pro-
bleme werden formal in Kapitel 3 eingeführt). Die Verwendung einer BL in einem
BL-System setzt voraus, dass diese Inferenzprobleme für die Logik entscheidbar sind
und die zugehörigen Dienste auch (möglichst effizient) implementiert werden können.
Um dies zu ermöglichen, muss die Ausdrucksstärke der verwendeten Beschreibungslo-
gik geeignet eingeschränkt sein. Andererseits erlaubt aber eine zu ausdrucksschwache
Logik nicht mehr die Darstellung der anwendungsrelevanten Konzepte. Es ist daher
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KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

wichtig, einen guten Kompromiss zwischen der Ausdrucksstärke der Beschreibungslo-
gik einerseits und der Komplexität der Inferenzprobleme andererseits zu finden. Die
Suche nach diesem (anwendungsabhängigen) Kompromiss war eine der wesentlichen
treibenden Kräfte der Forschung im Bereich BLen (s. z.B. [BS00] oder Kapitel 3 dieser
Arbeit für einen Überblick über die dabei erzielten Ergebnisse).

In [Sat98] wurde nachgewiesen, dass es hinreichend ausdrucksstarke BLen mit ent-
scheidbaren Standardinferenzproblemen gibt, die zur Strukturierung der Wissensbasis
in der Prozesstechnik eingesetzt werden können. Die Vorgehensweise ist dabei die fol-
gende: Die Klassenbeschreibungen in ModKit werden in eine TBox und die Bausteine
und ihre Beschreibungen in eine ABox übersetzt. Das BL-System prüft dann die Wis-
sensbasis automatisch auf Konsistenz und berechnet die gültigen Subsumtions- und
Instanzbeziehungen. Schließlich werden die Klassen und Bausteine in ModKit gemäß
der erhaltenen Subsumtionshierarchie und Instanzbeziehungen angeordnet (ausführ-
lich wird dieses Szenario in Kapitel 4 beschrieben).

Die automatische Strukturierung der Wissensbasis reicht aber bei der ständig wach-
senden Anzahl von Klassen und Bausteinen als Unterstützung noch nicht aus. Erfah-
rungen der Prozesstechniker zeigen, dass von Zeit zu Zeit eine Restrukturierung der
Wissensbasis notwendig ist, um (1) eine ausgewogene Struktur der Spezialisierungs-
hierarchie zu behalten und (2) zu große Klassen auf den unteren Ebenen der Hier-
archie zu vermeiden, da beide Situationen einen negativen Einfluss auf das

”
leichte

Wiederfinden“ von Bausteinen haben. Restrukturierung bedeutet in diesem Zusam-
menhang, dass neue Klassen definiert werden: in (1) als Oberklasse zu einer Menge
von Klassen, um die Hierarchie an einer Stelle gezielt tiefer und damit schlanker ma-
chen zu können; und in (2) als speziellste Klasse zu einer Menge von Bausteinen, um
so große Mengen von Instanzen auf mehrere Klassen verteilen zu können.

Nun ist die Definition einer neuen Klasse aber ein sehr aufwendiger und fehleranfälli-
ger Schritt: häufig ist nicht klar, was die relevanten Eigenschaften der neuen Klasse
sind und wie sie im vorgegebenen Formalismus repräsentiert werden können. Wün-
schenswert ist daher ein Systemdienst, der bei Eingabe weniger und für den Mo-
dellierer leicht bereitzustellender Informationen eine Beschreibung der neuen Klasse
vorschlägt. In den oben beschriebenen Situationen könnte es sich bei diesen Informa-
tionen beispielsweise um die Menge der direkten Subklassen der neuen Klasse handeln
oder um einige bereits vorliegende Bausteine, die Instanzen der neuen Klasse sein sol-
len. Da durch die Standardinferenzdienste nur strukturelles Wissen berechnet wird,
d.h. Subsumtions- und Instanzbeziehungen zwischen bereits definierten Konzepten
und Individuen, reichen diese offensichtlich nicht aus, um hier eine ausreichende Un-
terstützung zu bieten.

Das Ziel des ebenfalls durch das Graduiertenkolleg
”
Informatik & Technik“ geförder-

ten und dieser Arbeit zugrunde liegenden Folgeprojektes besteht darin, neue Dienste
zur Unterstützung der Definition neuer Klassen zu entwickeln bzw. bereitzustellen.
Der dazu verfolgte Ansatz basiert auf den Nicht-Standardinferenzen1 Least Com-

1Der Begriff Nicht-Standardinferenzen wurde gewählt, da entsprechende Systemdienste nicht
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KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

mon Subsumer, Most Specific Concept und Rewriting. Der Least Common Subsumer
(LCS) einer Menge {C1, . . . , Cn} von Konzeptbeschreibungen ist die (bzgl. Subsum-
tion) speziellste Konzeptbeschreibung, die jedes der Konzepte Ci subsumiert. Das
Most Specific Concept (MSC) zu einem Individuum a ist die speziellste Konzeptbe-
schreibung, von der a Instanz ist. Diese beiden Nicht-Standardinferenzen wurden für
Teilsprachen der BL eingeführt und untersucht, die dem bei AT&T entwickelten BL-
System Classic zugrunde liegt [BMPS+91, BP94]. Dort wurden sie für das Induktive
Lernen eingesetzt, wobei zum einen das Problem der Berechnung des MSC in den
betrachteten BLen nicht gelöst werden konnte und zum anderen nur eine ad hoc-
Implementierung des LCS in Classic eingebunden wurde [CH94b, FP96]. Inzwischen
liegt aber eine vollständige und korrekte Charakterisierung von MSC und LCS in den
betrachteten Teilsprachen von Classic vor [BK98, Küs00].

In unserer Prozesstechnikanwendung werden MSC und LCS nun wie folgt einge-
setzt: Zur Unterstützung der Definition einer neuen Oberklasse zu einer Menge von
Klassen {K1, . . . , Kn} werden die Klassenbeschreibungen in Konzeptbeschreibungen
{C1, . . . , Cn} übersetzt. Zu dieser Menge wird dann der LCS berechnet. Schließlich
wird die Klassenbeschreibung, die sich aus dem Rückübersetzen des LCS ergibt, dem
Modellierer als Beschreibung der neuen Klasse vorgeschlagen. Zur Unterstützung der
Definition einer speziellsten Klasse zu einer Menge von Bausteinen werden diese
zunächst als Individuen a1, . . . , am in einer ABox repräsentiert und ihre Beschrei-
bungen in entsprechende Assertionen übersetzt. Im nächsten Schritt werden die Be-
schreibungen der konkreten Objekte durch Berechnung des MSC zu Konzeptbeschrei-
bungen C1, . . . , Cm generalisiert. Auf diese kann dann wiederum die LCS-Operation
angewendet werden und liefert wie im ersten Fall einen Vorschlag für die neue Klas-
senbeschreibung.

Die vorgeschlagenen Klassenbeschreibungen können aber in der Regel nicht unbese-
hen in die Wissensbasis übernommen werden. Vielmehr müssen sie vom Modellierer
vorher begutachtet und ggf. noch geeignet modifiziert werden. Es ist daher wichtig,
dass die ausgegebenen Beschreibungen möglichst klein und damit gut lesbar sind.
Die im Rahmen des Projekts entwickelten Algorithmen zur Lösung der neuen Infe-
renzprobleme erfüllen diese Anforderung jedoch leider nicht. Gründe hierfür sind zum
einen die inhärente Komplexität der Inferenzprobleme und zum anderen die Tatsache,
dass die Algorithmen auf sogenannten aufgefalteten Konzeptbeschreibungen arbeiten
(d.h. Beschreibungen, bei denen alle in der TBox eingeführten definierten Konzept-
namen durch ihre definierenden Konzepte ersetzt sind) und daher auch als Ausgabe
aufgefaltete (und damit sehr große) Beschreibungen liefern. Diesem Problem wird
durch einen der LCS-Operation nachgeschalteten Rewriting-Schritt begegnet. Rewri-
ting von Konzeptbeschreibungen bezüglich einer gegebenen Terminologie zielt darauf
ab, diese Beschreibungen in äquivalente kleinere Beschreibungen zu transformieren,
welche definierte Konzeptnamen enthalten. Das Problem der Berechnung einer sol-

standardmäßig in BL-Systemen zur Verfügung gestellt werden.
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KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

chen äquivalenten Beschreibung minimaler Größe wird als das minimale Rewriting-
Problem bezeichnet.

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der umfassenden Untersuchung von Exi-
stenz, Berechenbarkeit und Komplexität für LCS, MSC und Rewriting in einer BL,
die ausdrucksstark genug für den Einsatz in der Prozesstechnik ist. Für eine adäquate
Übersetzung der Klassenbeschreibungen haben sich sogenannte Existenzrestriktionen
als unbedingt notwendig erwiesen. Diese können in der BL von Classic nicht ausge-
drückt werden, sodass für die Untersuchung der Nicht-Standardinferenzen nicht auf
die in Classic verfolgten Ansätze zurückgegriffen werden konnte. LCS, MSC und mi-
nimales Rewriting-Problem werden hier erstmalig für BLen mit Existenzrestriktionen
formal und umfassend untersucht. Im Falle des Rewritings zählt dazu auch die Defi-
nition eines allgemeinen Rahmens für das Rewriting in BLen, von dem das minimale
Rewriting-Problem als eine Instanz zu sehen ist. Außerdem wird über die Berech-
nung des LCS zu einer Menge {C1, . . . , Cn} von Konzeptbeschreibungen hinaus auch
das Problem der effizienten Berechnung der Subsumtionshierarchie aller LCS zu allen
Teilmengen von {C1, . . . , Cn} betrachtet. Hierzu werden Methoden aus der Formalen
Begriffsanalyse [GW99] herangezogen.

Struktur dieser Arbeit

Kapitel 2 gibt eine kurze Einführung in den Bereich der Prozesstechnik, insbesonde-
re in die rechnergestützte Modellierung verfahrenstechnischer Prozesse, wie sie am
Lehrstuhl für Prozesstechnik der RWTH Aachen betrieben wird. Den Schwerpunkt
bildet dabei die Beschreibung der Wissensbasis, die dieser Modellierungsumgebung
zugrunde liegt und die durch BL-Systeme strukturiert und gepflegt werden soll.

Kapitel 3 stellt die für diese Arbeit relevanten Grundlagen zu BLen und ihren
Standard- und Nicht-Standardinferenzen bereit. Es werden Syntax und Semantik
von BLen und alle betrachteten Inferenzprobleme formal definiert. Dabei wird die
BL ALE (E für Existenzrestriktion) als die Zielsprache für die nachfolgenden Unter-
suchungen der Nicht-Standardinferenzen eingeführt. Das Kapitel schließt mit einem
vollständigen Überblick über die in dieser Arbeit erzielten Resultate.

Kapitel 4 beschreibt die zentralen Szenarien für den Einsatz von BL-Systemen in
der Prozesstechnik: die Unterstützung der Strukturierung der Wissensbasis durch
Standardinferenzen und die Unterstützung der Erweiterung der Wissensbasis durch
Nicht-Standardinferenzen.

Kapitel 5 ist das erste der vier technischen Kapitel der Arbeit. Aufbauend auf einer
geeigneten Charakterisierung der Subsumtion liefert es eine Charakterisierung des
LCS in ALE , aus der sich leicht ein Algorithmus zur Berechnung des LCS ergibt, der
für die Anwendung auch implementiert wurde.

Kapitel 6 zeigt, dass sich Methoden der Formalen Begriffsanalyse für die Berech-
nung der Subsumtionshierarchie aller LCS zu Teilmengen einer Menge von ALE-
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Konzeptbeschreibungen eignen. Die Einführung in die Formale Begriffsanalyse be-
schränkt sich dabei auf die für dieses Ziel notwendigen Begriffe und Zusammenhänge.

Kapitel 7 untersucht MSCs in ALE und zeigt, dass das MSC zu einem Individuum
in ALE im allgemeinen nicht existiert. Daher konzentrieren sich die nachfolgenden
Untersuchungen auf die Definition und Charakterisierung einer möglichst ausdrucks-
starken Approximation des MSC, wobei sich die erzielten Resultate aber auf zwei
Teilsprachen von ALE beschränken.

Kapitel 8 betrachtet zuerst das durch das minimale Rewriting-Problem induzierte
Entscheidbarkeitsproblem, um einen Eindruck von der Komplexität des Problems
zu vermitteln. Anschließend wird ein nicht-deterministischer Algorithmus zur Be-
rechnung minimaler Rewritings in ALE vorgestellt, der zudem die Basis für den im
letzten Abschnitt des Kapitels beschriebenen deterministischen heuristischen Algo-
rithmus bildet, der (nicht notwendig minimale) Rewritings in ALE berechnet und für
die Anwendung implementiert wurde.

Kapitel 9 beschreibt kurz die prototypische Implementierung der in den vorherigen
Kapiteln entwickelten Algorithmen und gibt dann die Erfahrungen wieder, die bei
Entwicklung, Anbindung und Einsatz des Prototypen in der Prozesstechnik gemacht
wurden.

Kapitel 10 schließt mit einer inhaltlichen Zusammenfassung und einem Ausblick auf
weitere Ansätze und Ideen zum Einsatz von BLen in der Prozesstechnik, die bei
der Fortführung unserer Kooperation im Rahmen eines DFG-Forschungsprojektes
verfolgt werden sollen.
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Kapitel 2

Prozesstechnik

Dieses Kapitel gibt eine Einführung in den Bereich der Prozesstechnik, insbesonde-
re in die rechnergestützte Modellierung verfahrenstechnischer Prozesse, wie sie am
Lehrstuhl für Prozesstechnik der RWTH Aachen betrieben wird. Nach einer kurzen
Motivation und Darstellung der Ziele der Prozesstechnik wird in Abschnitt 2.2 die
Bedeutung mathematischer Modelle für eine erfolgreiche Entwicklung und Verbes-
serung verfahrenstechnischer Prozesse herausgestellt. Die nachfolgenden Abschnitte
beschäftigen sich dann mit dem Vorgang der Modellentwicklung, seiner Formalisie-
rung und seiner Unterstützung durch eine geeignete Entwicklungsumgebung. Im letz-
ten Abschnitt wird schließlich die Brücke geschlagen zur logikbasierten Wissensre-
präsentation: Durch die Notwendigkeit, die Wissensbasis, die einer solchen Entwick-
lungsumgebung zugrunde liegt, aufzubauen, zu strukturieren und zu pflegen erschließt
sich die Prozesstechnik als Anwendungsbereich für die in Kapitel 3 ausführlich vor-
gestellten Beschreibungslogik-Systeme.

2.1 Motivation und Ziele

Die Prozesstechnik beschäftigt sich mit der Modellierung verfahrenstechnischer Pro-
zesse, die in meist sehr großen und komplexen chemischen Anlagen ablaufen. Unter
einem Prozess versteht man dabei eine Folge von chemischen, physikalischen und
manchmal auch biologischen Einzelschritten, durch die eine Menge von Ausgangs-
stoffen in ein wertvolleres Endprodukt (oder mehrere) umgewandelt werden soll. Sich
verändernde Umwelt- und Sicherheitsbedingungen, gestiegene Ansprüche an die Qua-
lität der Produkte und zunehmender Konkurrenzdruck machen es nun notwendig,
solche Prozesse neu zu entwickeln bzw. ständig zu verbessern. Da hierbei der Zeit-
und Kostenaufwand möglichst gering zu halten ist, werden seit einigen Jahren mehr
und mehr modellbasierte Verfahren statt experimenteller Untersuchungen während
der Prozessentwicklung eingesetzt [Mar96b].
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KAPITEL 2. PROZESSTECHNIK

Unter einem Modell versteht man eine zielgerichtete Vereinfachung der Realität durch
Anwenden des Abstraktionsprinzips. In diesem Sinne bildet ein Prozessmodell eine
vereinfachte, abstrakte Beschreibung eines chemischen Prozesses. Ziel ist es, den Pro-
zess mit Hilfe des Modells der Analyse und Simulation zugänglich zu machen, um ein
besseres Verständnis für den Prozess zu bekommen und schließlich Entwicklung und
Betrieb effizienter zu gestalten.

Während des Lebenszyklus eines verfahrenstechnischen Prozesses, d.h. während Ent-
wicklung, Realisierung und Betrieb, gibt es aber nicht nur ein Modell. Tatsächlich
benötigt man für einen Prozess ganze Sammlungen von Modellen bzw. Repräsen-
tationen. Diese reichen von natürlich-sprachlichen Beschreibungen über graphische
Repräsentationen bis hin zu Systemen von algebraischen, Differential- und Integral-
Gleichungen [Mar96b, MvWB99]. Sehr stark vereinfachende, grobe Modelle eignen
sich beispielsweise sehr gut, um in frühen Entwicklungsphasen zwischen verschiede-
nen Alternativen der Prozessgestaltung auszuwählen, wohingegen immer detailliertere
Modelle betrachtet werden, je näher man der anvisierten Beschreibung des Prozesses
durch ein Fließbild kommt.

Als Beispiel für unterschiedliche Modellsichten betrachte man den in Abbildung 2.1
als Fließbild dargestellten Ausschnitt aus dem Ethylen-Glykol-Prozess. Kernstücke
dieses Prozesses bilden ein Reaktor, der über eine Rühreinheit und einen Kühlmantel
verfügt, und ein Verdampfer. Diese beiden Teile sind mit einer Leitung verbunden, die
zusätzlich ein Ventil enthält. In Abbildung 2.2 ist der Reaktor graphisch mit Hilfe des
Verfahrenstechnischen Datenmodells VeDa dargestellt. (VeDa wird zusammen mit der
Modellierungsumgebung ModKit im folgenden noch vorgestellt werden.) Aufgabe die-
ses Modells ist die Beschreibung der strukturellen Dekomposition des Reaktors, wobei
von Leitung und Verdampfer abstrahiert wird und die Verbindung von Kühlmantel
und Umgebung besonders betont wird. Schließlich zeigt Abbildung 2.3 Bilanzglei-
chungen, durch die die Reaktionsphase modelliert werden kann. Zur Darstellung wird
dabei ein sogenannter Und-Oder-Graph verwendet: durch Und-Knoten werden die
Terme, aus denen sich eine Gleichung zusammensetzt, erfasst und die Oder-Knoten
repräsentieren jeweils mögliche Alternativen zur Beschreibung bzw. Berechnung die-
ser Terme. Intuitiv legt ein Pfad durch diesen Graphen ein mathematisches Modell
für den Reaktionsprozess fest.

2.2 Mathematische Modelle

Typischerweise ist das angestrebte
”
Zielmodell“ ein möglichst exaktes mathemati-

sches Modell des chemischen Prozesses, da erst ein solches Modell die genaue Analy-
se und Simulation des Verhaltens des Prozesses ermöglicht. Mathematische Modelle,
d.h. Mengen von algebraischen, Differential- und Integralgleichungen, bestehen, je
nach Detaillierungsgrad, häufig aus mehreren hundert meist sehr komplexen Glei-
chungen. So ein Gleichungssystem exakt zu lösen ist praktisch nicht möglich – we-
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Abbildung 2.1: Das Fließbild zum Ethylen-Glykol-Prozess.

der
”
von Hand“ noch mit automatischen symbolischen Lösungsverfahren. Tatsächlich

werden die Gleichungen in der Praxis in einem ersten Schritt vereinfacht und dann
durch numerische Lösungsverfahren iterativ gelöst. Die Nutzung derartiger Verfahren
erfordert aber zunächst noch die Übertragung der mathematischen Beschreibungen
in das jeweilige spezifische Eingabeformat, bevor der Modellierer durch Simulationen
Prozessparameter hinsichtlich ihres Einflusses auf den Gesamtprozess untersuchen
und optimieren kann.

Nun ist die Konstruktion eines mathematischen Modells selbst ein sehr komplexer
Prozess. Dies liegt natürlich im wesentlichen an den zu modellierenden chemischen
Prozessen, die aufgrund der großen Anzahl und der Verschiedenartigkeit der mögli-
chen auftretenden Phänomene schon sehr komplex sind. Je genauer man das Ver-
halten eines solchen Prozesses in einem mathematischen Modell beschreiben möchte,
desto mehr Gleichungen wird es enthalten. Je mehr Gleichungen aber ein Modell
enthält, desto mehr Folgerungen und implizite Zusammenhänge herrschen zwischen
den (Elementen der) Gleichungen, die vom Modellierer nicht erkannt werden (können)
und die dann zu unvollständigen Schlussfolgerungen oder Modellierungsfehlern führen
können.

Um diese Komplexität in den Griff zu bekommen, wird ein mathematisches Mo-
dell schrittweise entwickelt, wobei verschiedene graphische Repräsentationen die Zwi-
schenergebnisse bilden. Bei der computer-unterstützten Prozessmodellierung steht
man damit aber dem Problem gegenüber, die Übersetzung verschiedener graphischer
Repräsentationen ineinander sowie die Übersetzung eines graphischen Modells in ein
mathematisches und schließlich die Transformation des mathematischen Modells in
ein für numerische Lösungsverfahren oder Simulationswerkzeuge lesbares Format un-
terstützen zu müssen. Derzeit gibt es aber kein Softwarewerkzeug, dass all diese Trans-
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Abbildung 2.2: Die Repräsentation eines Ausschnitts des Ethylen-Glykol-Prozesses
in VeDa.

formationen unterstützt [Mar96b]. Darüberhinaus herrscht auch keine Einigkeit über
die bei der Modellentwicklung zu verwendende Methodik oder die elementaren Bau-
steine und Aspekte, die in einem Prozessmodell zu berücksichtigen sind [Mar96b].
Daher ist ein wesentliches Ziel der Forschungsarbeit am Lehrstuhl für Prozesstechnik
der RWTH Aachen die Entwicklung sowohl einer Methodik als auch eines geeigne-
ten verfahrenstechnischen Datenmodells zur Prozessmodellierung. Die insbesondere
in den vergangenen fünf Jahren erzielten Ergebnisse werden nun im folgenden kurz
vorgestellt. Den Ausgangspunkt bildet ein allgemeiner Rahmen für die Beschreibung
des Vorgangs der Modellentwicklung.

2.3 Der Vorgang der Modellentwicklung

In [JM95] wird ein aus dem Bereich des Software-Engineering bekanntes Rahmen-
werk [Poh96] auf die verfahrenstechnische Prozessmodellierung angepasst. In diesem
Rahmenwerk wird die Entwicklung eines Prozessmodells in einem dreidimensionalen
Raum beschrieben:

Repräsentationsdimension: Sie umfasst verschiedene Repräsentationsformalismen
und spiegelt damit einerseits den Detaillierungsgrad wider, den das Modell auf-
weist, andererseits aber auch Tiefe und Umfang des Verständnisses, das die
Modellierer für den Prozess entwickelt haben. Wie bereits erwähnt reichen die
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Abbildung 2.3: Gleichungen zur Reaktionsphase im Ethylen-Glykol-Prozess.

Formalismen dabei von einfachem Text über Fließbilder bis hin zu mathemati-
schen Gleichungen (siehe obiges Beispiel).

Konsensdimension: Diese Dimension beschreibt den Grad der Übereinstimmung,
der zwischen den beteiligten Ingenieuren bzgl. des zu erstellenden Modells er-
reicht worden ist. Er sollte während des Entwicklungsprozesses natürlich stetig
zunehmen. Im Beispiel würde die Konsensdimension beispielsweise die Ent-
scheidung erfassen, bei der strukturellen Modellierung des Reaktors von den
angrenzenden Komponenten zu abstrahieren.

Spezifikationsdimension: Sie erfasst auf verschiedenen Detaillierungsstufen die je-
weils verwendeten verfahrenstechnischen Modellierungskonzepte, wie z.B. Kom-
ponenten und Verknüpfungen oder die in einem Modell berücksichtigten physi-
kalischen und chemischen Phänomene.

Während der Modellentwicklung bewegen sich die Modellierer nun entlang einer Tra-
jektorie durch den Raum, der durch diese drei Dimensionen aufgespannt wird. Aus-
gangspunkt ist eine grobe Modellspezifikation in informeller textueller Form. Den
Endzustand, welcher meist nicht geradlinig erreicht wird, bildet eine detaillierte Mo-
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dellspezifikation, die von allen beteiligten Modellierern akzeptiert wird und insbeson-
dere eine mathematische Modellrepräsentation umfasst. Über welche Zwischenschritte
man zu einem solchen mathematischen Modell kommt und wie diese Schritte in ei-
ner Entwicklungsumgebung unterstützt werden können, wird nun in den folgenden
Abschnitten näher beschrieben.

2.4 Die Modellentwicklung mit Bausteinen

Ein traditioneller, an Grundoperationen orientierter Ansatz zur Erstellung eines ma-
thematischen Modells würde das Fließbild des Prozesses in die einzelnen Grundope-
rationen aufteilen und dann mit der Verhaltensbeschreibung der einzelnen Apparate
durch Gleichungen beginnen. Das Resultat wäre eine grobgranulare Modellstruktur,
die sehr spezifisch für den betrachteten Prozess wäre. Der Aufwand für die Wartung
und Wiederverwendung wäre aber unnötig hoch und würde die Produktivität der
Modellentwicklung in späteren Projekten vermindern.
Um diesen Nachteil zu umgehen und den Modellierungs- und Wiederverwendungsauf-
wand zu verringern, wurden von Marquardt in [Mar96b, Mar96a] verschiedene kano-
nische Modellbausteine vorgeschlagen, die Prozesse auf verschiedenen Abstraktions-
ebenen beschreiben. Beispielsweise werden für die Strukturbeschreibung zwei Klassen
von Modellbausteinen eingeführt: Komponenten und Verknüpfungen. Komponenten
stehen für abgrenzbare materielle Teile eines Prozesses wie z.B. eine Reaktionspha-
se, wohingegen Verknüpfungen Ströme zwischen Komponenten repräsentieren, also
z.B. das Rohr vom Reaktor zum Verdampfer. Sowohl Komponenten als auch Ver-
knüpfungen können elementar oder zusammengesetzt sein. Abbildung 2.4 zeigt eine
mögliche Dekomposition des Reaktors aus dem Fließbild zum Ethylen-Glykol-Prozess
aus Abbildung 2.1.
Unter Verwendung solcher Modellbausteine lässt sich nun die Struktur eines Pro-
zessmodells beschreiben durch die Menge der Bausteine, aus denen es besteht, sowie
einer Beschreibung der Beziehungen, die zwischen diesen Bausteinen herrschen. Im
folgenden wird ein aus sieben Schritten bestehendes, mögliches Szenario für die Ent-
wicklung eines Modells aus Modellbausteinen skizziert. Dabei wird davon ausgegan-
gen, dass dem Modellierer ein Katalog von sogenannten Standard-Modellbausteinen,
d.h. Bausteinen, die häufig benutzt werden und gemeinhin akzeptiert sind, zur Ver-
fügung steht, der insbesondere mit einer geeigneten Suchfunktion für die Bausteine
ausgestattet ist.

1. Der Modellierer wählt aus dem Katalog die für den zu modellierenden Prozess
benötigten Standard-Modellbausteine.

2. Die gewählten Bausteine werden, falls nötig, an die Anforderungen des be-
trachteten Prozesses angepasst. Solche Modifikationen reichen dabei von Spe-
zialisierungen existierender Eigenschaften der Bausteine bis zum Löschen oder
Hinzufügen von Eigenschaften.
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Reaktor
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Abbildung 2.4: Eine mögliche strukturelle Dekomposition des Reaktors im Ethylen-
Glykol-Prozess in Modellbausteine.

3. Die Bausteine werden miteinander verbunden, typischerweise unter Verwendung
ihrer bereits spezifizierten Schnittstellen.

4. Zusammengesetzte Bausteine werden in ihre Komponenten zerlegt, bis der ge-
wünschte Detaillierungsgrad erreicht ist.

5. Das Verhalten wird festgelegt, indem zunächst die zu berücksichtigenden Phäno-
mene bestimmt werden, für jedes dieser Phänomene eine oder mehrere Pro-
zessvariablen eingeführt werden, Gleichungen angegeben werden, die diese Va-
riablen zueinander in Beziehung setzen und schließlich (falls nötig) die Variablen
initialisiert werden.

6. Aus den Ergebnissen der vorherigen Schritte wird automatisch die Eingabe
bzw. der Eingabecode für ein numerisches Lösungsverfahren oder ein Simulati-
onswerkzeug generiert und das Verhalten simuliert.

7. Sollten bei der Spezifizierung der Bausteine neue Modellbausteine entstanden
sein, die wahrscheinlich in anderen Modellen wiederverwendet werden können,
so werden diese als neue Standard-Modellbausteine in den Katalog integriert.
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Zur Unterstützung des Modellierers sollte nun jeder dieser Schritte in einer entspre-
chenden Entwicklungsumgebung so kontrolliert ablaufen, dass die Konsistenz der er-
zeugten Modelle stets gewährleistet ist. Beispielsweise sollte das unterstützende Sy-
stem Modifikationen an Eigenschaften von Bausteinen gegen die tatsächlich hinter-
legten Beschreibungen prüfen. Wählt der Modellierer zum Beispiel aus dem Katalog
einen Baustein, der einen Reaktor mit Rühreinheit repräsentiert und entfernt dann
in Schritt 2 die Rühreinheit, so sollte das System erkennen, dass der Baustein dann
nurmehr einen Reaktor repräsentiert.

Leider unterstützt kein heute auf dem Markt vertretenes Modellierungswerkzeug
das oben skizzierte Szenario. Dabei lassen sich die

”
auf dem Markt vertretenen“

Werkzeuge grob in zwei Gruppen einteilen, die gleichungs-orientierten und die block-
orientierten Werkzeuge [Mar96b]:

• Die Idee hinter gleichungs-orientierten Werkzeugen wie z.B. SpeedUp oder
gPROMS besteht darin, mathematische Modelle entweder in einer deklarativen
Sprache unter Verwendung einer Modellbibliothek oder in einer prozeduralen
Sprache mit vordefinierten Hilfsroutinen zu implementieren. Auf dieser Idee ba-
sierende Werkzeuge sind natürlich einerseits sehr flexibel, da sie die Erstellung
verschiedenartigster Modelle unterstützen. Andererseits ist diese Art der Mo-
dellierung sehr aufwendig und stellt hohe Ansprüche an die Qualifikation der
Modellierer.

• Block-orientierte Werkzeuge wie z.B. Aspen Plus arbeiten auf Fließbild-Ebene:
der Modellierer hat die Möglichkeit, Bausteine – in diesem Kontext auch Pro-
zesseinheiten genannt – in einer geeigneten Modellierungssprache oder einem
graphischen Editor auszuwählen, zu spezifizieren und zu verknüpfen. Dabei
schränkt das System aber die Möglichkeiten, Bausteine zu spezifizieren oder
zu modifizieren, stark ein, sodass der in den erzeugten Modellen erreichbare
Detaillierungsgrad und damit auch die Einsetzbarkeit des Systems begrenzt
ist. Demgegenüber sind derartige Systeme aber sehr komfortabel und weniger
anspruchsvoll bzgl. der Qualifikation der Modellierer.

Man beachte, dass auch eine Umgebung, in der Werkzeuge beider Typen integriert
werden, die Schritte 2, 4, 6 und 7 des Szenarios noch nicht unmittelbar unterstützen
würden: Einerseits erlauben die block-orientierten Werkzeuge beispielsweise keine be-
liebige Dekomposition von Bausteinen. Andererseits erlauben die gleichungsorientier-
ten Werkzeuge eine Modellierung nur mit Hilfe abstrakter mathematischer Konzep-
te. Wünschenswert ist aber ein Werkzeug, das eine Beschreibung von Modellen mit
Hilfe verfahrenstechnischer und physikalischer Konzepte erlaubt, die dabei so präzi-
se ist, dass eine automatische Generierung des zugehörigen mathematischen Modells
möglich ist. Erste Versuche einer solchen automatischen Codegenerierung aus Modell-
beschreibungen werden im Rahmen der am Lehrstuhl für Prozesstechnik der RWTH
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2.5. DAS VERFAHRENSTECHNISCHE DATENMODELL VEDA

Aachen entwickelten und weiter unten sowie in Kapitel 9 noch näher beschriebenen
Modellierungsumgebung ModKit unternommen.

Ein weiteres Problem bei der Modellentwicklung mit Bausteinen ergibt sich aus der
Tatsache, dass Anzahl und Art der bereitgestellten Bausteine stark von den zur
Verfügung stehenden Werkzeugen und Repräsentationsformalismen abhängt. Es ist
also heute in der Praxis nicht möglich, während seines Lebenszyklus nur ein Modell ei-
nes verfahrenstechnischen Prozesses zu entwickeln und dessen Detaillierungsgrad, die
möglichen Sichten auf den Prozess sowie die (graphische) Repräsentation an den ak-
tuellen Zustand des Prozesses bzw. des Modells anzupassen. Dieses Problem erhöht
nicht nur die Kosten für die Modellierung, sondern erschwert auch die Wiederver-
wendung von Modellen und bildet noch eine zusätzliche Fehlerquelle. Um nun dieses
Problem in den Griff zu bekommen und darüber hinaus eine formale Grundlage für
die Realisierung des oben beschriebenen Szenarios zu schaffen, wurde das Verfahrens-
technische Datenmodell VeDa entwickelt.

2.5 Das Verfahrenstechnische Datenmodell VeDa

Das Datenmodell VeDa wurde Anfang der neunziger Jahre erstmalig vorgestellt
[Mar92, MGG93] und am Lehrstuhl für Prozesstechnik der RWTH Aachen weiter-
entwickelt [BM98a, SM98a, SM98b, BM98b, vWM98, KLM98]. VeDa ist ein frame-
basierter Formalismus, der speziell auf die am Lehrstuhl für Prozesstechnik entwickel-
te Modellierungsmethodik [Mar96b] zurechtgeschnitten ist (siehe [BM98a, Bau00] für
eine umfassende Beschreibung dieses Formalismus). Im folgenden wird nur ein grober
Überblick gegeben.

VeDa unterscheidet zwischen zwei wesentlichen Aspekten eines Prozessmodells: der
Struktur und dem Verhalten. Desweiteren werden diese beiden Aspekte mehr oder
weniger unabhängig voneinander betrachtet. Diese Unabhängigkeit ist notwendig, da
zum einen die Struktur eines Modells nicht durch den zu modellierenden Prozess
bzw. sein Verhalten und den gewählten Detaillierungsgrad eindeutig und vollständig
festgelegt ist. Vielmehr muss die Struktur flexibel an bestimmte Sichten auf den
Prozess angepasst werden können. Zum anderen kann das Verhalten eines Prozesses,
selbst wenn die Struktur des Modells bereits festgelegt ist, ebenfalls auf viele verschie-
dene Arten modelliert werden. So kann beispielsweise das Verhalten eines Reaktors
in einem Modell durch Gleichungen modelliert werden, die die kinetischen Verhält-
nisse der stattfindenden Reaktion beschreiben, wohingegen ein anderes Modell nur
ein Gleichgewicht der Reaktion erfasst. In beiden Fällen gibt es dann auch noch ver-
schiedene Möglichkeiten, Parameter der Gleichungen festzulegen, z.B. durch aus der
Literatur bekannte Heuristiken oder durch experimentell bestimmte Werte.

Wie bereits angedeutet werden in VeDa Objekte zur Beschreibung der Struktur eines
Prozessmodells in zwei Klassen aufgeteilt [SM98a]: die Komponenten (wie z.B. Re-
aktoren und Verdampfer) und die Verknüpfungen (wie z.B. Signalleitungen und Ven-
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tile). Diese Klassen lassen sich dann jeweils noch zu Subklassen spezialisieren wie
z.B. Klassen zur Beschreibung spezieller Reaktionsphasen oder spezieller Ventile. Da-
bei repräsentieren diese Subklassen bzw. ihre Instanzen im allgemeinen aber keine
speziellen Funktionalitäten (wie z.B. reagieren, rühren, mischen, ...) oder konkrete
Apparate aus chemischen Anlagen. Vielmehr basiert die Einführung von Subklassen
meistens auf gemeinsamen, abstrakten Eigenschaften der Instanzen (wie z.B. Hete-
rogenität oder Homogenität von Phasen). Objekte zur Strukturbeschreibung können
sowohl atomar als auch zusammengesetzt sein. Motiviert durch den Wunsch nach
einer Unterstützung der Erstellung zusammengesetzter Objekte – diese kann sowohl
top-down als auch bottom-up erfolgen – werden die Objekte und insbesondere ihre
Schnittstellen dabei so beschrieben, dass jeweils von den Eigenschaften und Schnitt-
stellen der Teile auf die Eigenschaften und Schnittstellen des Ganzen geschlossen
werden kann.

Das Verhalten von Objekten wird in VeDa durch Prozessvariablen und Gleichungen
modelliert [BM98b]. Den Ausgangspunkt für die Zuordnung von Variablen und Glei-
chungen zu einem Objekt bilden die Phänomene, die dem Objekt in der abstrakten
(strukturellen) Beschreibung zugewiesen wurden. Zu jedem dieser Phänomene wer-
den dann eine oder mehrere Variablen eingeführt, diese werden durch Gleichungen
zueinander in Beziehung gesetzt und gegebenenfalls noch durch physikalische Gesetze
näher bestimmt oder eingeschränkt.

Neben Formalismus und Methodik zur eigentlichen Modellentwicklung umfasst VeDa
auch einen Formalismus zur Modellierung von Arbeitsschritten [KLM98]. Da es sich
bei der Prozessmodellierung um einen hoch-kreativen Vorgang handelt, kann hierbei
das Ziel natürlich nicht darin bestehen, diesen Vorgang zu automatisieren. Es scheint
aber durchaus sinnvoll und vielversprechend, den Modellierer bei der Modellentwick-
lung z.B. durch Vorschläge für den nächsten Arbeitsschritt zu unterstützen. Mögli-
che nächste Schritte werden dabei mit Hilfe des aktuellen Zustandes des Modells
bzw. der Modellentwicklung bestimmt. Sowohl die Zustände als auch die Arbeits-
schritte können in VeDa formalisiert werden. Beispielsweise wird ein Arbeitsschritt
im wesentlichen beschrieben durch

• sein Ziel (wie z.B. die Erzeugung eines neuen Bausteins),

• Vorbedingungen, die erfüllt sein müssen, bevor der Schritt ausgeführt werden
kann und

• Nachbedingungen, die nach der Ausführung des Schrittes erfüllt sind.

Damit dieser Formalismus nun tatsächlich als eine Basis für die Unterstützung des
Modellierungsvorgangs dienen kann, sind Syntax und Semantik (insbesondere der
Sprachkonstrukte zur Formulierung der Vor- und Nachbedingungen) so zu wählen,
dass einerseits anwendungsrelevante Bedingungen ausgedrückt werden können und
andererseits auch Implikationen zwischen den Bedingungen effektiv berechenbar sind.
Erste Ergebnisse hierzu finden sich in [KLM98, Kro97].
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Abbildung 2.5: ModKit-Screenshot: Erstellung der Modellstruktur für den Ethylen-
Glykol-Prozess mit Modellbausteinen aus dem Katalog der Modellbibliothek.

2.6 Prozessmodellierung mit ModKit

Die Modellierungsumgebung ModKit [BLM96, BLM97, BLM00] wurde am Lehrstuhl
für Prozesstechnik der RWTH Aachen entwickelt, um den in VeDa formalisierten An-
satz zu evaluieren. Die erste Version von ModKit wurde mit Hilfe der wissensbasierten
Umgebung G2 [Har93] implementiert, einer Entwicklungsumgebung für den Bau in-
telligenter, echtzeitfähiger System, die verschiedene Mittel zur Wissensrepräsentation
und -verarbeitung (z.B. objektorientierte und regelbasierte Wissensverarbeitung) an-
bietet. Derzeit wird ModKit einem Re-Engineering unterzogen, bei dem insbesondere
durch ein Repository eine verbesserte Repräsentation der Modellbibliothek bereitge-
stellt werden soll [vWM00, MvWB99].

Die Softwarearchitektur von ModKit ist an den oben eingeführten drei Dimensionen
der Modellentwicklung ausgerichtet [BLM97]: aufbauend auf die Modellbibliothek
wird die Repräsentationsdimension durch die Bereitstellung eines Hypertexteditors
für natürlichsprachliche Beschreibungen, eines Modellstruktureditors für die semi-
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Abbildung 2.6: ModKit-Screenshot: Dialog zur Spezifikation der Attribute zum
Ethylen-Glykol-Prozess.

formale Darstellung von Modellstrukturen und Eigenschaften von Bausteinen sowie
eines Verhaltenseditors für die formale Definition von Prozessgrößen und Gleichun-
gen realisiert. Die Spezifikationsdimension wird durch Klassenbrowser repräsentiert,
die vordefinierte Komponenten, Gleichungen, etc. zur Auswahl anbieten. Der Kon-
sensdimension schließlich entspricht ein Editor, der die Dokumentation während des
Modellierungsprozesses getroffener Entscheidungen unterstützt. In Kapitel 9 wird im
Zusammenhang mit der Anbindung des Beschreibungslogik-Systems FaCT an die Mo-
dellierungsumgebung am Lehrstuhl für Prozesstechnik noch genauer auf die zugrun-
deliegende Architektur eingegangen.

Für die Erstellung der strukturellen Beschreibung eines Modells bietet der Modell-
struktureditor dem Anwender jeweils den Katalog von Bausteinen an. Der Modellierer
kann die Bausteine von diesem Katalog in seinen Arbeitsbereich transferieren, dort an
den zu modellierenden Prozess anpassen und sie zu einem Modell zusammenfügen.
Abbildung 2.5 zeigt einen Auszug aus dem Katalog sowie die in ModKit erstellte
Struktur des Ethylen-Glykol-Prozesses. Das Verhalten der Bausteine im Modell wird
mit Hilfe des Verhaltenseditors festgelegt: durch Auswahl entsprechender Attribute
in einem Dialog erfolgt eine qualitative Verhaltensbeschreibung (s. Abbildung 2.6).
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Aus dem so erhaltenen Modell kann dann automatisch der Quellcode für die inte-
grierten Simulationswerkzeuge generiert werden, die dann Simulation und Analyse
des Prozesses ermöglichen. Darüberhinaus wird der Modellierer gemäß der in VeDa
eingeführten Arbeitsschrittunterstützung durch den Modellentwicklungsprozess gelei-
tet. Da es sich hierbei aber um einen hochkreativen Prozess handelt, ist diese Un-
terstützung natürlich nur partiell und besteht jeweils nur aus Vorschlägen möglicher
nächster Schritte hin zu einem vollständigen Prozessmodell.

2.7 Wissensrepräsentation und ModKit

Offensichtlich hängt eine erfolgreiche Realisierung des oben beschriebenen Szenarios
zur Modellentwicklung entscheidend davon ab, dass Modellbausteine effektiv wieder-
verwendet werden. Folglich müssen sie in der Modellbibliothek so gespeichert werden,
dass sie leicht wiedergefunden werden können. VeDa sieht hierfür die Zusammenfas-
sung von ähnlichen Bausteinen zu Klassen vor, die dann mit Hilfe der Vererbungs-
beziehung angeordnet werden. Gemäß der Semantik von VeDa stimmt die Verer-
bungsbeziehung mit der

”
ist-Spezialisierung-von“-Relation auf den Klassen überein,

d.h. erbt eine Klasse B Eigenschaften einer Klasse A, so sollte B auch spezieller
als A sein. Dabei heisst eine Klasse B spezieller als eine Klasse A, wenn jede In-
stanz von B auch Instanz von A ist. Ordnet man die Klassen und damit auch die
Bausteine gemäß dieser Ordnung an, so erhält man eine Klassenhierarchie, die dem
Modellierer eine zielgerichtete Suche nach Bausteinen und damit auch ihre effektive
Wiederverwendung ermöglicht.

Um allerdings wirklich diesen Nutzen aus der Strukturierung der Modellbibliothek
zu ziehen, muss die tatsächliche Klassenhierarchie (inklusive der Instanzbeziehungen
zwischen Klassen und Bausteinen) stets konsistent zur Spezialisierungsordnung sein.
Da die Modellbibliothek von ModKit mittlerweile mehrere hundert Klassen und ent-
sprechend viele Bausteine umfasst, ist eine Realisierung der Instanz- und Spezialisie-
rungsbeziehungen

”
von Hand“ nicht mehr möglich. Stattdessen sollen nun Struktur

und Verhalten von Klassen und Bausteinen durch einen Formalismus beschrieben
werden, der es erlaubt, automatische Inferenzdienste einzusetzen, um dadurch die
Konsistenz der Struktur zu garantieren. Zu den gewünschten Diensten zählen

• der Konsistenztest für Klassenbeschreibungen,

• die Berechnung von Spezialisierungsbeziehungen zwischen Klassen und

• die Berechnung von Instanzbeziehungen zwischen Bausteinen und Klassen.

Motiviert durch die Suche nach einem Repräsentationsformalismus, der einerseits
ausdrucksstark genug ist, relevante Eigenschaften von Bausteinen und Klassen zu be-
schreiben und andererseits die automatische Berechnung der gewünschten Inferenzen
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erlaubt, wurde in der Kooperation zwischen dem Lehr- und Forschungsgebiet Theo-
retische Informatik und dem Lehrstuhl für Prozesstechnik an der RWTH Aachen
gezeigt, dass sich hier Beschreibungslogiken (BLen) sehr gut eignen [Sat95, BS96b,
Sat98]: BLen stellen zum einen die nötige Ausdrucksstärke bereit [BS96a, BS96c,
HS99, Sat00] und zum anderen sind auch für ausdrucksstarke BLen effiziente Imple-
mentierungen der Inferenzdienste möglich [BFT95, Hor98, HST99, HST00].

In der vorliegenden Arbeit ist das Hauptaugenmerk nun auf weitere Dienste gerich-
tet, die bereits zu Beginn der Kooperation als sinnvolle und notwendige Ergänzung
zu den in [Sat98] ausführlich untersuchten Diensten erkannt wurden: Dienste, die die
Erweiterung der Klassenhierarchie unterstützen. Erweiterungen der Klassenhierarchie
um neue Klassen werden notwendig, wenn (i) Klassen zu viele Bausteine enthalten
bzw. keine hinreichend speziellen Klassen für neue Bausteine existieren; oder (ii) ei-
ne Klasse zu viele direkte Unterklassen besitzt und durch neue Klassen eine weitere
Abstraktionsebene, die das Browsen der Hierarchie erleichtern soll, eingefügt wird.
Kapitel 4 wird das Szenario zum Einsatz von BL-Systemen im Rahmen der Modellie-
rungsumgebung ModKit ausführlich beschreiben. Zuvor werden im folgenden Kapitel
aber noch die notwendigen Grundlagen zu BLen und die oben erwähnten Inferenz-
dienste eingeführt.
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Kapitel 3

Terminologische
Wissensrepräsentationssysteme

In diesem Kapitel werden die für diese Arbeit relevanten Grundlagen zu terminologi-
schen Wissensrepräsentationssystemen (TWRS), genauer zu den ihnen zugrundelie-
genden Beschreibungslogiken (BLen), eingeführt.

Beschreibungslogiken erlauben es, mit Hilfe sogenannter Konzeptbeschreibungen die in
einem Anwendungsbereich relevanten Konzepte formal zu definieren. Durch Schlussfol-
gerungsverfahren wird dieses Wissen strukturiert, wobei auch implizit vorhandenes
Wissen (z.B. Ober-/Unterkonzeptbeziehungen oder Instanzbeziehungen) explizit ge-
macht wird. Kennzeichnend für diesen Wissensrepräsentationsformalismus ist dabei,
dass er über eine formale, logik-basierte Semantik verfügt.

Im folgenden Abschnitt wird zunächst ein kurzer historischer Überblick über die Ent-
wicklung des Forschungsbereichs Beschreibungslogik gegeben, wobei der Schwerpunkt
auf den sogenannten Standardinferenzen liegt. Es folgen die formale Einführung von
Syntax und Semantik (Abschnitt 3.2) sowie der Standardinferenzen Konsistenz, Sub-
sumtion und Instanz für BLen (Abschnitt 3.3). In Abschnitt 3.4 werden dann Nicht-
Standardinferenzen motiviert, kurz historisch eingeordnet und formal definiert, wobei
das Hauptaugenmerk auf den in den technischen Kapiteln formal untersuchten Pro-
blemen Berechnung des Most Specific Concepts (MSC) und Berechnung des Least
Common Subsumers sowie dem minimalen Rewriting-Problem liegt.1 Zum Abschluss
des Kapitels wird ein vollständiger Überblick über die neuen Resultate dieser Arbeit
gegeben.

1In Zusammenhang mit den Nicht-Standardinferenzen werden in dieser Arbeit die aus der Litera-
tur bekannten und auch im deutschen gebräuchlichen englischen Bezeichnungen und Abkürzungen
verwendet.
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3.1 Historisches

Als Ursprung der Beschreibungslogiken werden die Wissensrepräsentationsformalis-
men Semantische Netze [Qui68] und Frames [Min75] angesehen. In Semantischen Net-
zen werden Konzepte und Individuen in beschrifteten Graphen modelliert, während
in Frames Wissen in tabellenartigen Datenstrukturen dargestellt wird. In keinem
der beiden Formalismen gibt es jedoch eine formale Semantik, sodass sich die Be-
deutung der syntaktischen Strukturen unmittelbar aus den auf ihnen operierenden
Inferenzdiensten ergibt und damit von der Intuition der Systementwickler abhängig
ist. Motiviert durch die sich daraus ergebenden Probleme [Woo75, Bra77, Bra83] wur-
de unter der Leitung von Brachman das auf Strukturierten Vererbungsnetzen [Bra78]
basierende System KL-one entwickelt [BS85]. Die Bedeutung der graphischen Kon-
struktoren in diesen strukturierten Vererbungsnetzen wurde dabei eindeutig durch
eine formale Semantik festgelegt [BL84, LB87]. In diesem Sinne bildeten sie die er-
sten Beschreibungslogiken.

Ausgehend von der formalen Semantik konnten dann auch die den gewünschten Infe-
renzdiensten zur Berechnung der Ober/-Unterkonzeptbeziehung zwischen Konzepten
und der Instanzbeziehung zwischen Individuen und Konzepten zugrundeliegenden
Inferenzprobleme Subsumtion und Instanz formal erklärt werden (cf Abschnitt 3.3).
Bereits in ersten Untersuchungen stellte man fest, dass diese Probleme für KL-one

unentscheidbar sind [Sch89] und dass auch kleine Änderungen an der Ausdrucksstärke
einer BL erhebliche Auswirkungen auf die Komplexität der Inferenzprobleme in dieser
BL haben können [LB87]. Die durch diese Arbeiten ausgelösten umfangreichen Un-
tersuchungen von Entscheidbarkeit und Komplexität der Inferenzprobleme für BLen
verschiedenster Ausdrucksstärke lassen sich nach [BS00] grob in vier (teilweise zeitlich
überlappende) Phasen einordnen:

Phase 1: Implementierung der ersten Systeme. Das KL-one-System hatte
schnell eine Vielzahl von Folgesystemen, z.B. NiKL [KBR86], Krypton [BFL83],
Back [Pel91], K-Rep [MDW91], SB-one [Kob91] und Loom [Mac91] (das einzi-
ge System, dass derzeit noch aktiv

”
auf dem Markt“ ist). All diese Systeme haben

gemeinsam, dass sie einerseits auf recht ausdrucksstarken BLen aufbauen und ande-
rerseits sogenannte strukturelle Subsumtionsalgorithmen einsetzen. Diese meist sehr
effizienten Algorithmen vergleichen zur Berechnung von Subsumtionsbeziehungen die
syntaktische Struktur der Konzeptbeschreibungen. Durch die Effizienz geht aber im
Falle ausdrucksstarker BLen Vollständigkeit verloren. Allerdings war den Entwicklern
der Systeme zum einen diese Unvollständigkeit nicht immer bewusst und zum ande-
ren herrschte (auch bedingt durch Randbedingungen, die sich aus der zur Verfügung
stehenden Hardware ergaben) die Meinung, dass nur polynomielle Schlussfolgerungs-
verfahren sinnvoll einsetzbar sind.
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Phase 2: Erste Komplexitäts- und Unentscheidbarkeitsresultate. Teilweise
parallel zur ersten Phase begannen die ersten formalen Untersuchungen der Standard-
schlussfolgerungsprobleme. Es stellte sich heraus, dass bereits sehr ausdrucksschwa-
che Beschreibungslogiken keine polynomiellen Subsumtionsalgorithmen mehr zulas-
sen [BL84, Neb90b] und dass die im System KL-one verwendete Sprache sogar ein
unentscheidbares Subsumtionsproblem hat [Sch89]. Insbesondere ergab sich daraus
die Unvollständigkeit der in den oben erwähnten Systemen verwendeten Algorith-
men. Die Reaktion auf diese Resultate war zum einen, nun

”
bewusst“ zugunsten der

Ausdrucksstärke auf Vollständigkeit zu verzichten. Zum anderen wurden ausdrucks-
schwache Beschreibungslogiken betrachtet, die gerade noch polynomielle Standard-
schlussfolgerungen erlauben. Die zweite Vorgehensweise liegt beispielsweise dem bei
AT&T entwickelten System Classic [BMPS+91, BP94] zugrunde.

Phase 3: Entwicklung tableau-basierter Algorithmen für ausdrucksstar-
ke Beschreibungslogiken sowie genaue Untersuchung der Komplexität.
Für ausdrucksstärkere Beschreibungslogiken (insbesondere Logiken, die Disjunkti-
on und Negation zulassen) führt der strukturelle Ansatz nicht mehr zu vollständigen
Schlussfolgerungsverfahren. Für derartige Logiken haben sich tableau-basierte Algo-
rithmen als erfolgreicher herausgestellt. Diese Algorithmen sind auch für ausdrucks-
starke Beschreibungslogiken korrekt und vollständig (d.h. sie finden genau die gültigen
Subsumtionsbeziehungen), haben aber deshalb häufig eine höhere Komplexität als
die strukturellen Algorithmen. Der erste derartige Algorithmus wurde von Schmidt-
Schauß und Smolka [SS91] für die Beschreibungslogik ALC entwickelt. Darauf aufbau-
end wurden Tableau-Algorithmen für Subsumtion und das Instanzproblem für eine
Vielzahl von Beschreibungslogiken verschiedener Ausdrucksstärke entworfen (siehe
z.B. [HNS90, HB91, BH91a, Baa91, BBN+93, BBH96, BS96a, BS96c, Sat96, BS98]).
Zusätzlich wurde die (worst-case) Komplexität der Schlussfolgerungsprobleme sehr
gründlich untersucht (siehe z.B. [DLNN91a, DLNN91b, DHL+92, Lut99, Tob99]). Die
ersten auf diesen Algorithmen beruhenden Systeme KRIS [BH91b] und Crack [BFT95]
zeigten, dass tableau-basierte Algorithmen durchaus zu vertretbaren Laufzeitresulta-
ten führen [BFH+94]. Stärker optimierte neuere Systeme, wie FaCT [Hor98, HT00],
konnten diese Laufzeitresultate noch wesentlich verbessern.

Phase 4: Algorithmen und effiziente Systeme für sehr ausdrucksstarke
Beschreibungslogiken. Motiviert durch Anwendungen (unter anderem im Da-
tenbankbereich [CGL98a, CGL+98c, CLN99, CGL99]) wurden Beschreibungslogi-
ken untersucht, deren Ausdrucksstärke weit über die von ALC hinausgeht. Erste
Entscheidbarkeits- und Komplexitätsresultate für derartige Logiken konnten mit Hilfe
des von Schild [Sch91] aufgezeigten Zusammenhangs zwischen PDL (propositional dy-
namic logic) und Beschreibungslogiken erhalten werden. Die Idee der von Lenzerini
und De Giacomo perfektionierten Methode ist hierbei, die beschreibungslogischen
Formeln erfüllbarkeitserhaltend (und mit polynomiellem Aufwand) in PDL-Formeln
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definiert die Terminologie

des Anwendungsbereichs

TBox

ABox

Beschreibungs-

logik

Inferenz-

dienste

Wissensbasis

beschreibt spezielle

Situationen

• induktiv definierte
Syntax: komplexe
Konzepte durch
Konstruktoren aus
atomaren definiert;

• logik-basierte Semantik

• folgern implizites
Wissen; z.B.
Subsumtion,
Instanz

Abbildung 3.1: Die Architektur eines DL-Systems.

zu übersetzen und dann die bekannten (Exptime-) Algorithmen für PDL einzuset-
zen [GL94a, GL94b, Gia95, Gia96, GL96]. Da diese Übersetzung aber bereits für
kleine Eingabeformeln PDL-Formeln liefert, die für die nach unserem Wissen derzeit
einzige effiziente Implementierung der PDL-Erfüllbarkeitsalgorithmen [HP98] nicht
handhabbar sind, wird derzeit verstärkt an praktikablen tableau-basierten Algorith-
men für sehr ausdruckstarke Beschreibungslogiken gearbeitet. Erste Ergebnisse hier-
zu liegen bereits vor [HS99, HST99, HST00] und werden derzeit in das System FaCT
integriert. Dieses System besitzt bereits eine sehr effiziente Implementierung eines
tableau-basierten Subsumtionsalgorithmus für eine ausdrucksstarke Erweiterung von
ALC und wird auch in der in dieser Arbeit betrachteten Prozesstechnik-Anwendung
erfolgreich eingesetzt.

3.2 Syntax und Semantik

Das Herz eines BL-Systems ist die Wissensbasis, die wiederum aus zwei Kompo-
nenten besteht: der TBox und der ABox (s. Abbildung 3.1). In der TBox wird
das konzeptuelle Wissen über den betrachteten Anwendungsbereich, das Vokabu-
lar, hinterlegt, wohingegen die ABox assertionales Wissen über spezielle Situationen
im Anwendungsbereich enthält. Die in einer solchen Wissensbasis auftretenden Kon-
zepte werden durch Konzeptbeschreibungen der dem System zugrundeliegenden BL
repräsentiert. Den zweiten wichtigen Aspekt eines BL-Systems bilden die vom Sy-
stem zur Verfügung gestellten Inferenzdienste, die es erlauben, implizites Wissen aus
dem explizit hinterlegten Wissen zu folgern. Standardmäßig, d.h. in

”
allen“ Syste-

men angeboten, sind dies Konsistenz, Subsumtion und Instanz. Wir werden diese im
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Abschnitt 3.3 formal einführen und nun zunächst Syntax und Semantik von Konzept-
beschreibungen, TBoxen und ABoxen definieren.

3.2.1 Konzeptbeschreibungen

Konzeptbeschreibungen werden ausgehend von einer Menge NC von Konzeptnamen
(unären Prädikaten) und einer Menge NR von Rollennamen (binären Prädikaten)
induktiv mit Hilfe einer Menge von Konstruktoren aufgebaut. Die folgende Definition
führt die für diese Arbeit relevanten Konstruktoren ein (siehe auch Tabelle 3.1). Einen
Überblick über (fast) alle in der Literatur betrachteten Konstruktoren findet man
z.B. in [BBH+91].

Definition 3.1 (Syntax) Sei NC eine Menge von Konzeptnamen und NR eine Men-
ge von Rollennamen. Konzeptbeschreibungen werden induktiv wie folgt definiert:

• >, ⊥ und jeder Konzeptname ist eine Konzeptbeschreibung;

• sind C,D Konzeptbeschreibungen, P ∈ NC ein Konzeptname, r ∈ NR ein Rol-
lenname und n ∈ IN, so sind auch

¬P (primitive Negation),
¬C (Negation),
C uD (Konjunktion),
C tD (Disjunktion),
∀r.C (Werterestriktion),
∃r.C (Existenzrestriktion),
(≥ n r) (Minimum-Zahlenrestriktion) und
(≤ n r) (Maximum-Zahlenrestriktion)

Konzeptbeschreibungen.

Als Anwendungsbereich für ein fortlaufendes Beispiel betrachten wir in diesem Ka-
pitel den Bereich Familie.

Beispiel 3.2 Als Mengen von Konzept- bzw. Rollennamen seien gegeben

NC = {Mensch,Männlich,Gross,Reich,Doktor},
NR = {hatKind, verheiratet}.

Die ALE-Konzeptbeschreibung

Mensch uMännlich u ∃hatKind.(Mensch u Gross) u ∀hatKind.Reich

beschreibt alle Väter, die ein großes Kind haben und deren Kinder alle reich sind.
Demgegenüber beschreibt die folgende ALE-Konzeptbeschreibung alle männlichen Dok-
toren, die (falls sie verheiratet sind) mit Frauen verheiratet sind:

Doktor uMännlich u ∀verheiratet.(Mensch u ¬Männlich).
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Konstruktor Syntax Semantik
Top > ∆I
Bottom ⊥ ∅
Primitive Negation (P ∈ NC) ¬P ∆I \ P I
Negation ¬C ∆I \ CI
Konjunktion C uD CI ∩DI
Disjunktion C tD CI ∪DI
Existenzrestriktion ∃r.C {x ∈ ∆I | ∃y : (x, y) ∈ rI ∧ y ∈ CI}
Werterestriktion ∀r.C {x ∈ ∆I | ∀y : (x, y) ∈ rI → y ∈ CI}
Minimum-Zahlenrestriktion (≥ n r) {x ∈ ∆I | |{y ∈ ∆I | (x, y) ∈ rI}| ≥ n}
Maximum-Zahlenrestriktion (≤ n r) {x ∈ ∆I | |{y ∈ ∆I | (x, y) ∈ rI}| ≤ n}

Tabelle 3.1: Syntax und Semantik von Konzeptbeschreibungen.

Die Ausdrucksstärke einer Beschreibungslogik L ergibt sich aus der Menge der Kon-
struktoren, die zur Bildung von Konzeptbeschreibungen in L verwendet werden dürfen.
Tabelle 3.2 fasst die in dieser Arbeit betrachteten Beschreibungslogiken zusammen.
ALC wurde von Schmidt-Schauß und Smolka in [SS91] eingeführt und bildete den
Ausgangspunkt für die Untersuchung von Ausdrucksstärke und Komplexität vieler
ausdruckstarker BLen. In dieser Arbeit werden wir uns im wesentlichen mit der Klas-
se der Subsprachen von ALC beschäftigen, die Existenzrestriktionen umfassen, also
die BLen EL, FLE und ALE . Die Beschreibungslogik ALN , die als Kernsprache des
BL-Systems Classic angesehen werden kann, spielt also in dieser Arbeit eine unterge-
ordnete Rolle. Die BL FL0 bildet den gemeinsamen Kern aller heute anwendungsre-
levanten BLen und ihre Betrachtung ist daher trotz ihrer geringen Ausdrucksstärke
durchaus von theoretischem Interesse.

Die genaue Bedeutung einer Konzeptbeschreibung ergibt sich aus der modell-theore-
tischen Definition der Semantik.

Definition 3.3 (Semantik) Sei I = (∆I , ·I) eine Interpretation mit nicht-leerem
Wertebereich ∆I und einer Interpretationsfunktion ·I, die jedem Konzeptnamen
P ∈ NC eine Teilmenge P I ⊆ ∆I und jedem Rollennamen r ∈ NR eine binäre
Relation rI ⊆ ∆I × ∆I zuordnet. Die induktive Erweiterung von ·I auf beliebige
Konzeptbeschreibungen ist in der dritten Spalte von Tabelle 3.1 angegeben.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Semantik von Konzeptbeschreibungen auch
durch eine Übersetzung von Konzeptbeschreibungen in Formeln der Prädikatenlogik
erster Stufe festgelegt werden kann. Auf diese alternative Definition der Semantik soll
hier aber nicht näher eingegangen werde, da sie im folgenden keine Rolle spielen wird
(für die genaue Definition (insbesondere der Übersetzung) siehe z.B. [Bor96]).
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Konstruktor FL0 EL FLE ALE ALC ALN
Top x x x x x x
Bottom x x x
Primitive Negation x x x
Negation x
Konjunktion x x x x x x
Disjunktion x
Existenzrestriktion x x x x
Werterestriktion x x x x x
Minimum-Zahlenrestriktion x
Maximum-Zahlenrestriktion x

Tabelle 3.2: Die betrachteten Beschreibungslogiken.

3.2.2 TBoxen

Die Terminologie eines Anwendungsbereichs wird in der sogenannten TBox in Form
von Konzeptdefinitionen hinterlegt. Intuitiv führt eine Konzeptdefinition einen de-
finierten Konzeptnamen für ein Konzept ein, welches durch eine Konzeptbeschrei-
bung repräsentiert wird. In diesem Sinne lässt sich ein definierter Konzeptname als
Abkürzung für ein relevantes Konzept in der Anwendung betrachten.

Definition 3.4 (TBox) Eine Konzeptdefinition ist von der Form A
.
= C, wobei

A ∈ NC ein Konzeptname und C eine Konzeptbeschreibung sei. Eine TBox T ist
eine endliche Menge von Konzeptdefinitionen, wobei jeder Konzeptname höchstens
einmal auf der linken Seite einer Konzeptdefinition auftreten darf. Ein Konzeptname
A ∈ NC heißt definiert (in T ), wenn er auf der linken Seite einer Konzeptdefinition
in T auftritt; sonst heißt er primitiv. Die Konzeptbeschreibung C in A

.
= C wird als

das definierende Konzept zu A bezeichnet.

Treten in einer TBox T nur Konzeptbeschreibungen einer BL L auf, so wird T auch
als L-TBox bezeichnet. Prinzipiell dürfen definierte Konzeptnamen zur Bildung von
definierenden Konzepten verwendet werden. Betrachtet man allerdings L-TBoxen für
eine BL L, die nur primitive Negation erlauben, so dürfen definierte Konzeptnamen
nicht negiert auftreten, d.h. Negation darf nur unmittelbar vor primitiven Konzept-
namen auftreten.

Eine TBox heißt zyklisch, wenn die Definition eines Konzeptnamens A direkt oder
indirekt von A selbst abhängt. Formal hängt A ∈ NC direkt von B ∈ NC ab, wenn
B im definierenden Konzept zu A auftritt. Bezeichnet nun abhängen den transitiven
Abschluss der Relation direkt abhängen, so heißt die TBox T zyklisch, wenn ein defi-
nierter Name A in T existiert, der von sich selbst abhängt; sonst heißt T azyklisch.
Wir werden uns im folgenden auf die Betrachtung azyklischer TBoxen beschränken.
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Zyklische TBoxen, insbesondere Charakterisierungen verschiedener möglicher Seman-
tiken, werden z.B. in [Neb91, Baa96, Küs98] betrachtet.

Beispiel 3.5 Für ein Beispiel für eine azyklische ALE-TBox T erweitern wir die
Menge von Konzeptnamen aus Beispiel 3.2 um die Menge

{Mann,Frau,Vater,Mutter,VaterVonSöhnen}.

Die folgende Menge von Konzeptdefinitionen bildet offensichtlich eine azyklische ALE-
TBox:

T = { Mann
.
= Mensch uMännlich

Frau
.
= Mensch u ¬Männlich

Vater
.
= Mann u ∃hatKind.Mensch

Mutter
.
= Frau u ∃hatKind.Mensch

VaterVonSöhnen
.
= Vater u ∀hatKind.Mann

ReicheEltern
.
= Reich u ∀hatKind.Reich}

Es sei noch angemerkt, dass in der Literatur auch TBoxen betrachtet werden, die
Axiome der Form A v C zur Beschreibung notwendiger Bedingungen an den de-
finierten Namen A ∈ NC erlauben oder sogar general concept inclusions (GCIs)
der Form C v D, wobei C und D Konzeptbeschreibungen sein können (siehe z.B.
[Cal96, Gia95, GL96, HST99]). Solche TBoxen werden beispielsweise zur Beschrei-
bung von Schemata in Datenmodellen eingesetzt [CLN99, CGL+98b]. Im Rahmen
dieser Arbeit wird diese Art von TBox jedoch nicht weiter betrachtet. Vielmehr wird
im folgenden stets von azyklischen TBoxen ausgegangen, wie sie in Definition 3.4
eingeführt wurden.

Die Semantik von TBoxen ist gegeben durch die Menge ihrer Modelle.

Definition 3.6 (Modell einer TBox) Eine Interpretation I = (∆I , ·I) heißt Mo-
dell der TBox T genau dann, wenn I alle Konzeptdefinitionen in T erfüllt, d.h. wenn
AI = CI für alle Konzeptdefinitionen A

.
= C in T gilt.

Im Falle einer azyklischen TBox T existiert zu einer sogenannten primitiven Inter-
pretation J = (∆J , ·J ), die nur die primitiven Konzeptnamen und die Rollennamen
interpretiert, stets eine eindeutige Erweiterung von J zu einem Modell I von T .
Eine Erweiterung von J hat den gleichen Wertebereich ∆J und stimmt bei der In-
terpretation der primitiven Konzeptnamen und der Rollennamen mit J überein. Die
Interpretation der definierten Konzeptnamen ergibt sich nun unmittelbar aus den
aufgefalteten Konzeptbeschreibungen zu den definierenden Konzepten in T .

Eine Konzeptbeschreibung C heißt aufgefaltet (bzgl. einer TBox T ), wenn C kei-
ne definierten Namen aus T enthält und eine TBox T heißt aufgefaltet, wenn kein
definierendes Konzept in T einen definierten Konzeptnamen enthält. Offensichtlich
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lässt sich zu einer azyklischen TBox T stets eine aufgefaltete TBox T ′ bestimmen,
indem definierte Namen auf den rechten Seiten erschöpfend durch ihre definierenden
Konzepte ersetzt werden. Konzeptdefinitionen in T ′ sind also von der Form A

.
= C ′,

wobei C ′ eine Konzeptbeschreibung ist, die keine definierten Namen enthält. In Bei-
spiel 3.5 ist die aufgefaltete Konzeptbeschreibung zum definierten Konzeptnamen
VaterVonSöhnen gegeben durch

Mensch uMännlich u ∃hatKind.Mensch u ∀hatKind.(Mensch uMännlich).

Erweitert man nun eine primitive Interpretation J = (∆, ·J ) zu einer Interpretation
I = (∆, ·I) mit AI := C ′J für alle Konzeptdefinitionen A

.
= C ′ in T ′, so ist I trivia-

lerweise ein Modell von T ′ und man sieht leicht, dass I die eindeutige Erweiterung
von J zu einem Modell von T ist.

Man beachte allerdings, dass das Auffalten einer TBox exponentiellen Aufwand ver-
ursachen kann: die Größe von T ′ kann exponentiell in der Größe von T sein [Neb90a].
Daher muss bei Komplexitätsresultaten zu Inferenzproblemen, die TBoxen einbezie-
hen (wie z.B. Subsumtion modulo TBox oder auch das Rewriting von Konzeptbe-
schreibungen), zwischen aufgefalteten und nicht aufgefalteten TBoxen unterschieden
werden.

Im Falle zyklischer TBoxen existiert im allgemeinen keine eindeutige Erweiterung
einer primitiven Interpretation zu einem Modell der zyklischen TBox. Tatsächlich
sind hier je nach Anwendung unterschiedliche Semantiken für die zyklischen Kon-
zeptbeschreibungen zu betrachten [Neb91] (siehe z.B. [Baa96] und [Küs98] für ei-
ne automatentheoretische Charakterisierung verschiedener Semantiken für zyklische
FL0- bzw. ALN -TBoxen).

3.2.3 ABoxen

Konkretes, situationenbezogenes Wissen in einem Anwendungsbereich wird in soge-
nannten ABoxen modelliert. Konkrete Objekte werden benannt und als Individuen
in der ABox eingeführt. Ihre Eigenschaften werden durch Zuordnen von Individu-
en zu Konzeptbeschreibungen festgelegt und Beziehungen zwischen Objekten werden
durch die Verknüpfung der zugehörigen Individuen durch Rollennamen dargestellt.
Im folgenden bezeichne NI die Menge von Individuen, die zur Definition einer ABox
zur Verfügung stehen.

Definition 3.7 (ABox) Eine Konzeptassertion ist von der Form a : C, wobei C
eine Konzeptbeschreibung und a ∈ NI ein Individuum sei. Eine Rollenassertion ist
von der Form (a, b) : r, wobei r ∈ NR ein Rollenname und a, b ∈ NI Individuen seien.
Eine ABox A ist eine endliche Menge von Konzept- und Rollenassertionen.

Wie im Falle von TBoxen spricht man von einer L-ABox A, wenn alle Konzept-
beschreibungen in A aus L sind. Häufig wird eine ABox A auch bzgl. einer TBox
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T betrachtet, d.h., dass in den Konzeptassertionen in A auch definierte Namen aus
T auftreten dürfen. Ist man aber nur an azyklischen TBoxen interessiert, so kann
man o.B.d.A. von einer leeren TBox ausgehen, da alle definierten Namen durch ih-
re aufgefalteten definierenden Konzepte ersetzt werden können (wobei wiederum der
mögliche exponentielle Blow-Up beim Auffalten zu beachten ist).

Beispiel 3.8 Im Familienbeispiel betrachten wir die Individuen NI = {Hans, Helmut,
Hanni}. Die folgende ABox beschreibt (unter Verwendung der definierten Konzeptna-
men aus Beispiel 3.5) eine dreiköpfige Familie:

A = { Helmut : Mann u Doktor,
Hans : Mann,
Hanni : Mensch u ¬Männlich,
(Helmut,Hanni) : verheiratet,
(Hanni,Hans) : hatKind,
(Helmut,Hans) : hatKind}

Um die Semantik von ABoxen formal zu fassen, ist zunächst der Begriff der Interpre-
tation auf die Menge NI zu erweitern: eine Interpretation I = (∆I , ·I) weist dabei
jedem Individuum a ∈ NI ein Element aI ∈ ∆I zu. Desweiteren gehen wir in dieser
Arbeit (wie in der Literatur üblich) von der unique name assumption (UNA) aus, die
besagt, dass verschiedene Individuen a, b ∈ NI stets verschieden interpretiert werden,
d.h. aI 6= bI .

Definition 3.9 (Modell einer ABox) Eine Interpretation I = (∆I , ·I) heißt Mo-
dell der ABox A genau dann, wenn I jede Assertion in A erfüllt, d.h. aI ∈ CI

für alle Konzeptassertionen a : C ∈ A und (aI , bI) ∈ rI für alle Rollenassertionen
(a, b) : r ∈ A gilt.

Es sei noch angemerkt, dass die obige Definition der Semantik einer ABox von der
sogenannten open world assumption ausgeht (im Gegensatz zu der im klassischen
Datenbankbereich gültigen closed world assumption), sodass das in einer ABox re-
präsentierte Wissen als unvollständig zu betrachten ist. Beispielsweise darf man aus
der Nicht-Gültigkeit von a ∈A C nicht a ∈A ¬C folgern. Dieser Aspekt wirkt sich
insbesondere auf Instanzbeziehungen (cf Abschnitt 3.3) und die Charakterisierung
und Berechnung des Most Specific Concepts (cf Kapitel 7) aus.

3.3 Standardinferenzen

Neben der Repräsentation von Wissen ist ein ebenso wichtiger Aspekt eines BL-
Systems das Ziehen von Schlussfolgerungen aus dem explizit in der Wissensbasis
gespeicherten Wissen. Hierzu stellen BL-Systeme sogenannte Inferenzdienste zur Ver-
fügung. Zu den bekanntesten und in den vergangenen Jahren umfassend untersuchten
Diensten zählen:
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Konsistenz: Ist ein Konzept oder eine ABox erfüllbar, d.h. nicht widersprüchlich?

Subsumtion: Ist ein Konzept allgemeiner als ein anderes Konzept?

Instanz: Ist ein Individuum Instanz eines Konzeptes bzgl. einer Wissensbasis?

In dieser Arbeit werden diese Dienste als Standardinferenzdienste angesehen, da sie

1. von (fast) allen BL-Systemen bereitgestellt werden,

2. unerlässlich für die Strukturierung einer Wissensbasis sind und

3. ihre Untersuchung seit Einführung der ersten BL-Systeme einen Kernpunkt der
Arbeit im Bereich BLen bildet.

Formal sind diese Inferenzprobleme wie folgt definiert.

Definition 3.10 (Konsistenz) Eine Konzeptbeschreibung C heißt konsistent (bzgl.
der TBox T ) genau dann, wenn eine Interpretation I (ein Modell I von T ) existiert
mit CI 6= ∅.
Eine ABox A heißt konsistent (bzgl. der TBox T ) genau dann, wenn eine Interpre-
tation I existiert, die Modell von A (und T ) ist.

Inferenzdienste, die entscheiden, ob ein Konzept oder eine ABox konsistent ist, un-
terstützen den Anwender bei der Definition der Wissensbasis, da sie Widersprüche
in Konzepten und ABoxen aufdecken. Liegt dann eine konsistente Wissensbasis vor,
so erlauben es die Dienste Subsumtion und Instanz, implizites Wissen über die de-
finierten Konzepte und Individuen in Form von Subsumtionsbeziehungen zwischen
Konzepten und Instanzbeziehungen zwischen Individuen und Konzepten zu folgern.

Definition 3.11 (Subsumtion und Äquivalenz) Die Konzeptbeschreibung D sub-
sumiert die Konzeptbeschreibung C (bzgl. der TBox T ), kurz C v D (C vT D) genau
dann, wenn CI ⊆ DI für alle Interpretationen I (für alle Modelle I von T ). C ist
äquivalent zu D (bzgl. der TBox T ), kurz C ≡ D (C ≡T D), genau dann, wenn
C v D und D v C (C vT D und D vT C).

Die atomaren und definierten Konzeptnamen aus Beispiel 3.5 liefern die in Abbil-
dung 3.2 dargestellte Subsumtionshierarchie, wobei die allgemeineren Konzepte je-
weils über den spezielleren Konzepten stehen.

Definition 3.12 (Instanz) Ein Individuum a ∈ NI heißt Instanz der Konzeptbe-
schreibung C bzgl. der ABox A (und der TBox T ), kurz a ∈A C (a ∈T ,A C), genau
dann, wenn aI ∈ CI für alle Modelle I von A (und T ).
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MännlichMenschDoktor Reich Gross

ReicheElternMann Frau

Vater Mutter

VaterVonSöhnen

⊥

Abbildung 3.2: Die Subsumtionshierarchie der Konzeptnamen aus Beispiel 3.5.

Bezüglich der TBox T aus Beispiel 3.5 und der ABox A aus Beispiel 3.8 ist das
Individuum Hanni Instanz von Frau und Mutter. Helmut ist Instanz von Vater, nicht
aber von VaterVonSöhnen, da ja nicht von der CWA ausgegangen wird, Helmut also
weitere Kinder und damit insbesondere Töchter haben könnte.

Wir werden in Kapitel 4 noch ausführlich darauf eingehen, inwiefern diese Standard-
inferenzdienste in Anwendungen, insbesondere in der betrachteten Anwendung in
der Prozesstechnik, beim Aufbau und bei der Wartung einer Wissensbasis eingesetzt
werden können.

Es ist aus der Literatur wohlbekannt, dass enge Zusammenhänge zwischen den ver-
schiedenen Standardinferenzen bestehen. Sie sind im folgenden Satz zusammenge-
fasst.

Satz 3.13 Seien C,D Konzeptbeschreibungen, T eine TBox, A eine ABox und a ein
Individuum. Dann gilt

1. C v D (C vT D) genau dann, wenn C u ¬D (bzgl. T ) inkonsistent ist;

2. C ist (in)konsistent (bzgl. T ) genau dann, wenn die ABox {a : C} (in)konsistent
(bzgl. T ) ist und das ist genau dann der Fall, wenn C v ⊥ (C vT ⊥);

3. a ist Instanz von C bzgl. A (und T ) genau dann, wenn A∪{a : ¬C} inkonsistent
(bzgl. T ) ist.
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Erlaubt also die betrachtete BL Konzeptkonjunktion und volle Negation, so können
alle oben genannten Inferenzprobleme auf das Konsistenzproblem für ABoxen redu-
ziert werden. Subsumtion lässt sich in solchen BLen auf Konsistenz von Konzeptbe-
schreibungen reduzieren. Um Konsistenz von Konzepten in ALC bzw. Erweiterungen
von ALC zu entscheiden, haben sich sogenannte Tableau-Algorithmen als besonders
erfolgreich herausgestellt [SS91, HB91, BH91a, Baa91, HST99].

Demgegenüber basiert das bei AT&T entwickelte System Classic auf einem struk-
turellen Subsumtionsalgorithmus [BP94]. Da die in Classic verwendete BL nicht un-
ter Komplement abgeschlossen ist, kann Subsumtion nicht auf Konsistenz reduziert
werden. Die Idee hinter strukturellen Algorithmen besteht darin, Subsumtion C v
D durch einen syntaktischen Vergleich geeigneter Normalformen von C und D zu
entscheiden. Es hat sich gezeigt, dass derartige Charakterisierungen der Subsum-
tion einen sehr guten Ausgangspunkt für Charakterisierung und Berechnung von
Matchern, Least Common Subsumern und Most Specific Concepts bilden [BK00a,
BKBM99, BK98, BKM99a, Küs00]. In Kapitel 5 wird eine entsprechende Charakte-
risierung der Subsumtion für die betrachteten BLen mit Existenzrestriktionen gege-
ben, die den Ausgangspunkt für strukturelle Subsumtionsalgorithmen bilden kann. In
der Anwendung in der Prozesstechnik haben wir aber auf die Implementierung eines
strukturellen Subsumtionsalgorithmus für ALE verzichtet und greifen statt dessen auf
das sehr effiziente BL-System FaCT zurück, dem ein Tableaux-Algorithmus für eine
Erweiterung von ALC zugrunde liegt [Hor98].

3.4 Nicht-Standardinferenzen

Beim Einsatz des BL-Systems Classic in verschiedenen Anwendungen [WWV+93,
MW98b, MW98a, MRI95] sowie dem Einsatz der BL-Systeme Crack bzw. FaCT in
unserer Anwendung in der Prozesstechnik [BS96b, Sat98] hat sich gezeigt, dass für
eine umfassende Unterstützung des Aufbaus und der Wartung großer Wissensbasen
weitere Nicht-Standardinferenzdienste nötig sind [MPS98]. Hierzu zählen Unifikation
und Matching von Konzeptbeschreibungen, die Berechnung von Most Specific Con-
cept und Least Common Subsumer und das Rewriting von Konzeptbeschreibungen.
Für diese Dienste werden in BL-Systemen derzeit (wenn überhaupt) lediglich ad-hoc
Implementierungen zur Verfügung gestellt, ohne dass die zugrundeliegenden Inferenz-
probleme zuvor formal näher untersucht worden sind.

Im folgenden wird nun zunächst das Problem Unifikation und Matching von Konzept-
beschreibungen kurz dargestellt, wobei auf formale Definitionen verzichtet wird, da
diese Probleme hier nicht näher betrachtet werden. Danach werden die Begriffe Most
Specific Concept (MSC) und Least Common Subsumer (LCS) eingeführt und ver-
schiedene Anwendungen skizziert. Als letzte Nicht-Standardinferenz wird das Rewri-
ting von Konzeptbeschreibungen betrachtet: es wird zunächst ein allgmeiner Rahmen
für dieses Problem definiert und anschließend werden neben dem insbesondere durch
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die Anwendung in der Prozesstechnik motivierten minimalen Rewriting-Problem als
weitere interessante Instanzen noch das Rewriting von Datenbankanfragen mit Views
sowie die Übersetzung von Wissensbasen eingeführt.

3.4.1 Unifikation und Matching von Konzeptbeschreibungen

Die Idee hinter diesen Inferenzproblemen ist, dass man gewisse Konzeptnamen in
Konzeptbeschreibungen als Variablen auffasst, die vor einem Test auf Subsumtion
oder Äquivalenz geeignet durch Konzeptbeschreibungen ersetzt werden dürfen. Von
Unifikation spricht man, wenn beide Beschreibungen Variablen enthalten dürfen und
von Matching, wenn nur eine Beschreibung Variablen enthalten darf. In [BN98] wur-
de das Unifikationsproblem in FL0 gelöst, wobei der dort gewählte Ansatz bisher
nicht auf Erweiterungen von FL0 übertragen werden konnte, d.h. Unifikation in aus-
drucksstärkeren BLen ist ein offenes Problem. Das Matchingproblem wurde erstma-
lig in [BM96] formal spezifiziert und inzwischen für die BLen ALE , ALN und Classic
umfassend untersucht [BKBM99, BK00a, Küs00]. Als Anwendungen für das Mat-
ching seien hier zum einen das Pruning von Konzeptbeschreibungen [MPS98, MIP+98,
MRI95] sowie die Integration von Wissensbasen [BK00b] genannt: Beim Pruning von
Konzeptbeschreibungen ist das Ziel, unwesentliche Teile aus sehr großen Konzeptbe-
schreibungen (die meist mehrere Seiten füllen und damit für den Anwender zunächst
unlesbar sind) herauszuschneiden und somit das Herausfiltern relevanter Aspekte aus
diesen Konzepten zu unterstützen. Bei der Integration von (großen) Wissensbasen
tritt das Problem auf, dass intuitiv gleiche Konzepte in verschiedenen Wissensbasen
verschiedene Namen besitzen können oder auf unterschiedlichen Granularitätsstufen
beschrieben werden. Hier können Matching (und Unifikation) helfen, mögliche Na-
menskonflikte aufzudecken.

3.4.2 Most Specific Concept und
Least Common Subsumer

Die Betrachtung von MSC und LCS ist durch verschiedene Anwendungen motiviert,
insbesondere natürlich durch das in Kapitel 4 ausführlich beschriebene Anwendungs-
szenario für den Einsatz von BL-Systemen in der Prozesstechnik. Bevor auf die ver-
schiedenen Anwendungen eingegangen wird, werden MSC und LCS formal eingeführt.

Definition 3.14 (Most Specific Concept) Sei C eine L-Konzeptbeschreibung, A
eine L-ABox und a ein Individuum in A. Die L-Konzeptbeschreibung C ist Most
Specific Concept von a bzgl. A (kurz: C = mscA(a)) genau dann, wenn

1. a ∈A C und

2. C die speziellste L-Konzeptbeschreibung mit dieser Eigenschaft ist, d.h. für jede
L-Konzeptbeschreibung C ′ mit a ∈A C ′ gilt C v C ′.
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Ist aus dem Zusammenhang klar, bezüglich welcher ABox das MSC bestimmt wird,
so fällt der Index A weg und man schreibt nur msc(a).

Der Begriff MSC erlaubt es, von konkreten Individuen in der Wissensbasis zu ab-
strahieren, dabei aber soviel Informationen wie möglich, d.h. wie in der zugrundelie-
genden BL ausdrückbar, über dieses Individuum zu berücksichtigen. Die Berechnung
des MSC steht also für den Schritt vom konkreten Individuum hin zu einer abstrak-
ten Konzeptbeschreibung. Nebel [Neb90a] hat den Begriff MSC erstmalig eingeführt
im Zusammenhang mit der Reduktion des Instanzproblems auf das Subsumtionspro-
blem: die Instanzbeziehung a ∈A C gilt genau dann, wenn die Subsumtionsbeziehung
mscA(a) v C gilt. Ein solcher Reduktionsschritt setzt natürlich voraus, dass das
MSC in der betrachteten BL stets existiert. Aus den Ergebnissen in [BK98, Küs00]
folgt, dass diese Voraussetzung zwar für FL0 erfüllt ist. Allerdings ist sie weder in
BLen mit Existenzrestriktionen (cf Kapitel 7) noch in ALN erfüllt [BK98]. Im Falle
von ALN lässt sich das MSC exakt repräsentieren, wenn man zyklische Konzeptbe-
schreibungen, d.h. durch zyklische TBoxen definierte Konzeptnamen, zulässt [BK98],
wohingegen für ALE unklar ist, ob und wie das Problem mit zyklischen Konzeptbe-
schreibungen gelöst werden kann. Kapitel 7 beschäftigt sich daher im wesentlichen
mit der Approximation des MSC in BLen mit Existenzrestriktionen und diskutiert
das offene Problem der exakten Repräsentation des MSC in diesen BLen nur knapp.

Definition 3.15 (Least Common Subsumer) Seien C und C1, . . . , Cn Konzept-
beschreibungen einer BL L. Die L-Konzeptbeschreibung C ist Least Common Sub-
sumer von C1, . . . , Cn (kurz: C = lcs(C1, . . . , Cn)) genau dann wenn

1. Ci v C für alle 1 ≤ i ≤ n und

2. C die speziellste Konzeptbeschreibung mit dieser Eigenschaft ist, d.h. für jede
L-Konzeptbeschreibung C ′ mit Ci v C ′ für alle 1 ≤ i ≤ n gilt C v C ′.

Die Idee hinter dem Begriff LCS besteht darin, die Gemeinsamkeiten aus Konzeptbe-
schreibungen herauszuziehen. Im Sinne einer Ober-/Unterkonzeptbeziehung zwischen
Ergebnis und Ausgangskonzepten bildet somit – analog zur Berechnung des MSC –
auch die Berechnung des LCS zu einer Menge von Konzeptbeschreibungen einen Ab-
straktionsschritt.

Der LCS zu L-Konzeptbeschreibungen C1, . . . , Cn ist nach Definition eindeutig mo-
dulo Äquivalenz, muss aber nicht für alle BLen L existieren. Die Existenz des LCS zu
C1, . . . , Cn hängt unmittelbar mit dem Begriff einer minimalen vollständigen Menge
minimaler Common Subsumer von C1, . . . , Cn zusammen. Eine L-Konzeptbeschrei-
bung C heißt Common Subsumer von C1, . . . , Cn, wenn Ci v C für alle 1 ≤ i ≤ n. Ei-
ne Menge M von (bzgl. Subsumtion) minimalen Common Subsumern von C1, . . . , Cn
heißt minimal vollständig, wenn für alle Common Subsumer C von C1, . . . , Cn ein
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D ∈ M existiert mit D v C und M eine (bzgl. | · |) minimale Menge mit dieser
Eigenschaft ist.

Der LCS von C1, . . . , Cn existiert genau dann, wenn eine minimal vollständige Menge
minimaler Common Subsumer von C1, . . . , Cn der Mächtigkeit 1 existiert. Tatsächlich
können in BLen, die Konjunktion zulassen, nur zwei Fälle auftreten: entweder die
Menge hat Mächtigkeit 1 oder sie ist leer. Wäre die Mächtigkeit der Menge größer 1
aber endlich, so würde die Konjunktion der angeblich minimalen aber paarweise un-
vergleichbaren minimalen Common Subsumer einen spezielleren Common Subsumer
liefern im Widerspruch zur Minimalität der Elemente der Menge. Wäre die Menge
unendlich, so würden die Konjunktionen der angeblich minimalen Common Subsu-
mer eine unendlich absteigende Kette spezieller werdender Common Subsumer bilden
wiederum im Widerspruch zur Minimalität der Elemente der Menge. Ein einfaches
Beispiel für eine BL, in der der LCS nicht stets existiert, ist die BL, die nur atomare
Konzeptnamen und Konjunktion erlaubt: hier existiert der LCS zweier verschiedener
Konzeptnamen nicht. Es gibt aber auch ausdrucksstärkere Subsprachen von Classic,
in denen der LCS im allgemeinen nicht existiert [Küs00]. Dass der LCS von C1, . . . , Cn
in L stets existiert, gilt trivialerweise in BLen L, in denen Disjunktion ausgedrückt
werden kann, da dann die Disjunktion C1 t . . . t Cn genau den LCS von C1, . . . , Cn
liefert. Er existiert aber auch stets in der BL ALN [Küs00] und—wie in Kapitel 5
dieser Arbeit gezeigt wird—in den BLen EL, FLE und ALE .

Formal eingeführt wurde der LCS erstmalig in [CBH92]. Bereits in dieser Arbeit
wurde der enge Zusammenhang zwischen der strukturellen Subsumtion und der Be-
rechnung des LCS herausgearbeitet, obwohl sich die in [CBH92] für die Berechnung
des LCS in Classic entwickelten Algorithmen als teilweise inkorrekt herausgestellt ha-
ben [KB99]. Inzwischen ist aber Existenz und Komplexität des LCS in Classic (und
relevanten Teilsprachen) umfassend untersucht und es wurden korrekte Algorithmen
vorgestellt [KB99, Küs00].

Die motivierende Anwendung für die Betrachtung von MSC und LCS in Classic
[CBH92, CH94b, FP96] war das Lernen von Konzeptbeschreibungen, welches im fol-
genden Absatz vorgestellt wird. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit spielen MSC und
LCS eine zentrale Rolle bei der Bottom-Up Konstruktion von Wissensbasen. Da dieses
Anwendungsszenario in Kapitel 4 noch ausführlich beschrieben wird, wird es hier nur
skizziert und gegen den durch Standardinferenzen unterstützten Top-Down-Ansatz
zur Konstruktion von Wissensbasen sowie das Lernen von Konzeptbeschreibungen
abgegrenzt.

Lernen von Konzeptbeschreibungen. Erste Lösungsansätze für dieses Problem
wurden (wie beim Matching) für das System Classic bzw. geeignete Teilsprachen der
zugrundeliegenden BL betrachtet. Die Idee ist jeweils, ausgehend von Mengen von po-
sitiven und negativen Beispielen ein Zielkonzept iterativ zu lernen. Um den Begriff des
Lernens formal zu fassen wurde dabei jeweils auf bekannte Lernmodelle zurückgegrif-
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fen. So wurde beispielsweise gezeigt, dass im Sinne des von Valiant eingeführten Mo-
dells der PAC-Lernbarkeit (PAC für Probably Approximately Correct) [Val84] Classic-
Konzeptbeschreibungen nicht lernbar sind, wohl aber ALN -Konzeptbeschreibungen
[CH94b]. In [FP96] wurde dann später nachgewiesen, dass Classic im Rahmen eines
erweiterten PAC-Lernmodells lernbar ist.

Um die im nächsten Absatz und ausführlich in Kapitel 4 vorgestellte Bottom-Up-
Konstruktion von Wissensbasen (bei der man schlagwortartig ebenfalls vom Lernen
von Konzepten aus Beispielen sprechen kann) gegen diesen Lernbegriff abzugrenzen,
soll nun noch kurz auf das PAC-Lernmodell eingegangen werden.

Das Lernmodell lässt sich grob wie folgt beschreiben: Ausgehend von einer Men-
ge von positiven und einer Menge von negativen Beispielen wird ein Zielkonzept
iterativ gelernt, wobei ein solches Konzept mit hoher Wahrscheinlichkeit gefunden
werden soll und es außerdem annähernd korrekt ist, d.h. die Ausgangsbeispiele sol-
len bzgl. des Zielkonzeptes bis auf einen kleinen Fehler korrekt klassifiziert werden.
Dabei ist jeder Iterationsschritt in polynomieller Zeit auszuführen. Ein wesentlicher
Bestandteil des Modells ist ein Lehrer, der insbesondere die Iteration steuert: in je-
dem Schritt fragt das Verfahren den Lehrer (dies kann ein menschlicher Benutzer
oder auch ein Programm sein), ob das Zielkonzept erreicht ist. Wenn

”
ja“, ist man

fertig, wenn
”
nein“ wird ein weiteres Beispiel geliefert, welches zur Verfeinerung der

Hypothese im nächsten Schritt herangezogen wird. Kernpunkt des diesem Modell
genügenden Lernverfahrens für (Teilsprachen von) Classic sind nun die Operation
MSC und LCS [CH94b, CH94a, FP96]. Mit Hilfe des MSC abstrahiert man von den
Beispielen (die als ABox-Individuen präsentiert werden) und durch den LCS werden
Gemeinsamkeiten dieser MSCs extrahiert, die jeweils in die neue Hypothese einflie-
ßen. Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass bei der praktischen
Realisierung das MSC jeweils nur approximiert wurde, da zu diesem Zeitpunkt noch
keine exakte Charakterisierung des MSC in (Teilsprachen von) Classic bekannt war
[CH94b]. Inzwischen wurde gezeigt [BK98, Küs00], dass das MSC in ALN (der Kern-
sprache von Classic) auch nur unter Verwendung zyklischer Konzeptbeschreibungen
exakt repräsentiert werden kann. Mit den in Classic zur Verfügung stehenden ad-hoc
Implementierungen zum LCS können solche zyklischen Konzepte aber auch nicht
weiterverarbeitet werden.

Unterstützung der Bottom-Up-Konstruktion von Wissensbasen. Traditio-
nell werden terminologische Wissensbasen

”
top-down“ aufgebaut, indem zunächst

die relevanten Konzepte des Anwendungsbereichs in der TBox definiert werden. In
einem zweiten Schritt werden dann Eigenschaften konkreter Objekte mit Hilfe die-
ser definierten Konzepte in einer ABox spezifiziert. Die klassischen Inferenzdienste
Konsistenz-, Subsumtions- und Instanztest unterstützen dieses Vorgehen auf natürli-
che Weise: Konzeptbeschreibungen und ABox können auf Konsistenz getestet wer-
den und die TBox kann in Form der Subsumtionshierarchie der definierten Konzepte
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strukturiert werden. Schließlich liefert der Instanztest genau die durch die Beschrei-
bungen der Individuen und Konzepte implizierten Instanzbeziehungen.

Allerdings ist dieser traditionelle Ansatz nicht immer geeignet. Häufig ist bei der Mo-
dellierung eines Anwendungsbereichs nicht von Anfang an klar, was die relevanten
und interessanten Konzepte des Bereichs sind. Desweiteren ist es – nachdem man
sich entschieden hat, welche Begriffe modelliert werden sollen – nicht einfach, diese
Begriffe formal in einer BL zu definieren. Tatsächlich hat sich bei der Anwendung in
der Prozesstechnik herausgestellt, dass die Modellierer es vorziehen, zunächst typi-
sche Beispiele für Instanzen eines zu definierenden Konzeptes einzuführen, um diese
dann in einem zweiten Schritt zu einer Konzeptdefinition zu generalisieren. Um diesen
zweiten Schritt (zumindest teilweise) zu automatisieren, eignen sich Verfahren zur Be-
rechnung von MSC und LCS: die typischen Beispiele werden durch ABox-Individuen
repräsentiert. Zu jedem dieser Individuen wird dann das MSC bestimmt und zu den
so erhaltenen Konzeptbeschreibungen dann der LCS. Dies liefert per Konstruktion
das speziellste Konzept, das alle vom Modellierer angegebenen Beispiele als Instanzen
hat.

Dieses Anwendungsszenario unterscheidet sich im wesentlichen durch die folgenden
zwei Punkte vom oben beschriebenen Lernen von Konzepten:

• Es gibt kein Zielkonzept, das durch ein induktives Verfahren approximiert wer-
den soll. Vielmehr wird ein eindeutig spezifiziertes Konzept durch klar definier-
te, deduktive Schritte berechnet.

• Bei der Bottom-Up-Konstruktion gibt es keine negativen Beispiele und keinen
Lehrer, der in den Berechnungsprozess eingreifen kann. Vielmehr bekommt der
Modellierer das zu den Beispielen berechnete Konzept zur Inspektion vorge-
schlagen. Sollte das Ergebnis für den Modellierer unbrauchbar sein (zu speziell,
zu allgemein, nicht die gewünschten Aspekte erfassen), so bleibt es ihm über-
lassen, die Beispiele zu revidieren und für eine neue Menge von Beispielen einen
neuen Vorschlag berechnen zu lassen oder das gelieferte Konzept per Hand zu
modifizieren.

Gemeinsam haben beide Szenarien lediglich, dass sie durch Angabe von (Mengen
von) Beispielen vom Benutzer initiiert werden und die Berechnung von MSC und
LCS jeweils eine zentrale Rolle spielt.

3.4.3 Rewriting von Konzeptbeschreibungen

Im Unterschied zu Standardinferenzdiensten, die als Entscheidungsverfahren nur
”
ja“

oder
”
nein“ ausgeben, liefern Verfahren für die oben eingeführten Nicht-Standardin-

ferenzen Konzeptbeschreibungen oder Zuweisungen von Konzeptbeschreibungen an
Variablen zurück. Diese so erhaltenen Konzeptbeschreibungen werden in der Regel
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nicht vollautomatisch weiterverarbeitet (also z.B. beim Lernen von Konzepten un-
besehen in die Wissensbasis eingeordnet), sondern dem Anwender zur Inspektion
angezeigt. Daher ist es notwendig, dass sie möglichst klein und damit gut lesbar sind.
Leider erfüllen die bisher bekannten Verfahren für die Nicht-Standardinferenzen die-
se Bedingung nicht. Wie wir insbesondere in den Kapiteln 5 und 7 sehen werden,
liegt dies daran, dass die Verfahren auf aufgefalteten Konzeptbeschreibungen arbei-
ten und auch aufgefaltete Konzeptbeschreibungen zurückliefern. Tatsächlich füllen
die in der Prozesstechnikanwendung erhaltenen LCS häufig mehrere Druckseiten (sie
umfassen mehrere hundert Vorkommen atomarer Konzept- und Rollennamen). Das
Rewriting von Konzeptbeschreibungen bzgl. einer gegebenen TBox zielt nun darauf
ab, diese Konzeptbeschreibungen in äquivalente kleinere Beschreibungen zu trans-
formieren, indem Teile der Beschreibung jeweils durch definierte Namen aus einer
zugrundeliegenden TBox ersetzt werden.

In der Literatur findet sich keine formale Definition, die einen allgemeinen Rahmen
für das Rewriting von Konzeptbeschreibungen in BLen liefern würde. Daher wird
ein solcher Rahmen zunächst einmal in der folgenden Definition festgelegt. Die für
die Prozesstechnikanwendung relevante Instanz, das sogenannte minimale Rewriting-
Problem, wird im nachfolgenden Unterabschnitt eingeführt. Den Abschluss des Ab-
schnitts bilden zwei weitere interessante und in der Literatur bereits teilweise unter-
suchte Rewriting-Probleme, die sich ebenfalls in den allgemeinen Rahmen einbetten
lassen.

Definition 3.16 Sei NR eine Menge von Rollennamen und NP eine Menge primiti-
ver Konzeptnamen. Desweiteren seien Ls, Ld und Lt drei BLen (s für source, d für
destination und t für TBox). Ein Rewriting-Problem ist gegeben durch

• eine Lt-TBox T , die nur Rollennamen aus NR und primitive Konzeptnamen aus
NP enthält; die Menge der definierten Namen aus T wird mit ND bezeichnet;

• eine Ls-Konzeptbeschreibung C, die nur Namen aus NR und NP enthält;

• einer binären Relation ρ ⊆ Ls×Ld zwischen Ls- und Ld-Konzeptbeschreibungen.

Ein Ld-Rewriting von C bzgl. T ist eine Ld-Konzeptbeschreibung D, die mit Namen
aus NR und NP ∪ND aufgebaut ist und für die CρD gilt.

Für eine geeignete Ordnung � auf Ld-Konzeptbeschreibungen heißt ein Rewriting D
�-minimal genau dann, wenn kein Rewriting D′ existiert mit D′ ≺ D.

Das minimale Rewriting-Problem

Die für unsere Anwendung in der Prozesstechnik wichtigste Instanz des allgemeinen
Rahmens ist das sogenannte minimale Rewriting-Problem, d.h. die Instanz bei der
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• alle drei BLen Ls = Lt = Ld die gleiche BL L sind,

• als binäre Relation ρ Äquivalenz modulo der TBox betrachtet wird und

• die L-Konzeptbeschreibungen nach ihrer Größe geordnet sind, d.h. D � D′

genau dann, wenn |D| ≤ |D′|.

Tatsächlich hat die Definition der Größe einer Konzeptbeschreibung einen entschei-
denden Einfluss auf die Formulierung der Resultate. Wir stützen uns insbesondere bei
den technischen Resultaten in Kapitel 8 zur Berechenbarkeit minimaler Rewritings
in ALE auf das durch die folgende Definition gegebene Größenmaß.

Definition 3.17 Sei C eine Konzeptbeschreibung, die nur Konstruktoren aus Tabel-
le 3.1 enthält. Die Größe |C| von C ist induktiv definiert durch

|>| := 0,

|⊥| := 0,

|P | := 1,

|(≤ n r)| := n+ 1,

|(≥ n r)| := n+ 1,

|C uD| := |C|+ |D|,
|C tD| := |C|+ |D|,
|¬C| := |C|,
|∃r.C| := 1 + |C|,
|∀r.C| := 1 + |C|,

wobei P ∈ NC ein Konzeptname, r ∈ NR ein Rollenname und n ∈ IN eine natürliche
Zahl sei.

Intuitiv betrachten wir als die Größe einer Konzeptbeschreibung die Anzahl der Vor-
kommen von Konzept- und Rollennamen; insbesondere werden also die Vorkommen
der Konstruktoren nicht gezählt.

Als einfaches Beispiel für das Rewriting betrachte man die ALE-Konzeptbeschreibung

C = Mensch uMännlich u Reich u ∃hatKind.Mensch u
∀hatKind.(Mensch uMännlich u Reich)

und die ALE-TBox T aus Beispiel 3.5. Man sieht leicht, dass die Konzeptbeschrei-
bungen

VaterVonSöhnen u ReicheEltern,
VaterVonSöhnen u Reich u ∀hatKind.Reich,
Vater u ReicheEltern u ∀hatKind.(Mensch uMännlich)

ALE-Rewritings von C bzgl. T sind, wobei die erste Konzeptbeschreibung ein mini-
males Rewriting von C bzgl. T ist.

Ein Spezialfall des minimalen Rewriting-Problems ergibt sich, wenn man eine leere
TBox betrachtet, d.h. wenn man an einer minimalen Repräsentation einer gegebenen
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Konzeptbeschreibung in der zur Verfügung stehenden BL interessiert ist. Derartige
minimale Repräsentanten spielen z.B. beim Matching von Konzeptbeschreibungen
eine wichtige Rolle [BK00a, Küs00]. In [Küs00] wird gezeigt, dass solche minimalen
Repräsentanten in ALE in polynomieller Zeit mit Orakel für Subsumtion in ALE und
in ALN in polynomieller Zeit berechnet werden können. Diese Ergebnisse erhält man
auch für den Spezialfall T = ∅ aus den Komplexitätsresultaten in Abschnitt 8.1.

Rewriting von Datenbankanfragen mit Views

Hierbei handelt es sich um ein sehr bekanntes Rewriting-Problem, das im Daten-
bankbereich, insbesondere bei der Optimierung von Datenbankanfragen, eine wich-
tige Rolle spielt und dort bereits umfassend untersucht wurde. Ein recht enger Zu-
sammenhang zum oben eingeführten Rewriting in BLen ergibt sich für Arbeiten,
die das Problem für Datenbankanfragen und Views betrachten, die durch BL-Kon-
zeptbeschreibungen repräsentiert werden. In [BLR97] werden Views betrachtet, die
als Konzeptdefinitionen in einer ALCNR- bzw. ALN -TBox V gegeben sind und in
[GR00a] werden die BLen ALE und ALEN betrachtet.2 Ziel ist es jeweils, Anfragen
unter Verwendung von Views möglichst gut zu approximieren, d.h. eine Anfrage q
(gegeben als ALCNR-/ALN - bzw. ALE-/ALEN -Konzeptbeschreibung) soll durch ei-
ne speziellere Konzeptbeschreibung, die nur definierte Namen (Views aus V) und
eine möglicherweise eingeschränkte Menge von Konstruktoren enthält, approximiert
werden.

Dieses Problem lässt sich wie folgt in unseren allgemeinen Rahmen einbetten: Als
BLen betrachtet man in [BLR97] Ls = Lt =ALN /ALCNR und als Zielsprache Ld =
{u,t} und in [GR00a, GR00b] Ls = Lt = Ld =FLE/ALE/ALEN . Die zu berechnen-
den Rewritings sollen maximal sein aber von der Anfrage subsumiert werden, d.h. als
Relation zwischen Eingabekonzept C und Rewriting D betrachtet man die umge-
kehrte Subsumtionsbeziehung C w D und als Ordnung � ebenfalls die umgekehrte
Subsumtionsbeziehung w. Interessiert man sich (wie in allen genannten Arbeiten) für
totale Rewritings, so lässt sich dies durch folgende Spezialisierung von � ausdrücken:
D � D′ genau dann, wenn (a) D keine primitiven Konzeptnamen enthält, D′ aber
wohl; oder (b) D und D′ keine primitiven Konzeptnamen enthalten und D w D′.
Existiert ein totales Rewriting von C bzgl. V , so ist jedes bzgl. der modifizierten
Ordnung � minimale Rewriting von C total.

Aus den oben genannten Arbeiten ergeben sich die folgenden Resultate:

• Aus den Ergebnissen in [BLR97] folgt, dass für Ls = Lt = ALCNR bzw. Ls =
Lt = ALN und Ld = {u,t} ein maximales spezielleres, totales Rewriting D
von C bzgl. V in exponentieller Zeit berechenbar ist (falls eines existiert). Für

2ALCNR erlaubt neben den Konstruktoren aus ALC auch Zahlenrestriktionen und Rollenkonjunk-
tion r1 u r2; mit ALEN wird die Erweiterung von ALE um Zahlenrestriktionen bezeichnet.

41



KAPITEL 3. TWRS

ALCNR bzw. ALN kann, ebenfalls in exponentieller Zeit, entschieden werden,
ob ein totales Rewriting äquivalent zu C modulo V existiert.

• Aus den Ergebnissen in [GR00a] bzw. [GR00b] folgt, dass für Ls = Lt = Ld =
FLE bzw. Ls = Lt = Ld = ALE die Menge der totalen, maximal spezielleren
Rewritings bis auf Äquivalenz endlich ist und in exponentieller Zeit berechnet
werden kann. Für Ls = Lt = Ld = ALEN wird in [GR00a] gezeigt, dass es un-
endlich viele paarweise unvergleichbare, totale, maximal speziellere Rewritings
geben kann.

Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass in der Zusammenfassung in [BLR97]
behauptet wird, dass in ALN ein maximales spezielleres, totales Rewriting in polyno-
mieller Zeit berechnet werden kann. Tatsächlich liefert aber Theorem 3.2 des Artikels
lediglich eine exponentielle obere Schranke. Diese Schranke deckt sich mit den Kom-
plexitätsresultaten für das Entscheidungsproblem zum minimalen Rewriting in ALN
aus Kapitel 8 dieser Arbeit.

Übersetzung von Wissensbasen

Als letzte Instanz soll hier die Übersetzung von Wissensbasen erwähnt werden, d.h. die
Instanz, bei der

• Ls 6= Ld,

• T = ∅ und

• ρ als eine der Relationen ≡,v,w gegeben ist.

Ziel ist es, den Austausch von Wissensbasen zwischen BL-Systemen, die auf zwei
verschiedenen BLen Ls und Ld basieren, zu ermöglichen. Offensichtlich ist ein sol-
cher Austausch möglich, wenn zu jeder Ls-Konzeptbeschreibung C ein äquivalentes
Ld-Rewriting D existiert. Häufig wird eine solche exakte Übersetzung natürlich nicht
möglich sein. In solchen Fällen kann dann aber noch versucht werden, C in Ld von
unten (oben) durch D zu approximieren, d.h. man sucht bzgl. v eine maximale (mi-
nimale) Ld-Konzeptbeschreibung D mit D v C (C v D).

Eine mögliche Anwendungssituation für diesen Dienst im Rahmen der Prozesstechnik
lässt sich wie folgt beschreiben: Ein für die Evaluation einer Nicht-Standardinferenz
geeigneter Teil der Wissensbasis der Prozesstechniker ist in der BL Ls darstellbar,
für das zu evaluierende Schlussfolgerungsproblem stehen aber nur Verfahren einer
anderen Beschreibungslogik, Ld, zur Verfügung. Dann kann man die Ls-Wissensbasis
mit Hilfe des Rewritings durch eine Ld-Wissensbasis approximieren und darauf das
Schlussfolgerungsverfahren für Ld anwenden. Anschließend muss man das so berech-
nete Ld-Ergebnis wieder in Ls approximieren.

42



3.5. NEUE RESULTATE

Die Übersetzung von Wissensbasen bildet auch häufig beim Merging von Wissensba-
sen einen notwendigen Schritt: Gegeben zwei Wissensbasen, formalisiert in zwei ver-
schiedenen Formalismen, ist der erfolgversprechendste Weg diese zu mergen oft, beide
zunächst in Wissensbasen eines einzigen Formalismus zu übersetzen und diese dann zu
mergen. Diese Idee liegt dem in [Cha00] beschriebenen System OntoMorph zugrunde,
das eine regelbasierte Übersetzung zwischen verschiedenen Wissensrepräsentations-
formalismen erlaubt. Besonders interessant ist dabei, dass das BL-System PowerLoom
(die aktuelle Version von Loom) in das System integriert ist und als Zwischensprache
zur Verfügung steht.

3.5 Neue Resultate

An dieser Stelle werden die technischen Resultate dieser Arbeit zusammengefasst.
Die zugehörigen Beweise finden sich in den jeweiligen technischen Kapiteln.

Berechnung des LCS in BLen mit Existenzrestriktionen. Ausgehend von
einer syntaktischen Charakterisierung der Subsumtion in ALE und den Teilsprachen
EL und FLE (analog zum strukturellen Subsumtionsalgorithmus für Classic) zeigt
Kapitel 5, dass in EL, FLE und ALE der LCS einer endlichen Menge von Konzept-
beschreibungen stets existiert. In EL ist der LCS zweier Konzeptbeschreibungen po-
lynomiell groß und in polynomieller Zeit berechenbar (polynomiell bzgl. der Größe
der Ausgangskonzepte). Der LCS von n > 2 EL-Konzeptbeschreibungen kann aber
exponentiell groß in der Größe der Ausgangskonzepte sein. Demgegenüber kann be-
reits der LCS zweier FLE- bzw. ALE-Konzeptbeschreibungen exponentiell groß in der
Größe der Ausgangskonzepte sein.

Berechnung des MSC in BLen mit Existenzrestriktionen. Zunächst wird
die syntaktische Charakterisierung der Subsumtion für EL erweitert zu einer Charak-
terisierung der Instanz für EL und EL¬, (EL¬ bezeichnet die Erweiterung von EL um
primitive Negation). Diese erlaubt den Nachweis, dass das MSC für azyklische EL-
bzw. EL¬-ABoxen stets existiert und effektiv berechnet werden kann. Für zyklische
EL- bzw. EL¬-ABoxen gelingt lediglich der Nachweis, dass für eine gegebene Schranke
k ∈ IN die sogenannte k-Approximation, d.h. die bzgl. v speziellste Konzeptbeschrei-
bung mit Rollentiefe ≤ k, von dem ein Individuum Instanz ist, effektiv berechnet
werden kann. Sowohl das MSC im azyklischen Fall als auch die k-Approximation im
zyklischen Fall können exponentiell groß bzgl. der Größe der ABox bzw. der Größe
der ABox und k sein.

FürALE ergibt sich nur das folgende, schwächere Resultat: Existenz und Berechenbar-
keit der k-Approximation wurden nur für endliche Signaturen, d.h. endliche Mengen
NC und NR, nachgewiesen. Diese Approximation kann wiederum exponentiell groß
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TBox aufgefaltet nicht aufgefaltet
FL0 NP-vollständig NP-vollständig
ALN NP-vollständig in Σp

2, NP-hart
ALE NP-vollständig in PSPACE, NP-hart
ALC PSPACE-vollständig PSPACE-vollständig

Tabelle 3.3: Komplexitätsresultate für das Entscheidbarkeitsproblem zum minimalen
Rewriting-Problem.

in k und der Größe der ABox sein. Für azyklische ALE-ABoxen konnte Existenz und
Berechenbarkeit des MSC nicht nachgewiesen werden. Grund hierfür ist, dass keine
korrekte und vollständige Charakterisierung der Instanz in ALE gefunden wurde, aus
der sich eine Charakterisierung des MSC für azyklische ABoxen ableiten oder zumin-
dest die Menge der zu berücksichtigenden ALE-Konzeptbeschreibungen hinreichend
weit einschränken lässt.

Das minimale Rewriting-Problem. Das minimale Rewriting-Problem induziert
auf natürliche Weise das folgende Entscheidbarkeitsproblem: Gegeben eine L-Kon-
zeptbeschreibung C, eine L-TBox T und eine obere Schranke k ∈ IN, gibt es ein
Rewriting D von C bzgl. T mit |D| ≤ k? Dieses Problem wird für die BLen FL0,
ALN , ALE und ALC untersucht. Die erhaltenen Ergebnisse sind in Tabelle 3.3 zusam-
mengefasst.

Für das eigentliche Berechnungsproblem folgt, da jede Konzeptbeschreibung Rewri-
ting von sich selbst ist, dass stets ein minimales Rewriting existiert. Andererseits
kann es in allen betrachteten BLen exponentiell viele minimale Rewritings zu einer
Konzeptbeschreibung C bzgl. einer TBox T geben, sodass zwei Fälle zu unterscheiden
sind: man interessiert sich (1) für die Berechnung eines minimalen Rewritings; oder
(2) für die Berechnung aller minimalen Rewritings. Es ergeben sich die folgenden
Resultate:

1. Für alle betrachteten BLen ist ein minimales Rewriting mit polynomiellem
Platzaufwand berechenbar.

2. Für alle betrachteten BLen sind alle minimalen Rewritings mit exponentiellem
Zeitaufwand berechenbar.

Der Nachweis der Berechenbarkeit beruht dabei auf dem nicht praktikablen Algorith-
mus, der im wesentlichen durch Aufzählen der Menge aller Konzeptbeschreibungen,
die (bzgl. |·|) kleiner als das Eingabekonzept sind, ein bzw. alle minimalen Rewritings
bestimmt. Daher wurde (mit Blick auf die Anwendung) ein Algorithmus entwickelt,
der minimale Rewritings in ALE zielgerichtet, d.h. durch direkte Manipulation des zu
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rewritenden Konzeptes, berechnet. Dieser Algorithmus bildet außerdem die Grund-
lage für einen heuristischen Algorithmus, der zwar im allgemeinen keine minimalen
Rewritings berechnet, in der Anwendungen aber zu sehr guten Ergebnissen geführt
hat. Darüberhinaus konnte der Unterschied zwischen den heuristisch berechneten und
minimalen Rewritings formal gefasst und analysiert werden. Sowohl der verbesserte
als auch der heuristische Algorithmus lassen sich auf ALN übertragen [BKM99b], al-
lerdings wird im Rahmen dieser Arbeit auf die explizite Angabe dieser Algorithmen
verzichtet, da sie zum einen keine neuen Erkenntnisse oder Einsichten liefern und
zum anderen nicht in der Anwendung eingesetzt wurden.

Zu den bisher erzielten Resultaten für Nicht-Standardinferenzen lässt sich abschlie-
ßend sagen, dass insgesamt – insbesondere durch die am Lehr- und Forschungsge-
biet Theoretische Informatik der RWTH Aachen erzielten Ergebnisse [BN98, BK98,
BKM99a, BKBM99, BK00a, BKM00, BM00, Küs00] – ein Stand der Forschung er-
reicht ist, der bereits über die Ergebnisse zu den Standardinferenzen in der zweiten
Phase hinausgeht (vgl. die historische Einteilung in vier Phasen aus Abschnitt 3.1).
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Kapitel 4

Prozessmodellierung und
Beschreibungslogik-Systeme

Ziel dieses Kapitels ist die Beschreibung des für diese Arbeit zentralen Szenarios
für den Einsatz der in Kapitel 3 eingeführten BL-Systeme im Anwendungsbereich
Prozesstechnik, genauer: bei der in Kapitel 2 vorgestellten rechnergestützten Model-
lierung verfahrenstechnischer Prozesse.

Das Szenario wurde am Lehr- und Forschungsgebiet Theoretische Informatik ent-
wickelt und mit Mitarbeitern des Lehrstuhls für Prozesstechnik auf die dortige An-
wendung abgestimmt. Den Ausgangspunkt bildeten die Ergebnisse aus dem durch
das Graduiertenkolleg

”
Informatik & Technik“ geförderten Forschungsvorhaben

”
Ter-

minologische Wissensrepräsentationssysteme in einer verfahrenstechnischen Anwen-
dung“ [Sat98]: es konnte nachgewiesen werden, dass sich BL-Systeme sehr gut eig-
nen, um die der Modellierungsumgebung ModKit zugrundeliegende Wissensbasis auf
Konsistenz zu prüfen und zu strukturieren, d.h. die Klassen in einer Spezialisierungs-
hierarchie anzuordnen und Instanzbeziehungen zwischen Bausteinen und Klassen zu
bestimmen. Hierauf aufbauend zielt das ebenfalls durch das Graduiertenkolleg

”
In-

formatik & Technik“ geförderte und dieser Arbeit zugrundeliegende Folgeprojekt auf
eine noch umfassendere Unterstützung: ausgehend von theoretischen Untersuchungen
zu Nicht-Standardinferenzen werden neuartige Systemdienste entwickelt und bereit-
gestellt, die Anwender auch beim Aufbau und der Erweiterung einer Wissensbasis
unterstützen.

Der Historie folgend beschreibt Abschnitt 4.1 zunächst die Idee hinter dem Einsatz
von Standardinferenzen (bzw. der zugehörigen Systemdienste) zur Strukturierung
der Wissensbasis. Abschnitt 4.2 geht dann auf das Szenario zur Unterstützung der
Erweiterung der Wissensbasis durch Nicht-Standardinferenzen ein. In diesem Kapitel
beschränken wir uns dabei auf eine abstrakte Darstellung der Ideen und verfolgten
Vorgehensweisen. Konkrete Beispiele und Erfahrungen werden zusammen mit der
Implementierung in Kapitel 9 beschrieben.
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4.1 Unterstützung der Strukturierung der

Wissensbasis durch Standardinferenzen

Wie bereits in Kapitel 2 erläutert, hängt eine erfolgreiche Prozessmodellierung mit
ModKit unter anderem davon ab, dass Bausteine effektiv wiederverwendet werden
können, d.h., dass sie (i) leicht wiedergefunden, (ii) an das aktuelle Modell ange-
passt und (iii) die angepassten Bausteine wieder in die Wissensbasis integriert wer-
den können. Dies erfordert eine strukturierte Repräsentation und Speicherung der
Bausteine. Im Falle von ModKit erfolgt die strukturierte Repräsentation (dem zu-
grundeliegenden Datenmodell VeDa folgend) framebasiert: Bausteine erhalten einen
eindeutigen Namen und werden über einen entsprechenden Eintrag einer Klasse zu-
geordnet. Klassen werden ebenfalls durch Frames beschrieben und dann in einer Spe-
zialisierungshierarchie angeordnet (s. [BM98a, Bau00] für die Definition von Syntax
und Semantik der verwendeten Frame-Sprache).

Da die Wissensbasis von ModKit inzwischen einige hundert Klassen und entsprechend
viele Bausteine enthält, ist intuitiv klar, dass die Anordnung der Klassen und die Zu-
ordnung von Bausteinen zu Klassen nicht nur eine sehr zeitaufwendige, sondern auch
eine sehr fehleranfällige Aufgabe ist, die per Hand nicht mehr zu bewältigen ist.
Daher sind die Prozesstechniker an einem Repräsentationsformalismus interessiert,
der ausdrucksstark genug ist, Klassen und Bausteine zu beschreiben, und zugleich
eine Automatisierung der Strukturierung der Wissensbasis erlaubt. Im Rahmen ih-
rer Promotion [Sat98] konnte Ulrike Sattler in Zusammenarbeit mit Mitarbeitern
vom Lehrstuhl für Prozesstechnik zeigen, dass Beschreibungslogiken einen solchen
Formalismus liefern. Die dabei entwickelte Vorgehensweise zur Berechnung von Spe-
zialisierungshierarchie und Instanzbeziehungen wird in Abbildung 4.1 illustriert.

Im ersten Schritt werden Klassenbeschreibungen in Konzeptdefinitionen einer TBox
und Bausteine in Individuen einer ABox übersetzt. Zu einer Klasse f , die durch einen
Frame F beschrieben wird, erhält man eine Konzeptdefinition der Form f

.
= C(F ),

wobei sich C(F ) aus ausgewählten Einträgen in F ergibt. Auf Einzelheiten der Über-
setzung werden wir in Kapitel 9 eingehen. Klassennamen entsprechen also den defi-
nierten Namen in der resultierenden TBox. Analog liefern die Namen der Bausteine
die Individuen der ABox. Ein Baustein b, der durch einen Frame B beschrieben wird,
liefert die Konzeptassertion b : C(B), wobei sich C(B) wiederum aus ausgewählten
Einträgen in B ergibt. Darüberhinaus gibt es in ModKit Relationen, die Bausteine
miteinander in Beziehung setzen. Solche Verknüpfungen werden in Rollenassertionen
der Form (b1, b2) : r übersetzt.

Die so erhaltene Wissensbasis wird im zweiten Schritt mit einem BL-System weiter-
verarbeitet. Treten Inkonsistenzen auf, so deuten diese auf Fehler in den Klassen- und
Bausteinbeschreibungen hin. Sind diese Fehler beseitigt und die erhaltene Wissensba-
sis konsistent, so wird sie mit Hilfe der Standardinferenzen automatisch klassifiziert:
die definierten Konzeptnamen werden in einer Subsumtionshierarchie angeordnet und
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übersetzen

berechnen

>

BL-System (FaCT)

...

Wissensbasis

Konzept-
definitionen
(TBox)

Individuen
(ABox)

Subsumtions-
hierarchie

Instanzbe-
ziehungen

{f1
.= C(F1),

fn
.= C(Fn)}

f1, F1

f2, F2

f3, F3

b1, B1

b2, B2

bm, Bm

fi1 fi2

fi3 fi5fi4

fin

bjmbjm−1bj5bj4bj2bj1 bj3

fn, Fn

Abbildung 4.1: Der Einsatz von Standardinferenzen zur Strukturierung der Wissens-
basis in der Prozesstechnikanwendung.

zu den Individuen wird jeweils die Menge der definierten Konzepte bestimmt, von de-
nen sie Instanz sind. Man beachte, dass ein Individuum zu einem Baustein b aufgrund
der möglichen zusätzlichen Rollenassertionen zu b auch Instanz eines Konzeptes sein
kann, das nicht unmittelbar in C(B) auftritt. Insbesondere lassen sich also die gültigen
Instanzbeziehungen im allgemeinen nicht trivial aus der framebasierten Repräsenta-
tion ablesen.

Im letzten Schritt werden dann die Subsumtionshierarchie und die Instanzbeziehun-
gen auf die Klassen und Bausteine übertragen. Wichtig ist hierbei natürlich, dass
die Subsumtionshierarchie mit der Spezialisierungshierarchie sowie die Instanzbezie-
hungen miteinander übereinstimmen. Dazu wiederum sind auf Seiten der Klassen
und Bausteine entsprechend relevante Aspekte aus den Beschreibungen auszuwählen
und auf Seiten der BL-Systeme hinreichend ausdrucksstarke Logiken bereitzustellen,
d.h. Logiken, in denen diese Aspekte ausgedrückt werden können. Für die gewählte
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BL muss außerdem das Erfüllbarkeits-, Subsumtions- und Instanzproblem entscheid-
bar sein und Implementierungen der entsprechenden Systemdienste zur Verfügung
stehen. Das Hauptaugenmerk der theoretischen Arbeit in [Sat98] lag daher auf der
Untersuchung von Entscheidbarkeit und Komplexität der Standardinferenzprobleme
für sehr ausdrucksstarke BLen, z.B. Erweiterungen von ALC um transitive Rollen
und Rollenhierarchien, durch die sich hat-Teil-Beziehungen in Modellen beschreiben
lassen.

Im praktischen Teil der Arbeit wurde in Zusammenarbeit mit Mitarbeitern am Lehr-
stuhl für Prozesstechnik die Übersetzung der Beschreibungen in Konzeptdefinitio-
nen und Assertionen automatisiert. Bei dieser Übersetzung liefern die aus Sicht der
strukturellen Modellbeschreibung relevanten Aspekte der Klassen und Bausteine die
ausgewählten Einträge für die Bestimmung der zugehörigen Konzeptbeschreibungen.
Eingeschränkt durch die zum damaligen Zeitpunkt zur Verfügung stehenden BL-
Systeme wurde als Zielsprache zunächst ALC gewählt und das BL-System Crack
[BFT95] angebunden.1 Genauere Untersuchungen der erhaltenen Wissensbasis er-
gaben, dass fast alle der von den Prozesstechnikern als relevant eingestuften Aspekte
in Konjunktionen von Existenz- und Werterestriktionen übersetzt werden können.
So geht die vorliegende Arbeit von einer Übersetzung der Wissensbasis aus, die sich
aus einer Einschränkung der Zielsprache auf ALE mit azyklischen TBoxen ergibt. Die
erhaltene Subsumtionshierarchie stimmt im wesentlichen mit der zuvor erhaltenen
Hierarchie überein: nur vereinzelt werden Klassen wegen der Einschränkungen nun
in äquivalente Konzeptbeschreibungen übersetzt und in der Subsumtionshierarchie
nicht mehr unterschieden. Im folgenden konzentrieren wir uns also (insbesondere bei
der Untersuchung der Nicht-Standardinferenzen in dieser Arbeit) auf die BL ALE mit
azyklischen TBoxen.

Die Standardinferenzdienste eines BL-Systems können nach [Sat98] wie folgt bei der
Strukturierung der Wissensbasis genutzt werden:

• Durch die Visualisierung der durch das BL-System berechneten Subsumtions-
hierarchie und Instanzbeziehungen erhält man einen Überblick über die Struk-
tur der Wissensbasis und erkennt unerwartete oder unerwünschte Zusammen-
hänge.

• Bei der Erstellung eines neuen Modells ist es üblich, dass der Modellierer Bau-
steine aus dem Katalog oder anderen Modellen kopiert und an das aktuelle
Modell anpasst. Die anschließende Einordnung der neuen Bausteine in die Wis-
sensbasis wird durch den Instanztest unterstützt: mit ihm kann die speziellste
Klasse aus der Menge der bereits definierten Klassen bestimmt werden, von der
der neue Baustein Instanz ist.

1De facto stand nur das System Crack als effiziente Implementierung zur Verfügung. Da dieses Sy-
stem inzwischen nicht mehr gepflegt und weiterentwickelt wird, wurde es durch das leistungsfähigere
System FaCT [Hor98] ersetzt.
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• Die Definition einer neuen Klasse kann in ModKit über einen entsprechenden
Dialog vom Modellierer vorgenommen werden, wobei er durch den Subsumti-
onstest unterstützt wird: durch das Übersetzen der Klassenbeschreibung und
die automatische Einordnung in die Subsumtionshierarchie kann er feststellen,
ob die Klasse an der erwarteten Position in der Hierarchie liegt. Ist dies nicht der
Fall, kann er die Klassenbeschreibung geeignet modifizieren bevor sie tatsächlich
in die Wissensbasis eingefügt wird.

Bereits in der ersten Phase unserer Kooperation wurde aber festgestellt, dass die oben
skizzierte Unterstützung insbesondere bei der Definition neuer Klassen nicht aus-
reicht. Die Definition einer neuen Klasse ist ein sehr aufwendiger und fehleranfälliger
Arbeitsschritt, da häufig nicht klar ist, was die relevanten Eigenschaften der neuen
Klasse sind und wie sie im vorgegebenen Formalismus repräsentiert werden können.
Wünschenswert ist daher ein Systemdienst, der bei Eingabe weniger und für den
Modellierer leicht bereitzustellender Informationen eine Klassendefinition vorschlägt.
Bei diesen Informationen könnte es sich beispielsweise um einige bereits vorliegende
Bausteine handeln, die Instanzen der neuen Klasse sein sollen, oder aber um die Po-
sition der neuen Klasse in der Hierarchie der Wissensbasis. Der folgende Abschnitt
beschreibt zwei Situationen, in denen ein solcher Systemdienst unter Verwendung der
im vorherigen Kapitel eingeführten Nicht-Standardinferenzen bzw. der zugehörigen
BL-Systemdienste realisiert werden kann.

4.2 Unterstützung der Erweiterung der

Wissensbasis durch Nicht-Standardinferenzen

Erfahrungen der Prozesstechniker zeigen, dass von Zeit zu Zeit eine Restrukturierung
der Wissensbasis notwendig ist, um (1) eine ausgewogene Struktur zu behalten und
(2) zu große Klassen auf den unteren Ebenen der Hierarchie zu vermeiden. Restruk-
turierung bedeutet in diesem Zusammenhang, dass neue Klassen eingeführt werden:
in (1) als Oberklasse einer Menge von Klassen bzw. in (2) als speziellste Klasse zu
einer Menge von Bausteinen.

Im ersten Fall wird durch die Einführung einer neuen Klasse eine Zwischenebene in
die Hierarchie eingezogen mit dem Ziel, Situationen aufzulösen, in denen eine Klasse
sehr viele direkte Subklassen hat (s. Abbildung 4.2 links). Es ist intuitiv klar, dass
diese Situation einen negativen Einfluss auf das Browsen der Hierarchie hat und da-
mit das Wiederfinden von Bausteinen erschwert. Im zweiten Fall bestimmt man zu
einer Menge von Bausteinen eine neue Klasse, die (i) alle diese Bausteine als Instan-
zen hat und (ii) die speziellste Klasse mit dieser Eigenschaft ist. Ordnet man diese
neue Klasse in die Hierarchie ein, so erhält sie (mindestens) die Eingabemenge als
Instanzen (s. Abbildung 4.4 links). Dadurch werden Situationen vermieden, in de-
nen existierende Klassen (insbesondere auf den unteren Ebenen der Hierarchie) zu
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Abbildung 4.2: Der Einsatz von Nicht-Standardinferenzen bei der Definition einer
neuen Oberklasse für eine Menge von Klassen.

groß werden, in denen also das Wiederfinden bestimmter Bausteine in einer Klasse
zu aufwendig wird. In beiden Fällen bilden die neuen Klassen Abstraktionen der Ein-
gabemengen, d.h. sie liegen in der Hierarchie der Wissensbasis über den betrachteten
Klassen bzw. Bausteinen. In diesem Sinne wird also eine bottom-up Konstruktion
bzw. Erweiterung der Wissensbasis vorgenommen (vgl. Abschnitt 3.4.2). Wie diese
durch den Einsatz von Nicht-Standardinferenzdiensten unterstützt werden kann, wird
nun im folgenden beschrieben.

Unterstützung der Definition einer neuen Oberklasse

Die Unterstützung der Definition einer neuen Oberklasse zu einer Menge von Klassen
basiert im wesentlichen auf den folgenden drei Schritten:
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1. übersetze die gegebenen Klassen in Konzeptbeschreibungen;

2. berechne zu diesen Konzeptbeschreibungen den LCS;

3. übersetze diese Konzeptbeschreibung zurück in eine Klassenbeschreibung.

Da die Übersetzung in Konzeptbeschreibungen nicht alle Informationen der Klassen-
beschreibungen berücksichtigt, ist nicht sichergestellt, dass der LCS der erhaltenen
Konzeptbeschreibungen auch tatsächlich eine sinnvolle neue Klasse liefert. Eine auto-
matische Erzeugung und Einordnung einer neuen Klasse aus dem LCS ist also nicht
möglich. Vielmehr wird dem Modellierer die zum LCS erhaltene Klassenbeschreibung
für die Definition einer neuen Klasse vorgeschlagen. Diesen Vorschlag kann er akzep-
tieren, verwerfen oder die Beschreibung per Hand noch geeignet modifizieren.

Ein Systemdienst, der sich aus der unmittelbaren Umsetzung der drei Schritte erge-
ben würde, liefert aber aufgrund der folgenden Probleme im allgemeinen noch keine
sinnvollen Vorschläge:

(i) Um vom Modellierer begutachtet werden zu können, muss der LCS lesbar und
verständlich sein. Der aus den technischen Resultaten in Kapitel 5 gewonnene
Algorithmus zur Berechnung des LCS in unserer Zielsprache ALE benötigt als
Eingabe aufgefaltete Konzeptbeschreibungen in einer speziellen Normalform.
Wie erste Experimente gezeigt haben, enthalten die mit diesem Algorithmus
berechneten LCS einige hundert Vorkommen atomarer Konzept- und Rollenna-
men und sind damit unlesbar und können nicht begutachtet werden.

(ii) Die Nutzung der Nicht-Standardinferenzdienste bei der Definition neuer Klas-
sen erfordert die Rückübersetzung von Konzeptbeschreibungen in Klassenbe-
schreibungen. Informell lässt sich diese Rückübersetzung von ALE-Konzeptbe-
schreibungen in die Framesprache von ModKit wie folgt beschreiben: die Kon-
zeptnamen auf Toplevel der Konzeptbeschreibung liefern die direkten Oberklas-
sen der Klasse und jede Werte- und Existenzrestriktion der Form ∀r.C/∃r.C
liefert einen Eintrag im Frame der Klasse. Diese Einträge sind im wesentlichen
von der Form 〈attribute name, domain, flags〉. Der Rollenname r liefert den at-
tribute name und der Quantor legt die Werte der flags fest. Handelt es sich bei
C um einen Konzeptnamen, so ist er gleich dem domain. Handelt es sich bei C
jedoch um eine komplexe Konzeptbeschreibung, so ist aus technischen Gründen
eine Hilfsklasse einzuführen, deren Name dann im Eintrag zu ∀r.C/∃r.C als do-
main eingesetzt wird. Konzeptbeschreibungen mit einer großen Rollentiefe (wie
etwa die berechneten LCS) führen also offensichtlich zu Kaskaden von Hilfs-
klassen und lassen sich nur schwer oder nicht sinnvoll rückübersetzen.

(iii) Um die Struktur der Wissensbasis an der betrachteten Stelle nachhaltig zu ver-
bessern, d.h. tiefer und damit schlanker zu machen, reicht die Einführung einer
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neuen Oberklasse zur Menge der eingegebenen Klassen häufig nicht aus. Ite-
riertes Auswählen einer Menge von Klassen und Berechnen zugehöriger Ober-
klassen ist aber zum einen sehr aufwendig und zum anderen hängt die Qualität
der erhaltenen Erweiterung sehr stark von der Auswahlfolge ab. Als Beispiel
für eine qualitativ gute Erweiterung denke man dabei an eine Erweiterung, in
der die aktuelle Oberklasse durch die neuen Klassen so aufgeteilt wird, dass
diese Aufteilung der Intuition der Modellierer entspricht und sie daher beim
zukünftigen Browsen der Hierarchie an dieser Stelle leicht eine Auswahl treffen
können. Die Bestimmung jeweils einer Oberklasse zu einer Menge von Klassen
bietet hier also noch keine ausreichende Unterstützung.

Zu den Problemen (i) und (ii): Um diese Probleme in den Griff zu bekommen, wird—
wie in Abbildung 4.2 dargestellt—der Berechnung des LCS noch ein Rewriting-Schritt
nachgeschaltet: durch einsetzen definierter Namen aus der Wissensbasis wird eine zum
LCS äquivalente aber kleinere (nach Möglichkeit sogar minimale) Konzeptbeschrei-
bung bestimmt (vgl. Abschnitt 3.4.3), die für den Modellierer lesbar und verständlich
ist bzw. sinnvoll in Klassenbeschreibungen übersetzt werden kann. Ein alternativer
Lösungsansatz besteht darin, den LCS-Algorithmus selbst so zu modifizieren, dass
er definierte Namen korrekt berücksichtigt und keine aufgefalteten Konzepte zurück-
liefert. Gegen diesen Ansatz sprechen aber mehrere Gründe: So ist beispielsweise
nicht von vorneherein klar, ob ein solcher Algorithmus existiert, d.h. ob ohne Auffal-
ten und Bestimmen der Normalform auch tatsächlich der Least Common Subsumer
berechnet werden kann. Außerdem werden wir in Kapitel 5 sehen, dass der LCS zwei-
er ALE-Konzeptbeschreibungen exponentiell groß in der Größe der Eingabekonzepte
sein kann. In diesem Fall würde auch der modifizierte Algorithmus kein kleineres Kon-
zept liefern. Desweiteren ist das Rewriting auch mit Blick auf andere Systemdienste
interessant. Beispielsweise werden auch beim Matching von Konzeptbeschreibungen
aufgefaltete und daher meist sehr große und schwer lesbare Konzepte berechnet. Es
ist daher sinnvoll, nicht alle bereits entwickelten Algorithmen selbst zu ändern, son-
dern statt dessen das Rewriting als einen Dienst zur Verfügung zu stellen, der den
anderen Diensten jeweils nachgeschaltet werden kann.

Zum Problem (iii): Ein natürlicher Lösungsansatz für dieses Problem lässt sich wie
folgt beschreiben: statt zur gegeben Menge {C1, . . . , Cn} von Konzeptbeschreibun-
gen nur lcs(C1, . . . , Cn) zu berechnen, berechnet man die LCS aller Teilmengen von
{C1, . . . , Cn}, ordnet diese in einer Subsumtionshierarchie an und präsentiert die-
se dem Anwender. Er wählt dann nach geeigneten Kriterien Kandidaten aus dieser
Hierarchie, zu denen ihm dann die zugehörigen Klassenbeschreibungen vorgeschlagen
werden. Diese kann er wie im einfachen Fall weiterverarbeiten und schließlich als neue
Klassen in die Wissensbasis einfügen. Abbildung 4.3 veranschaulicht diesen Ansatz.

Bei der Umsetzung dieses Ansatzes muss aber besonderes Augenmerk auf einen ef-
fizienten Algorithmus zur Berechnung der LCS-Hierarchie gelegt werden: Zum einen
sind formal die exponentiell vielen Teilmengen der Eingabemenge {C1, . . . , Cn} zu
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Abbildung 4.3: Die Berechnung der LCS-Hierarchie zu einer Menge von Klassen zur
Bestimmung einer Erweiterung der Wissensbasis.

betrachten und zum anderen handelt es sich bei der Berechnung des LCS um eine
sehr komplexe Operation (cf Kapitel 5). In Kapitel 6 werden wir einen bekannten
Algorithmus aus der Formalen Begriffsanalyse [GW99] vorstellen, der sich hier als
geeignet erwiesen hat (cf Kapitel 9).

Werden die in den Lösungsansätzen zu den oben genannten Problemen geforder-
ten Dienste auf Seiten der BL-Systeme bereitgestellt, so lässt sich mit dem in den
Abbildungen 4.2 und 4.3 skizzierten Szenario die Definition einer neuen Oberklasse
bzw. sogar eine weitreichendere Erweiterung der Hierarchie unterstützen. Für die Un-
terstützung der Definition einer neuen Klasse zu einer Menge von Bausteinen reichen
die in diesem Szenario vorkommenden BL-Systemdienste aber noch nicht aus.
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mscA(ai)

lcs(C1, . . . , Cn)

Rewriting

ModKit/VeDa

. . .

BL-System (FaCT)

C1 C2 Cn

E

C

a1 : P u ∃r.Q an : Q
übersetzen

a2 : P u ∀r.P
ABox A

übersetzen

Erweiterung

der Wissensbasis

Bausteine

Abbildung 4.4: Der Einsatz von Nicht-Standardinferenzen bei der Definition einer
neuen Klasse für eine Menge von Bausteinen.

Unterstützung der Definition einer Klasse zu einer Menge von Bausteinen

Auch hier besteht die Idee der Unterstützung im wesentlichen darin, ausgehend von
den Übersetzungen der Bausteine und ihrer Beschreibungen unter Verwendung von
LCS und Rewriting eine Konzeptbeschreibung zu bestimmen, deren zugehörige Klas-
se die speziellste ist, von der diese Bausteine Instanzen sind. Der grundlegenden Idee
aus Abschnitt 4.1 folgend werden Bausteine und ihre Beschreibungen aber zunächst
in Individuen und Assertionen einer ABox übersetzt. Um die speziellste Konzeptbe-
schreibung zu bestimmen, von denen die entsprechenden ABox-Individuen Instanzen
sind, ist daher in einem ersten Schritt noch von den konkreten ABox-Individuen durch
Berechnung der zugehörigen MSCs zu abstrahieren. Auf die so erhaltenen Konzept-
beschreibungen kann dann die LCS-Operation angewendet werden. Nach Definition
erhält man damit die speziellste Konzeptbeschreibung, von der alle betrachteten Indi-
viduen Instanzen sind. Zur Bewertung durch den Modellierer und für die Übersetzung
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in Klassenbeschreibungen wird schließlich noch wie im ersten Szenario ein möglichst
kleines Rewriting bestimmt. Abbildung 4.4 zeigt dieses erweiterte Szenario.

Die im ersten Szenario auftretenden Probleme (i) und (ii) treten auch im erweiter-
ten Szenario auf und werden hier ebenfalls durch einen nachgeschalteten Rewriting-
Schritt gelöst. Das Problem (iii) tritt hier in etwas abgewandelter Form auf: Die
Modellierer werden als Eingabe Bausteine wählen, die aus ihrer Sicht sehr ähnlich
sind und in einer Klasse zusammengefasst werden sollten. Häufig wird aber der Fall
eintreten, dass die tatsächlichen Beschreibungen der Bausteine bzw. die zugehörigen
MSCs doch so unterschiedlich sind, dass der dazu berechnete LCS zu allgemein ist,
also nicht eine Klasse an der gewünschten Position in der Hierarchie liefert. Wird
der Dienst zur Berechnung einer Klasse zu einer Menge von Bausteinen zur Spe-
zialisierung einer zu groß gewordenen Klasse f eingesetzt, kann der

”
zu allgemeine

LCS“ z.B. äquivalent zur Klasse f selbst sein. Wird der Dienst zur Definition einer
neuen Klasse aus einer Menge typischer Instanzen (Beispiele) eingesetzt, d.h. bei der
bottom-up Konstruktion der Wissensbasis, kann der

”
zu allgemeine LCS“ z.B. eine

bereits existierende, sehr allgemeine Klasse sein. Die Möglichkeit, sich bei einem zu
allgemeinen Ergebnis durch iteriertes Auswählen einer Menge von Bausteinen und
Berechnung des zugehörigen Vorschlags an die gewünschte Beschreibung der neuen
Klasse heranzutasten, ist wiederum zu aufwendig.

Stattdessen wird auch hier der in Abbildung 4.3 skizzierte Lösungsansatz umgesetzt:
Man berechnet nicht nur den LCS aller MSCs mscA(a1), . . . ,mscA(am), sondern die
durch die LCS zu allen Teilmengen von {mscA(a1), . . . ,mscA(am)} induzierte Sub-
sumtionshierarchie. Diese wird dem Modellierer präsentiert und er kann anhand ge-
eigneter Kriterien Kandidaten wählen, diese begutachten und aus diesen schließlich
eine (oder mehrere) neue Klasse(n) definieren. Geeignete Kriterien sind hier beispiels-
weise die Bedingung, dass ein Kandidat mindestens 50% der Beispiele als Instanzen
haben muss und die zugehörige Klasse eine

”
günstige“ Position in der Hierarchie ein-

nimmt. Die Kriterien sollten außerdem für die potentiellen Kandidaten automatisch
geprüft werden können, damit automatisch eine Vorauswahl von Kandidaten für den
Modellierer bestimmt werden kann.

Zusammenfassend ergibt sich aus den in den Abbildungen 4.2, 4.3 und 4.4 skizzierten
Szenarien auf Seiten der Beschreibungslogik die Aufgabe, die Berechnung des LCS,
des MSC und minimaler Rewritings sowie die Berechnung von Hierarchien von LCS
formal zu untersuchen und geeignete Algorithmen zu entwickeln. Als

”
Zielsprache“

wird dabei jeweils die BL ALE betrachtet.

Kapitel 5 untersucht LCSs in ALE und liefert einen Algorithmus zur Berechnung des
LCS von nALE-Konzeptbeschreibungen. Durch diesen lassen sich natürlich auch Kon-
zeptbeschreibungen modulo einer azyklischen ALE-TBox durch vorheriges Auffalten
verarbeiten.

Kapitel 6 gibt eine kurze Einführung in die Formale Begriffsanalyse, genauer in die
Berechnung sogenannter Begriffsverbände, und stellt einen Algorithmus vor, mit dem
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sich diese Verbände effizient berechnen lassen. Es wird dann gezeigt, dass die gesuchte
LCS-Hierarchie einem speziellen Begriffsverband entspricht und der zuvor eingeführte
Algorithmus zur Berechnung dieses speziellen Begriffsverbandes eingesetzt werden
kann.

Kapitel 7 betrachtet die Berechnung von MSCs in ALE . Leider hat sich gezeigt,
dass das MSC in ALE im allgemeinen nicht existiert. Ursache hierfür sind zyklische
Abhängigkeiten zwischen den Individuen der ABox. Daher liegt das Hauptaugenmerk
des Kapitels auf der Approximation des MSC in ALE . Ziel ist, zu einer festen gegebe-
nen Rollentiefe k das speziellste Konzept mit Tiefe kleiner gleich k zu bestimmen, von
dem das Individuum Instanz ist. Wie im Falle des LCS lassen sich auch hier durch
Auffalten Konzeptbeschreibungen (in der ABox) modulo einer azyklischen ALE-TBox
behandeln.

Kapitel 8 beschäftigt sich schließlich mit dem minimalen Rewriting-Problem. Zu-
nächst wird die Komplexität des zugehörigen Entscheidbarkeitsproblems für ALE
(aber auch für die BLen FL0, ALN und ALC) untersucht, um einen Eindruck von
der Komplexität des Berechnungsproblems zu erhalten. Aufbauend auf einen nicht-
deterministischen Algorithmus zur Berechnung (aller) minimaler Rewritings in ALE
wird dann ein heuristischer Algorithmus vorgestellt, der kleine aber nicht immer mi-
nimale Rewritings in ALE deterministisch berechnet.

Im Anschluss an die theoretischen Kapitel wird in Kapitel 9 auf die Implementierung
der zuvor entwickelten Algorithmen, d.h. auf die Realisierung der hier beschriebe-
nen Szenarien, die Anbindung des BL-Systems FaCT an die Modellierungsumgebung
ModKit sowie Erfahrungen mit den Nicht- und den Standard-Inferenzdiensten einge-
gangen.
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Kapitel 5

Least Common Subsumer

In diesem und den folgenden Kapiteln werden nun die technischen Resultate zu den in
Kapitel 3 eingeführten Nicht-Standard Inferenzen

”
Berechnung des LCS“ (Kapitel 5

und 6),
”
Berechnung des MSC“ (Kapitel 7) und

”
Rewriting von Konzeptbeschreibun-

gen“ (Kapitel 8) vorgestellt.

In Abschnitt 5.1 wird nochmals ein kurzer Überblick über bekannte Ergebnisse zur
Berechnung des LCS gegeben. Darüberhinaus wird die zu diesen bekannten Ergebnis-
sen führende Vorgehensweise zur Charakterisierung des LCS herausgearbeitet. Diese
wird in Abschnitt 5.2 zunächst durch Übertragung auf die ausdrucksschwache BL
EL verdeutlicht. Die erhaltenen Resultate werden dann in Abschnitt 5.3 auf unsere
Zielsprache ALE erweitert.

5.1 Bekannte Ergebnisse

In Abhängigkeit von der betrachteten BL muss der LCS von zwei oder mehr Kon-
zeptbeschreibungen im allgemeinen nicht existieren. Beispielsweise existiert in der BL
Lu, die nur Konjunktion von Konzeptnamen erlaubt, der LCS zweier verschiedener
Konzeptnamen P und Q nicht, da er gleich > wäre, was aber in Lu nicht ausge-
drückt werden kann. Wie bereits in Abschnitt 3.4.2 erwähnt, ist der LCS, wenn er
in der betrachteten BL stets existiert, eindeutig modulo Äquivalenz. In der Literatur
[BKM99a, BK98, FP96, CH94b, CH94a, CBH92] beschränkt man sich meist auf die
Betrachtung des Problems, den LCS zweier Konzeptbeschreibungen zu berechnen,
da der LCS für n > 2 Konzeptbeschreibungen durch iteriertes Anwenden der binären
LCS-Operation erhalten werden kann (cf den Paragraphen Least Common Subsumer
und Produkte).

Die ersten Ergebnisse und Algorithmen zum LCS bezogen sich alle auf (Teilsprachen
von) Classic [CH94b, CH94a, CBH92]. (Eine Übersicht über alle in Classic verfügbaren
Konstruktoren findet sich in [BP94].) Es hat sich aber herausgestellt [BK98, KB99],
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Abbildung 5.1: Bedingungen an den LCS zweier Konzeptbeschreibungen.

dass die vorgestellten Algorithmen jeweils nur für Fragmente der betrachteten Spra-
chen korrekt sind. Beispielsweise berücksichtigt keiner der Algorithmen inkonsistente
Konzepte, die in ALN und damit auch in Classic ausgedrückt werden können. Erst
weiterführende Untersuchungen haben zu exakten Komplexitätsresultaten und kor-
rekten Algorithmen zur Berechnung des LCS geführt bzw. gezeigt, dass der LCS in
bestimmten Teilsprachen von Classic im allgemeinen nicht existiert [BK98, KB99]. Zur
Berechnung des LCS in BLen mit Existenzrestriktionen fanden sich vor den Arbeiten
am LuFG Theoretische Informatik keine Resultate in der Literatur.

Least common subsumer und Produkte

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem LCS und dem aus der Kategorien-
theorie bekannten Begriff des Produktes [Pie91, HS73]. Man betrachte die Kategorie,
in der

• Objekte Konzeptbeschreibungen sind und

• ein Morphismus von einem Objekt C1 zu einem Objekt C2 genau dann existiert,
wenn C2 von C1 subsumiert wird.

Bezüglich dieser Kategorie lassen sich die in der Definition 3.15 formulierten Bedin-
gungen an einen LCS C von C1 und C2 in Form eines Diagramms wie in Abbildung 5.1
links gezeigt darstellen. Dabei repräsentieren die durchgezogenen und mit v markier-
ten Pfeile gültige Subsumtionsbeziehungen, wobei die Pfeilspitze auf den Subsumee
zeigt. Der gestrichelte und mit ‘!v’ markierte Pfeil bedeutet, dass die Subsumti-
onsbeziehung gelten soll, wobei die Spitze wiederum auf den Subsumee deutet. Ein
solches Diagramm ist auch als Produktdiagramm in der Kategorientheorie bekannt
[Pie91, HS73].

Insbesondere entspricht also der LCS zweier Konzeptbeschreibungen dem Produkt
der zugehörigen Objekte in der oben eingeführten Kategorie. Mit aus der Kateg-
orientheorie bekannten Eigenschaften der Produktoperation folgt, dass sich der LCS
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von n Konzeptbeschreibungen durch iteriertes Anwenden der binären LCS-Operation
bestimmen lässt.

Die Algorithmen zur Berechnung des LCS in [CH94b, FP96, Küs00] basieren alle auf
der folgenden Vorgehensweise: ausgehend von strukturellen Charakterisierungen der
Subsumtion, d.h. Charakterisierungen, die auf syntaktischen Vergleichen geeigneter
Normalformen beruhen, wird der LCS zweier Konzeptbeschreibungen mit Hilfe ihrer
Normalformen charakterisiert. Diese Beschreibung liefert dann auf natürliche Weise
einen Algorithmus zur Berechnung des LCS. Es sei bereits an dieser Stelle darauf hin-
gewiesen, dass bei allen betrachteten BLen die Schwierigkeit dieses Ansatzes jeweils
in der Entwicklung und dem Beweis von Korrektheit und Vollständigkeit der struktu-
rellen Charakterisierung der Subsumtion liegt und nicht so sehr in der anschließenden
Charakterisierung des LCS.

Auch für ALE führt der beschriebene Ansatz zum Ziel. Dabei beruht die strukturelle
Charakterisierung der Subsumtion in ALE auf der Idee, Konzeptbeschreibungen C in
sogenannte Beschreibungsbäume GC zu übersetzen. Subsumtion zwischen Konzeptbe-
schreibungen wird dann auf die Frage reduziert, ob ein Homomorphismus zwischen
den zugehörigen Beschreibungsbäumen existiert. Ausgehend von dieser Charakterisie-
rung folgt dann leicht, dass das Produkt der Bäume, welches sich durch eine geeignete
Anpassung des graphentheoretischen Produktes auf Beschreibungsbäume ergibt, den
LCS liefert. Abbildung 5.1 zeigt rechts das entsprechende Produktdiagramm. Dabei
stehen die Kantenlabel jeweils für einen Homomorphismus vom Beschreibungsbaum
des Subsumierers in den Beschreibungsbaum des Subsumees; im Falle des Produktes
GC1 ×GC2 handelt es sich bei πi jeweils um die Projektion der iten Komponente, d.h.
die Abbildung, die ein Tupel von Knoten jeweils auf die ite Komponente abbildet.

5.2 Least Common Subsumer in EL
Die Übertragung des im vorherigen Abschnitts beschriebenen prinzipiellen Ansat-
zes zur Charakterisierung des LCS auf BLen mit Existenzrestriktionen liefert eine
Charakterisierung der Subsumtion mit Hilfe von Bäumen und Homomorphismen.
Da diese Charakterisierung und die darauf aufbauende Charakterisierung des LCS
für ALE recht aufwendig wird, sollen sie in diesem Abschnitt zunächst mit Hilfe der
ausdrucksschwächeren BL EL verdeutlicht werden.

5.2.1 Charakterisierung der Subsumtion in EL
Wie bereits erwähnt basiert die strukturelle Charakterisierung der Subsumtion für
die hier betrachteten BLen auf der Repräsentation von Konzeptbeschreibungen durch
Beschreibungsbäume. Im Falle von EL-Konzeptbeschreibungen ergibt sich der zu-
gehörige EL-Beschreibungsbaum im wesentlichen unmittelbar aus der Termstruktur
der Konzeptbeschreibung.
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Definition 5.1 (EL-Beschreibungsbäume) Sei NC eine Menge von Konzeptna-
men und NR eine Menge von Rollennamen. Ein EL-Beschreibungsbaum ist ein be-
schrifteter Baum der Form G = (V,E, v0, `) mit

• Wurzel v0 ∈ V ,

• E ⊆ V ×NR × V und

• einer Beschriftungsfunktion `, die jedem Knoten v ∈ V eine Menge `(v) ⊆ NC

zuordnet, wobei das leere Label > entspricht.

Eine Kante vrw ∈ E wird im folgenden als ∃-Kante bezeichnet und der Knoten w
als r-Nachfolger bzw. direkter Nachfolger von v. Für v ∈ V bezeichnet G(v) den
Unterbaum von G mit Wurzel v.

Formal ist die Übersetzung von Konzeptbeschreibungen in Beschreibungsbäume und
umgekehrt induktiv über die Tiefe von Konzeptbeschreibungen bzw. Beschreibungs-
bäumen erklärt. Für jede der in dieser Arbeit betrachteten BLen L (s. Tabelle 3.2) ist
die Tiefe depth(C) einer L-Konzeptbeschreibung C definiert als die Schachtelungs-
tiefe der Quantoren in C, wobei zusätzlich die Tiefe von Zahlenrestriktionen als 1
definiert ist. Die Tiefe depth(G) eines EL-Beschreibungsbaumes G ist definiert als die
Länge des längsten Pfades in G.

Im folgenden gehen wir o.B.d.A. davon aus, dass jede EL-Konzeptbeschreibung C in
der folgenden Normalform gegeben ist:

C = P1 u . . . u Pn u ∃r1.C1 u . . . u ∃rm.Cm,

wobei Pi ∈ NC ∪ {>} und jedes Ci ebenfalls in dieser Normalform ist. Liegt die
Konzeptbeschreibung in dieser Normalform vor, lässt sich die Übersetzung in einen
EL-Beschreibungsbaum G(C) := (V,E, v0, `) besonders leicht induktiv definieren:

Für depth(C) = 0 definiere V := {v0}, E := ∅ und `(v0) := {P1, . . . , Pn} \ {>}.

Für depth(C) > 0 seien G(Ci) = (Vi, Ei, v0i, `i) die induktiv definierten Beschreib-
ungsbäume zu Ci, 1 ≤ i ≤ m; o.B.d.A. seien die Vi und {v0} paarweise disjunkt.
Definiere

• V := {v0} ∪
⋃

1≤i≤m Vi,

• E := {v0riv0i | 1 ≤ i ≤ m} ∪
⋃

1≤i≤mEi und

• `(v) :=

{
{P1, . . . , Pn} \ {>}, v = v0

`i(v), v ∈ Vi für ein i ∈ {1, . . . ,m}

Entsprechend wird ein EL-Beschreibungsbaum G = (V,E, v0, `) induktiv in eine EL-
Konzeptbeschreibung CG übersetzt:
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Abbildung 5.2: EL-Beschreibungsbäume.

Für depth(G) = 0 definiere

CG :=

{
>, falls `(v0) = ∅
P1 u . . . u Pn, falls `(v0) = {P1, . . . , Pn}, n ≥ 1.

Für depth(G) > 0 sei `(v0) = {P1, . . . , Pn} und {v1, . . . , vm} die Menge aller direkten
Nachfolger von v0 mit v0rivi ∈ E, 1 ≤ i ≤ m. Für 1 ≤ i ≤ m sei Ci die
zum Unterbaum von G mit Wurzel vi induktiv definierte Konzeptbeschreibung.
Definiere CG := P1 u . . . u Pn u ∃r1.C1 u . . . u ∃rm.Cm.

Beispiel 5.2 Die Übersetzung der EL-Konzeptbeschreibung C = P u∃r.(∃r.(P uQ)u
∃s.Q)u∃r.(P u∃s.P ) ergibt den EL-Beschreibungsbaum G(C) links in Abbildung 5.2.
Der rechts in Abbildung 5.2 dargestellte EL-Beschreibungsbaum G liefert die EL-Kon-
zeptbeschreibung CG = ∃r.(∃r.P u ∃s.Q) u ∃r.P .

Die Semantik von EL-Beschreibungsbäumen G bzgl. einer Interpretation I = (∆, ·I)
ist durch die Semantik der zugehörigen EL-Konzeptbeschreibungen definiert, d.h.
GI := CIG . Folglich sind Subsumtion und Äquivalenz zwischen EL-Beschreibungsbäu-
men erklärt durch: G v G ′ (G ≡ G ′) genau dann wenn CG v CG′ (CG ≡ CG′).

Durch Induktion über die Tiefe von C bzw. G sieht man leicht, dass die Übersetzung
von EL-Konzeptbeschreibungen in EL-Beschreibungsbäume (und umgekehrt) äquiva-
lenzerhaltend ist, d.h.

C ≡ CG(C) und G ≡ G(CG). (5.1)

Zur Charakterisierung der Subsumtion zwischen EL-Konzeptbeschreibungen unter
Verwendung der zugehörigen Beschreibungsbäume fehlt noch die Definition des Be-
griffes Homomorphismus zwischen Beschreibungsbäumen.

Definition 5.3 (Homomorphismen zwischen EL-Beschreibungsbäumen)
Seien G = (VG, EG, v0, `G) und H = (VH , EH , w0, `H) EL-Beschreibungsbäume. Eine

Abbildung ϕ : VH −→ VG ist ein Homomorphismus von H nach G genau dann, wenn
die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
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1. ϕ(w0) = v0,

2. `H(v) ⊆ `G(ϕ(v)) für alle v ∈ VH und

3. ϕ(v)rϕ(w) ∈ EG für alle vrw ∈ EH .

Die Abbildung ϕ ist ein Isomorphismus von H nach G genau dann, wenn ϕ ein
bijektiver Homomorphismus ist und zusätzlich

4. `H(v) = `G(ϕ(v)) für alle v ∈ VH

gilt. In diesem Fall heißt H isomorph zu G, kurz H ∼= G.

Wiederum durch Induktion über die Tiefe sieht man leicht, dass jeder EL-Beschrei-
bungsbaum G isomorph ist zum Beschreibungsbaum der zugehörigen EL-Konzeptbe-
schreibung CG, d.h.

G ∼= G(CG). (5.2)

Diese Eigenschaft wird im Beweis der Korrektheit und Vollständigkeit der Charakte-
risierung der Subsumtion (und des LCS) benötigt. Das folgende Theorem charakte-
risiert nun die Subsumtion in EL unter Verwendung der oben eingeführten Begriffe.

Theorem 5.4 Seien C,D zwei EL-Konzeptbeschreibungen und G(C),G(D) die zu-
gehörigen EL-Beschreibungsbäume. Dann gilt C v D genau dann, wenn ein Homo-
morphismus ϕ von G(D) nach G(C) existiert.

Theorem 5.4 folgt unmittelbar aus der Verallgemeinerung der Aussage auf ALE in
Theorem 5.21, die in Abschnitt 5.3.1 bewiesen wird.

Beispiel 5.5 (Fortsetzung von Beispiel 5.2) Für die EL-Beschreibungsbäume in
Abbildung 5.2 liefert die Abbildung {v′i 7→ vi | 0 ≤ i ≤ 4} offensichtlich einen Homo-
morphismus von G nach G(C). Da G isomorph zu G(CG) ist, existiert also auch ein
Homomorphismus von G(CG) nach G(C) und mit Theorem 5.4 folgt C v CG.

Bevor im nächsten Abschnitt der LCS in EL charakterisiert wird, betrachten die fol-
genden Paragraphen noch (i) die Komplexität der Subsumtion in EL sowie (ii) den Zu-
sammenhang zwischen EL-Konzeptbeschreibungen und conjunctive queries [AHV95]
sowie conceptual graphs [Sow84].
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Komplexität der Subsumtion in EL

Aus der Charakterisierung der Subsumtion in Theorem 5.4 ergibt sich intuitiv fol-
gender Entscheidungsalgorithmus für das Subsumtionsproblem C v D in EL:

1. Übersetze C und D in die zugehörigen EL-Beschreibungsbäume G(C) und G(D).

2. Entscheide, ob ein Homomorphismus von G(D) nach G(C) existiert. Falls ja,
gib “ja” zurück, sonst “nein”.

Offensichtlich sind EL-Konzeptbeschreibungen in polynomieller Zeit in die zugehöri-
gen EL-Beschreibungsbäume übersetzbar. In [Rey77] wurde ein Algorithmus vorge-
stellt, der in polynomieller Zeit entscheidet, ob ein Homomorphismus zwischen zwei
(nicht beschrifteten) Bäumen existiert. Abbildung 5.3 zeigt die Anpassung dieses
Algorithmus an EL-Beschreibungsbäume. Die grundlegende Idee besteht darin, eine
Abbildung δ zu definieren, die jedem Knoten aus G eine Menge von Knoten aus H zu-
ordnet, welche potentielle Urbilder dieses Knotens für einen Homomorphismus sind.
Dazu wird H nur einmal in post order, d.h. von den Blättern zur Wurzel, traversiert,
woraus folgt, dass der Algorithmus stets polynomielle Laufzeit bzgl. der Größe der
Eingabe hat (s. z.B. [AHU87] für einen Algorithmus zur Ausgabe der Knoten in post
order). Nun lässt sich per Induktion über die Tiefe von H genau dann ein Homo-
morphismus von H nach G definieren, wenn die Wurzel w0 von H im Bild δ(v0) der
Wurzel v0 von G enthalten ist.1 Damit folgt

Satz 5.6 Für EL-Konzeptbeschreibungen C, D lässt sich das Subsumtionsproblem
C v D in polynomieller Zeit (bzgl. der Größe von C und D) entscheiden.

Ein Vergleich mit conjunctive queries und conceptual graphs

Theorem 5.4 lässt sich als Spezialfall der Charakterisierung der Subsumtion zwischen
simple conceptual graphs [CM92] bzw. zwischen conjunctive queries [AHV95] auf-
fassen. Im ersten Fall beruht die Charakterisierung auf Homomorphismen zwischen
Graphen und im zweiten Fall auf Homomorphismen zwischen Mengen von Variablen
und Konstanten.

1Ein formaler Beweis zur Vollständigkeit und Korrektheit des Algorithmus ergibt sich leicht aus
den technischen Resultaten in [BMT98] zur Arbeit [BMT99]. Dort wird unter Verwendung einer
Erweiterung des hier angegebenen Algorithmus gezeigt, dass auch das Subsumtionsproblem für die
BL ELIRO1, die EL um inverse Rollen, Rollenkonjunktion und Konstanten erweitert, polynomiell
entscheidbar ist. O steht hier für den aus Classic bekannten Konstruktor ONE-OF, O1 für die
Einschränkung dieses Konstruktors auf unäre Mengen von Konstanten.
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Eingabe: EL-Beschreibungsbäume H = (VH , EH , w0, `H), G = (VG, EG, v0, `G).
Ausgabe: “ja”, falls ein Homomorphismus von H nach G existiert;

“nein” sonst.

Algorithmus: hom?(H,G)

Sei {v1, . . . , vn} eine post-order Sortierung von VH .
Definiere eine Abbildung δ : VG −→ P(VH) wie folgt:

Initialisiere δ mit δ(v) := ∅ für alle v ∈ VG;
Für 1 ≤ i ≤ n

Für w ∈ VG
Falls `H(vi) ⊆ `G(w) ∧

∀virv ∈ EH : ∃w′ ∈ VG : (v ∈ δ(w′) ∧ wrw′ ∈ EG)
dann δ(w) := δ(w) ∪ {vi};

Falls w0 ∈ δ(v0), dann “ja”, sonst “nein”.

Abbildung 5.3: Entscheidungsalgorithmus zur Existenz eines Homomorphismus zwi-
schen EL-Beschreibungsbäumen.

Simple Conceptual Graphs. In [BMT99] wird die Beziehung zwischen Beschrei-
bungslogiken und der Klasse sogenannter simple conceptual graphs (SGs) untersucht.
SGs entsprechen dem konjunktiven, positiven, existentiellen Fragment der Prädika-
tenlogik 1. Stufe (PL1), d.h. der Menge der existentiell quantifizierten Konjunktionen
von Atomen (s. [Sow84] für grundlegende Definitionen zu conceptual graphs). Zwi-
schen der BL ELIRO1 und der Klasse von SGs, die Bäume sind, gibt es einen 1–1-
Zusammenhang. Genauer gesagt können ELIRO1-Konzeptbeschreibungen in äquiva-
lente SGs, die Bäume sind, übersetzt werden und umgekehrt. Dabei ist Äquivalenz
über die Übersetzung von ELIRO1-Konzeptbeschreibungen bzw. SGs in PL1-Formeln
erklärt (für die Übersetzung in PL1-Formeln siehe z.B. [Bor96] für BL-Konzeptbe-
schreibungen und [Sow84, BMT98] für SGs). Auf Grund dieser Äquivalenz kann das
Subsumtionsproblem in ELIRO1 auf das Subsumtionsproblem für SGs reduziert wer-
den.

In [CM92, MC92] charakterisieren die Autoren Subsumtion G v H zwischen SGs
durch Homomorphismen vom Subsumierer H auf den Subsumee G, wobei G in einer
bestimmten Normalform sein muss. Für beliebige SGs ist das Subsumtionsproblem
NP-vollständig [CM92], für die Subklasse der Bäume aber polynomiell entscheid-
bar [MC92]. Folglich ist ein Algorithmus, der ELIRO1-Konzeptbeschreibungen C,D
zunächst in äquivalente SGs GC , GD übersetzt und dann GC v GD entscheidet, ein
polynomielles Entscheidungsverfahren für C v D. Insbesondere ergibt sich der oben
beschriebene Algorithmus für EL als Spezialfall.

In [CMS98] wird dargelegt, dass es auch einen 1–1-Zusammenhang zwischen SGs und
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conjunctive queries (CQs) gibt und somit Subsumtion zwischen SGs auf Subsumtion
(engl. containment) zwischen CQs reduzieren lässt und umgekehrt. Folglich kann
Subsumtion in EL auch als Spezialfall der Subsumtion zwischen CQs gesehen werden.

Conjunctive Queries. Eine conjunctive query q ist definiert als endliche Konjunk-
tion atomarer Formeln der Form R(x1, . . . , xn), wobei xi Variablen oder Konstanten
sein können (s. z.B. [AHV95] für grundlegende Definitionen). Für eine gegebene Men-
ge {y1, . . . , ym} ausgezeichneter Variablen in q und eine Interpretation I = (∆, ·I)
ist die Semantik von q definiert als {(α1, . . . , αm) ∈ ∆m | I |= q[y1/α1, . . . , ym/αm]},
wobei freie Variablen in q existentiell quantifiziert werden.

Man sieht leicht, dass eine EL-Konzeptbeschreibung C stets in eine äquivalente CQ qC
übersetzt werden kann, die keine Konstanten, nur unäre und binäre Prädikate sowie
x0 als einzige ausgezeichnete Variable enthält. Beispielsweise liefert die in Beispiel 5.2
eingeführte Konzeptbeschreibung C die (bei ausgezeichneter Variable x0) äquivalente
CQ

P (x0) ∧
r(x0, x1) ∧ r(x1, x2) ∧ P (x2) ∧Q(x2) ∧ s(x1, x3) ∧Q(x3) ∧
r(x0, x4) ∧ P (x4) ∧ s(x4, x5) ∧ P (x5).

In [AHV95] wird Subsumtion p v q zwischen CQs durch Homomorphismen zwischen
den Mengen von Variablen und Konstanten in p bzw. q charakterisiert. Tatsächlich
gibt es einen offensichtlichen 1–1-Zusammenhang zwischen der Einschränkung der De-
finition eines Homomorphismus zwischen CQs auf CQs, die EL-Konzeptbeschreibung-
en entsprechen, und Homomorphismen zwischen EL-Beschreibungsbäumen. Damit
ergibt sich Theorem 5.4 auch als direkte Konsequenz aus Theorem 6.2.3 in [AHV95].

5.2.2 Charakterisierung des LCS in EL

Wie oben erwähnt kann der LCS mit Hilfe des Produktes geeigneter Repräsentationen
der Konzeptbeschreibungen charakterisiert werden. Im Falle der kleinen BL EL liefern
bereits die EL-Beschreibungsbäume die geeignete Repräsentation. Das Produkt zweier
solcher Bäume ist nun wie folgt definiert:

Definition 5.7 (Produkt von EL-Beschreibungsbäumen)
Seien G = (VG, EG, v0, `G) und H = (VH , EH , w0, `H) EL-Beschreibungsbäume. Das

Produkt G ×H = (V,E, (v0, w0), `) von G und H ist induktiv definiert durch:

• `(v0, w0) := `C(v0) ∩ `D(w0),

• zu jedem Paar (v, w) mit v0rv ∈ EG und w0rw ∈ EH ist (v0, w0)r(v, w) ∈ E,
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sr

w0:∅

w1:{P}

r

w2:{P} w3:{Q}

G(D): (v0, w0):∅

(v1, w1):∅

s

rr

r s

(v2, w2):{P} (v3, w3):{Q} (v5, w3):∅

G(C)× G(D):

(v4, w1):{P}

Abbildung 5.4: Ein Beispiel für das Produkt zweier EL-Beschreibungsbäume.

• zu jedem direkten Nachfolger (v, w) von (v0, w0) enthält G × H das induktiv
definierte Produkt G(v)×H(w) als Unterbaum, wobei (v, w) die Wurzel dieses
Unterbaumes ist.

Beispiel 5.8 Abbildung 5.4 zeigt links den EL-Beschreibungsbaum G(D) zur Kon-
zeptbeschreibung D = ∃r.(P u ∃r.P u ∃s.Q). Rechts ist das Produkt G(C)×G(D) des
Baumes G(C) aus Abbildung 5.2 und G(D) abgebildet.

Es folgt die Charakterisierung des LCS zweier EL-Konzeptbeschreibungen, wobei von

”
dem“ LCS gesprochen werden kann, da er per Definition bis auf Äquivalenz eindeutig

bestimmt ist.

Theorem 5.9 Seien C,D EL-Konzeptbeschreibungen und G(C), G(D) die zugehöri-
gen EL-Beschreibungsbäume. Der LCS von C und D ist gegeben durch die Konzept-
beschreibung CG(C)×G(D) zum Produkt G(C)× G(D) von G(C) und G(D).

Beweis: Seien G(C) = (VC , EC , v0, `C), G(D) = (VD, ED, w0, `D) und G(C)×G(D) =
(V,E, (v0, w0), `). Folgende Punkte sind zu zeigen:

1. C v CG(C)×G(D),

2. D v CG(C)×G(D) und

3. für jedes C ′ mit C v C ′ und D v C ′ gilt CG(C)×G(D) v C ′.

Man sieht leicht, dass für i ∈ {1, 2} die Projektion πi mit πi(v1, v2) := vi einen
Homomorphismus von G(C) × G(D) nach G(C) (für i = 1) bzw. G(D) (für i =
2) liefert. Mit der Rückrichtung von Theorem 5.4 und Eigenschaft (5.1) folgt C v
CG(C)×G(D) bzw. D v CG(C)×G(D).

Es bleibt 3. zu zeigen. Sei C ′ ein beliebiger Common Subsumer von C und D und
G(C ′) = (V ′, E ′, v′0, `

′) der zugehörige EL-Beschreibungsbaum. Gemäß Theorem 5.4
existiert ein Homomorphismus ϕ1 von G(C ′) nach G(C) und ein Homomorphismus
ϕ2 von G(C ′) nach G(D).
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Behauptung: Das Produkt ϕ := 〈ϕ1, ϕ2〉 von ϕ1 und ϕ2 definiert durch ϕ(v′) :=
(ϕ1(v′), ϕ2(v′)) für v′ ∈ V ′ ist ein Homomorphismus von G(C ′) nach G(C) ×
G(D).

Dann folgt wiederum mit Theorem 5.4 und Eigenschaft (5.2) CG(C)×G(D) v C ′, was
den Beweis abschließt.

Zum Beweis der Behauptung ist zu zeigen, dass (i) ϕ wohl-definiert ist, d.h. für alle
v′ ∈ V ′ gilt ϕ(v′) ∈ V ; und (ii) ϕ die Bedingungen 1.–3. aus Definition 5.3 erfüllt.

Der Punkt (i) kann durch Induktion nach der Länge λ(v′) des eindeutigen (!) Pfades
von v′0 nach v′ in G(C ′) gezeigt werden.

Für λ(v′) = 0 erhält man v′ = v′0, also ϕ(v′) = ϕ(v′0) = (ϕ1(v′0), ϕ2(v′0)) = (v0, w0) ∈
V . Für λ(v′) > 0 existiert ein eindeutiger (!) Vorgänger v′′ in G(C ′) mit v′′rv′ ∈ E ′ für
ein r ∈ NR. Es ist λ(v′′) < λ(v′) und per Induktion folgt ϕ(v′′) = (ϕ1(v′′), ϕ2(v′′)) ∈ V .
Da ϕ1, ϕ2 Homomorphismen sind, ist ϕ1(v′′)rϕ1(v′) ∈ EC und ϕ2(v′′)rϕ2(v′) ∈ ED.
Per Definition des Produktes von EL-Beschreibungsbäumen ist (ϕ1(v′), ϕ2(v′)) ein
r-Nachfolger von (ϕ1(v′′), ϕ2(v′′)) in G(C)× G(D), also (ϕ1(v′), ϕ2(v′)) ∈ V .

Zum Beweis von Punkt (ii) werden die Bedingungen aus Definition 5.3 betrachtet:

1. Da ϕ1, ϕ2 Homomorphismen sind, ist ϕ1(v′0) = v0 und ϕ2(v′0) = w0, also ϕ(v′0) =
(v0, w0).

2. Aus der Definition des Produktes von EL-Beschreibungsbäumen folgt `(v, w) =
`C(v)∩`D(w) für alle Knoten (v, w) ∈ V . Außerdem gilt `′(v′) ⊆ `C(ϕ1(v′)) und
`′(v′) ⊆ `D(ϕ2(v′)). Damit ist `′(v′) ⊆ `C(ϕ1(v′))∩`D(ϕ2(v′)) = `(ϕ1(v′), ϕ2(v′)).

3. Sei v′rw′ ∈ E ′. Da ϕ1, ϕ2 Homomorphismen sind, folgt ϕ1(v′)rϕ1(w′) ∈ EC und
ϕ2(v′)rϕ2(w′) ∈ ED. Mit (i) folgt (ϕ1(v′), ϕ2(v′)) ∈ V und mit Definition 5.7
folgt (ϕ1(v′), ϕ2(v′))r(ϕ1(w′), ϕ2(w′)) ∈ E. 2

Mit Theorem 5.9 folgt für die Konzeptbeschreibungen C aus Beispiel 5.2 und D aus
Beispiel 5.8, dass der LCS von C und D gegeben ist durch

CG(C)×G(D) = ∃r.(∃r.P u ∃s.Q) u ∃r.(P u ∃s.>).

Die Größe eines EL-Beschreibungsbaumes G = (V,E, v0, `) ist definiert als die Summe
der Anzahl der Kanten und der Größen der Knotenlabel, d.h.

|G| := |E|+
∑
v∈V

|`(v)|.

Nach Definition von G(C) und der Definition der Größe |C| (s. Definition 3.17) ist
die Größe des EL-Beschreibungsbaumes G(C) stets kleiner oder gleich der Größe von
C, d.h.

|G(C)| ≤ |C|. (5.3)
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Die Größe von G(C) kann kleiner sein als die Größe von C, da Mehrfachvorkommen
atomarer Konzeptnamen in einer Konjunktion in |G(C)| nicht mitgezählt, wohl aber
in |C|. Umgekehrt ist die Größe der EL-Konzeptbeschreibung CG stets gleich der
Größe des EL-Beschreibungsbaumes G, d.h.

|CG| = |G|. (5.4)

Da die Größe des Produktes zweier Bäume offensichtlich durch das Produkt der
Größen der Eingabebäume beschränkt werden kann, erhält man

Satz 5.10 Die Größe der LCS zweier EL-Konzeptbeschreibungen C, D ist polyno-
miell in der Größe der Konzeptbeschreibungen C und D und der LCS kann in poly-
nomieller Zeit berechnet werden.

In den in Abschnitt 3.4 genannten Anwendungen des LCS ist man aber im allgemeinen
an der Berechnung des LCS von n > 2 Konzeptbeschreibungen C1, . . . , Cn interessiert.
Dieser LCS ergibt sich aus dem Produkt G(C1) × · · · × G(Cn) der zugehörigen Be-
schreibungsbäume. Dieses kann wie üblich durch iterierte Berechnung des binären
Produktes bestimmt werden. Leider zeigt nun das folgende Beispiel, dass bereits für
die ausdrucksschwache BL EL die Größe dieses LCS nicht polynomiell beschränkt
werden kann.

Beispiel 5.11 Für n ≥ 0 definiere

Dn :=

{
>, n = 0

∃r.(P uQ uDn−1), n > 0

und für n ≥ 1 und 1 ≤ i ≤ n definiere

Cn
i :=

{
∃r.(P uDn−1) u ∃r.(Q uDn−1), i = 1

∃r.(P uQ u Cn−1
i−1 ), 1 < i ≤ n.

Die Idee hinter der Definition der Konzepte Dn und Cn
i ist die folgende: Der Be-

schreibungsbaum G(Dn) zu Dn ist ein einzelner Pfad der Länge n, wobei die Wurzel
mit der leeren Menge und alle anderen Knoten mit der Menge {P,Q} beschriftet
sind. Der Beschreibungsbaum G(Cn

i ) zu Cn
i ist ein Baum der Tiefe n der folgenden

Form: von der Wurzel führt ein einzelner Pfad der Länge i − 1 zu einem Knoten,
der genau zwei r-Nachfolger v1, v2 hat, wobei v1 mit {P} beschriftet ist und v2 mit
{Q} und beide Wurzeln eines einzelnen Pfades der Länge n− i sind, dessen Knoten
alle mit {P,Q} beschriftet sind. Alle Kanten in diesem Baum sind mit r beschriftet.
Abbildung 5.5 zeigt die entsprechenden Bäume für n = 3. Das Produkt der Bäume
G(Cn

1 ), . . . ,G(Cn
n) bildet dann einen binären Baum der Tiefe n, hat also eine Größe

exponentiell in n.
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Abbildung 5.5: Die EL-Beschreibungsbäume zu C3
1 , C

3
2 und C3

3 .

Lemma 5.12 Für n ∈ IN sei Cn
i wie in Beispiel 5.11 definiert. Die Größe von Cn

i

ist linear in n und die Größe des LCS von Cn
1 , . . . , C

n
n ist exponentiell in n.

Beweis: Offensichtlich kann die Größe von Cn
i linear beschränkt werden. Nach Theo-

rem 5.9 ergibt sich der LCS von Cn
1 , . . . , C

n
n aus dem Produkt der Bäume G(Cn

1 ), . . . ,
G(Cn

n). Man sieht leicht, dass das Produkt G(Cn
1 ) × · · · × G(Cn

n) isomorph ist zum
vollen binären Baum Bn der Tiefe n, wobei

• jede Kante mit r und die Wurzel mit der leeren Menge beschriftet ist und

• jeder andere Knoten genau zwei Nachfolger hat, einer mit {P} und der andere
mit {Q} beschriftet.

Als Beispiel betrachte man den Baum zu G(C3
1)× G(C3

2)× G(C3
3) in Abbildung 5.6.

Es ist also lcs(Cn
1 , . . . , C

n
n) ≡ CBn . Da die Größe von Bn (und damit auch von CBn)

exponentiell in n ist, bleibt zu zeigen, dass es keine EL-Konzeptbeschreibung C gibt
mit C ≡ CBn und |C| < |CBn|, wobei mit Eigenschaft (5.3) und (5.4) o.B.d.A. |C| =
|G(C)| sei.

Angenommen, C ≡ CBn und |C| ≤ |CBn|. Mit Theorem 5.4 und Eigenschaft (5.2)
folgt aus C v CBn , dass ein Homomorphismus ϕ von Bn = (V,E, v0, `) nach G(C) =
(VC , EC , w0, `C) existiert. Wir zeigen, dass ϕ injektiv ist. Angenommen, es existie-
ren Knoten v1 6= v2 in Bn mit ϕ(v1) = ϕ(v2). Dann können v1 und v2 insbeson-
dere so gewählt werden, dass sie einen gemeinsamen direkten Vorgänger v haben,
d.h. {vrv1, vrv2} ⊆ E. Da ϕ Homomorphismus ist, folgt `(v1) ∪ `(v2) = {P,Q} ⊆
`C(ϕ(v1)). Sei die Länge des Pfades von w0 nach ϕ(v) in G(C) gleich i − 1. Dann
gibt es keinen Homomorphismus von G(C) nach G(Cn

i ): Durch die Definition von
Cn
i ist der Knoten vni in G(Cn

i ), auf den ϕ(v) abgebildet wird, eindeutig bestimmt.
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Abbildung 5.6: Das Produkt der EL-Beschreibungsbäume zu C3
1 , C

3
2 und C3

3 .

Wiederum nach Definition von Cn
i hat vni genau zwei r-Nachfolger v′ und v′′, die mit

P bzw. Q beschriftet sind, wobei `C(ϕ(v1)) 6⊆ `ni (v′) und `C(ϕ(v1)) 6⊆ `ni (v′′). Also
kann G(C) nicht homomorph auf G(Cn

i ) abgebildet werden, was wegen CBn w Cn
i im

Widerspruch zur Annahme C ≡ CBn steht.

Aus der Existenz eines injektiven Homomorphismus von Bn nach G(C) folgt |Bn| ≤
|G(C)| und mit Eigenschaft (5.4) |CBn| ≤ |C|. 2

Mit Lemma 5.12 folgt unmittelbar

Satz 5.13 Die Größe des LCS von n EL-Konzeptbeschreibungen, deren Größe jeweils
linear in n ist, kann exponentiell in n wachsen.

5.3 Least Common Subsumer in ALE
Dieser Abschnitt erweitert die Ergebnisse zum LCS in EL auf ALE . Dazu werden
zunächst die Definitionen Beschreibungsbaum und Homomorphismus an die ALE-
Syntax angepasst. Diese Anpassung alleine reicht allerdings nicht aus, um eine kor-
rekte und vollständige Charakterisierung der Subsumtion und die gewünschte Cha-
rakterisierung des LCS zu erhalten. Probleme ergeben sich im wesentlichen aus der In-
teraktion von Existenz- und Werterestriktionen sowie aus Inkonsistenzen. Die im fol-
genden präsentierte Lösung basiert auf der Idee, die Konzeptbeschreibungen zunächst
in eine geeignete Normalform zu bringen und erst dann in Beschreibungsbäume zu
übersetzen. Dabei können die zu betrachtenden Normalformen zwar exponentiell groß
bezüglich der Größe der Ausgangskonzepte sein. Allerdings wird sich zeigen, dass sich
ein solcher exponentieller Zuwachs bei der Berechnung des LCS zweier ALE-Konzept-
beschreibungen im allgemeinen nicht vermeiden lässt.
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5.3.1 Charakterisierung der Subsumtion in ALE

Die Definition von ALE-Beschreibungsbäumen ergibt sich auf natürliche Weise durch
eine Erweiterung der Definition von EL-Beschreibungsbäumen um Kantenlabel der
Form ∀r und Knotenlabel, die neben Konzeptnamen auch negierte Konzeptnamen
und ⊥ enthalten dürfen.

Definition 5.14 (ALE-Beschreibungsbäume) Sei NC eine Menge von Konzept-
namen und NR eine Menge von Rollennamen. Ein ALE-Beschreibungsbaum ist ein
beschrifteter Baum der Form G = (V,E, v0, `) mit

• Wurzel v0 ∈ V ,

• E ⊆ V ×NR × V ∪ V × {∀r | r ∈ NR} × V und

• einer Beschriftungsfunktion `, die jedem Knoten v ∈ V eine Menge `(v) ⊆
NC ∪ {¬P | P ∈ NC} ∪ {⊥} zuordnet, wobei das leere Label > entspricht.

Für v ∈ V bezeichnet G(v) den Unterbaum von G mit Wurzel v.

Analog zur Notation für ∃-Kanten wird v∀rw ∈ E als ∀-Kante und w als ∀r-
Nachfolger bzw. direkter Nachfolger von v bezeichnet. Wie für EL ist die Übersetzung
von Konzeptbeschreibungen in Beschreibungsbäume und umgekehrt induktiv erklärt.
Dabei gehen wir wieder o.B.d.A. davon aus, dass ALE-Konzeptbeschreibungen stets
in folgender Normalform vorliegen:

C = Q1 u . . . uQn u ∀s1.C
′
1 u . . . u ∀sk.C ′k u ∃r1.C1 u . . . u ∃rm.Cm,

wobei Qi ∈ NC ∪ {¬P | P ∈ NC} ∪ {>,⊥} und die Ci und C ′j ebenfalls in dieser
Normalform sind. Eine solche Konzeptbeschreibung wird wie folgt in einen ALE-
Beschreibungsbaum G(C) = (V,E, v0, `) übersetzt:

Für depth(C) = 0 definiere V := {v0}, E := ∅ und `(v0) := {Q1, . . . , Qn} \ {>}.

Für depth(C) > 0 seien G(Ci) = (Vi, Ei, v0i, `i) und G(C ′j) = (V ′j , E
′
j, v
′
0j, `

′
j) die

induktiv definierten Beschreibungsbäume zu Ci, 1 ≤ i ≤ m, und C ′j, 1 ≤ j ≤ k.
Wiederum seien die Vi, V

′
j und {v0} o.B.d.A. paarweise disjunkt. Definiere

• V := {v0} ∪
⋃

1≤i≤m Vi ∪
⋃

1≤j≤k V
′
j ,

• E := {v0riv0i | 1 ≤ i ≤ m}∪{v0∀sjv′0j | 1 ≤ j ≤ k}∪
⋃

1≤i≤mEi∪
⋃

1≤j≤k E
′
j

und

• `(v) :=


{Q1, . . . , Qn} \ {>}, v = v0

`i(v), v ∈ Vi für ein i ∈ {1, . . . ,m}
`′j(v), v ∈ V ′j für ein j ∈ {1, . . . , k}
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Die Übersetzung eines ALE-Beschreibungsbaumes G = (V,E, v0, `) in eine ALE-Kon-
zeptbeschreibung CG erfolgt ebenfalls induktiv:

Für depth(G) = 0 definiere

CG :=

{
> , falls `(v0) = ∅
Q1 u . . . uQn , falls `(v0) = {Q1, . . . , Qn}, n ≥ 1.

Für depth(G) > 0 sei `(v0) = {Q1, . . . , Qn}, {v1, . . . , vm} die Menge aller direkten
Nachfolger von v0 mit v0rivi ∈ E, 1 ≤ i ≤ m, und {v′1, . . . , v′k} die Menge
aller direkten Nachfolger von v0 mit v0∀sjv′j ∈ E, 1 ≤ j ≤ k. Für 1 ≤ i ≤ m
(1 ≤ j ≤ k) sei Ci (C ′j) die zum Unterbaum von G mit Wurzel vi (v′j) induktiv
definierte Konzeptbeschreibung. Definiere CG := Q1 u . . . uQn u ∃r1.C1 u . . . u
∃rm.Cm u ∀sj.C ′j u . . . u ∀sk.C ′k.

Wie für EL ist auch für ALE-Beschreibungsbäume G die Semantik bzgl. einer Interpre-
tation I durch die Semantik der zugehörigen ALE-Konzeptbeschreibung CG definiert
und es gilt

C ≡ CG(C) und G ≡ G(CG). (5.5)

Die Erweiterung des Begriffes Homomorphismus auf ALE-Beschreibungsbäume erfor-
dert offensichtlich die Berücksichtigung von Kanten mit Label der Form ∀r, d.h. die
3. Bedingung in Definition 5.3 muss ersetzt werden durch

3.’ ϕ(v)rϕ(w) ∈ EG für alle vrw ∈ EH und ϕ(v)∀rϕ(w) ∈ EG für alle v∀rw ∈ EH .

Diese einfache Erweiterung reicht aber nicht aus, um analog zu Theorem 5.4 eine
korrekte und vollständige Charakterisierung der Subsumtion in ALE zu erhalten. Dies
verdeutlichen die folgenden Beispiele.

Beispiel 5.15 Betrachte die ALE-Konzeptbeschreibungen C = P u Q und D = P u
∀r.>. Es gilt ∀r.> ≡ > und damit D ≡ P . Insbesondere gilt also C v D. Außerdem
ist

G(C) = ({v0}, ∅, v0, `C) mit `C(v0) = {P,Q} und
G(D) = ({w0, w1}, {w0∀rw1}, w0, `D) mit `D(w0) = {P} und `D(w1) = ∅.

Offensichtlich existiert wegen EC = ∅ und ED 6= ∅ kein Homomorphismus von GD
nach GC (der den Bedingungen 1 und 2 aus Definition 5.3 und obiger Bedingung 3′

genügt).
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Die Ursache für das Problem im obigen Beispiel liegt darin, dass die Kante w0∀rw1

in GD in dem Sinne redundant ist, dass sie eine Werterestriktion repräsentiert, die
äquivalent zu > ist. Zur Lösung dieses Problems sind derartige redundante Kanten
aus dem Beschreibungsbaum des Subsumierers zu eliminieren. Dies könnte zum einen
nachträglich geschehen, d.h. nach der Übersetzung des möglichen Subsumierers D in
G(D). Hier wird aber der alternative Ansatz verfolgt, die Konzeptbeschreibungen D
vor der Übersetzung durch Anwenden äquivalenzerhaltender Normalisierungsregeln
in eine geeignete Normalform zu bringen. Hierbei bedeutet

”
geeignet“, dass der zur

Normalform erhaltene Beschreibungsbaum keine solchen redundanten Kanten mehr
enthält. Für das in Beispiel 5.15 skizzierte Problem leisten die Regeln

∀r.> −→ >
E u > −→ E

das Gewünschte, wobei die zweite Regel modulo Kommutativität und Assoziativität
der Konjunktion zu lesen ist, d.h. auch >uE wird zu E normalisiert. Die erschöpfende
Anwendung dieser Regeln auf eine ALE-Konzeptbeschreibung D liefert eine äquiva-
lente ALE-Konzeptbeschreibung, die sogenannte >-Normalform von D.

Um eine vollständige Charakterisierung der Subsumtion zu erhalten, muss aber nicht
nur der Subsumierer, sondern auch der Subsumee geeignet normalisiert werden.

Beispiel 5.16 Abbildung 5.7 zeigt die Beschreibungsbäume zu den Konzeptbeschrei-
bungen

C = ∀r.P u ∀r.Q u ∃s.> u ∀s.P und

D = ∀r.(P uQ) u ∃s.P.

Es gilt C v D, aber offensichtlich existiert kein Homomorphismus von G(D) nach
G(C):

• w1 muss wegen des Kantenlabels auf v1 oder v2 abgebildet werden, aber für
i = 1, 2 gilt `D(w1) 6⊆ `C(vi);

• w2 muss wegen des Kantenlabels auf v3 abgebildet werden, aber es gilt `D(w2) 6⊆
`C(v3).

Die Ursache für das in Beispiel 5.16 aufgezeigte Problem liegt in der Interaktion zwi-
schen Werte- und Existenzrestriktionen in ALE-Konzeptbeschreibungen sowie Wer-
terestriktionen untereinander: treten zu einem Rollennamen r in einer Konjunktion
sowohl Werte- als auch Existenzrestriktionen auf, so gelten alle Konzeptbeschreibung-
en in den Werterestriktionen implizit auch in den Existenzrestriktionen. Im Beispiel
ist jeder s-Nachfolger einer Instanz von C auch Instanz von P . Um eine vollständige
Charakterisierung der Subsumtion zu erhalten, sind diese impliziten Subsumtions-
beziehungen explizit zu machen. Desweiteren zeigt das Beispiel, dass zusätzlich alle
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v0:∅G(C): G(D):

v1:{P} v2:{Q} v3:∅ v4:{P} w1:{P,Q} w2:{P}

w0:∅

s∀r∀r ∀s s∀r

Abbildung 5.7: ALE-Beschreibungsbäume: Interaktionen zwischen Werte- und Exi-
stenzrestriktionen.

Werterestriktionen zu einem Rollennamen r in einer Werterestriktion der Form ∀r.C ′
zusammenzufassen sind.

Formal drücken die folgenden Äquivalenzen diese Zusammenhänge aus:

∀r.E u ∀r.F ≡ ∀r.(E u F );

∀r.E u ∃r.F ≡ ∀r.E u ∃r.(E u F ).

Liest man diese Äquivalenzen wiederum von links nach rechts als Termersetzungs-
regeln (modulo Kommutativität und Assoziativität der Konjunktion), so liefert die
erschöpfende Anwendung dieser Regeln eine äquivalente Konzeptbeschreibung, wobei
die zweite Regel auf jedes Paar von Existenz- und Werterestriktion nur einmal an-
gewendet werden darf. Die erzeugte Konzeptbeschreibung enthält zum einen in jeder
Konjunktion zu jedem Rollennamen höchstens eine Werterestriktion, d.h. alle Werte-
restriktionen zu einem Rollennamen wurden in einer Werterestriktion zusammenge-
fasst. Zum anderen wurden alle impliziten Folgerungen, die sich aus Konjunktionen
von Werte- und Existenzrestriktionen ergeben, explizit gemacht.

Ein letztes Problem bei der Charakterisierung der Subsumtion in ALE ergibt sich
aus Inkonsistenzen, die in ALE-Konzeptbeschreibungen ausgedrückt werden können.
Ausgehend von den Äquivalenzen

P u ¬P ≡ ⊥
∃r.⊥ ≡ ⊥

E u ⊥ ≡ ⊥

sind derartige Inkonsistenzen im Subsumee wieder durch geeignete Normalisierungs-
regeln explizit zu machen. Zusätzlich ist zur Lösung dieses Problems allerdings auch
noch die Definition des Homomorphismus geeignet zu modifizieren.

Beispiel 5.17 Man sieht leicht, dass die ALE-Konzeptbeschreibung

C = ∀r.⊥ u ∃s.(P u ∃r.Q)
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∀r s

w0:∅

w1:∅ w4:∅

w2:{P}

r r

w3:{¬P} w5:{Q}

r

G(D):v0:∅G(C):

r

v2:{Q}

v3:{⊥}v1:{P}

∀rs

Abbildung 5.8: ALE-Beschreibungsbäume mit Inkonsistenzen.

von der ALE-Konzeptbeschreibung

D = ∀r.(∃r.P u ∃r.¬P ) u ∃s.∃r.Q

subsumiert wird. Betrachtet man allerdings die zugehörigen ALE-Beschreibungsbäume
(s. Abbildung 5.8), so erkennt man, dass keine Abbildung von G(D) auf G(C) existiert,
die die Bedingungen 1 und 2 aus Definition 5.3 und obige Bedingung 3′ erfüllt.

Die folgende Definition fasst die Normalisierungsregeln für ALE-Konzeptbeschrei-
bungen zusammen und führt die zugehörigen Normalformen ein.

Definition 5.18 (ALE-Normalisierungsregeln und -Normalformen) Seien E
und F zwei ALE-Konzeptbeschreibungen, P ∈ NC ein Konzeptname und r ∈ NR

ein Rollenname. Die ALE-Normalisierungsregeln sind wie folgt definiert:

∀r.> −→ > (5.6)

E u > −→ E (5.7)

P u ¬P −→ ⊥ (5.8)

∃r.⊥ −→ ⊥ (5.9)

E u ⊥ −→ ⊥ (5.10)

∀r.E u ∀r.F −→ ∀r.(E u F ) (5.11)

∀r.E u ∃r.F −→ ∀r.E u ∃r.(E u F ), falls F 6v E. (5.12)

Eine ALE-Konzeptbeschreibung ist ALE-normalisiert, wenn keine der Regeln auf C
anwendbar ist; C ist >-normalisiert, wenn die Regeln (5.6) und (5.7) nicht auf C
anwendbar sind. Die ALE-Normalform zu C ist definiert als die Konzeptbeschreibung,
die man aus C durch erschöpfende Anwendung aller Regeln erhält. Die >-Normalform
zu C ist definiert als die Konzeptbeschreibung, die man aus C durch erschöpfende
Anwendung der Regeln (5.6) und (5.7) erhält. Für ALE- und >-Normalform sind die
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Regeln jeweils modulo Kommutativität und Assoziativität der Konjunktion anzuwen-
den.

Der ALE-Beschreibungsbaum zur ALE-Normalform von C wird mit GC bezeichnet und
der ALE-Beschreibungsbaum zur >-Normalform von C mit G>C . Ein ALE-Beschreib-
ungsbaum G heißt ALE-normalisiert bzw. >-normalisiert, wenn CG ALE-normalisiert
bzw. >-normalisiert ist.

Die Definition der Normalformen macht Sinn, da durch die Einschränkung der Anwen-
dung von Regel (5.12) die erschöpfende Anwendung der Regeln zum einen stets nach
endlich vielen Schritten terminiert und zum anderen ein eindeutiges Ergebnis liefert,
d.h. die ALE-Normalform zu einer ALE-Konzeptbeschreibung ist eindeutig (modulo
Kommutativität und Assoziativität der Konjunktion). Desweiteren sind die Regeln
äquivalenzerhaltend, sodass sowohl ALE- als auch >-Normalform von C äquivalent
zu C sind.

Wie man leicht sieht, ist keine der Normalisierungsregeln auf die Konzepteschreibun-
gen C,D aus Beispiel 5.17 anwendbar ist, d.h. C und D sind inALE-Normalform. Dass
dennoch kein Homomorphismus von G(D) nach G(C) existiert, obwohl C v D gilt,
liegt daran, dass die Bedingungen 1, 2 und 3′ die für alle ALE-Konzeptbeschreibungen
E gültige Äquivalenz ⊥ v E nicht berücksichtigen. Intuitiv entspricht dem Zusam-
menhang ⊥ v E auf Seiten der Beschreibungsbäume eine Abbildung, die den Baum
zu E ganz auf den einzelnen Knoten, der ⊥ repräsentiert, abbildet. Formal können
Inkonsistenzen in ALE-Beschreibungsbäumen durch folgenden Homomorphiebegriff
geeignet behandelt werden:

Definition 5.19 (Homomorphismen zwischen ALE-Beschreibungsbäumen)
Seien G = (VG, EG, v0, `G) und H = (VH , EH , w0, `H) ALE-Beschreibungsbäume. Eine
Abbildung ϕ : VH −→ VG ist ein Homomorphismus von H nach G genau dann, wenn
die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. ϕ(w0) = v0,

2. für alle v ∈ VH gilt `H(v) ⊆ `G(ϕ(v)) oder ⊥ ∈ `G(ϕ(v)),

3. für alle vρw ∈ EH mit ρ = r oder ρ = ∀r für ein r ∈ NR gilt ϕ(v)ρϕ(w) ∈ EG;
oder ϕ(v) = ϕ(w) und ⊥ ∈ `G(ϕ(v)).

Die Abbildung ϕ ist ein Isomorphismus von H nach G genau dann, wenn ϕ ein
bijektiver Homomorphismus ist und zusätzlich

4. `H(v) = `G(ϕ(v)) für alle v ∈ VH

gilt. In diesem Fall heißt H isomorph zu G, kurz H ∼= G.
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∀r
G(C) : G(D) :v0 : ∅ w0 : ∅

s

v1 : {P} v3 : {⊥}

r

v2 : {Q}

w1 : {Q}

r r

w2 : {P} w3 : {¬P}

w4 : ∅

r

w5 : {Q}

∀rs

ϕ

Abbildung 5.9: Ein Homomorphismus zwischen ALE-Beschreibungsbäumen.

Für die ALE-Konzeptbeschreibungen C und D aus Beispiel 5.17 zeigt Abbildung 5.9
einen Homomorphismus ϕ von G(D) nach G(C), der alle Knoten im Unterbaum mit
Wurzel w1 in G(D) auf den Knoten v3 mit Label `C(v3) = {⊥} in G(C) abbildet.

Wiederum wie für EL (vgl. Eigenschaft (5.2)) zeigt man durch Induktion über die
Tiefe, dass jeder ALE-Beschreibungsbaum G isomorph ist zum Beschreibungsbaum
der zugehörigen ALE-Konzeptbeschreibung CG, d.h.

G ∼= G(CG). (5.13)

Bevor nun Subsumtion in ALE mit Hilfe der soeben eingeführten Begriffe charakteri-
siert wird, soll an dieser Stelle noch kurz auf den Zusammenhang zwischen den ALE-
Normalisierungsregeln und tableaux-basierten Subsumtionsalgorithmen sowie auf die
Komplexität der ALE-Normalform eingegangen werden.

Normalisierungsregeln vs. Tableau-Algorithmen.

Es existiert ein enger Zusammenhang zwischen den Normalisierungsregeln aus Defi-
nition 5.18 und den sogenannten Vervollständigungsregeln in tableaux-basierten Sub-
sumtionsalgorithmen, wie sie z.B. in [DLN+92] für ALE oder in [SS91] für ALC ein-
geführt wurden. So basieren beispielsweise Regel (5.12) in Definition 5.18 und die
∀-Regel in [DLN+92, SS91], d.h. die Vervollständigungsregel für Werterestriktionen,
auf der gleichen Idee: Wissen, das implizit durch Konjunktionen der Form ∀r.Eu∃r.F
gegeben ist, wird durch propagieren von E in die Existenzrestriktion, d.h. durch ab-
leiten der Konjunktion ∀r.Eu∃r.(EuF ), explizit gemacht. In [DLN+92] wird gezeigt,
dass erschöpfendes Anwenden der ∀-Regel (im Zusammenspiel mit der Vervollständi-
gungsregel für Existenzrestriktionen) zu einem exponentiell großen Tableaux führen
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v9 : Q

r

rr

r ∀r

v4 : Qv1 : P v7 : ∅

v5 : P v6 : Q v8 : P

rrrr

v3 : Qv2 : P

v0 : ∅

Abbildung 5.10: ALE-Beschreibungsbaum zur ALE-Normalform von C2.

kann. Zugleich zeigen die Autoren, dass das Subsumtionsproblem in ALE (und auch
schon in FLE) NP-vollständig ist. Wie wir im folgenden noch sehen werden, entspricht
diesem Komplexitätsresultat bei der hier gegebenen strukturellen Charakterisierung
der Subsumtion für ALE die Tatsache, dass die ALE-Normalform zu einer ALE-Kon-
zeptbeschreibung C exponentiell groß in der Größe von C sein kann.

Beispiel 5.20 Betrachte die Sequenz {C1, C2, C3, . . .} von ALE-Konzeptbeschreibung-
en mit

Cn :=

{
∃r.P u ∃r.Q, n = 1
∃r.P u ∃r.Q u ∀r.Cn−1, n > 1.

Man sieht leicht, dass die Größe von Cn linear in n ist. Abbildung 5.10 zeigt den
ALE-Beschreibungsbaum zur ALE-Normalform von C2. Offensichtlich wird durch An-
wenden von Regel (5.12) auf C2 die Anzahl der Existenzrestriktionen verdoppelt.

Durch eine Induktion nach n erhält man die allgemeine Aussage, dass die ALE-
Normalform von Cn exponentiell groß in n ist.

Die Charakterisierung der Subsumtion in ALE

Mit den oben eingeführten Notationen kann nun die Charakterisierung der Subsum-
tion von EL auf ALE übertragen werden.

Theorem 5.21 Seien C,D zwei ALE-Konzeptbeschreibungen, GC der ALE-Beschrei-
bungsbaum zur ALE-Normalform von C und G>D der ALE-Beschreibungsbaum zur >-
Normalform von D. Es gilt C v D genau dann, wenn ein Homomorphismus ϕ von
G>D nach GC existiert.

Der Beweis von Theorem 5.21 ist wie folgt gegliedert: Zunächst wird zum Beweis
der Rückrichtung eine allgemeinere Aussage bewiesen (cf Lemma 5.22). Zum Beweis
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der Hinrichtung werden wir durch Induktion nach der Tiefe von D einen Homo-
morphismus von G>D nach GC definieren. Der zweite Teil des Beweises ist wesentlich
aufwendiger als der erste, da im Induktionsschritt die Voraussetzung C ′ v D′ nach-
zuweisen ist (für Konzeptbeschreibungen C ′, D′ mit depth(C ′) < depth(C), die sich
aus Unterbäumen in GC bzw. G>D ergeben). Dieser Nachweis erfolgt jeweils durch
Kontraposition unter Verwendung eines sogenannten kanonischen Modells.

Beweis der Rückrichtung in Theorem 5.21

Das folgende Lemma formuliert eine Verallgemeinerung der Rückrichtung in Theo-
rem 5.21.

Lemma 5.22 Seien G,H zwei ALE-Beschreibungsbäume. Existiert ein Homomor-
phismus von H nach G, so gilt CG v CH.

Wegen C ≡ CGC und D ≡ CG>D folgt aus der Existenz eines Homomorphismus von

G>D nach GC mit Lemma 5.22 C v D, also die Rückrichtung in Theorem 5.21.

Beweis von Lemma 5.22 durch Induktion über depth(H):
Sei G = (VG, EG, v0, `G) und H = (VH , EH , w0, `H), ϕ ein Homomorphismus von H
nach G sowie I = (∆, ·I) eine beliebige Interpretation. Gilt CG ≡ ⊥, so ist CIG = ∅
und damit CIG ⊆ CIH. Sonst zeige, dass x0 ∈ CIG auch x0 ∈ CIH impliziert, woraus
CIG ⊆ CIH und schließlich CG v CH folgt. Sei also x0 ∈ CIG .

depth(H) = 0: Dann ist nach Konstruktion CH = u
Q∈`H(w0)

Q. Aus x0 ∈ CIG folgt

1. CG 6≡ ⊥ und damit ⊥ 6∈ `G(v0);

2. x0 ∈ QI für alle Q ∈ `G(v0).

Da ϕ Homomorphismus von H nach G ist, folgt mit (1) `H(w0) ⊆ `G(v0). Also
impliziert (2) x0 ∈ QI für alle Q ∈ `H(w0) und damit x0 ∈ CIH.

depth(H) > 0: Dann ist nach Konstruktion

CH = u
Q∈`H(w0)

Q u u
w0rw∈EH

∃r.CH(w) u u
w0∀rw∈EH

∀r.CH(w).

Es ist zu zeigen, dass x0 Instanz jedes Konjunktes ist.

Wie im Fall depth(H) = 0 folgt x0 ∈ QI für alle Q ∈ `H(w0).

Sei w0rw1 ∈ EH . Es ist ⊥ 6∈ `G(v0), da sonst CG ≡ ⊥ wäre. Also folgt mit
Bedingung 3 in Definition 5.19, dass v0rϕ(w1) ∈ EG. Man sieht leicht, dass die
Einschränkung von ϕ auf die Knoten im UnterbaumH(w1) einen Homomorphis-
mus von H(w1) nach G(ϕ(w1)) liefert. Per Induktion folgt CG(ϕ(w1)) v CH(w1).
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Wegen v0rϕ(w1) ∈ EG existiert nach Konstruktion eine Existenzrestriktion der
Form ∃r.CG(ϕ(w1)) auf Toplevel von CG. Aus x0 ∈ CIG folgt x0 ∈ (∃r.CG(ϕ(w1)))

I ,
d.h. es existiert ein x1 ∈ ∆ mit (x0, x1) ∈ rI und x1 ∈ CG(ϕ(w1)))

I . Schließlich
folgt mit CG(ϕ(w1)))

I ⊆ CIH(w1) auch x0 ∈ (∃r.CH(w1))
I .

Sei w0∀rw1 ∈ EH . Wie oben erhält man v0∀r.ϕ(w1) ∈ EG und CG(ϕ(w1)) v
CH(w1). Nach Konstruktion ist ∀r.CG(ϕ(w1)) eine Werterestriktion auf Toplevel
von CG. Mit x0 ∈ CIG folgt also, dass (x0, x1) ∈ rI stets x1 ∈ CIG(ϕ(w1)) impliziert.

Wegen CG(ϕ(w1)))
I ⊆ CIH(w1) folgt also x0 ∈ (∀r.CH(w1))

I . 2

Beweis der Hinrichtung in Theorem 5.21

Für den eigentlichen Beweis, d.h. die Definition eines Homomorphismus von G>D nach
GC unter der Voraussetzung C v D, sind noch einige Vorbereitungen nötig.

Das folgende Lemma fasst zunächst nützliche Eigenschaften der ALE- und der >-
Normalform (bzw. der zugehörigen Beschreibungsbäume) zusammen. Diese ergeben
sich unmittelbar aus den ALE-Normalisierungsregeln (s. Definition 5.18).

Lemma 5.23 Sei C eine ALE-Konzeptbeschreibung, GC = (VC , EC , v0, `C) der ALE-
Beschreibungsbaum zur ALE-Normalform von C und G>C = (V >C , E

>
C , v

>
0 , `

>
C) der

Baum zur >-Normalform von C. Dann gilt:

1. Für alle v ∈ VC ist GC(v) ALE-normalisiert und für alle v ∈ V >C ist G>C (v)
>-normalisiert.

2. Für alle v ∈ VC und alle Rollennamen r ∈ NR existiert höchstens eine Kante
der Form v∀rw in EC.

3. {vrw, v∀rw′} ⊆ EC impliziert CGC(w) v CGC(w′).

4. Falls ⊥ ∈ `C(v), dann

(a) `C(v) = {⊥} und

(b) v = v0 und EC = ∅; oder v ist ein Blatt in GC und es existiert v′ ∈ VC mit
v′∀rv ∈ EC für ein r ∈ NR.

5. Falls v∀rw ∈ E>C , dann ist CG>C (w) 6≡ >.

Im nächsten Schritt wird die sogenannte kanonische Interpretation zu einem ALE-
Beschreibungsbaum G definiert. Für einen Baum GC zur ALE-Normalform einer kon-
sistenten Konzeptbeschreibung C liefert sie ein Modell von C (cf Lemma 5.25).

Definition 5.24 (Kanonische Interpretation) Sei G = (V,E, v0, `) ein ALE-Be-
schreibungsbaum. Die kanonische Interpretation I(G) ist definiert durch I(G) :=
(∆I(G), ·I(G)) mit
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• ∆I(G) := {v ∈ V | existieren v1, . . . , vn in V und Rollennamen r1, . . . , rn mit
vi−1rivi ∈ E für alle 1 ≤ i ≤ n und vn = v},

• P I(G) := {v ∈ ∆I(G) | P ∈ `(v)} für alle P ∈ NC und

• rI(G) := {(v, w) ∈ ∆I(G) ×∆I(G) | vrw ∈ E} für alle r ∈ NR.

Lemma 5.25 Sei C eine ALE-Konzeptbeschreibung, GC = (VC , EC , v0, `C) der ALE-
Beschreibungsbaum zur ALE-Normalform von C und I(GC) die kanonische Interpre-
tation von GC. Ist ⊥ 6∈ `C(v0), so ist v0 ∈ CI(GC).

Beweis: Die Aussage des Lemmas ergibt sich für G = GC unmittelbar aus folgender

Behauptung: Ist G = (V,E, v0, `) ALE-normalisiert, so gilt für alle v ∈ V :
Ist ⊥ 6∈ `(v), so ist v ∈ CIG(v)(G).

Beweis der Behauptung durch Induktion nach depth(G(v)):

depth(G(v)) = 0: Sei ⊥ 6∈ `(v). Zeige v ∈ QI(G) für alle Q ∈ `(v). Dies impliziert

v ∈ CI(G)
G(v) . Sei also Q ∈ `(v).

1. Q ∈ NC . Nach Definition ist v ∈ QI(G).

2. Q = ¬P für ein P ∈ NC . Es ist P 6∈ `(v); sonst wäre G nicht ALE-
normalisiert, da Regel (5.8) auf CG(v) anwendbar wäre. Also ist v 6∈ P I(G)

und damit v ∈ (¬P )I(G).

depth(G(v)) > 0: CG(v) ist von der Form

CG(v) = u
Q∈`(v)

Q u u
vrw∈E

∃r.CG(w) u u
v∀rw∈E

∀r.CG(w).

Zeige, dass v bzgl. I(G) Instanz aller Konjunkte auf Toplevel von CG(v) ist.

Damit folgt v ∈ CI(G)
G(v) .

Wie im Fall depth(G(v)) = 0 folgt v ∈ QI(G) für alle Q ∈ `(v).

Sei vrw ∈ E. Es ist ⊥ 6∈ `(w); sonst wäre G nicht ALE-normalisiert. Also

folgt per Induktion w ∈ C
I(G)
G(w). Nach Definition ist (v, w) ∈ rI(G) und somit

v ∈ (∃r.CG(w))
I(G).

Sei v∀rw ∈ E und (v, w′) ∈ rI(G). Zu zeigen: w′ ∈ C
I(G)
G(w). Aus der Definition

von I(G) und (v, w′) ∈ rI(G) folgt vrw′ ∈ E und w′ ∈ V . Es ist ⊥ 6∈ `(w)
und ⊥ 6∈ `(w′); sonst wäre G wegen Regel (5.9)–(5.12) nicht ALE-normalisiert.

Per Induktion folgt w′ ∈ C
I(G)
G(w′). Schließlich folgt mit Lemma 5.23 CG(w′) v

CG(w) und somit w′ ∈ C
I(G)
G(w). Da (v, w′) ∈ rI(G) beliebig gewählt war, folgt

v ∈ (∀r.CG(w))
I(G). 2
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Als Konsequenz aus Lemma 5.23 und Lemma 5.25 folgt

Lemma 5.26 Eine ALE-Konzeptbeschreibung C ist inkonsistent genau dann, wenn
die ALE-Normalform von C gleich ⊥ und damit GC = ({v0}, ∅, v0, `) mit `(v0) = {⊥}
ist.

Beweis: Angenommen, `(v0) = {⊥}. Dann folgt CGC ≡ ⊥ und mit C ≡ CGC auch
C ≡ ⊥.

Sei umgekehrt C ≡ ⊥. Angenommen, ⊥ 6∈ `(v0). Dann folgt mit Lemma 5.25, dass
I(GC) ein Modell von C ist im Widerspruch zu C ≡ ⊥. Also ist ⊥ ∈ `(v0) und mit
Lemma 5.23 folgt `(v0) = {⊥} und E = ∅. 2

Im folgenden wird nun die Rückrichtung von Theorem 5.21 bewiesen. Seien da-
zu C,D ALE-Konzeptbeschreibungen mit C v D sowie GC = (VC , EC , v0, `C) und
G>D = (VD, ED, w0, `D) die entsprechenden ALE-Beschreibungsbäume. Wir zeigen
durch Induktion nach depth(D), dass ein Homomorphismus ϕ von G>D nach GC exi-
stiert.

Induktionsanfang: depth(D) = 0
Ist C ≡ ⊥, so folgt mit Lemma 5.26 `(v0) = {⊥} und ϕ : {w0 7→ v0} liefert einen
Homomorphismus von G>D nach GC .

Andernfalls ist D = Q1 u . . . u Qn. Wiederum wird ϕ definiert durch ϕ(w0) := v0.
Es bleibt zu zeigen {Q1, . . . , Qn} ⊆ `C(v0). Angenommen, Qi 6∈ `C(v0) für ein i ∈
{1, . . . , n}.

1. Ist Qi ∈ NC , so folgt für die kanonische Interpretation I(GC) mit Lemma 5.25

v0 ∈ CI(GC), aber wegen v0 6∈ QI(GC)
i ist v0 6∈ DI(GC) im Widerspruch zu C v D.

2. Für Qi = ¬P , P ∈ NC , definiere eine Erweiterung J = (∆J , ·J ) von I(GC) =
(∆I(GC), ·I(GC)) wie folgt: ∆J := ∆I(GC) und ·J wird definiert wie ·I(GC) bis auf
PJ := P I(GC) ∪ {v0}. Da ¬P 6∈ `C(v0), folgt wie im Beweis von Lemma 5.25
v0 ∈ CJ , aber v0 6∈ DJ im Widerspruch zu C v D.

3. Für Qi = ⊥ folgt D ≡ ⊥ und wegen C v D auch C ≡ ⊥ im Widerspruch zur
Annahme C 6≡ ⊥.

Also ist ϕ ein Homomorphismus von G>D nach GC .

Induktionsschritt: depth(D) > 0
Ist C ≡ ⊥, so folgt wie oben, dass ϕ definiert durch ϕ(w) := v0 für alle w ∈ VD einen
Homomorphismus von G>D nach GC liefert.

Andernfalls erhält man einen Homomorphismus ϕ von G>D nach GC wie folgt: Zu jedem
direkten Nachfolger w von w0 in G>D, wird ein v ∈ VC bestimmt mit CGC(v) v CG>D(w).
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Mit Lemma 5.23 folgt, dass CGC(v) ALE-normalisiert und CG>D(w) >-normalisiert ist.

Per Induktion existiert dann ein Homomorphismus ϕ′w von G(CG>D(w)) nach G(CGC(v)).

Mit Eigenschaft (5.13) folgt dann auch die Existenz eines Homomorphismus ϕw von
G>D(w) nach GC(v). Alle auf diese Weise erhaltenen Homomorphismen lassen sich dann
zu einem Homomorphismus ϕ von G>D nach GC integrieren.

Sei also C 6≡ ⊥. Wie im Induktionsanfang folgt `D(w0) ⊆ `C(v0). Sei w0rw ∈ ED.
Dann gilt:

1. CG>D(w) 6≡ ⊥:
Andernfalls wäre D ≡ ⊥ und damit auch C ≡ ⊥ im Widerspruch zur Annahme
C 6≡ ⊥.

2. Es existiert v ∈ VC mit v0rv ∈ EC :
Angenommen, es existiert kein v ∈ VC mit v0rv ∈ EC . Dann ist v0 ∈ CI(GC),
aber v0 6∈ DI(GC) im Widerspruch zu C v D.

3. Es existiert ein v ∈ VC mit v0rv ∈ EC und CGC(v) v CG>D(w):

Sei {v1, . . . , vm} die Menge aller r-Nachfolger von v0 in GC , d.h. v0rvi ∈ EC
für alle 1 ≤ i ≤ m. Angenommen, CGC(vi) 6v CG>D(w) für alle 1 ≤ i ≤ m. Dann

existieren Interpretationen Ii = (∆Ii , ·Ii) mit

• VC ,∆I1 , . . . ,∆Im sind paarweise verschieden und

• für alle 1 ≤ i ≤ m existiert xi ∈ ∆i mit xi ∈ CIiGC(vi)
\ CIiG>D(w)

.

Modifiziere die kanonische Interpretation I(GC) = (∆I(GC), ·I(GC)) zu J =
(∆J , ·J ) wie folgt:

∆J := (VC \ {v1, . . . , vm}) ∪
⋃

1≤i≤m

∆Ii ,

PJ := (P I(GC) ∩∆J ) ∪
⋃

1≤i≤m

P Ii ,

sJ := (sI(GC) ∩∆J ×∆J ) ∪
⋃

1≤i≤m

sIi , für s 6= r,

rJ := (sI(GC) ∩∆J ×∆J ) ∪ {(v0, xi) | 1 ≤ i ≤ m} ∪
⋃

1≤i≤m

sIi .

Dann gilt v0 ∈ CJG(C), denn v0 ist Instanz aller Konjunkte auf Toplevel von CGC :

Aus dem Beweis von Lemma 5.25 folgt, dass v0 ∈ QJ für alle Q ∈ `C(v0)
und v0 Instanz aller Existenz- und Werterestriktionen auf Toplevel von CGC der
Form ∃s.C ′/∀s.C ′′ mit s 6= r ist. Bleibt zu zeigen, dass v0 ∈ ∃r.CGC(vi) für alle
1 ≤ i ≤ m und v0 ∈ ∀r.C ′, wobei ∀r.C ′ die (!) Werterestriktion zu r auf Toplevel
von CGC sei. Nach Konstruktion ist, für alle 1 ≤ i ≤ m, (v0, xi) ∈ rJ und
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xi ∈ CJGC(vi)
= CIiGC(vi)

, also v0 ∈ ∃r.CJGC(vi)
. Mit Lemma 5.23 folgt CGC(vi) v C ′

für alle 1 ≤ i ≤ m, also gilt xi ∈ C ′J . Nach Konstruktion bildet die Menge
{x1, . . . , xm} die Menge aller r-Nachfolger von v0 in J , also gilt auch v0 ∈ ∀r.C ′.

Um einen Widerspruch zur Voraussetzung C v D abzuleiten, bleibt zu zeigen,
dass v0 6∈ DJ . Nach Konstruktion ist keiner der r-Nachfolger von v0 in J
Instanz von CG>D(w), also ist v0 6∈ ∃r.CG>D(w) und damit v0 6∈ DJ .

Damit ist gezeigt, dass zu w ein Knoten v ∈ VC existiert mit v0rv ∈ EC und CGC(v) v
CG>D(w). Wie oben beschrieben folgt nun per Induktion und Eigenschaft (5.13) die

Existenz eines Homomorphismus ϕw von G>D(w) nach GC(v).

Es bleiben die ∀r-Nachfolger von w0 zu betrachten. Sei w0∀rw ∈ ED. Dann gilt:

1. CG>D(w) 6≡ >:
Folgt unmittelbar aus Lemma 5.23.

2. Es existiert ein v ∈ VC mit v0∀rv ∈ EC :
Andernfalls lässt sich die kanonische Interpretation I(GC) = (∆I(GC), ·I(GC)) zu
einer Interpretation J = (∆J , ·J ) erweitern, mit CJ 6⊆ DJ im Widerspruch zu
C v D. Wegen 1. existiert eine Interpretation I = (∆I , ·I) mit x ∈ ∆I und
x 6∈ CIG>D(w)

, wobei ∆I(GC) und ∆I o.B.d.A. disjunkt seien. Definiere

∆J := ∆I(GC) ∪∆I ,

PJ := P I(GC) ∪ P I ,

sJ :=

{
sI(GC) ∪ sI , für s 6= r,
sI(GC) ∪ {(v0, x)} ∪ sI , für s = r.

Da nach Annahme keine Werterestriktion der Form ∀r.C ′ auf Toplevel von CGC
existiert, folgt mit Lemma 5.25, dass v0 ∈ CJ . Nach Konstruktion ist aber
v0 6∈ (∀r.CGD(w))

J , also v0 6∈ DJ .

3. Es existiert v ∈ VC mit v0∀rv ∈ EC und CGC(v) v CG>D(w):
Mit 2. und Lemma 5.23 existiert genau ein v ∈ VC mit v0∀rv ∈ EC . Ange-
nommen, CGC(v) 6v CG>D(w). Dann existiert eine Interpretation I = (∆I , ·I) und

x ∈ ∆I mit x ∈ CIGC(v) und x 6∈ CIG>D , wobei ∆I(GC) und ∆I o.B.d.A. disjunkt

seien. Definiere J wie in 2. Dann gilt wiederum v0 ∈ CJ aber v0 6∈ DJ im
Widerspruch zu C v D.

Damit ist gezeigt, dass zu w ein Knoten v ∈ VC existiert mit v0∀rv ∈ EC und
CGC(v) v CG>D(w). Wiederum folgt per Induktion und Eigenschaft (5.13), dass ein

Homomorphismus ϕw von G>D(w) nach GC(v) existiert.
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Unter Verwendung der soeben definierten Homomorphismen kann ϕ : VD −→ VC wie
folgt definiert werden:

ϕ := {w0 7→ v0} ∪
⋃

w0rw∈ED

ϕw ∪
⋃

w0∀rw∈ED

ϕw.

Nach Konstruktion ist ϕ ein Homomorphismus von G>D nach GC . Dies schließt den
Beweis zu Theorem 5.21 ab. 2

5.3.2 Charakterisierung des LCS in ALE

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt die Charakterisierung der Subsumtion von EL
auf ALE übertragen wurde, soll nun auch die Charakterisierung des LCS in EL aus
Theorem 5.9 auf ALE übertragen werden. Im ersten Schritt wird dazu die Definition
des Produktes angepasst. Dabei sind zum einen ∀-Kanten zu berücksichtigen. Zum
anderen sind Inkonsistenzen geeignet zu behandeln, genauer gesagt, (Unter-) Bäume,
deren Wurzel ⊥ im Label enthält. Solch einem Baum G⊥ entspricht auf Seiten der
Konzeptbeschreibungen ⊥. Da ⊥ v C für alle Konzeptbeschreibungen C gilt, ist
lcs(⊥, C) ≡ C. Folglich muss das Produkt von G⊥ und GC so definiert werden, dass
CG⊥×GC ≡ C.

Definition 5.27 Seien G = (VG, EG, v0, `G) und H = (VH , EH , w0, `H) zwei ALE-
Beschreibungsbäume. Das Produkt G × H = (V,E, (v0, w0), `) ist induktiv definiert
durch:

1. Ist ⊥ ∈ `G(v0), so ist G ×H definiert als der Beschreibungsbaum, den man aus
H erhält, indem man jeden Knoten w ∈ VH durch (v0, w) ersetzt.

2. Ist ⊥ ∈ `H(w0), so ist G×H definiert als der Beschreibungsbaum, den man aus
G erhält, indem man jeden Knoten v ∈ VG durch (v, w0) ersetzt.

3. Sonst ist G ×H induktiv definiert durch:

• `(v0, w0) := `C(v0) ∩ `D(w0),

• zu jedem Paar (v, w) mit v0rv ∈ EG und w0rw ∈ EH bzw. v0∀rv ∈ EG
und w0∀rw ∈ EH ist (v0, w0)r(v, w) ∈ E bzw. (v0, w0)∀r(v, w) ∈ E,

• zu jedem Nachfolger (v, w) von (v0, w0) enthält G × H das induktiv defi-
nierte Produkt G(v)×H(w) als Unterbaum.

Als Beispiel betrachte man Abbildung 5.11: links ist der ALE-Beschreibungsbaum zu
D = ∀r.(∃r.P u ∃r.¬P ) u ∃s.(P u ∃r.Q u ∃s.Q) abgebildet und rechts das Produkt
von G(D) und dem ALE-Beschreibungsbaum G(C) aus Abbildung 5.8.
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∀r s

r r

w1:∅

w2:{P}

r s

w6:{Q}

w0:∅G(D):

w5:{Q}w3:{¬P}

∀r s

r r r

(v0, w0):∅G(C)× G(D):

w4:{P} (v3, w1):∅ (v1, w4):{P}

(v2, w5):{Q}(v3, w2):{P}(v3, w3):{¬P}

Abbildung 5.11: Das Produkt zweier ALE-Beschreibungsbäume.

Theorem 5.28 Seien C,D ALE-Konzeptbeschreibungen und GC, GD die ALE-Be-
schreibungsbäume zu den ALE-Normalformen von C und D. Der LCS von C und D
ist gegeben durch die Konzeptbeschreibung CGC×GD zum Produkt von GC und GD.

Beweis (analog zum Beweis von Theorem 5.9):
Seien GC = (VC , EC , v0, `C), GD = (VD, ED, w0, `D) und GC × GD = (V,E, (v0, w0), `).
Es ist zu zeigen:

1. C v CGC×GD ,

2. D v CGC×GD und

3. für jedes C ′ mit C v C ′ und D v C ′ gilt CG(C)×G(D) v C ′.

Wie im Falle von EL-Beschreibungsbäumen liefern auch für ALE-Beschreibungsbäume
die Projektionen π1 und π2 Homomorphismen von GC × GD nach GC (für i = 1)
bzw. nach GD (für i = 2). Mit Lemma 5.22 und Eigenschaft 5.5 folgt C v CGC×GD
bzw. D v CGC×GD .

Sei C ′ ein gemeinsamer Subsumierer von C und D und G>C′ = (V ′, E ′, v′0, `
′) der

ALE-Beschreibungsbaum zur >-Normalform von C ′. Mit Theorem 5.21 folgt, dass
Homomorphismen ϕ1, ϕ2 von G>C′ nach GC bzw. GD existieren. Wiederum wird eine
Abbildung ϕ von G>C′ nach GC×GD definiert durch ϕ(v′) := (ϕ1(v′), ϕ2(v′)) für alle v′ ∈
V ′. Der Beweis zur Wohldefiniertheit von ϕ aus dem Beweis von Theorem 5.9 lässt
sich leicht übertragen. Es bleibt zu zeigen, dass ϕ den Bedingungen aus Definition 5.19
genügt.

Ad 1: Da ϕ1, ϕ2 Homomorphismen sind, ist ϕ1(v′0) = v0 und ϕ2(v′0) = w0, also
ϕ(v′0) = (v0, w0).

Ad 2: Für alle v′ ∈ V ′ ist zu zeigen: `′(v′) ⊆ `(ϕ1(v′), ϕ2(v′)) oder⊥ ∈ `(ϕ1(v′), ϕ2(v′)).
Es sind mehrere Fälle zu unterscheiden.
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1. `′(v′) ⊆ `C(ϕ1(v′)) und `′(v′) ⊆ `D(ϕ2(v′)).
Dann gilt offensichtlich `′(v′) ⊆ `C(ϕ1(v′)) ∩ `D(ϕ2(v′)) = `(ϕ(v′)).

2. `′(v′) ⊆ `C(ϕ1(v′)) und ⊥ ∈ `D(ϕ2(v′)).
Nach Definition 5.27 ist dann `(ϕ1(v′), ϕ2(v′)) = `C(ϕ1(v′)), und damit
`′(v′) ⊆ `(ϕ(v′)).

3. ⊥ ∈ `C(ϕ1(v′)) und `′(v′) ⊆ `D(ϕ2(v′)).
Analog zu 2.

4. ⊥ ∈ `C(ϕ1(v′)) und ⊥ ∈ `D(ϕ2(v′)).
Nach Konstruktion des Produktes ist dann auch ⊥ ∈ `(ϕ1(v′), ϕ2(v′)).

Ad 3: Sei v′ρw′ ∈ E ′ mit ρ = r oder ρ = ∀r für ein r ∈ NR. Dann ist zu zeigen:
ϕ(v′)ρϕ(w′) ∈ E; oder ϕ(v′) = ϕ(w′) und ⊥ ∈ `(ϕ(v′)). Es sind die folgenden
Fälle zu betrachten:

1. ϕ1(v′)ρϕ1(w′) ∈ EC und ϕ2(v′)ρϕ2(w′) ∈ ED,

2. ϕ1(v′)ρϕ1(w′) ∈ EC und ϕ2(v′) = ϕ2(w′) und ⊥ ∈ `D(ϕ2(v′)),

3. ϕ1(v′) = ϕ1(w′) und ⊥ ∈ `C(ϕ1(v′)) und ϕ2(v′)ρϕ2(w′) ∈ ED,

4. ϕ1(v′) = ϕ1(w′) und ⊥ ∈ `C(ϕ1(v′)) und ϕ2(v′) = ϕ2(w′) und ⊥ ∈
`D(ϕ2(v′)).

In allen vier Fällen folgt (ϕ1(v′), ϕ2(v′)) ∈ V aus der Wohldefiniertheit von ϕ.
In den ersten drei Fällen folgt dann nach Konstruktion des Produktes jeweils
(ϕ1(v′), ϕ2(v′))ρ(ϕ1(w′), ϕ2(w′)) ∈ E. Im vierten Fall gilt ϕ(v′) = ϕ(w′) und
nach Konstruktion des Produktes ist ⊥ ∈ `(ϕ1(v′), ϕ2(v′)). 2

Bevor im folgenden Paragraphen die Komplexität des LCS zweier ALE-Konzeptbe-
schreibungen untersucht wird, verdeutlichen die folgenden Beispiele noch die Not-
wendigkeit, zur Bestimmung des LCS aus dem Produkt die Beschreibungsbäume der
ALE-Normalformen zur Berechnung des Produktes zu verwenden.

Beispiel 5.29 Betrachte nochmals die Beschreibungsbäume G(C) und G(D) aus Ab-
bildung 5.7. Die Konzeptbeschreibung CG(C)×G(D) = ∀r.P u ∀r.Q u ∃s.> ist zwar ein
Common Subsumer von C und D, aber wegen C v D ist lcs(C,D) ≡ D und somit
wegen D @ CG(C)×G(D) nicht der LCS von C und D. Man sieht aber leicht, dass
CGC×GD 6≡ D.

Beispiel 5.30 Dieses besonders einfache Beispiel zeigt, dass auch die
”

Normalisie-
rung von Inkonsistenzen“ notwendig ist, um den LCS aus dem Produkt der Bäume zu
erhalten. Sei C = P u¬P und D = Q. Dann ist offensichtlich CG(C)×G(D) = > A Q =
lcs(C,D). Hier liefert die Anwendung der Normalisierungsregeln ⊥ als Normalform
zu C und damit CGC×GD = Q.
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Komplexität des LCS in ALE

Wie bereits erwähnt, ist derALE-Beschreibungsbaum zurALE-Normalform einer Kon-
zeptbeschreibung ggf. exponentiell groß. Dies führt dazu, dass in ALE anders als in EL
bereits der LCS zweier ALE-Konzeptbeschreibungen exponentiell groß in der Größe
der Ausgangskonzepte sein kann.

Beispiel 5.31 (Fortsetzung der Beispiele 5.11 und 5.20) Betrachte nochmals
für n ≥ 1 die Konzeptbeschreibung Dn aus Beispiel 5.11 und die Konzeptbeschrei-
bung Cn aus Beispiel 5.20. Man sieht leicht, dass das Produkt des Baumes zur ALE-
Normalform von Cn und des Baumes zu Dn wiederum dem vollen binären Baum Bn
der Tiefe n (wie im Beweis zu Lemma 5.12 definiert) entspricht.

Ähnlich wie im Beweis von Lemma 5.12 zeigt man, dass keine ALE-Konzeptbeschrei-
bung existiert, die zum einen äquivalent zu und zum anderen kleiner als CBn ist. Da
sowohl Cn als auch Dn linear groß in n sind und außerdem Bn exponentiell groß in n
ist, folgt

Satz 5.32 Der LCS zweier ALE-Konzeptbeschreibungen C und D kann exponentiell
groß bzgl. der Größe von C und D sein.

Durch Induktion nach der Tiefe von C lässt sich leicht zeigen, dass die Größe des Bau-
mes zur ALE-Normalform von C exponentiell beschränkt werden kann. Da die Größe
des LCS von n Konzeptbeschreibungen C1, . . . , Cn durch das Produkt der Größen
der zugehörigen ALE-Beschreibungsbäume GCi beschränkt werden kann, folgt trivia-
lerweise, dass der LCS von nALE-Konzeptbeschreibungen höchstens exponentiell groß
in der Größe der Eingabekonzepte sein kann.
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Kapitel 6

Formale Begriffsanalyse und Least
Common Subsumer

Bei der Berechnung des LCS zu einer Menge E von Konzeptbeschreibungen hängt
die Qualität des Ergebnisses offensichtlich sehr stark von der Wahl dieser Konzept-
beschreibungen ab. Einerseits kann das Ergebnis zu allgemein (z.B. >) sein, wenn
die gewählten Ausgangskonzepte zu unterschiedlich sind. Andererseits kann das Er-
gebnis auch zu speziell (z.B. gleich einem der Ausgangskonzepte) sein, wenn sich die
Ausgangskonzepte zu ähnlich sind.

Den in Abschnitt 4.2 vorgestellten Szenarien zur Unterstützung der bottom-up Kon-
struktion bzw. Erweiterung der Wissensbasis in unserer Prozesstechnikanwendung
folgend besteht unser Lösungsansatz für dieses Problem darin, nicht nur den LCS der
vollständigen Menge E zu berechnen, sondern die LCSs zu allen Teilmengen von E .
Diese LCSs werden dann in einer Subsumtionshierarchie angeordnet, aus der mit Hilfe
geeigneter Kriterien Kandidaten bestimmt werden, die dem Anwender zur Inspekti-
on (und möglichen Weiterverarbeitung) angeboten werden. Im schlimmsten Fall kann
die resultierende Hierarchie (im folgenden als LCS-Hierarchie bezeichnet) natürlich
exponentiell groß bzgl. der Mächtigkeit von E sein. Die durch die Kriterien bestimm-
te tatsächliche Menge von Kandidaten sollte aber jeweils überschaubar und für den
Anwender handhabbar sein.

Für die Realisierung dieses Ansatzes kommt eine naive Berechnung der LCS-Hierarchie
nicht in Frage. Grund hierfür ist zum einen, dass die Zahl der zu berücksichtigenden
Teilmengen von Konzeptbeschreibungen exponentiell groß ist. Zum anderen sind so-
wohl der Subsumtionstest als auch die Berechnung des LCS für die in der Anwendung
eingesetzte BL ALE

”
teure“ Operationen. Daher ist das Ziel, vollständige Information

über die Struktur der Hierarchie der LCS zu erhalten,

1. ohne die LCS zu allen Teilmengen tatsächlich zu berechnen und

2. ohne alle möglichen Subsumtionsbeziehungen zwischen diesen LCS explizit zu
testen.
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Genau dieses Ziel lässt sich durch den Einsatz von Methoden aus der Formalen Be-
griffsanalyse [GW99] erreichen.

In der Formalen Begriffsanalyse werden Begriffe eines Anwendungsbereichs durch
ein Paar (Extension, Intension) beschrieben, d.h. durch eine Menge von Objekten
und eine Menge von Merkmalen.1 Die Beziehungen zwischen Merkmalen einer Menge
M und Objekten einer Menge O werden in einem Kontext durch eine Inzidenzre-
lation I ⊆ M × O festgelegt. Sind sowohl M als auch O endlich, kann man sich
I als eine Kreuztabelle vorstellen. Ein Begriff ist nun ein Paar (A,B) ∈ O ×M,
sodass (i) B jedes Merkmal enthält, das alle Objekte aus A haben und (ii) A alle
Objekte enthält, die alle Merkmale aus B haben. Anschaulich entsprechen Begriffe
im endlichen Fall maximalen Rechtecken in der Kreuztabelle des Kontextes. Begrif-
fe bilden bzgl. Unterbegriffsbeziehung (d.h. Mengeninklusion der Extension) einen
vollständigen Verband. Im endlichen Fall, d.h. bei endlichen Mengen O undM, kann
dieser Begriffsverband trivialerweise effektiv berechnet werden [GW99]. Im Falle ei-
ner endlichen Merkmalsmenge M und einer unendlichen Objektmenge O lässt er
sich mit Hilfe des Merkmalsexplorationsalgorithmus unter zusätzlicher Verwendung
eines Experten (ein menschlicher Benutzer oder ein Programm), der Vermutungen
über Zusammenhänge zwischen Begriffe bestätigt oder widerlegt, effizient berechnen
[Gan91, GW99].

Im folgenden wird gezeigt, dass sich ein zu diesem Algorithmus dualer Algorithmus
zur Objektexploration für die Berechnung der LCS-Hierarchie verwenden lässt. Ge-
nauer: Für eine gegebene Menge {C1, . . . , Cn} von Konzeptbeschreibungen wird ein
formaler Kontext definiert, dessen Begriffsverband isomorph ist zu der durch die Men-
ge {C1, . . . , Cn} induzierten LCS-Hierarchie. Folglich kann die LCS-Hierarchie durch
den Objektexplorationsalgorithmus berechnet werden. Allerdings benötigt er für die-
se Berechnung noch einen Experten, der im vorliegenden Fall durch den Algorithmus
zur Berechnung des LCS sowie einen Subsumtionsalgorithmus für ALE realisiert wer-
den kann. Obwohl nun im worst case eine exponentielle Anzahl von Aufrufen des
Experten möglich ist, zeigen Erfahrungen aus Anwendungen der Formalen Begriffs-
analyse [SW00], dass sich der Explorationsalgorithmus in der Praxis deutlich besser
verhält und somit für unser Ziel einen vielversprechenden Ansatz liefert.

Eine Alternative zur Berechnung der LCS-Hierarchie

Ein alternativer Lösungsansatz zur Berechnung
”
guter“ LCS, d.h. von LCS, die einen

aus Sicht des Modellierers guten Kandidaten für die gesuchte neue Klasse liefern,
besteht darin, in einem ersten Schritt die Menge E in Cluster E1, . . . , En möglichst
ähnlicher Konzeptbeschreibungen zu unterteilen. In einem zweiten Schritt werden
als Kandidaten dann die LCS der Mengen E1, . . . , En berechnet. Offensichtlich ist

1Alle in diesem Absatz verwendeten Begriffe aus der Formalen Begriffsanalyse werden in Ab-
schnitt 6.1 formal eingeführt; hier werden sie informell verwendet, um einen Überblick über Aufbau
und Ziele des Kapitels zu geben.
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hierbei die Wahl des Ähnlichkeitsmaßes, durch das die Cluster bestimmt werden,
der entscheidende Faktor für die Qualität des Ergebnisses. Warum dieser Ansatz im
Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht verfolgt wurde, lässt sich knapp wie folgt be-
gründen: Auf Seiten der BL würde ein intuitiver Ansatz zum Clustern auf dem oben
beschriebenen Ansatz aufbauen und die Ähnlichkeit zweier Konzeptbeschreibungen
an der Aussagekraft ihres LCS, d.h. an seiner Lage in der Subsumtionshierarchie,
festmachen. Auf Seiten der Anwendung haben Erfahrungen mit Ähnlichkeitsmaßen
für Bausteine bzw. Klassen gezeigt, dass solche Maße stets geeignete Heuristiken ein-
beziehen müssen, um akzeptable Ergebnisse zu erzielen. Ist man also am Einsatz
des Clusterns von Konzeptbeschreibungen in der Prozesstechnik interessiert, müssen
diese Heuristiken im Ähnlichkeitsmaß für Konzeptbeschreibungen berücksichtigt wer-
den. Folglich würde das Clustern deutlich über den oben beschriebenen Ansatz zur
Bestimmung der Kandidaten hinausgehen und dabei einen wesentlich größeren Over-
head erzeugen. Dies erschien in der betrachteten Anwendungssituation und bei den
mit obigem Ansatz erzielten Ergebnissen (cf Kapitel 9) nicht gerechtfertigt.

6.1 Formale Begriffsanalyse

Dieser Abschnitt führt nur die Begriffe aus der Formalen Begriffsanalyse ein, die für
die Beschreibung des Explorationsalgorithmus unbedingt notwendig sind. Für eine
umfassende Einführung in die Formale Begriffsanalyse und ihre Anwendungen sei auf
[GW99, SW00] verwiesen.

Definition 6.1 (Kontext) Ein formaler Kontext ist ein Tripel K = (O,M, I),
wobei

• O eine Menge von Objekten ist,

• M eine Menge von Merkmalen und

• I ⊆ O×M eine Relation, die Objekte o mit Merkmalen m verbindet; ist o mit
m durch I verbunden, so hat das Objekt o das Merkmal m.

Sei K = (O,M, I) ein formaler Kontext. Für eine Menge A ⊆ O von Objekten ist
die Intension A′ von A definiert als die Menge aller Merkmale, die alle Objekte in A
haben, d.h.

A′ := {m ∈M | für alle a ∈ A gilt (a,m) ∈ I}.
Entsprechend ist für eine Menge B ⊆ M von Merkmalen die Extension B′ von B
definiert als die Menge aller Objekte, die alle Merkmale aus B haben, d.h.

B′ := {o ∈ O | für alle b ∈ B gilt (o, b) ∈ I}.

Man sieht leicht, dass für Mengen A1 ⊆ A2 ⊆ O und B1 ⊆ B2 ⊆M gilt:
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• A′2 ⊆ A′1 und B′2 ⊆ B′1 und

• A1 ⊆ A′′1 und A′1 = A′′′1 sowie B1 ⊆ B′′1 und B′1 = B′′′1 .

Ein formaler Begriff ist ein Paar (A,B) bestehend aus einer Extension A ⊆ O und
einer Intension B ⊆ M mit A′ = B und B′ = A. Formale Begriffe können durch
folgende Ordnung hierarchisch geordnet werden:

(A1, B1) ≤ (A2, B2) genau dann, wenn A1 ⊆ A2.

Tatsächlich induziert diese Ordnung einen vollständigen Verband, den sogenannten
Begriffsverband des Kontextes. Gegeben einen Kontext in einer konkreten Anwen-
dung, besteht der erste Schritt zur Analyse dieses Kontextes meist in der Berechnung
des Begriffsverbandes.

Ein naiver Ansatz zur Berechnung des Begriffsverbandes für einen endlichen Kontext
basiert auf den Aussagen im folgenden Lemma. Der Beweis des Lemmas folgt leicht
aus den oben gegebenen Definitionen.

Lemma 6.2 Alle formalen Begriffe eines Kontextes sind von der Form (A′′, A′) für
eine geeignete Menge A ⊆ O und jedes Paar dieser Form ist ein formaler Begriff.
Desweiteren gilt (A′′1, A

′
1) ≤ (A′′2, A

′
2) genau dann, wenn A′2 ⊆ A′1.

Folglich lässt sich für einen endlichen Kontext der Begriffsverband im Prinzip dadurch
berechnen, dass man alle Teilmengen A von O aufzählt und jeweils den Formalen Be-
griff (A′′, A′) berechnet. Dieser naive Ansatz ist natürlich in Anwendungen mit sehr
großen Mengen von Objekten sehr ineffizient und in Anwendungen mit unendlicher
Objektmenge nicht möglich. Allerdings stehen diesen großen/unendlichen Objekt-
mengen meist relativ kleine Mengen von Merkmalen gegenüber. In solchen Situa-
tionen hat sich der Merkmalsexplorationsalgorithmus nach Ganter [Gan91, Stu96b,
GW99] als ein effizienter Ansatz zur Berechnung des Begriffsverbandes herausgestellt.

Es wird sich zeigen, dass wir uns bei unserer Anwendung, d.h. der Berechnung der
LCS-Hierarchie, in einer dualen Situation befinden: die Menge der Merkmale wird die
unendliche Menge aller Konzeptbeschreibungen der betrachteten BL sein, wohinge-
gen die Menge der Objekte die endliche Menge der gegebenen Konzeptbeschreibun-
gen C1, . . . , Cn ist, zu der die LCS-Hierarchie zu berechnen ist. Folglich sind sowohl
der Algorithmus als auch die zugehörigen grundlegenden Definitionen auf die duale
Situation zu übertragen.

Alternativ hätte die Möglichkeit bestanden, statt des durch die Objekte C1, . . . , Cn
induzierten Kontextes den entsprechenden dualen Kontext zu betrachten und auf die-
sen den üblichen Merkmalsexplorationsalgorithmus anzuwenden. (Den dualen Kon-
text erhält man durch Transponieren der von I induzierten Matrix.) Zum einen wäre
aber die Betrachtung des dualen Kontextes weniger intuitiv. Zum anderen verursacht
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die Verwendung der dualen Version des Algorithmus keine zusätzliche, beweistech-
nische Arbeit, da die Korrektheit des dualen Algorithmus unmittelbar aus der Kor-
rektheit des üblichen Algorithmus und der Tatsache folgt, dass die Ergebnisse des
dualen Algorithmus mit denen des üblichen Algorithmus auf dem dualen Kontext
übereinstimmen.

Im nächsten Abschnitt wird also der zum aus der Literatur bekannten Algorithmus
zur Merkmalsexploration duale Algorithmus zur Objektexploration, im folgenden nur
Objektexploration genannt, vorgestellt.

6.2 Objektexploration

Um die duale Version von Ganter’s Algorithmus spezifizieren zu können, werden noch
einige Definitionen benötigt. Die wichtigste ist dabei die der Implikation zwischen
Objekten. Eine solche Implikation A1 → A2 ist in einem Kontext erfüllt, falls jedes
Merkmal, das alle Objekte in A1 haben, auch alle Objekte in A2 haben.

Definition 6.3 (Implikation) Sei K = (O,M, I) ein formaler Kontext und seien
A1, A2 Teilmengen von O. Die Objektimplikation A1 → A2 gilt in K (K |= A1 → A2)
genau dann, wenn A′1 ⊆ A′2. Ein Merkmal m verletzt die Implikation A1 → A2 genau
dann, wenn m ∈ A′1 \ A′2.

Man sieht leicht, dass die Implikation A1 → A2 genau dann in K erfüllt ist, wenn
A2 ⊆ A′′1. Insbesondere gilt also für jede Menge A von Objekten die Implikation A→
(A′′ \A). Die Menge aller in K gültigen Implikationen wird mit ImpO(K) bezeichnet.
Da diese Menge sehr groß sein kann, ist man an

”
kleinen“ Erzeugendensystemen der

Menge ImpO(K) interessiert, d.h. an Teilmengen von ImpO(K), aus denen alle in K
gültigen Implikationen abgeleitet werden können.

Definition 6.4 (Implikationshülle, Basis) Sei J eine Menge von Objektimplika-
tionen und A eine Teilmenge von O. Die Implikationshülle J (A) von A bzgl. J ist
definiert als die kleinste Teilmenge H von O mit

• A ⊆ H und

• A1 → A2 ∈ J und A1 ⊆ H impliziert A2 ⊆ H.

Die Menge aller durch J induzierten Objektimplikationen enthält genau die Im-
plikationen A1 → A2, für die A2 ⊆ J (A1) gilt. Sie wird mit Cons(J ) bezeich-
net. Eine Menge von Implikationen J heißt Basis von ImpO(K) genau dann, wenn
ImpO(K) = Cons(J ) und es keine echte Teilmenge von J mit dieser Eigenschaft
gibt.
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Man kann zeigen [GW99], dass für eine Basis J von ImpO(K) und alle Teilmengen A
von O gilt A′′ = J (A). Daraus folgt insbesondere, dass der ·′′-Operator A 7→ A′′, der
im Explorationsalgorithmus verwendet wird, berechnet werden kann, ohne die mögli-
cherweise unendliche Intension A′ von A explizit zu berechnen. Die Implikationshülle
J (A) lässt sich sogar sehr effizient berechnen (cf Bemerkung 6.5). Wir können also
bei gegebener Basis J von ImpO(K) jede Frage der Form “A1 → A2 ∈ ImpO(K)?”
in linearer Zeit bzgl. der Größe von J ∪ {A1 → A2} beantworten.

Bemerkung 6.5 Die oben eingeführten Notationen können leicht auf aussagenlogi-
sche Formeln übertragen werden. Betrachtet man die Objekte als aussagenlogische Va-
riablen o1, . . . , on, so repräsentiert die aussagenlogische Formel φA1→A2 :=

∧
o∈A1

o→∧
o′∈A2

o′ die Objektimplikation A1 → A2.

Sei nun Γ die Menge der Formeln zu den Implikationen aus J . Dann gilt A1 →
A2 ∈ Cons(L) genau dann, wenn φA1→A2 eine logische Folgerung aus Γ ist. Man
sieht nun leicht, dass die linearen Entscheidungsverfahren für die Erfüllbarkeit von
Mengen aussagenlogischer Hornklauseln [DG84] angewendet werden können, um zu
entscheiden, ob A1 → A2 ∈ Cons(J ). Damit bildet also eine Basis J von ImpO(K)
eine Repräsentation von ImpO(K), die es erlaubt, jede Frage der Form “A1 → A2 ∈
ImpO(K)?” in linearer Zeit bzgl. der Größe von J ∪ {A1 → A2} zu entscheiden.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass sich diese Komplexitätsaussage auch mit Algo-
rithmen beweisen lässt, die zur Bestimmung funktionaler Abhängigkeiten in relatio-
nalen Datenbanken entwickelt wurden (siehe z.B. [Mai83], Abschnitt 4.6).

Es kann mehrere Implikationsbasen für die Menge ImpO(K) geben, wobei nicht jede
von minimaler Größe sein muss. Die Größe einer Basis J ist gegeben durch die
Anzahl der Implikationen in J . Eine Basis J von ImpO(K) heißt minimale Basis
genau dann, wenn es keine Basis von ImpO(K) gibt, deren Größe kleiner ist als die
Größe von J . Duquenne hat in [Duq87] eine solche minimale Basis für die Menge
der Merkmalsimplikationen beschrieben. Diese sogenannte Duquenne-Guigues-Basis
wird von Ganters Merkmalsexplorationsalgorithmus als Nebenprodukt berechnet. Im
folgenden wird nun die duale Duquenne-Guigues-Basis eingeführt, die ebenfalls als
Nebenprodukt durch den Objektexplorationsalgorithmus berechnet wird.

Die Definition der dualen Duquenne-Guigues-Basis beruht auf einer Modifikation
des durch eine Menge J von Objektimplikationen induzierten Hüllenoperators A 7→
J (A) = A′′. Für eine Teilmenge A von O bezeichnet J ∗(A) die Implikations-Pseudo-
hülle von A bzgl. J , d.h. die kleinste Teilmenge H von O mit

• A ⊆ H und

• A1 → A2 ∈ J und A1 ⊂ H (echte Teilmenge!) impliziert A2 ⊆ H.

Wiederum kann für gegebenes J die Pseudohülle von A ⊆ O in linearer Zeit bzgl. der
Größe von J und A berechnet werden (z.B. durch Anpassen des Algorithmus aus
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[DG84]). Eine Teilmenge A von O heißt pseudo-abgeschlossen bzgl. des formalen
Kontextes K genau, dann wenn ImpO(K)∗(A) = A und A′′ 6= A.

Definition 6.6 (Duale Duquenne-Guigues-Basis) Die duale Duquenne-Guigues-
Basis eines formalen Kontextes K ist definiert als die Menge aller Objektimplikationen
A1 → A2 für die A1 ⊆ O pseudo-abgeschlossen bzgl. K und A2 = A′′1 \ A1 ist.

Versucht man ausgehend von dieser Definition die duale Duquenne-Guigues-Basis
eines Kontextes zu berechnen, so ergeben sich zwei Probleme:

1. Die Definition von pseudo-abgeschlossen bezieht alle gültigen Implikationen aus
ImpO(K) ein: Um diese alle zu berücksichtigen, bräuchte man aber eine Basis
von ImpO(K) und eine solche soll je gerade erst berechnet werden.

2. Man benötigt den Hüllenoperator A 7→ A′′: Bei einer unendlichen Menge von
Merkmalen kann dieser aber im allgemeinen nicht durch A 7→ A′ 7→ A′′ berech-
net werden.

Ganter hat das erste Problem gelöst, indem er die pseudo-abgeschlossenen Mengen
in K bzgl. einer speziellen Ordnung, der sogenannten lektischen Ordnung aufzählt.
Diese Ordnung stellt sicher, dass es zur Berechnung der Pseudo-Hülle stets ausreicht,
den bereits berechneten Teil der Basis zu betrachten.

Definition 6.7 (Lektische Ordnung) Sei < eine beliebige aber feste lineare Ord-
nung auf der Menge von Objekten O = {o1, . . . , on}, beispielsweise o1 < . . . < on.
Für alle j mit 1 ≤ j ≤ n und alle A1, A2 ⊆ O definiere

A1 <j A2 genau dann, wenn oj ∈ A2 \ A1 und

A1 ∩ {o1, . . . , oj−1} = A2 ∩ {o1, . . . , oj−1}.

Die lektische Ordnung < ist definiert als die Vereinigung aller Relationen <j, j =
1, . . . , n.

Man sieht leicht, dass die lektische Ordnung eine lineare Ordnung auf der Potenz-
menge von O ist, wobei die lektisch kleinste Menge die leere Menge ist.

Das zweite Problem bekommt man in den Griff, indem man eine aufsteigende Kette
von endlichen Subkontexten von K berechnet. Der Kontext Ki = (Oi,Mi,Si) heißt
Subkontext von K genau dann, wenn Oi = O, Mi ⊆ M und Si = S ∩ (O ×Mi).
Man berechnet dann den Hüllenoperator A 7→ A′′ stets bzgl. des zuletzt berechne-
ten endlichen Subkontextes Ki. Da in diesem Subkontext noch Implikationen gültig
sein können, die in K nicht gültig sind, ist noch sicherzustellen, dass keine falschen
Implikationen in die Basis aufgenommen werden. Zu diesem Zweck fragt man einen

”
Experten“, ob eine Implikation A → A′′ \ A auch tatsächlich in K gilt (und nicht
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nur im aktuellen Subkontext Ki bzgl. dem A′′ berechnet wurde). Gilt eine solche Im-
plikation nicht in K, so muss der Experte ein Gegenbeispiel zurückliefern, d.h. ein
Merkmal m aus M\Mi welches die Implikation verletzt. Der aktuelle Subkontext
Ki wird dann um dieses Merkmal m erweitert. Daher muss der Experte nicht nur
das Merkmal m liefern, sondern auch für alle Objekte angeben, ob sie m haben oder
nicht.

Damit sind beide Probleme gelöst und der Objektexplorationsalgorithmus kann spe-
zifiziert werden (s. Abbildung 6.2). Er berechnet die Extensionen aller formalen Kon-
zepte in K sowie die duale Duquenne-Guigues-Basis von K; den Konzeptverband
erhält man durch die Mengeninklusionsbeziehungen zwischen den Extensionen.

6.3 Die Berechnung der LCS-Hierarchie

In diesem Abschnitt gilt es nun, für eine gegebene Menge O := {C1, . . . , Cn} von
Konzeptbeschreibungen einen Kontext zu definieren, dessen Begriffsverband mit der
Subsumtionshierarchie der zu den Teilmengen von O gehörenden LCS übereinstimmt.
Unter Verwendung eines geeigneten Experten soll dieser Begriffsverband dann mit
dem oben eingeführten Objektexplorationsalgorithmus berechnet werden können. Da-
zu bezeichne im folgenden lcs(A) für Teilmengen A = {D1, . . . , Dm} von O den LCS
von D1, . . . , Dm, wobei lcs(∅) := ⊥ und lcs({D}) := D.

Definition 6.8 (Induzierter Kontext) Sei L eine BL und O := {C1, . . . , Cn} ei-
ne endliche Menge von L-Konzeptbeschreibungen. Der durch O induzierte formale
Kontext KL(O) = (O,M,S) ist definiert durch:

O := {C1, . . . , Cn},
M := {D | D ist eine L-Konzeptbeschreibung},
S := {(C,D) | C v D}.

Das folgende Lemma beschreibt den engen Zusammenhang zwischen der Intension
einer Menge A ⊆ O und dem LCS dieser Menge.

Lemma 6.9 Seien A1, A2 Teilmengen von O. Dann gilt:

1. A′1 = {D ∈M | lcs(A1) v D}.

2. A′1 ⊆ A′2 genau dann, wenn lcs(A2) v lcs(A1).

3. Die Implikation A1 → A2 ist in KL(O) genau dann gültig, wenn
lcs(A2) v lcs(A1).
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Initialisierung: Starte mit

• der leeren Menge von Objektimplikationen: J0 := ∅;
• der leeren Menge von Extensionen: E0 := ∅;
• dem leeren Subkontext K0 von K: M0 := ∅;
• der lektisch kleinsten Menge von Objekten: A0 := ∅;

Iteration: Angenommen, Ki, Ji, Ei und Ai (i ≥ 0) seien bereits berechnet.
Berechne A′′i bzgl. Ki.
Frage den Experten, ob die Implikation Ai → A′′i \ Ai in K gültig ist.

Falls
”
nein“:

Sei mi ∈M das vom Experten gelieferte Gegenbeispiel.
Definiere
Ai+1 := Ai;
Ji+1 := Ji;
Ki+1 als den Subkontext von K mit Mi+1 :=Mi ∪ {mi}.

Falls
”
ja“:

Ki+1 := Ki;

(Ei+1,Ji+1) :=

{
(Ei,Ji ∪ {Ai → A′′i \ Ai}) , falls A′′i 6= Ai,
(Ei ∪ {Ai},Ji) , falls A′′i = Ai.

Die neue Menge Ai+1 bestimme wie folgt:

j := n;
Teste Ai <j J ∗i+1((Ai ∩ {o1, . . . , oj−1}) ∪ {oj}) (∗)
Setze j := j − 1 solange, bis einer der folgenden Fälle gilt:

1. j = 0: Dann ist Ei+1 die Menge der Extensionen aller Konzepte
in K und Ji+1 ist die duale Duquenne-Guigues-Basis von K.
Der Algorithmus stoppt.

2. (∗) gilt für ein j > 0: Dann sei
Ai+1 := J ∗i+1((Ai ∩ {o1, . . . , oj−1}) ∪ {oj})
und die Iteration wird fortgesetzt.

Abbildung 6.1: Der Objektexplorationsalgorithmus.

99



KAPITEL 6. FORMALE BEGRIFFSANALYSE UND LCS

Beweis: Ad (1): Nach Definition von ·′ und KL(O) gilt für A ⊆ O

A′ = {D ∈M | C v D für alle C ∈ A}.

Zeige
{D ∈M | C v D für alle C ∈ A} = {D ∈M | lcs(A1) v D}.

Aus C v D für alle C ∈ A folgt nach Definition des LCS auch lcs(A) v D, also folgt

”
⊆“.

Umgekehrt folgt wegen C v lcs(A) für alle C ∈ A aus lcs(A) v D auch C v D für
alle C ∈ A und damit

”
⊇“.

Ad (2):
”
⇒“ Mit (1) folgt lcs(A1) ∈ A′1. Mit der Voraussetzung A′1 ⊆ A′2 folgt

lcs(A1) ∈ A′2 und wiederum mit (1) folgt lcs(A2) v lcs(A1).

”
⇐“ Sei D ∈ A′1. Zu zeigen: D ∈ A′2. Mit (1) folgt lcs(A1) v D, woraus mit der

Voraussetzung lcs(A2) v lcs(A1) auch lcs(A2) v D folgt. (1) liefert wiederum D ∈ A′2.

Ad (3): Die Implikation A1 → A2 gilt in KL(O)
gdw für alle D ∈M gilt A ⊆ D′ =⇒ B ⊆ D′

gdw für alle D ∈M gilt
(für alle C ∈ A1 gilt C v D) =⇒ (für alle C ∈ A2 gilt C v D)

gdw für alle D ∈M gilt lcs(A1) v D =⇒ lcs(A2) v D
gdw lcs(A2) v lcs(A1). 2

Aus der dritten Aussage des Lemmas folgt unmittelbar, dass sich aus der dua-
len Duquenne-Guigues-Basis J von KL(O) alle Subsumtionsbeziehungen der Form
lcs(A2) v lcs(A1) für Teilmengen A1, A2 aus O ableiten lassen. Genauer: Bei gege-
bener Basis J lassen sich alle Fragen der Form “lcs(A1) v lcs(A2)?” in linearer Zeit
(bzgl. der Größe von J ∪ {A1 → A2}) beantworten. Die wesentliche Konsequenz aus
dem Lemma ist aber, dass der Begriffsverband KL(O) mit der Subsumtionshierarchie
der LCS aller Teilmengen von O übereinstimmt.

Theorem 6.10 Der Konzeptverband zu KL(O) ist isomorph zur Subsumtionshierar-
chie der LCS aller Teilmengen von O.

Beweis: Für den Nachweis der Isomorphie betrachten wir aus technischen Gründen
nicht die LCS von Teilmengen A ⊆ O, sondern ihre Äquivalenzklassen [lcs(A)]≡ =
{D | D ist L-Konzeptbeschreibung und lcs(A) ≡ D}. Die durch die Subsumtion in
L induzierte Ordnung v≡ auf den Äquivalenzklassen [lcs(A)]≡ ist definiert durch
[lcs(A1)]≡ v≡ [lcs(A2)]≡ genau dann, wenn lcs(A1) v lcs(A2).

Wir definieren nun eine Abbildung π von den formalen Konzepten in KL(O) in die
Menge der (Äquivalenzklassen von) LCS von Teilmengen von O durch:

π(A,B) := [lcs(A)]≡.
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Nun gilt für formale Konzepte (A1, B1), (A2, B2), dass (A1, B1) ≤ (A2, B2) genau
dann, wenn A1 ⊆ A2, was wiederum genau dann gilt, wenn A′2 ⊆ A′1. Mit Lem-
ma 6.9.2 folgt daraus lcs(A1) v lcs(A2). Also ist π ordnungserhaltend (und damit
auch injektiv): Es gilt (A1, B1) ≤ (A2, B2) genau dann, wenn [lcs(A1)]≡ v≡ [lcs(A2)]≡.

Es bleibt zu zeigen, dass π auch surjektiv ist. Sei dazu A eine beliebige Teilmenge
von O. Zu zeigen: [lcs(A)]≡ taucht im Bild von π auf. Mit Lemma 6.2 folgt, dass
(A′′, A′) ein formales Konzept ist. Also genügt es zu zeigen, dass lcs(A) ≡ lcs(A′′).
Offensichtlich impliziert A ⊆ A′′, dass lcs(A) v lcs(A′′) gilt. Umgekehrt sei Ci ∈ O
beliebig. Dann gilt

Ci ∈ A′′ gdw Ci v D für alle D ∈ A′ (Def. von · ′ und KL(O))
gdw Ci v D für alle D mit lcs(A) v D (Lemma 6.9)
gdw Ci v lcs(A). (Def. des LCS)

Offensichtlich folgt daraus lcs(A′′) v lcs(A). 2

Um nun den Algorithmus aus Abbildung 6.2 tatsächlich zur Berechnung des Be-
griffsverbandes anwenden zu können, benötigen wir noch einen

”
Experten“ für den

formalen Kontext KL(O). Dieser Experte muss in der Lage sein,

1. für eine gegebene Implikation A1 → A2 zu entscheiden, ob sie in KL(O) gilt,

2. falls eine solche Implikation nicht gilt, ein Gegenbeispiel zu liefern, d.h. eine
Konzeptbeschreibung D ∈ A′1 \ A′2, und

3. für ein Gegenbeispiel die zugehörige Spalte in der Matrix zur Inzidenzrelation
zu liefern.

Im nächsten Schritt wird gezeigt, dass ein solcher Experte für alle BLen L implemen-
tiert werden kann, in denen der LCS berechenbar und Subsumtion entscheidbar ist,
insbesondere also für ALE .

Lemma 6.11 Ist für eine BL L ein Subsumtionsalgorithmus sowie ein Algorithmus
zur Berechnung des LCS in L gegeben, so kann ein Experte für den Kontext KL(O)
implementiert werden.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass die oben eingeführten Punkte 1. und 2. unter Verwen-
dung der vorausgesetzten Algorithmen realisiert werden können.

Sei also A1 → A2 eine im Objektexplorationsalgorithmus generierte Implikation. Mit
Lemma 6.9 folgt, dass A1 → A2 in KL(O) genau dann gilt, wenn lcs(A2) v lcs(A1).
Offensichtlich gilt aber lcs(A2) v lcs(A1) genau dann, wenn Ci v lcs(A1) für alle
Ci ∈ A2. Um also die Frage, ob “A1 → A2” in KL(O) gilt, zu beantworten, genügt
es, lcs(A1) zu berechnen und dann mit dem Subsumtionsalgorithmus für alle Ci ∈ A2
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zu testen, ob Ci v lcs(A1) gilt oder nicht. Gilt dies für ein Ci ∈ A2 nicht, so gilt auch
die Implikation in KL(O) nicht.

Für den zweiten Punkt sei A1 → A2 eine Implikation, die in KL(O) nicht gilt,
d.h. lcs(A2) 6v lcs(A1). Dann ist lcs(A1) ein Gegenbeispiel, d.h. lcs(A1) ∈ A′1 und
lcs(A1) 6∈ A′2. Dies folgt unmittelbar aus

(i) A′i = {D ∈M | lcs(Ai) v D}, i = 1, 2, (s. Lemma 6.9(1)) und

(ii) lcs(A2) 6v lcs(A1).

Wie oben bereits erwähnt, benötigt der Explorationsalgorithmus zu diesem Gegen-
beispiel auch die zugehörige Spalte in der Matrix zur Inzidenzrelation S. Diese Spalte
kann leicht unter Verwendung des gegebenen Subsumtionsalgorithmus berechnet wer-
den, indem man für jedes Ci ∈ O entscheidet, ob Ci v lcs(A) gilt oder nicht. 2

Unter Verwendung des im Beweis von Lemma 6.11 beschriebenen Experten liefert nun
der Objektexplorationsalgorithmus aus Abbildung 6.2 angewendet auf eine Menge
O von L-Konzeptbeschreibungen und den induzierten formalen Kontext KL(O) das
folgende:

• die Extensionen aller formalen Konzepte in KL(O) und damit den Konzeptver-
band von KL(O), der gemäß Theorem 6.10 mit der Subsumtionshierarchie der
LCS aller Teilmengen von O übereinstimmt;

• die duale Duquenne-Guigues-Basis zu KL(O), die mit Lemma 6.9(3) eine kom-
pakte Repräsentation dieser Subsumtionshierarchie liefert; und schließlich

• einen endlichen Subkontext von KL(O), dessen formalen Konzepte die gleichen
Extensionen haben wie die formalen Konzepte in KL(O) und der die gleichen
Hüllen bzgl. · ′′ auf Teilmengen von O liefert.

Objektexploration in der Anwendung

Die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte zeigen, dass sich der Objektexplorations-
algorithmus prinzipiell zur Berechnung der Subsumtionshierarchie der LCS eignet.
Insbesondere erfüllt die im Rahmen der Prozesstechnikanwendung eingesetzte BL
ALE die Voraussetzungen von Lemma 6.11, sodass dort die LCS-Hierarchie unter
Verwendung der Objektexploration berechnet werden kann. Es bleibt aber noch zu
analysieren, ob es sich hierbei auch tatsächlich um einen sinnvollen Ansatz zur Lösung
dieser Aufgabe handelt. Ein eher generisches Argument für diesen Ansatz sind die
positiven Erfahrungen, die mit dem Ganter-Algorithmus bei der Berechnung von Be-
griffsverbänden in vielen Anwendungen gemacht wurden [Gan91, Stu96b, GW99].
Das Problem mit diesem generischen Argument ist natürlich, dass man es in der
Prozesstechnikanwendung mit einem sehr speziellen Kontext zu tun hat, für den sich
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durchaus herausstellen könnte, dass die Objektexploration nicht einer der günstig-
sten Ansätze zur Berechnung des Begriffsverbandes ist. Erste Experimente haben
aber vielversprechende Resultate geliefert (cf Kapitel 9).

6.4 Angrenzende Arbeiten

Die Idee, Methoden aus der Formalen Begriffsanalyse im Bereich BL einzusetzen,
war bereits für frühere Arbeiten grundlegend. So wurde in [Baa95] der Merkmalsex-
plorationsalgorithmus eingesetzt, um möglichst kleine Repräsentationen der Subsum-
tionshierarchie aller Konjunktionen definierter Konzeptnamen zu berechnen. Dieser
Ansatz wurde in [Stu96a] auf Konjunktionen und Disjunktionen definierter Kon-
zeptnamen ausgedehnt. Zu dem oben vorgestellten Ansatz bestehen dabei aber zwei
signifikante Unterschiede:

1. Der in [Baa95, Stu96a] definierte formale Kontext unterscheidet sich stark von
dem für die Berechnung der LCS Hierarchie definierten Kontext: Seine Objekte
sind Paare bestehend aus einer endlichen Interpretation I = (∆I , ·I) und einem
Individuum α ∈ ∆I . Für die Realisierung des Experten im Explorationsalgo-
rithmus musste der Subsumtionsalgorithmus so erweitert werden, dass er solche
Objekte als Gegenbeispiele liefern konnte.

2. In den Arbeiten [Baa95, Stu96a] bestand das Ziel ausschließlich in der Be-
rechnung der Duquenne-Guigues Basis und nicht in der Berechnung oder Vi-
sualisierung des Konzeptverbandes. Tatsächlich hat eine Implementierung und
anschließende Evaluierung des Ansatzes aus [Baa95] im Rahmen einer Diplom-
arbeit [Nas97] gezeigt, dass (i) die erhaltenen Konzeptverbände meist sehr groß
sind und daher die Visualisierung des Konzeptverbandes zur Untersuchung
der Subsumtionshierarchie ungeeignet ist, aber (ii) die zugehörigen Duquenne-
Guigues Basen ziemlich klein sind und daher schnelle Antworten auf Subsum-
tionsanfragen erlauben.
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Kapitel 7

Most Specific Concepts

Im Unterschied zum LCS existiert das MSC zu einem Individuum a bzgl. einer ALE-
ABox A im allgemeinen nicht (cf Abschnitt 7.1). Grund für die Nicht-Existenz sind
zyklische Abhängigkeiten zwischen ABox-Individuen. Dieser Tatsache wird im Rah-
men dieser Arbeit Rechnung getragen, indem nur Approximationen des MSC in ALE
untersucht werden. Abschnitt 7.2 erläutert die dabei auftretenden Probleme zunächst
für die BL EL: Aufbauend auf eine geeignete Charakterisierung der Instanz in EL wird
ein Algorithmus zur Berechnung einer sogenannten k-Approximation des MSC ein-
geführt, der im azyklischen Fall sogar genau das MSC liefert. Erweitert man EL um
primitive Negation (im folgenden mit EL¬ bezeichnet), so liefert dieser Algorithmus
leider nicht mehr das Gewünschte. Durch eine Anpassung der Charakterisierung der
Instanz auf EL¬ kann dann aber auch der Approximationsalgorithmus entsprechend
angepasst werden (cf Abschnitt 7.3). Dieser Schritt gelingt jedoch für unsere Ziel-
sprache ALE nicht mehr: Abschnitt 7.4 weist zwar Existenz und Berechenbarkeit der
k-Approximation des MSC in ALE nach, greift dabei aber auf einen inpraktikablen
Algorithmus zurück. Die Entwicklung eines effizienteren Algorithmus wie für EL und
EL¬ bleibt bei ALE ein offenes Problem.

7.1 Ansätze zur Berechnung des MSC

Das MSC zu einem Individuum a bzgl. einer ALE-ABox A existiert im allgemeinen
nicht: zyklische Abhängigkeiten zwischen ABox-Individuen können dazu führen, dass
es unendlich viele Konzeptbeschreibungen gibt, von denen a Instanz ist, darunter
aber keine speziellste solche Konzeptbeschreibung. Das folgende Beispiel illustriert
diese Situation für ALN und ALE .

Beispiel 7.1 Betrachte die ALN -ABox A = {a : P, a : (≤ 1 r), (a, a) : r}. In [BK98]
wird gezeigt, dass für diese ABox kein MSC von a in ALN existiert: Man sieht leicht,
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dass a Instanz ist von

Cn := ∀r. · · · ∀r︸ ︷︷ ︸
n mal

.(P u (≤ 1 r) u (≥ 1 r))

für jedes n ≥ 0. Intuitiv ist damit das MSC von a bzgl. A äquivalent zu der unendli-
chen Konjunktion u

n≥0
Cn. Diese kann aber offensichtlich nicht durch eine äquivalente

ALN -Konzeptbeschreibung dargestellt werden, d.h. das MSC von a bzgl. A existiert
nicht in ALN .

Für ALE und die Teilsprachen EL und EL¬ leistet bereits die ABox A′ = {a : P, (a, a) :
r} das Gewünschte: Man sieht leicht, dass für

Cn := ∃r. · · · ∃r︸ ︷︷ ︸
n mal

.P

a ∈A′ Cn für alle n ≥ 0. Angenommen, es existiert eine ALE-/EL-/EL¬-Konzeptbe-
schreibung C mit mscA′(a) ≡ C. Sei depth(C) = k und GC der ALE-Beschreibungs-
baum zur ALE-Normalform von C. Dann existiert offensichtlich kein Homomorphis-
mus von G(Ck+1) nach GC. Mit Theorem 5.21 folgt C 6v Ck+1 im Widerspruch zu
a ∈A′ Ck+1 und zur Annahme C ≡ mscA′(a).

Für ALN finden sich in der Literatur zwei Ansätze, mit diesem Problem umzugehen:
(1) man begnügt sich mit einer Approximation des MSC oder (2) man erweitert
die BL auf zyklische Konzeptbeschreibungen, um das MSC exakt repräsentieren zu
können.

Der erste, pragmatische Ansatz wurde z.B. in [CBH92, CH94a, CH94b, FP96] für
ALN verfolgt. Die Idee besteht darin, zunächst die Menge der Kandidaten für eine
Approximation des MSC zu beschränken: Statt aller ALN -Konzeptbeschreibungen
betrachtet man nur Konzeptbeschreibungen, deren Tiefe kleiner gleich einer belie-
bigen aber festen Schranke k ist. Aus den Ergebnissen in [BK98] folgt leicht, dass
die speziellste Konzeptbeschreibung mit Tiefe kleiner gleich k, von der a bzgl. A
Instanz ist, (bis auf Äquivalenz) eindeutig bestimmt ist.1 Diese Approximation des
MSC kann aber exponentiell groß bzgl. k und der ABox sein. Die Bestimmung der
worst-case-Komplexität für ihre Berechnung ist noch ein offenes Problem (wobei stark
zu vermuten ist, dass sie stets in exponentieller Zeit berechnet werden kann).

Der zweite Ansatz wird in [BK98] betrachtet. Die Autoren führen eine Charakteri-
sierung des MSC mit zyklischen Konzeptbeschreibungen ein. Diese zyklischen Kon-
zeptbeschreibungen werden durch zyklische TBoxen definiert und durch die größte
Fixpunkt Semantik (gfp-Semantik) interpretiert (s. [Küs98] für eine automatentheo-
retische Charakterisierung der gfp-Semantik in ALN ). Für die ALN -ABox aus Bei-
spiel 7.1 liefert beispielsweise das durch die zyklische ALN -TBox

T = {C .
= P u (≤ 1 r) u (≥ 1 r) u ∀r.C}

1Eine entsprechende Behauptung wird auch in [CH94b] formuliert, dort aber nicht bewiesen.
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definierte Konzept C das MSC von a bzgl. A [BK98]. Die von Baader und Küsters
eingeführte Charakterisierung des MSC basiert auf einer automatentheoretischen Re-
präsentation von zyklischen Konzeptbeschreibungen. Der aus dieser Charakterisie-
rung abgeleitete Algorithmus berechnet das MSC allerdings nur in doppelt expo-
nentieller Zeit (im worst case). Vermutet wird jedoch, dass das Instanzproblem für
zyklische ALN -Konzeptbeschreibungen in PSPACE entschieden und das MSC in ex-
ponentieller Zeit berechnet werden kann.

Für ALE sind zyklische Konzeptbeschreibungen und mögliche Semantiken noch nicht
gründlich untersucht. Damit ist offen, ob sich der oben vorgestellte zweite Ansatz auf
ALE übertragen lässt, d.h. ob sich das MSC durch zyklische ALE-Konzeptbeschrei-
bungen unter Verwendung der gfp-Semantik darstellen lässt. Um dennoch zum einen
einen Eindruck von den Problemen bei der Berechnung des MSC und zum anderen
erste Erfahrungen mit MSCs in der Anwendung zu bekommen, wurde im Rahmen
dieser Arbeit der pragmatische Ansatz für ALE verfolgt, d.h. Approximationen des
MSC in ALE untersucht.

Definition 7.2 Sei A eine L-ABox, a ein Individuum in A und k ∈ IN. Eine L-
Konzeptbeschreibung C heißt k-Approximation von a bzgl. A (kurz C = mscA,k(a)),
wenn

1. a ∈A C,

2. depth(C) ≤ k und

3. für alle L-Konzepte D mit depth(D) ≤ k und a ∈A D gilt C v D.

Als das wesentliche Ergebnis für ALE ist festzuhalten, dass sich bei endlicher Signa-
tur und Beschränkung der Tiefe durch eine Schranke k Existenz und Berechenbarkeit
der k-Approximation für a bzgl. A nachweisen lässt (cf Abschnitt 7.4). Dabei ergibt
sich die Existenz unmittelbar aus der Tatsache, dass es bei endlicher Signatur bis auf
Äquivalenz nur endlich viele verschiedene ALE-Konzeptbeschreibungen der Tiefe klei-
ner gleich k gibt2 und ALE Konjunktion von Konzepten zuläßt. Allerdings basiert der
Nachweis der Berechenbarkeit auf dem nicht praktikablen Algorithmus, der alle diese
Konzepte aufzählt und die Konjunktion der bzgl. Subsumtion minimalen Konzepte
C zurückgibt, die die Instanzbeziehung a ∈A C erfüllen.

Ein Ziel dieses Kapitels ist daher die Entwicklung eines praktikablen Algorithmus
zur Berechnung der k-Approximation. Ein intuitiver Ansatz hierfür besteht in der
Übertragung der Vorgehensweise bei der Berechnung des LCS auf die hier betrach-
tete Situation: Die Charakterisierung des LCS (und damit auch der Algorithmus zu
seiner Berechnung) ergibt sich auf natürliche Weise aus der Charakterisierung der

2Man beachte, dass diese Aussage für ALN nicht gilt: trotz endlicher Signatur gibt es unendlich
viele paarweise nicht äquivalente Zahlenrestriktionen und damit auch ALN -Konzeptbeschreibungen.
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Subsumtion mit Hilfe von Beschreibungsbäumen und Homomorphismen. Dieser Vor-
gehensweise folgend sucht man also eine Charakterisierung der Instanz, die einen
zielgerichteten Algorithmus zur Berechnung der k-Approximation nahelegt.

Der dazu in der vorliegenden Arbeit verfolgte Ansatz ist der folgende: Die Instanz-
beziehung a ∈A C wird durch einen Homomorphismus vom Beschreibungsbaum zu
C in einen Beschreibungsgraphen G(A) zu A charakterisiert, wobei die Wurzel von
C auf a abzubilden ist. Diese Charakterisierung ist für ALE korrekt, d.h. analog zu
Lemma 5.22 werden wir zeigen, dass a ∈A C gilt, wenn ein solcher Homomorphismus
von G(C) nach G(A) existiert (cf Abschnitt 7.4). Allerdings ist sie lediglich für EL
auch vollständig (cf Abschnitt 7.2). Tatsächlich ist sie sogar schon für EL¬ nicht mehr
vollständig. Grund hierfür ist, dass durch die Konzeptassertionen einer EL¬-ABox im
allgemeinen nicht für alle Individuen a ∈ Ind(A) und alle P ∈ NC festgelegt ist,
ob a ∈A P oder a ∈A ¬P . Dieses Problem bekommt man aber in den Griff, indem
man bei der Charakterisierung statt des EL¬-Graphen G(A) alle sogenannten primi-
tiven Vervollständigungen von G(A) berücksichtigt (cf Abschnitt 7.3). Eine primitive
Vervollständigung ist eine Erweiterung von G(A), in der jedes Knotenlabel jeden
Konzeptnamen P ∈ NC entweder positiv oder negiert enthält. Die resultierende Cha-
rakterisierung der Instanz ist dann zwar für EL¬, nicht aber für ALE vollständig.
Jedoch können die für EL und EL¬ gewonnenen Erkenntnisse als Ausgangspunkt für
eine korrekte und vollständige Charakterisierung der Instanz in ALE dienen. Deren
vermutlich sehr komplexe Spezifikation hätte aber den Rahmen dieser Arbeit ge-
sprengt und wird daher Gegenstand zukünftiger Arbeiten (insbesondere am Lehr-
und Forschungsgebiet Theoretische Informatik) sein.

Wie sich nun die soeben skizzierte Charakterisierung der Instanz zur Berechnung der
k-Approximation des MSC einsetzen lässt, ist für die kleine BL EL noch

”
nahelie-

gend“: Man

1. nehme den Beschreibungsgraphen GA,

2. rolle ihn zu einem (im allgemeinen unendlichen) Baum mit Wurzel a ab,

3. schneide diesen auf Tiefe k ab und

4. übersetze diesen endlichen Baum in eine Konzeptbeschreibung.

Unter Verwendung der Charakterisierung der Instanz folgt dann leicht, dass die so
erhaltene Konzeptbeschreibung die speziellste mit Tiefe kleiner gleich k ist, von der
a Instanz ist. Tritt a in einer azyklischen Zusammenhangskomponente der ABox auf,
so ist der durch das Abrollen erhaltene Baum endlich und die zugehörige Konzept-
beschreibung liefert sogar genau das MSC zu a.

Da für die Charakterisierung der Instanz in EL¬ alle möglichen Vervollständigun-
gen der ABox zu berücksichtigen sind, gilt entsprechendes für die Charakterisierung
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der k-Approximation: Abschnitt 7.3 zeigt, dass das Produkt der EL¬-Graphen zu al-
len Vervollständigungen einen Beschreibungsgraphen liefert, für den wieder der oben
skizzierte Algorithmus die k-Approximation des MSC in EL¬ liefert.

Existenz und Berechenbarkeit der k-Approximation des MSC wird also in EL und
EL¬ für beliebige Signaturen bewiesen. Da die für EL¬ entwickelte Charakterisierung
der Instanz für ALE nicht vollständig ist, leistet auch die Übertragung des verbes-
serten Algorithmus auf ALE leider nicht das Gewünschte. Für die aus einem ALE-
Beschreibungsgraphen G(A) durch abrollen, abschneiden und übersetzen erhaltene
ALE-Konzeptbeschreibung zu a kann lediglich gezeigt werden, dass a von diesem
Konzept Instanz ist, nicht aber, dass es das speziellste Konzept mit Tiefe kleiner
gleich k mit dieser Eigenschaft ist. Für die Anwendung besteht hierbei die Hoffnung,
dass bereits diese

”
Approximation der Approximation“ eine sinnvolle Unterstützung

liefern kann.

7.2 Most Specific Concepts in EL

Der erste Unterabschnitt führt zunächst die Charakterisierung der Instanz in EL
ein, die für den Nachweis der Korrektheit des in Unterabschnitt 7.2.2 entwickelten
Algorithmus zur Berechnung der k-Approximation des MSC benötigt wird.

7.2.1 Die Charakterisierung der Instanz in EL

Die nun vorgestellte Charakterisierung der Instanz in EL kann als Erweiterung der
Charakterisierung der Subsumtion in EL aus Theorem 5.4 gesehen werden: Wir wer-
den zeigen, dass sich Instanzbeziehungen durch Homomorphismen zwischen EL-Be-
schreibungsbäumen und EL-Graphen charakterisieren lassen.

Ein EL-Graph G = (V,E, `) ist ein beschrifteter Graph mit E ⊆ V × NR × V und
`(v) ⊆ NC für alle v ∈ V . Den Ausgangspunkt für die Definition des EL-Graphen
G(A) zu einer EL-ABox A bildet die graphische Repräsentation von A, bei der Indi-
viduen die Knoten und Rollenassertionen die Kanten bilden. Konzeptassertionen der
Form a : C werden wie folgt berücksichtigt: die Konzeptnamen auf Toplevel von C
bilden das Label von a und zu jeder Existenzrestriktion ∃r.C ′ auf Toplevel von C wird
der EL-Beschreibungsbaum G(C ′) = (VC′ , EC′ , v

′
0, `C′) zusammen mit der Kante arv′0

zum Graphen hinzugenommen. Durch diese Konstruktion ergibt sich beispielsweise
für die EL-ABox

A = {a : P u ∃s.(Q u ∃r.P u ∃s.>), b : P uQ, c : ∃r.P, (a, b) : r, (a, c) : r, (b, c) : s}

der EL-Graph in Abbildung 7.1. Formal wird G(A) wie folgt definiert:
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r

r

a : {P}

b : {P,Q}

c : ∅

s

GA :

v1 : {Q}

v2 : {P} v3 : ∅ v4 : {P}

s rr

s

Abbildung 7.1: Der EL-Graph zur EL-ABox A.

Definition 7.3 (EL-Graph einer EL-ABox)
Sei A eine EL-ABox. Für alle a ∈ Ind(A) sei Ca := u

a:D∈A
D, falls eine Konzeptas-

sertion der Form a : D in A existiert; sonst sei Ca := >. Die EL-Beschreibungsbäume
zu Ca, a ∈ Ind(A), werden mit G(Ca) = (Va, Ea, a, `a) bezeichnet, wobei die Mengen
Va o.B.d.A. paarweise disjunkt seien.

Der EL-Graph G(A) zu A ist definiert durch G(A) := (V,E, `) mit

• V :=
⋃
a∈Ind(A)

Va,

• E := {arb | (a, b) : r ∈ A} ∪
⋃
a∈Ind(A)

Ea und

• `(v) := `a(v) für v ∈ Va.

Für die Charakterisierung der Instanz bleibt noch der Begriff des Homomorphismus
auf EL-Graphen anzupassen: Eine Abbildung ϕ : VC −→ V ist ein Homomorphismus
von G(C) = (VC , EC , w0, `C) nach GA = (V,E, `), wenn ϕ die Bedingungen (2) und
(3) aus Definition 5.3 (die Bedingungen an Knotenlabel und Kanten) erfüllt. Die erste
Bedingung aus Definition 5.3 (die Bedingung an die Wurzel) geht nun direkt in die
Charakterisierung der Instanz ein.

Theorem 7.4 Seien A eine EL-ABox mit G(A) = (V,E, `) und C eine EL-Konzept-
beschreibung mit G(C) = (VC , EC , w0, `C). Für a ∈ Ind(A) gilt a ∈A C genau dann,
wenn ein Homomorphismus ϕ von G(C) nach G(A) existiert mit ϕ(w0) = a.

Beweis der Rückrichtung: Wie bereits in Abschnitt 7.1 erwähnt, ist diese Cha-
rakterisierung auch für ALE korrekt (aber nicht vollständig), d.h. auch für ALE gilt
die Rückrichtung von Theorem 7.4. Lemma 7.28 in Abschnitt 7.4 formuliert die ent-
sprechende Behauptung für ALE . Aus diesem Lemma folgt die Rückrichtung von
Theorem 7.4 trivial als Spezialfall.
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Beweis der Hinrichtung: Dieser baut auf die durch G(A) induzierte kanonische
Interpretation I(G(A)) auf.

Definition 7.5 (Kanonische Interpretation zum EL-Graph)
Sei G = (V,E, `) ein EL-Graph. Die kanonische Interpretation I(G) ist definiert

durch I(G) := (∆I(G), ·I(G)) mit

• ∆I(G) := V ,

• P I(G) := {v ∈ V | P ∈ `(v)} für alle P ∈ NC und

• rI(G) := {(v, w) ∈ V × V | (vrw ∈ E)} für alle r ∈ NR.

Das folgende Lemma formuliert die für den Beweis der Hinrichtung entscheidende
Eigenschaft der kanonischen Interpretation.

Lemma 7.6 Sei A eine EL-ABox mit EL-Graph G(A). Dann ist die kanonische In-
terpretation I(G(A)) ein Modell von A.

Beweis: Zu zeigen: I(G(A)) erfüllt jede Assertion in A.

Offensichtlich erfüllt I(G(A)) nach Konstruktion jede Rollenassertion aus A.

Sei a : D eine Konzeptassertion aus A mit D = P1u . . .uPnu∃r1.D1u . . .u∃rm.Dm,
Pi ∈ NC . Zeige

1. aI(G(A)) ∈ P I(G(A))
i für alle 1 ≤ i ≤ n und

2. aI(G(A)) ∈ (∃rj.Dj)
I(G(A)) für alle 1 ≤ j ≤ m.

Ad (1): Nach Definition von G(A) ist Pi ∈ `(a) und nach Definition von I(G(A)) ist

damit aI(G(A)) ∈ P I(G(A))
i für alle 1 ≤ i ≤ n.

Ad (2): Für jedes 1 ≤ j ≤ m existiert nach Definition von G(A) ein vj ∈ V mit arjvj ∈
E und Dj ≡ CG(Ca)(vj). Offensichtlich ist Dj in ALE-Normalform. Damit stimmt
I(G(A)) eingeschränkt auf die Knoten in G(Ca) mit der kanonischen Interpretation

I(G(Ca)) von G(Ca) überein (s. Definition 5.24). Lemma 5.25 impliziert v
I(G(A))
j ∈

(CG(Ca)(vj))
I(G(A)). Zusammen mit (aI(G(A)), v

I(G(A))
j ) ∈ rI(G(A))

j folgt daraus aI(G(A)) ∈
(∃rj.Dj)

I(G(A)).

Aus (1) und (2) folgt aI(G(A)) ∈ DI(G(A)). 2

Mit a ∈A C und I(G(A)) |= A folgt nun die Existenz eines Homomorphismus ϕ von
G(C) nach G(A) mit ϕ(w0) = a unmittelbar aus der folgenden

Behauptung: Sei v ∈ V . Ist v ∈ CI(G(A)), so existiert ein Homomorphismus ϕ von
G(C) nach G(A) mit ϕ(w0) = v.
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Beweis der Behauptung durch Induktion nach depth(C):

Induktionsanfang: depth(C) = 0, d.h. C = P1 u . . . u Pn. Dann ist G(C) =
({w0}, ∅, w0, `C) mit `C(w0) = {P1, . . . , Pn}. Definiere ϕ durch ϕ(w0) := v.
Nach Annahme ist v ∈ CI(G(A)). Damit ist nach Definition von I(G(A)) auch
`C(w0) ⊆ `(v); somit ist ϕ ein Homomorphismus.

Induktionsschritt: depth(C) > 0, d.h. C = P1 u . . . u Pn u ∃r1.C1 u . . . u ∃rm.Cm.
Wie im Induktionsanfang folgt {P1, . . . , Pn} ⊆ `(v). Aus v ∈ CI(G(A)) folgt

außerdem, dass für alle 1 ≤ i ≤ m ein vi ∈ V existiert mit (v, vi) ∈ rI(G(A))
i und

vi ∈ CI(G(A))
i . Sei jeweils wi der ri-Nachfolger von w0 in G(C) mit Ci = G(C)(wi).

Per Induktion folgt, dass Homomorphismen ϕw1 , . . . , ϕwm existieren, die jeweils
G(C)(wi) in G(A) homomorph einbetten mit ϕi(wi) = vi. Definiere nun

ϕ := {v0 7→ v} ∪
⋃

w0rw∈EC

ϕw.

Nach Konstruktion ist ϕ ein Homomorphismus von G(C) nach G(A) mit ϕ(w0) =
v. 2

Komplexität des Instanzproblems in EL

Ob ein Baum in einen Graphen homomorph eingebettet werden kann, kann in po-
lynomieller Zeit entschieden werden [GJ79, Rey77]. Ein polynomieller Algorithmus,
der entscheidet, ob ein Homomorphismus ϕ von einem EL-Beschreibungsbaum G(C)
in einen EL-Beschreibungsgraphen G(A) existiert mit ϕ(w0) = a für ein a ∈ Ind(A)
findet sich z.B. in [BMT98]. Da G(A) und G(C) für eine EL-ABox A und eine EL-
Konzeptbeschreibung C in polynomieller Zeit erzeugt werden können, erhalten wir

Satz 7.7 Das Instanzproblem in EL ist polynomiell entscheidbar.

7.2.2 Die k-Approximation des MSC in EL

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis von Existenz und Berechenbarkeit der
k-Approximation des MSC in EL. Dazu wird ein Algorithmus spezifiziert, der durch
direkte Manipulation des EL-Graphen zur Eingabe-ABox A diese k-Approximation
für Individuen a ∈ Ind(A) berechnet. Er basiert auf der folgenden Idee: Durch

”
abrollen“ des EL-Graphen G(A) erhält man zunächst einen Baum T (a,G(A)) mit

Wurzel a, endlichem Verzweigungsgrad aber möglicherweise unendlich langen Pfa-
den (cf Definition 7.8). Durch Abschneiden der längeren Pfade bestimmt man einen
EL-Beschreibungsbaum Tk(a,G(A)) der Tiefe kleiner gleich k. Mit der Charakterisie-
rung der Instanz folgt dann leicht, dass die EL-Konzeptbeschreibung CTk(a,G(A)) die
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k-Approximation von a bzgl. A ist. Ist A azyklisch, so ist T (a,G(A)) ein endlicher
Baum und CT (a,G(A)) ist das MSC von a bzgl. A.

Wie aus der Modelltheorie bekannt, erhält man zu einem Graphen mit einem ausge-
zeichneten Knoten v einen Baum mit Wurzel v, indem man die Menge aller Pfade, die
von v ausgehen, als Knotenmenge betrachtet. Für einen EL-Graphen G = (V,E, `) ist
p = v0r1v1r2 . . . rnvn ein Pfad von v0 nach vn der Länge |p| = n, wenn vi−1rivi ∈ E
für alle 1 ≤ i ≤ n. Der Pfad p wird auch als r1 · · · rn-Pfad von v0 nach vn bezeichnet
und der Knoten vn als r1 · · · rn-Nachfolger von v0, wobei jeder Knoten ε-Nachfolger
von sich selber ist. Der Pfad p enthält einen Zykel, wenn vi = vj für Indizes i, j mit
0 ≤ i < j ≤ n. Ein Knoten v ist von v0 aus erreichbar, wenn ein Pfad von v0 nach v
existiert.

Definition 7.8 (Baum zu a bzgl. G (und k)) Sei G = (V,E, `) und a ∈ V . Der
Baum T (a,G) zu a bzgl. A ist definiert durch T (a,G) := (V t, Et, a, `t) mit

• V t := {ar1v1r2 . . . rnvn | ar1v1r2 . . . rnvn ist Pfad von a nach vn in G},

• Et := {prq | p, q ∈ V t und p = ar1v1r2 . . . rnvn und q = ar1v1r2 . . . rnvnrw},

• `t(p) := `(v) für p = ar1v1r2 . . . rnv.

Für k ∈ IN ist der Baum Tk(a,G) zu a bzgl. G und k definiert durch Tk(a,G) :=
(V t

k , E
t
k, a, `

t
k) mit

• V t
k := {p ∈ V t | |p| ≤ k},

• Et
k := Et ∩ (V t

k ×NR × V t
k ) und

• `tk(p) := `t(p) für p ∈ V t
k .

Da EL-Graphen nach Definition endlich sind, hat T (a,G) endlichen Verzweigungs-
grad, d.h. T (a,G) ist genau dann unendlich groß, wenn T (a,G) einen unendlich langen
Pfad enthält. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn in G ein Pfad existiert, der
einen Zykel enthält. Desweiteren ist nach Definition Tk(a,G) stets ein EL-Beschrei-
bungsbaum der Tiefe kleiner gleich k. Ist G azyklisch, d.h. in G existiert kein Pfad,
der einen Zykel enthält, so ist T (a,G) endlich. Die folgende Charakterisierung (der
k-Approximation) des MSC verwendet nun diese Bäume, wobei als EL-Graph der
EL-Graph einer ABox A und als Wurzel ein Individuum a ∈ Ind(A) betrachtet wird.
Dabei heißt eine ABox A azyklisch, wenn G(A) als gerichteter Graph azyklisch ist.

Theorem 7.9 Seien A eine EL-ABox, a ∈ Ind(A) und k ∈ IN. Dann ist CTk(a,G(A))

die k-Approximation von a bzgl. A. Ist A azyklisch, so ist CT (a,G(A)) das Most Specific
Concept von a bzgl. A.
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Beweis: Seien G(A) = (VA, EA, `A) und Tk(a,G(A)) = (Vk, Ek, a, `k).

Zeige zunächst a ∈A CTk(a,G(A)). Sei dazu ϕ die Abbildung, die jeden Pfad p ∈ Vk
auf den jeweils letzten Knoten v in p abbildet. Man sieht leicht, dass ϕ ein Homo-
morphismus von Tk(a,G(A)) nach G(A) ist mit ϕ(a) = a. Da G(CTk(a,G(A))) bis auf
Knotenumbenennung gleich Tk(a,G(A)) ist (Eigenschaft (5.2)), folgt mit Theorem 7.4
die Behauptung.

Es bleibt zu zeigen, dass für alle EL-Konzeptbeschreibungen C mit depth(C) ≤ k
und a ∈A C gilt: CTk(a,G(A)) v C.

Sei also C eine EL-Konzeptbeschreibung mit depth(C) ≤ k und a ∈A C und sei
G(C) = (VC , EC , v0, `C). Mit Theorem 7.4 existiert ein Homomorphismus ϕ von G(C)
nach G(A) mit ϕ(v0) = a. Unter Verwendung von ϕ definieren wir einen Homomor-
phismus ψ von G(C) nach Tk(a,G(A)). Mit Theorem 5.4 folgt CTk(a,G(A)) v C.

Zur Definition von ψ: Sei v ∈ VC und v0r1v1r2 · · · rn−1vn−1rnv der eindeutige (!) Pfad
von v0 nach v in G(C). Definiere p(v) := ϕ(v0)r1ϕ(v1)r2 · · · rn−1ϕ(vn−1)rnϕ(v). Da ϕ
ein Homomorphismus von G(C) nach G(A) ist, ist p(v) wohldefiniert und bildet einen
Pfad der Länge n ≤ k von ϕ(v0) nach ϕ(v) in G(A). Man sieht nun leicht, dass die
Abbildung ψ : VC −→ Vk mit ψ(v) := p(v) einen Homomorphismus von G(C) nach
Tk(a,G(A)) liefert.

Ist A azyklisch, so ist T (a,G(A)) endlich, also ein EL-Beschreibungsbaum. Wie für
Tk(a,G(A)) folgt a ∈A CT (a,G(A)) und CT (a,G(A)) v C für alle EL-Konzeptbeschreib-
ungen C mit a ∈A C. Also ist CT (a,G(A)) das MSC von a bzgl. A. 2

Korollar 7.10 Für eine EL-ABox A, ein Individuum a ∈ Ind(A) und k ∈ IN existiert
die k-Approximation mscA,k(a) von a bzgl. A stets und ist effektiv berechenbar.

Ist A azyklisch, so existiert das Most Specific Concept mscA(a) stets und ist effektiv
berechenbar.

Komplexität (der k-Approximation) des MSC in EL

Hier interessiert man sich im wesentlichen für die Größe (der k-Approximation) des
MSC bzgl. der Größe der ABox und des Parameters k. Dabei ist die Größe |A| einer
ABox A definiert durch

|A| := |Ind(A)|+ |{(a, b) : r | (a, b) : r ∈ A}|+
∑
a:C∈A

|C|.

Beispiel 7.11 Sei A = {(a, a) : r, (a, a) : s}. Abbildung 7.2 zeigt den EL-Graphen
G(A) sowie die EL-Beschreibungsbäume Tk(a,G(A)) für k = 1 und k = 2. Man sieht
leicht, dass Tk(a,G(A)) jeweils dem vollen binären Baum der Tiefe k entspricht, wo-
bei jeder Knoten mit der leeren Menge beschriftet ist und jeder Knoten (außer den
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T2(a,G(A)) :

r s r s

r s
r, s

G(A) :

r s

T1(a,G(A)) :

a : ∅

a : ∅

asa : ∅ara : ∅

a : ∅

ara : ∅ asa : ∅

arara : ∅ arasa : ∅ asara : ∅ asasa : ∅

Abbildung 7.2: Beispiele für EL-Beschreibungsbäume der Form Tk(a,G(A)).

Blättern) genau einen r-Nachfolger und genau einen s-Nachfolger hat. Mit Theo-
rem 7.9 folgt, dass CTk(a,G(A)) die k-Approximation von a bzgl. A ist. Die Größe von
CTk(a,G(A)) ist exponentiell in der Größe von A und k. Ähnlich wie im Beweis von
Lemma 5.12 kann man zeigen, dass es keine EL-Konzeptbeschreibung gibt, die äqui-
valent zu CTk(a,G(A)) aber kleiner ist.

Das obige Beispiel zeigt, dass die k-Approximation von a bzgl. A exponentiell groß
bzgl. des Parameters k sein kann (bei konstanter Größe der ABox). Das folgende
Beispiel zeigt, dass auch das MSC von a bzgl. A exponentiell groß bzgl. der Größe
der ABox sein kann.

Beispiel 7.12 Für n ≥ 1 definiere

An := {(ai, ai+1) : r, (ai, ai+1) : s | 1 ≤ i < n}.

Offensichtlich ist An azyklisch und die Größe von An jeweils linear in n. Mit Theo-
rem 7.9 folgt, dass CT (a1,An) das MSC von a1 bzgl. An ist. Man sieht leicht, dass
T (a1,G(An)) mit dem Baum Tn(a,G(A)) aus Beispiel 7.11 übereinstimmt. Wie dort
folgt, dass CT (a,G(An)) exponentiell groß bzgl. n (also auch bzgl. der Größe von An) ist
und dass keine kleinere EL-Konzeptbeschreibung C äquivalent zu CT (a,G(An)) existiert.

Nach oben kann die Größe der k-Approximation bzw. für azyklische ABoxen des MSC
durch die Größe von Tk(a,G(A)) bzw. durch die Größe von T (a,G(A)) beschränkt
werden. Die Größe von Tk(a,G(A)) ist exponentiell in k beschränkt: Der Verzwei-
gungsgrad ist kleiner gleich der Anzahl der Rollenassertionen in A und damit kleiner
gleich |A| =: m0, wobei o.B.d.A. |A| > 1 sei. Bei Beschränkung der Tiefe durch k ist
die Anzahl der Knoten also kleiner gleich

∑k
i=0 m

i
0 = (mk+1

0 −1)/(m0−1). Jedes Kno-
tenlabel enthält höchstens so viele Konzeptnamen wie in A auftreten, ist also kleiner
gleich m0. Damit ist die Größe von Tk(a,G(A)) kleiner gleich mk+2

0 , also exponentiell
in k beschränkt. Für eine azyklische ABox ist die Tiefe von T (a,G(A)) beschränkt
durch die Anzahl der Rollenassertionen in A, also ist die Größe von T (a,G(A)) ex-
ponentiell in der Größe von A beschränkt.

Insgesamt erhalten wir
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Satz 7.13 Für eine EL-ABox A, a ∈ Ind(A) und k ∈ IN kann

1. die k-Approximation mscA,k(a) von a bzgl. A (höchstens) exponentiell groß in
k und der Größe von A sein; und

2. das Most Specific Concept mscA(a) von a bzgl. A (höchstens) exponentiell groß
in der Größe von A sein.

7.3 Most Specific Concepts in EL¬
Eine 1–1-Übertragung der Resultate von EL nach EL¬ ist nicht möglich: Zunächst
hat man aufgrund der primitiven Negation inkonsistente ABoxen als Spezialfall zu
berücksichtigen. Aber auch für konsistente EL¬-ABoxen führt die

”
naive“ Über-

tragung der Charakterisierung der Instanz und der k-Approximation des MSC nicht
zu einer vollständigen Charakterisierung der Instanz und nicht zur k-Approximation
des MSC in EL¬. Unterabschnitt 7.3.1 charakterisiert zunächst Konsistenz von EL¬-
ABoxen und stellt dann eine korrekte und vollständige Charakterisierung der Instanz
vor, die auf dem Begriff der primitiven Vervollständigung basiert. Diese Charakteri-
sierung bildet den Ausgangspunkt für die in Unterabschnitt 7.3.2 formulierte Cha-
rakterisierung (der k-Approximation) des MSC in EL¬.

7.3.1 Die Charakterisierung der Instanz in EL¬
Wir zeigen zunächst, das Konsistenz von EL¬-ABoxen in polynomieller Zeit entschie-
den werden kann. Dazu sind einige Begriffe auf EL¬ zu übertragen: EL¬-Beschrei-
bungsbäume und EL¬-Graphen sind jeweils wie für EL definiert mit dem Unterschied,
dass Knoten nun mit Teilmengen von NC ∪ {¬P | P ∈ NC} beschriftet werden.
Auch der EL¬-Beschreibungsbaum G(C) zur EL¬-Konzeptbeschreibung C und der
EL¬-Graph zur EL¬-ABox A sind wie in EL definiert, wobei negierte Konzeptnamen
wie Konzeptnamen behandelt werden. Schließlich wird die Definition der kanonischen
Interpretation I(G) (s. Definition 7.5) 1–1 für EL¬-Graphen übernommen, d.h. negier-
te Konzeptnamen werden bei der Definition der Interpretation eines Konzeptnamens
P durch P I(G) := {v | P ∈ `(v)} nicht berücksichtigt.

Nun kann Konsistenz von EL¬-ABoxen wie folgt charakterisiert werden:

Lemma 7.14 Eine EL¬-ABox A ist genau dann inkonsistent, wenn ein a ∈ Ind(A)
existiert mit Ca = u

a:D∈A
D ≡ ⊥.

Beweis: Sei A eine EL¬-ABox. Existiert ein a ∈ Ind(A) mit Ca ≡ ⊥, so ist A
offensichtlich inkonsistent. Sei umgekehrt Ca 6≡ ⊥ für alle a ∈ Ind(A). Wir zeigen,
dass dann die kanonische Interpretation I(G(A)) ein Modell von A ist.

116



7.2. MOST SPECIFIC CONCEPTS IN EL¬

Man sieht leicht, dass eine EL¬-Konzeptbeschreibung C genau dann inkonsistent ist,
wenn im EL¬-Beschreibungsbaum G(C) = (VC , EC , v0, `C) ein Knoten v ∈ VC existiert
mit {P,¬P} ⊆ `C(v) für ein P ∈ NC . Sonst liefert die kanonische Interpretation
I(G(C)) ein Modell von C: Denn existiert kein v ∈ VC mit {P,¬P} ⊆ `C(v) für
ein P ∈ NC , so ist C in ALE-Normalform und mit Lemma 5.25 folgt, dass I(G(C))
Modell von C ist.

Aus der Voraussetzung Ca 6≡ ⊥ für alle a ∈ Ind(A) folgt also, dass kein Knoten v in
G(A) = (V,E, `) existiert mit {P,¬P} ⊆ `(v) für ein P ∈ NC . Zu zeigen: I(G(A))
erfüllt jede Assertion in A. Nach Definition von I(G(A)) ist jede Rollenassertion
aus A erfüllt. Sei a : D ∈ A mit D = Q1 u . . . u Qn u ∃r1.D1 u . . . u ∃rm.Dm und
Qi ∈ NC ∪ {¬P | P ∈ NC} für alle 1 ≤ i ≤ n. Zeige

1. aI(G(A)) ∈ QI(G(A))
i für alle 1 ≤ i ≤ n und

2. aI(G(A)) ∈ (∃rj.Dj)
I(G(A)) für alle 1 ≤ j ≤ m.

Ad (1): Angenommen, Qi ∈ NC . Dann folgt nach Definition aI(G(A)) ∈ Q
I(G(A))
i .

Andernfalls sei Qi = ¬P für ein P ∈ NC . Mit der Voraussetzung folgt dann P 6∈ `(a),
d.h. es existiert keine Konzeptassertion a : D′ ∈ A sodass P in der Konjunktion
auf Toplevel von D′ auftritt. Nach Definition aI(G(A)) 6∈ P I(G(A)). Also ist aI(G(A)) ∈
Q
I(G(A))
i für alle 1 ≤ i ≤ n.

Ad (2): Mit der Voraussetzung an Ca folgt, dass jedes Dj konsistent ist. Insbeson-
dere ist keine der ALE-Normalisierungsregeln auf Dj anwendbar, d.h. Dj ist in ALE-
Normalform. Wie im Beweis von Lemma 7.6 folgt nun die Behauptung. 2

Als einfache Konsequenz aus Lemma 7.14 und seinem Beweis erhalten wir die folgen-
den Aussagen.

Lemma 7.15 Konsistenz von EL¬-ABoxen ist in polynomieller Zeit entscheidbar.

Lemma 7.16 Ist A eine konsistente EL¬-ABox, so ist I(G(A)) ein Modell von A.

Inkonsistente EL¬-ABoxen sind als Spezialfall bei der Charakterisierung der Instanz
zu behandeln: Ist A inkonsistent, so gilt a ∈A C trivialerweise für alle EL¬-Konzept-
beschreibungen C. Überträgt man für konsistente ABoxen die Charakterisierung der
Instanz von EL auf EL¬, d.h. um a ∈A C zu entscheiden testet man, ob G(C) homo-
morph in G(A) eingebettet werden kann, so würde man insgesamt ein polynomielles
Entscheidungsverfahren erhalten. Dieses Verfahren kann aber (unter der Annahme
P 6=NP) nicht vollständig und korrekt sein: Eine genaue Analyse der Resultate in
[Sch93] zeigt nämlich, dass das Instanzproblem für EL¬ coNP-hart ist. Das folgen-
de Beispiel ist eine abstrakte Variante von Beispiel 3.1 in [Sch93] und illustriert die
Unvollständigkeit des Verfahrens.
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r

r

r

b1 : {P}

a : {P}

b2 : ∅

G(C) :

r

r

w0 : {P}

w1 : {P}

w2 : {¬P}

r

G(A) :

b3 : {¬P}

Abbildung 7.3: Beispiel für die Unvollständigkeit der Charakterisierung der Instanz
in EL für EL¬.

Beispiel 7.17 Betrachte die EL¬-Konzeptbeschreibung C = P u∃r.(P u∃r.¬P ) und
die EL¬-ABox

A = {a : P, b1 : P, b3 : ¬P, (a, b1) : r, (a, b2) : r, (b1, b2) : r, (b2, b3) : r}.

Abbildung 7.3 zeigt G(A) und G(C). Offensichtlich kann G(C) nicht homomorph in
G(A) eingebettet werden, da {¬P} 6⊆ `(b2). Andererseits gilt aber für jedes Modell I
von A entweder bI2 ∈ P I oder bI2 ∈ (¬P )I, woraus stets aI ∈ CI folgt. Also ist a
Instanz von C bzgl. A, obwohl kein Homomorphismus ϕ von G(C) nach G(A) mit
ϕ(w0) = a existiert.

Das im obigen Beispiel aufgezeigte Problem rührt daher, dass für die Individuen in
der ABox nicht vollständig festgelegt ist, von welchen Konzeptnamen sie Instanz sind
und von welchen nicht. Dieses Problem lässt sich dadurch lösen, dass man bei der
Charakterisierung der Instanz vom EL¬-Graphen G(A) übergeht zur Menge der soge-
nannten primitiven Vervollständigungen von G(A). Informell lässt sich eine primitive
Vervollständigung wie folgt beschreiben: Knoten- und Kantenmenge stimmen mit de-
nen des Ausgangsgraphen überein. Vervollständigt werden lediglich die Knotenlabel
und zwar in dem Sinne, dass in der primitiven Vervollständigung jedes Knotenlabel
jeden Konzeptnamen, der im Ausgangsgraphen positiv oder negiert auftritt, entweder
positiv oder negiert enthält.

Definition 7.18 (Primitive Vervollständigung)
Sei G = (V,E, `) ein EL¬-Graph und N∗C := {P ∈ NC | existiert v ∈ V mit P ∈
`(v) oder ¬P ∈ `(v)}. Ein EL¬-Graph G∗ = (V,E, `∗) heißt primitive Vervollständi-
gung von G genau dann, wenn für alle v ∈ V gilt:

1. `(v) ⊆ `∗(v) und

2. für alle Konzeptnamen P ∈ N∗C ist entweder P ∈ `∗(v) oder ¬P ∈ `∗(v).
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Nun können wir Instanz in EL¬ vollständig und korrekt charakterisieren.

Theorem 7.19 Seien A eine EL¬-ABox mit G(A) = (V,E, `) und C eine EL¬-Kon-
zeptbeschreibung mit G(C) = (VC , EC , w0, `C). Für a ∈ Ind(A) gilt a ∈A C genau
dann, wenn A inkonsistent ist oder für jede primitive Vervollständigung G(A)∗ von
G(A) ein Homomorphismus ϕ von G(C) nach G(A)∗ existiert mit ϕ(w0) = a.

Beweis der Rückrichtung: Da die Voraussetzung nur Homomorphismen von G(C)
nach primitiven Vervollständigungen liefert und diese im allgemeinen nicht mit dem
EL¬-Graphen G(A) übereinstimmen, können wir für den Beweis der Rückrichtung
nicht wie für EL auf den Korrektheitsbeweis für ALE (cf Lemma 7.28) zurückgreifen.
Wir führen für EL¬ einen alternativen Beweis.

Sei dazu A eine konsistente EL¬-ABox (für inkonsistente ABoxen ist nichts zu zeigen)
und I = (∆I , ·I) ein beliebiges Modell von A. Wir zeigen aI ∈ CI wie folgt: zunächst
definieren wir eine Abbildung ψ : V −→ ∆I mit

1. ψ(b) = bI für alle b ∈ Ind(A),

2. (ψ(v), ψ(w)) ∈ rI für alle vrw ∈ E und

3. ψ(v) ∈ QI für alle Q ∈ `(v) und alle v ∈ V .

Mit Hilfe dieser Abbildung wird dann eine primitive Vervollständigung G(A)∗ψ =
(V,E, `∗ψ) definiert, sodass ψ weiterhin die Bedingung

4. ψ(v) ∈ QI für alle Q ∈ `∗ψ(v) und alle v ∈ V

erfüllt. Nach Voraussetzung existiert ein Homomorphismus ϕ von G(C) nach G(A)∗ψ.
Durch Induktion nach der Tiefe von G(C)(w) werden wir für alle w ∈ VC zeigen

ψ(ϕ(w)) ∈ CG(C)(w)
I . (7.1)

Mit ϕ(w0) = a und ψ(a) = aI sowie C ≡ CG(C)(w0) folgt daraus schließlich aI ∈ CI .
Zur Definition der Abbildung ψ : V −→ ∆I : Sei a ∈ Ind(A), Ca = u

a:D∈A
D und

G(Ca) = (Va, Ea, a, `a). Definiere ψ(v) für v ∈ Va durch Induktion nach der Länge λ
des eindeutigen Pfades von a nach v in G(Ca) so, dass für ψ(v) jeweils auch ψ(v) ∈
CG(Ca)(v)

I gilt.

λ = 0: Dann ist v = a. Definiere ψ(a) := aI . Wegen I |= A folgt aI ∈ CIa .
Insbesondere ist aI ∈ QI für alle Q ∈ `(a). Damit folgt Bedingung (1) sowie
Bedingung (3) für a ∈ Ind(A).
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λ > 0: Dann existiert eine eindeutige Kante v′rv ∈ Ea. Nach Induktionsvorausset-
zung ist ψ(v′) bereits definiert mit ψ(v′) ∈ CG(Ca)(v′)

I . Wegen v′rv ∈ Ea existiert
eine Existenzrestriktion der Form ∃r.CG(Ca)(v) auf Toplevel von CG(Ca)(v′). Aus
ψ(v′) ∈ CG(Ca)(v′)

I folgt, dass ein α ∈ ∆I existiert mit (ψ(v′), α) ∈ rI und
α ∈ CG(Ca)(v)

I . Definiere ψ(v) := α. Mit α ∈ CG(Ca)(v)
I und `(v) = `a(v) er-

halten wir insbesondere α ∈ QI für alle Q ∈ `(v), also gilt Bedingung (3) für
diesen Knoten.

Nach Konstruktion erfüllt ψ obige Bedingungen (1)–(3).

Zur Definition der durch ψ induzierten primitiven Vervollständigung seiN∗C die Menge
aller Konzeptnamen, die positiv oder negiert in G(A) vorkommen. Definiere G(A)∗ψ :=
(V,E, `∗ψ) mit

`∗ψ(v) := {P ∈ N∗C | ψ(v) ∈ P I} ∪ {¬P | P ∈ N∗C und ψ(v) 6∈ P I}.

Mit Bedingung (3) folgt `(v) ⊆ `∗ψ(v) für alle v ∈ V , also ist G(A)∗ψ tatsächlich eine
primitive Vervollständigung von G(A). Nach Definition gilt offensichtlich Bedingung
(4).

Nach Voraussetzung existiert also ein Homomorphismus ϕ von G(C) nach G(A)∗ψ mit
ϕ(w0) = a. Wir zeigen Eigenschaft (7.1) durch Induktion nach der Tiefe von G(C)(w):

depth(G(C)(w)) = 0: Dann ist CG(C)(w) = u
Q∈`C(w)

Q.

Wegen `C(w) ⊆ `∗ψ(ϕ(w)) folgt mit Bedingung (4) ψ(ϕ(w)) ∈ QI für alle Q ∈
`C(w). Also ist ψ(ϕ(w)) ∈ CG(C)(w)

I .

depth(G(C)(w)) > 0: Dann ist CG(C)(w) = u
Q∈`C(w)

Q u u
wrw′∈EC

∃r.CG(C)(w′).

Wie oben folgt ψ(ϕ(w)) ∈ QI für alle Q ∈ `C(w). Sei also wrw′ ∈ EC beliebig.
Nach Definition von ψ und da ϕHomomorphismus ist (ψ(ϕ(w)), ψ(ϕ(w′))) ∈ rI .
Per Induktion folgt ψ(ϕ(w′)) ∈ CG(C)(w′)

I und damit ψ(ϕ(w)) ∈ (∃r.CG(C)(w′))
I .

Insgesamt folgt ψ(ϕ(w)) ∈ CG(C)(w)
I .

Dies schließt den Beweis der Rückrichtung ab.

Beweis der Hinrichtung: Sei wiederum A eine konsistente EL¬-ABox, N∗C := {P ∈
NC | ∃v ∈ V : P ∈ `(v) ∨ ¬P ∈ `(v)} und a ∈A C. Sei G(C) = (VC , EC , w0, `C),
G(A)∗ = (V,E, `∗) eine beliebige primitive Vervollständigung von G(A) und I(G(A)∗)
die durch G(A)∗ induzierte kanonische Interpretation.

Mit Lemma 7.16 folgt, dass die kanonische Interpretation I(G(A)) ein Modell von A
ist. Wegen

• rI(G(A)) = rI(G(A)∗) für alle r ∈ NR,
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• P I(G(A)) ⊆ P I(G(A)∗) für alle P ∈ NC und

• ¬P ∈ `(v) =⇒ P 6∈ `∗(v) =⇒ v 6∈ P I(G(A)∗)

ist auch I(G(A)∗) ein Modell von A. Zeige zunächst: für alle Konzeptnamen P , die
positiv oder negiert in C vorkommen, gilt P ∈ N∗C . Angenommen, es existiert ein
P 6∈ N∗C und ein r1 . . . rn-Nachfolger w ∈ VC von w0 in G(C) mit P ∈ `C(w). Dann
gilt für jedes Modell I von C und jedes α ∈ CI , dass ein (r1 . . . rn)I-Nachfolger β
von α in I existiert mit β ∈ P I . Wegen P 6∈ N∗C ist aber P I(G(A)∗) = ∅ und damit
CI(G(A)∗) = ∅ im Widerspruch zu a ∈A C. Ist ¬P ∈ `C(w), so gilt für jedes Modell I
von C und jedes α ∈ CI , dass ein (r1 . . . rn)I-Nachfolger β von α in I existiert mit
β 6∈ P I . Definiere J := (V, ·J ) mit QJ := QI(G(A)∗) für alle Q ∈ N∗C und PJ := V .
Dann ist J Modell von A, da die Interpretation der Konzept- und Rollennamen, die
in A vorkommen, gegenüber I(G(A)∗) nicht geändert wurde. Aber offensichtlich ist
(¬P )J = ∅ und damit CJ 6= ∅ im Widerspruch zu a ∈A C.

Damit ist gezeigt, dass für eine konsistente EL¬-ABox A aus a ∈A C folgt, dass
C nur Konzeptnamen enthält, die auch in A vorkommen. Aus der Tatsache, dass
I(G(A∗)) Modell von A ist und der Voraussetzung a ∈A C folgt nun die Existenz
eines Homomorphismus ϕ von G(C) nach G(A)∗ unmittelbar aus der folgenden

Behauptung: Ist v ∈ CI(G(A)∗) und enthält C nur Konzeptnamen, die auch in A
vorkommen, so existiert ein Homomorphismus ϕ von G(C) nach G(A)∗ mit
ϕ(w0) = v.

Beweis der Behauptung durch Induktion nach depth(C):

depth(C) = 0: Dann ist C = Q1 u . . . uQn mit Qi ∈ NC ∪ {¬P | P ∈ NC}.
Definiere ϕ durch ϕ(w0) := v. Wir wissen, dass v ∈ CI(G(A)∗). Für Qi ∈ NC

folgt aus der Definition von I(G(A)∗), dass Qi ∈ `(v). Für Qi = ¬P folgt aus

v ∈ QI(G(A)∗)
i , dass P 6∈ `(v). Aus der Bedingung an C folgt P ∈ N∗C . Da G(A)∗

eine primitive Vervollständigung ist, folgt daraus ¬P ∈ `(v). Insgesamt ist also
`C(w0) ⊆ `∗(v) und ϕ ein Homomorphismus von G(C) nach G(A)∗.

depth(C) > 0: Analog zu EL.

Dies schließt den Beweis der Hinrichtung ab. 2

Komplexität des Instanzproblems in EL¬

Die in Theorem 7.19 gefundene Charakterisierung der Instanz a ∈A C in EL¬ führt
zu folgendem Entscheidungsalgorithmus für dieses Problem: Teste zuerst, ob A in-
konsistent ist (in polynomieller Zeit; Lemma 7.15). Wenn ja, so gilt a ∈A C trivial.
Andernfalls entscheide a 6∈A C in nichtdeterministisch polynomieller Zeit durch
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1. raten einer primitiven Vervollständigung G(A)∗ und

2. zeigen, dass kein Homomorphismus von G(C) nach G(A)∗ mit ϕ(w0) = a exi-
stiert.

Damit ist das Instanzproblem in EL¬ in coNP. Zusammen mit dem Härteresultat aus
[Sch93] folgt

Satz 7.20 Das Instanzproblem in EL¬ ist coNP-vollständig.

7.3.2 Die k-Approximation des MSC in EL¬
Auf Grund des in Beispiel 7.17 illustrierten Problems liefert der für EL beschriebe-
ne Algorithmus zur Berechnung der k-Approximation des MSC (im zyklischen Fall)
bzw. des MSC (im azyklischen Fall) für EL¬-ABoxen im allgemeinen nicht das Ge-
wünschte. So würden wir mit der in Abschnitt 7.2.2 beschriebenen Vorgehensweise
für die EL¬-ABox A aus Beispiel 7.17 die EL¬-Konzeptbeschreibung

CT (a,A) = P u
∃r.∃r.(¬P ) u
∃r.(P u ∃r.∃r.(¬P ))

erhalten. Tatsächlich ist mscA(a) aber—wie wir unten sehen werden—gegeben durch

mscA(a) = P u ∃r.(P u ∃r.¬P ) u ∃r.(P u ∃r.∃r.¬P )

und offensichtlich gilt mscA(a) @ CT (a,A).

Um das MSC (bzw. im zyklischen Fall eine k-Approximation) zu erhalten, sind alle
primitiven Vervollständigungen zu berücksichtigen, genauer gesagt, das

”
Gemeinsa-

me“ aus allen primitiven Vervollständigungen.

Betrachtet man eine Menge von Konzeptbeschreibungen, so repräsentiert der LCS
das

”
Gemeinsame“ dieser Konzeptbeschreibungen. Wie gezeigt wurde, entspricht der

LCS genau dem Produkt der zugehörigen Beschreibungsbäume. Nun hat sich her-
ausgestellt, dass auch in der vorliegenden Situation das Produkt der primitiven Ver-
vollständigungen das

”
Gemeinsame“ geeignet beschreibt.

Definition 7.21 Sei {Gi = (Vi, Ei, `i) | 1 ≤ i ≤ n} eine endliche Menge von
EL¬-Graphen. Das Produkt

∏
1≤i≤n Gi von G1, . . . ,Gn ist definiert als der EL¬-Graph

(V,E, `) mit

• V = V1 × . . .× Vn,

122



7.2. MOST SPECIFIC CONCEPTS IN EL¬

G(A1) :
a : {P}

r r

r
r

b2 : {P}b1 : {P}

b3 : {¬P}

a : {P}

r r

r
r

G(A2) :

b3 : {¬P}

b2 : {¬P}b1 : {P}

G(A1)× G(A2) :

(b2, b2) : ∅ (b2, b1) : {P} (b1, b2) : ∅

(b3, b2) : {¬P} (b2, b3) : ∅(b3, b3) : {¬P}

r rr

(a, a) : {P}

r r rr

(b1, b1) : {P}
r

Abbildung 7.4: Ein Beispiel für das Produkt zweier EL¬-Graphen, wobei im Produkt
nur die vom Knoten (a, a) aus erreichbaren Knoten eingezeichnet sind.

• E = {(v1, . . . , vn)r(w1, . . . , wn) | virwi ∈ Ei für alle 1 ≤ i ≤ n} und

• `(v1, . . . , vn) =
⋂

1≤i≤n `i(vi).

Für die EL¬-ABox A aus Beispiel 7.17 erhält man die beiden oben in Abbildung 7.4
dargestellten primitiven Vervollständigungen von G(A). Darunter ist das Produkt
von G(A1) und G(A2) abgebildet, wobei nur die vom Knoten (a, a) aus erreichbaren
Knoten berücksichtigt wurden. Diese Einschränkung der Knoten- und Kantenmenge
ist mit Blick auf die Definition des Baumes mit Wurzel (a, a) offensichtlich o.B.d.A.
möglich. Im konkreten Beispiel erhält man als Konzeptbeschreibung zum EL¬-Be-
schreibungsbaum T ((a, a),G(A1)× G(A2))

C = P u ∃r.∃r.> u ∃r.(P u ∃r.¬P ) u ∃r.(P u ∃r.∃r.¬P ) u ∃r.∃r.¬P.

Man sieht leicht, dass C ≡ mscA(a). Im allgemeinen gilt

Theorem 7.22 Seien A eine EL¬-ABox, a ∈ Ind(A) und k ∈ IN. Ist A inkon-
sistent, so ist die k-Approximation von a bzgl. A gleich dem Most Specific Con-
cept von a bzgl. A und dieses ist gleich ⊥. Andernfalls sei {G(A)1, . . . ,G(A)n} die
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Menge aller primitiven Vervollständigungen von G(A), G = (V,E, `) das Produkt∏
1≤i≤n G(A)i der Vervollständigungen und schließlich a ∈ V das n-Tupel (a, . . . , a).

Dann ist CTk(a,G) die k-Approximation von a bzgl. A. Ist A azyklisch, so ist CT (a,G)

das Most Specific Concept von a bzgl. A.

Beweis: Ist A inkonsistent, so ist ⊥ offensichtlich das bzgl. v speziellste Konzept
(unabhängig von der Schranke k), das die Bedingungen an die k-Approximation von
a bzgl. A bzw. das MSC von a bzgl. A erfüllt.

Sei also im folgenden A eine konsistente EL¬-ABox. Für eine zyklische ABox A sind
zu zeigen

1. a ∈A CTk(a,G) und

2. für alle C mit depth(C) ≤ k und a ∈A C gilt CTk(a,G) v C.

Ad (1): Betrachte (wie im Beweis von Theorem 7.9) die Abbildung ϕ, die jeden
Knoten p in Tk(a,G) auf den jeweils letzten Knoten des durch p repräsentierten
Pfades in G abbildet. Definiere ϕi als die Hintereinanderausführung πi ◦ϕ von ϕ und
der Projektion πi der i. Komponente des Knotens ϕ(p). Man sieht leicht, dass ϕi
einen Homomorphismus von Tk(a,G) nach G(A)i mit ϕi(a) = a liefert. Da Tk(a,G)
bis auf Knotenumbenennung gleich G(CTk(a,G)) ist (Eigenschaft (5.13)), folgt daraus
mit Theorem 7.19 die Behauptung.

Ad (2): Sei C eine EL¬-Konzeptbeschreibung mit a ∈A C, depth(C) ≤ k und G(C) =
(VC , EC , w0, `C). Nach Annahme ist A konsistent, also folgt mit Theorem 7.19, dass
Homomorphismen ϕi von G(C) nach G(A)i mit ϕi(w0) = a existieren für alle 1 ≤ i ≤
n. Analog zum Beweis von Theorem 5.9 bzw. Theorem 5.28 kann man zeigen, dass
das n-stellige Produkt der Homomorphismen ϕi einen Homomorphismus ϕ von G(C)
nach G liefert. Unter Verwendung von ϕ kann dann wie im Beweis von Theorem 7.9
ein Homomorphismus ψ von G(C) nach Tk(a,G) definiert werden. Daraus folgt mit
Eigenschaft (5.13) und Theorem 5.21 CTk(G(A)) v C.

Ist A azyklisch, so auch das Produkt G der primitiven Vervollständigungen von
G(A). Damit ist T (a,G) endlich und CT (a,G) eine EL¬-Konzeptbeschreibung. Wie
für Tk(a,G(A)) folgt a ∈A CT (a,G(A)) und CT (a,G(A)) v C für alle EL¬-Konzeptbe-
schreibungen C mit a ∈A C. Also ist CT (a,G(A)) das MSC von a bzgl. A. 2

Korollar 7.23 Für eine EL¬-ABox A, ein Individuum a ∈ Ind(A) und k ∈ IN exi-
stiert die k-Approximation mscA,k(a) von a bzgl. A stets und ist effektiv berechenbar.

Ist A azyklisch, so existiert das Most Specific Concept mscA(a) stets und ist effektiv
berechenbar.

Man beachte, dass in der Definition einer primitiven Vervollständigung die Menge
der zu berücksichtigenden Konzeptnamen auf die endliche Menge von Konzeptna-
men, die in A tatsächlich vorkommen, eingeschränkt wird. Damit ist die Menge der
primitiven Vervollständigungen zu einer EL¬-ABox stets endlich und daher msc∀,k(a)
bzw. mscA(a) effektiv berechenbar.
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Komplexität (der k-Approximation) des MSC in EL¬

Die Beispiele zur Komplexität (der k-Approximation) des MSC in EL basieren auf
ABoxen, die keinerlei Konzeptnamen enthalten. Betrachtet man also die ABox A aus
Beispiel 7.11 bzw. Ai, i ≥ 1, aus Beispiel 7.12 als EL¬-ABoxen über der leeren Menge
als Menge von Konzeptnamen, so bilden G(A) bzw. G(Ai) jeweils die einzige primitive
Vervollständigung von sich selbst und man erhält CTk(a,G(A)) als k-Approximation von
a bzgl. A bzw. CT (a1,G(Ai)) als MSC von a1 bzgl. Ai, i ≥ 1. Auch hier existieren keine
äquivalenten, kleineren EL¬-Konzeptbeschreibungen und wir erhalten

Satz 7.24 Für eine EL¬-ABox A, a ∈ Ind(A) und k ∈ IN kann

1. die k-Approximation mscA,k(a) von a bzgl. A exponentiell groß in k und der
Größe von A sein; und

2. das Most Specific Concept mscA(a) von a bzgl. A exponentiell groß in der Größe
von A sein.

Versucht man ähnlich wie für EL die Größe des MSC bzw. der k-Approximation
über die Größe von T (a,G(A)) bzw. Tk(a,G(A)) nach oben abzuschätzen, so erhält
man als grobe Abschätzung eine doppelt exponentielle Schranke: Jede primitive Ver-
vollständigung ist polynomiell groß bzgl. der Größe von A. Die Anzahl primitiver Ver-
vollständigungen kann aber nur exponentiell in |A| beschränkt werden. Die Größe der
Bäume zu den primitiven Vervollständigungen ist jeweils exponentiell in |A| bzw. k
beschränkt. Folglich kann die Größe des Produktes (und damit des MSC bzw. der
k-Approximation) nur doppelt exponentiell beschränkt werden. Da aber MSC bzw. k-
Approximation in jede primitive Vervollständigung einzubetten sind und diese jeweils
polynomiell groß in |A| sind, ist stark zu vermuten, dass wie für EL die Größe von
MSC bzw. k-Approximation bei genauerer Analyse jeweils einfach exponentiell be-
schränkt werden kann.

7.4 Most Specific Concepts in ALE
Wie bereits in Abschnitt 7.1 erwähnt konnte im Rahmen der vorliegenden Arbeit keine
Charakterisierung der Instanz in ALE entwickelt werden, die analog zu EL bzw. EL¬
eine effiziente Berechnung der k-Approximation bzw. im azyklischen Fall sogar des
MSC erlaubt. Dieser Abschnitt beschränkt sich daher darauf, zum einen Existenz und
Berechenbarkeit der k-Approximation von a bzgl. A und k für den Fall nachzuweisen,
dass die Mengen NC und NR endlich sind (cf Theorem 7.25). Zum anderen werden
aber

• die Korrektheit der für EL gefundenen Charakterisierung der Instanz für ALE
bewiesen (cf Lemma 7.28) und
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• durch Werterestriktionen verursachte Probleme bei der Charakterisierung der
Instanz in ALE anhand eines Beispiels aufgezeigt (cf Beispiel 7.29).

Die Korrektheitsaussage bildet die Basis für eine
”
Approximation der Approximation“

(cf Lemma 7.30), von der zu hoffen ist, dass sie in der Anwendung bereits nützliche
Resultate liefern kann. Für die Beispiele zur Unvollständigkeit der Charakterisierung
aufgrund von primitiver Negation (s. Beispiel 7.17) bzw. Werterestriktionen (cf Bei-
spiel 7.29) ist zu erwarten, dass ihre Analyse zu Erkenntnissen und ersten Ansatz-
punkten für zukünftige Arbeiten führt, deren Ziel die Entwicklung einer vollständigen
Charakterisierung der Instanz und eines effizienten Algorithmus für die Berechnung
der Approximation des MSC in ALE sein soll.

Existenz und Berechenbarkeit der k-Approximation in ALE

Wir beginnen mit dem Nachweis der Existenz und Berechenbarkeit der k-Approxi-
mation des MSC in ALE bei endlicher Signatur.

Theorem 7.25 Seien NC und NR endliche Mengen von Konzept- bzw. Rollennamen
und A eine ALE-ABox, die nur Namen aus NC∪NR enthält. Dann existiert für k ∈ IN
und a ∈ Ind(A) die k-Approximation von a bzgl. A stets und kann effektiv berechnet
werden.

Beweis: Durch Induktion nach k sieht man leicht, dass

• es für endliche Mengen NC und NR bis auf Äquivalenz nur endlich viele ver-
schiedene ALE-Konzeptbeschreibungen mit Tiefe kleiner gleich k gibt und

• die Menge Ck := {[C]≡,k | depth(C) ≤ k} endlich ist und effektiv aufgezählt
werden kann, wobei [C]≡,k := {D | depth(D) ≤ k und C ≡ D}.

Ist nun A inkonsistent, so ist offensichtlich mscA(a) = ⊥ und es ist nichts zu zeigen.
Sei also A konsistent. Definiere Ck(a,A) := {[C]≡,k ∈ Ck | a ∈A C}. Da Ck endlich
ist und effektiv aufgezählt werden kann und da das Instanz- und das Konsistenzpro-
blem in ALE effektiv entscheidbar sind [Sch93], ist Ck(a,A) endlich und kann effektiv
berechnet werden. Dann ist

mscA,k(a) ≡ u
[C]≡,k∈Ck(a,A)

C,

wobei für jede Klasse aus Ck(a,A) genau ein Repräsentant berücksichtigt wird. Also
ist die Konjunktion endlich und die Approximation von a bzgl. A und k kann effektiv
berechnet werden. 2

126



7.2. MOST SPECIFIC CONCEPTS IN ALE

Bemerkung 7.26 Die Voraussetzung in Theorem 7.25, dass NC und NR endlich
sein müssen, stellt für praktische Anwendungen keine wesentliche Einschränkung dar,
da dort meistens endliche Signaturen betrachtet werden.

Darüberhinaus ist stark zu vermuten, dass auf diese einschränkende Bedingung ver-
zichtet werden kann. Voraussetzung hierfür ist die Gültigkeit der folgenden Behaup-
tung: Bei der Berechnung von mscA,k(a) kann man sich stets auf die Mengen der
in A tatsächlich auftretenden Konzept- und Rollennamen einschränken, d.h. wenn
mscA,k(a) existiert, dann existiert auch eine ALE-Konzeptbeschreibung C mit C ≡
mscA,k(a), die nur Konzept- und Rollennamen verwendet, die auch in A auftreten.

Für EL und EL¬ folgt diese Behauptung unmittelbar aus der jeweiligen Charakte-
risierung der Instanz. Für ALE bleibt der Beweis jedoch offen, da keine geeignete
Charakterisierung der Instanz entwickelt werden konnte.

Es sei an dieser Stelle auch noch angemerkt, dass anders als bei EL und EL¬ hier keine
stärkere Aussage für den azyklischen Fall gemacht werden kann. Da nicht klar ist, ob
und wie die Tiefe des MSC eines Individuums a ∈ Ind(A) für eine azyklische ALE-
ABox zu beschränken ist, kann der Algorithmus aus dem Beweis von Theorem 7.25
nicht für die Berechnung des MSC herangezogen werden.

Eine hinreichende Bedingung für Instanzbeziehungen in ALE

Für die Formulierung der hinreichenden Bedingung müssen zunächst noch einige
Notationen auf ALE übertragen werden.

Ein ALE-Graph G = (V,E, `) ist ein beschrifteter Graph, wobei

• E ⊆ V ×NR × V ∪ V × {∀r | r ∈ NR} × V und

• `(v) ⊆ NC ∪ {¬P | P ∈ NC} ∪ {⊥} für alle v ∈ V .

Der ALE-Graph zu einer ALE-ABox A wird formal wie folgt definiert:

Definition 7.27 (ALE-Graph zur ALE-ABox) Sei A eine ALE-ABox. Für alle a ∈
Ind(A)) sei Ca := u

a:D∈A
D, falls eine Konzeptassertion der Form a : D in A existiert;

sonst sei Ca := >. Die ALE-Beschreibungsbäume zu Ca, a ∈ Ind(A), werden mit
G(Ca) = (Va, Ea, a, `a) bezeichnet, wobei die Knotenmengen Va o.B.d.A. paarweise
disjunkt seien.

Der ALE-Graph G(A) zu A ist definiert durch G(A) := (V,E, `) mit

• V :=
⋃
a∈Ind(A)

Va,

• E := {arb | (a, b) : r ∈ A} ∪
⋃
a∈Ind(A)

Ea und

• `(v) := `a(v) für v ∈ Va.
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Für den Begriff des Homomorphismus zwischen einem ALE-Beschreibungsbaum und
einemALE-Graphen ist die Definition eines Homomorphismus zwischenALE-Beschrei-
bungsbäumen nur leicht zu modifizieren: Eine Abbildung ϕ : VC −→ V ist ein Homo-
morphismus vom ALE-Beschreibungsbaum H = (VH , EH , v0, `H) in den ALE-Graphen
G = (V,E, `), wenn ϕ die Bedingungen (2) und (3) aus Definition 5.19 erfüllt. Die
erste Bedingung der Definition fließt wieder explizit in die hinreichende Bedingung
für die Instanzbeziehung a ∈A C ein.

Lemma 7.28 Sei A eine ALE-ABox, a ∈ Ind(A) und C eine ALE-Konzeptbeschrei-
bung. Existiert ein Homomorphismus ϕ von G(C) = (VC , EC , w0, `C) nach G(A) mit
ϕ(w0) = a, so gilt a ∈A C.

Beweis: Ist A inkonsistent, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei I Modell von
A und Ca = u

a:D∈A
D mit G(Ca) = (Va, Ea, a, `a). Aus der Annahme I |= A folgt

aI ∈ CIa . Zeige aI ∈ CI durch Induktion nach depth(C):

depth(C) = 0: Dann ist C = Q1 u . . .uQn mit Qi ∈ NC ∪{¬P | P ∈ NC}∪{>,⊥}.
Zeige aI ∈ QIi für alle 1 ≤ i ≤ n.

Für Qi = > ist nichts zu zeigen.

Angenommen, Qi = ⊥. Dann wäre wegen ⊥ ∈ `(v) auch Ca ≡ ⊥ im Wider-
spruch zur Annahme, dass A konsistent ist.

Angenommen, Qi ∈ NC oder Qi = ¬P für ein P ∈ NC . Nach Voraussetzung
ist dann P ∈ `(a) bzw. ¬P ∈ `(a). Aus der Definition von G(Ca) und Ca folgt
dann Ca v P bzw. Ca v ¬P und somit aI ∈ P I bzw. aI ∈ (¬P )I .

depth(C) > 0: Dann ist C = Q1u. . .uQnu∃r1.C1u. . .u∃rm.Cmu∀s1.D1u. . .u∀sk.Dk

mit Qi ∈ NC ∪ {¬P | P ∈ NC} ∪ {>⊥}. Zeige aI ∈ C ′I für alle Konjunkte C ′

auf Toplevel von C.

Für C ′ = Qi folgt die Behauptung wie im Induktionsanfang.

Sei C ′ = ∀sj.Dj und w ∈ VC der ∀sj-Nachfolger von w0 mit G(C)(w) = G(Dj).
Nach Voraussetzung existiert ein ∀sj-Nachfolger v von a in G(A) mit ϕ(w) = v.
Desweiteren folgt aus der Konstruktion von G(A), dass v die Wurzel eines Un-
terbaumes in G(Ca) bildet. Insbesondere folgt Ca v ∀sj.CG(Ca)(v). Also folgt aus
aI ∈ CIa auch aI ∈ (∀sj.CG(Ca)(v))

I . Da nach Voraussetzung G(C)(w) homo-
morph in G(Ca)(v) eingebettet werden kann, folgt mit Lemma 5.22 CG(Ca)(v) v
CG(C)(w) und damit aI ∈ (∀sj.Dj)

I .

Sei schließlich C ′ = ∃rj.Cj und w ∈ VC der rj-Nachfolger von w0 mit G(C)(w) =
G(Cj). Nach Voraussetzung existiert ein rj-Nachfolger v von a in G(A) mit
ϕ(w) = v. Ist v 6∈ Ind(A), so folgt aus der Konstruktion von G(A), dass v die
Wurzel eines Unterbaumes in G(Ca) bildet. Wie im vorherigen Fall folgt dann
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aI ∈ (∃rj.Cj)I . Ist v ∈ Ind(A), dann liefert ϕ eingeschränkt auf die Knoten
in G(C)(w) einen Homomorphismus ψ von G(C)(w) nach G(A) mit ψ(w) = v.
Per Induktion folgt v ∈A CG(C)(w). Mit I |= A folgt daraus vI ∈ CIG(C)(w) und

wegen Cj ≡ CG(C)(w) auch aI ∈ (∃rj.Cj)I . 2

Das folgende Beispiel zeigt nun, dass die im vorherigen Lemma formulierte hinrei-
chende Bedingung nicht notwendig für die Instanzbeziehung a ∈A C ist.

Beispiel 7.29 Betrachte die ALE-ABox

A := {a : P, b1 : P u ∀s.P u ∃r.P, b2 : P u ∃r.(P u ∃s : P ),

(a, b1) : r, (a, b2) : r, (b1, b2) : r}.

Der zugehörige ALE-Graph ist links in Abbildung 7.5 abgebildet, rechts der ALE-Be-
schreibungsbaum zu

C = ∃r.(∀s.P u ∃r.∃s.>).

Man beachte, dass G(A) primitiv vollständig, G(C) in >-Normalform und alle Kon-
zeptbeschreibungen aus Konzeptassertionen in A in ALE-Normalform sind.

Es existiert aber kein Homomorphismus ϕ von G(C) nach G(A) mit ϕ(w0) = a: bildet
man w1 auf b1 ab, so findet man keinen rs-Nachfolger von b1, auf den w4 abgebildet
werden kann; bildet man andererseits w1 auf b2 ab, so existiert kein ∀s-Nachfolger
von b2, auf den w3 abgebildet werden kann.

Es gilt aber a ∈A C: In jedem Modell I von A hat bI2 entweder keinen s-Nachfolger
oder mindestens einen s-Nachfolger. Im ersten Fall gilt bI2 ∈ ∀s.P und damit liefert
bI2 den geforderten r-Nachfolger von aI in (∀s.P u ∃r.∃s.>)I. Andernfalls ist bI2 ∈
(∃s.>)I und bI1 liefert den gewünschten r-Nachfolger von aI. In jedem Modell gilt
also aI ∈ CI.

Es ist offen, wie eine Charakterisierung der Instanz in ALE basierend auf Homo-
morphismen zwischen Bäumen und Graphen zu formulieren ist. Intuitiv zeigt Bei-
spiel 7.29, dass die Fallunterscheidung aus EL¬, ob P oder ¬P für einen Knoten v
in G(A) gilt, auf größere Konzeptbeschreibungen ausgedehnt werden müßte. Es ist
aber nicht klar, für welche endliche Menge eine solche Fallunterscheidung genügen
würde. Man beachte außerdem, dass die im obigen Beispiel betrachtete ABox A und
die Konzeptbeschreibung C aus FLE sind. Dies zeigt, dass die Ursache für das aufge-
worfene Problem in den Werterestriktionen und nicht (wie bei EL¬) in Inkonsistenzen
liegt. Darüberhinaus ist es nicht durch Propagieren von Werterestriktionen zu lösen,
da keine der Normalisierungsregeln aus Definition 5.18 anwendbar ist. Wie in einer
geeigneten Charakterisierung der Instanz in ALE –

”
geeignet“ im Sinne von: sie liefert

intuitiv ein Verfahren zur Berechnung (der k-Approximation) des MSC – Wertere-
striktionen und Inkonsistenzen zu behandeln sind, ist ein offenes Problem und bleibt
im Rahmen dieser Arbeit ungelöst.
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b2 : {P}

a : {P}

b1 : {P}

v1 : {P} v2 : {P}

v3 : {P}

v0 : {P}

r r

r

r

s

∀s r

G(A) : G(C) :
w0 : ∅

s

w1 : ∅

r

∀s r

w2 : {P} w3 : ∅

w4 : ∅

Abbildung 7.5: Beispiel zur Charakterisierung der Instanz in ALE .

Eine Approximation der k-Approximation in ALE

Zum Schluss dieses Abschnitts kommen wir noch zur angekündigten Approximation
der k-Approximation. Die Definition der Bäume T (a,A) und Tk(a,G(A)) überträgt
sich auf natürliche Weise auf ALE-ABoxen A. Insbesondere ist also Tk(a,A)) ein ALE-
Beschreibungsbaum. Die hinreichende Bedingung aus Lemma 7.28 reicht nun aus zu
zeigen, dass a ∈A CTk(a,G(A)).

Lemma 7.30 Sei A eine ALE-ABox. Für a ∈ Ind(A) und k ∈ IN gilt a ∈A CTk(a,G(A)).

Beweis: Wie im Beweis von Theorem 7.9 kann eine Abbildung ϕ von Tk(a,G(A))
nach G(A) definiert werden, die einen Homomorphismus mit ϕ(a) = a bildet. Da
wiederum G(CTk(a,G(A))) bis auf Knotenumbenennung gleich Tk(a,G(A)) ist, folgt mit
Lemma 7.28 die Behauptung. 2

Im allgemeinen liefert die Konzeptbeschreibung CTk(a,G(A)) aber natürlich nicht das
speziellste Konzept zu a bzgl. A und k. Beispielsweise ist für die ABox A aus Bei-
spiel 7.29

CT4(a,A) = P u
∃r.(P u ∀s.P u ∃r.P u ∃r.(P u ∃r.(P u ∃s.P ))) u
∃r.(P u ∃r.(P u ∃s.P )).

Für die Konzeptbeschreibung C (aus Beispiel 7.29) wurde a ∈A C nachgewiesen, also
ist a ∈A C u CT4(a,A). Wegen CT4(a,A) 6v C folgt aber, dass CT4(a,A) u C @ CT4(a,A),
also ist CT4(a,A) nicht das speziellste Konzept zu a bzgl. A und Tiefe 4.
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Um aus diesem einfachen Ansatz eine möglichst gute Approximation der k-Approxi-
mation zu erhalten, sollte vor der Berechnung von Tk(a,A) noch möglichst viel im-
plizites Wissen in A explizit gemacht werden. Formal bedeutet dies z.B. die Werte-
restriktionen ∀r.D aus Konzeptassertionen der Form a : C entlang der Rollenasser-
tionen der Form (a, b) : r zu propagieren, d.h. die Regel

A −→ A∪ {b : D}, falls
{(a, b) : r, a : C} ⊆ A und
∀r.D eine Werterestriktion auf Toplevel von C und
existiert keine Konzeptassertion b : C ′ in A mit C ′ v D

erschöpfend auf A anzuwenden. Bezeichnet A∗ die so erhaltene ABox, so ist intuitiv
klar, dass die Konzeptbeschreibung CTk(a,G(A∗)) im allgemeinen spezieller sein wird
als CTk(a,G(A)), im allgemeinen also eine bessere Approximation der k-Approximation
liefert.
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Kapitel 8

Rewriting von
Konzeptbeschreibungen

Dieses Kapitel stellt die technischen Resultate zu dem in Abschnitt 3.4.3 eingeführten
minimalen Rewriting-Problem dar. Um einen Eindruck von der Komplexität dieses
Problems zu bekommen, betrachtet Abschnitt 8.1 zunächst das zugehörige Entschei-
dungsproblem, d.h. die Frage, ob zu einer gegebenen Schranke k ein Rewriting mit
Größe ≤ k existiert. Abschnitt 8.2 weist zunächst Berechenbarkeit minimaler Re-
writings in allen betrachteten BLen nach, allerdings unter Verwendung eines nicht
praktikablen Algorithmus. Im nachfolgenden Abschnitt 8.3 wird daher ein verbesser-
ter Algorithmus zur Berechnung minimaler Rewritings in ALE vorgestellt. Ausgehend
von diesem verbesserten aber immer noch nicht-deterministischen Algorithmus führt
schließlich Abschnitt 8.4 einen heuristischen Rewriting-Algorithmus für ALE ein, der
auch für die Anwendung implementiert wurde, und untersucht formal die Qualität
der mit ihm berechneten Rewritings.

8.1 Das Entscheidungsproblem zum

minimalen Rewriting-Problem

Um eine Einschätzung der Komplexität des minimalen Rewriting-Problems für die
BLen FL0, ALN , ALE und ALC zu bekommen, betrachtet dieser Abschnitt zunächst
das durch dieses Optimierungsproblem induzierte Entscheidungsproblem:

Gegeben: Eine L-Konzeptbeschreibung C, eine L-TBox T und
eine natürliche Zahl k ∈ IN.

Frage: Gibt es ein L-Rewriting D von C bzgl. T mit |D| ≤ k?

Als Größenmaß wird dabei das in Definition 3.17 festgelegte Maß zugrunde gelegt.
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Da sich dieses Entscheidungsproblem offensichtlich auf das Problem, ein minimales
Rewriting zu berechnen, reduzieren lässt, übertragen sich Härteresultate für dieses
Problem auf das Optimierungsproblem. Die folgenden Unterabschnitte liefern nun
obere und untere Schranken für das Entscheidungsproblem in den betrachteten BLen.

8.1.1 NP-Härte für FL0, ALN und ALE

Zum Nachweis der NP-Härte des minimal Rewriting-Problems in FL0 geben wir eine
Reduktion des NP-vollständigen Problems SETCOVER [GJ79] an. Da diese Reduk-
tion auch noch bei Hinzunahme von primitiver Negation und Zahlenrestriktionen
bzw. Existenzrestriktionen gültig ist, liefert sie auch NP-Härte für ALN und ALE .

Eine Instanz des SETCOVER-Problems ist von der folgenden Form:

Gegeben: Eine endliche Menge U = {u1, . . . , un}, eine natürliche Zahl κ ∈ IN und
eine Familie F = {Fi ⊆ U | 1 ≤ i ≤ m} von Teilmengen von U .

Frage: Gibt es eine Teilmenge {Fi1 , . . . , Fik} von F der Größe k ≤ κ mit
Fi1 ∪ . . . ∪ Fik = U?

Offensichtlich kann man sich auf Instanzen des Problems beschränken, bei denen
mindestens die ganze Familie F eine Überdeckung von U liefert, d.h. im folgenden
gelte o.B.d.A. F1 ∪ . . . ∪ Fm = U .

Für eine gegebene Instanz (U ,F , κ) des SETCOVER-Problems betrachten wir U als
Menge primitiver Konzeptnamen und definieren die zugehörige Instanz (CU , TF , κ)
des minimalen Rewriting-Entscheidungsproblems in FL0 durch

CU = u1 u . . . u un,
TF = {Aj

.
= u

u∈Fj
u | 1 ≤ j ≤ m}.

Da CU und TF offensichtlich polynomiell in der Größe von (U ,F , κ) sind, folgt NP-
Härte für das minimale Rewriting-Entscheidungsproblem in FL0 unmittelbar aus dem
folgenden Lemma.

Lemma 8.1 Es existiert ein minimales Rewriting D von CU bzgl. TF mit |D| ≤ κ
genau dann, wenn eine Überdeckung von U mit k ≤ κ Mengen Fi1 , . . . , Fik aus F
existiert.

Beweis: Ein Rewriting von CU bzgl. TF der Größe k ≤ κ ist von der Form D =
Ai1 u . . . u Ail u vl+1 u . . . u vk für ein 1 ≤ l ≤ k und vj ∈ U . Wir zeigen zunächst,
dass wir o.B.d.A. annehmen können, dass D keine primitiven Konzeptnamen enthält,
d.h. dass l = k: Da nach Annahme F die Menge U überdeckt, existiert für alle
l+ 1 ≤ j ≤ k ein Fij ∈ F mit vj ∈ Fij . Ersetzt man also jedes vj durch Aij , so erhält
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man ein Rewriting D′ von CU , das keine primitiven Konzeptnamen enthält und es
gilt |D| = |D′|.
Sei nun also D = Ai1 u . . . u Aik ein Rewriting von CU , das keine primitiven Kon-
zeptnamen enthält. Dann impliziert CU ≡TF D, dass für jedes u ∈ U ein definierter
Name Aij in D existiert, sodass u auf der rechten Seite der Konzeptdefinition von

Aij auftritt. Also ist Fi1 ∪ . . . ∪ Fik eine Überdeckung von U der Größe k ≤ κ.

Sei umgekehrt Fi1 ∪ . . . ∪ Fik eine Überdeckung von U der Größe k ≤ κ. Dann ist
D := Ai1 u . . . u Aik ein Rewriting von CU bzgl. TF mit Größe ≤ κ. 2

Lemma 8.1 gilt auch, wenn man CU als ALN - bzw. ALE-Konzeptbeschreibung und
TF als ALN - bzw. ALE-TBox auffasst: Ein ALE-/ALN -Rewriting von CU bzgl. TF
ist von der Form D = Ai1 u . . . u Ail u vl+1 u . . . u vk u D′ mit D′ ≡ >; sonst wäre
D 6≡TF CU . In diesem Fall ist auch Ai1 u . . . u Ail u vl+1 u . . . u vk ein Rewriting von
CU und wie im Beweis für FL0 folgt, dass eine Überdeckung von U der Größe k ≤ κ
existiert. Insgesamt erhalten wir

Satz 8.2 Das minimale Rewriting-Entscheidungsproblem ist NP-hart für FL0, ALN
und ALE.

8.1.2 PSPACE-Härte für ALC
Das folgende Lemma liefert eine Reduktion von Subsumtion in ALC auf das Entschei-
dungsproblem zum minimalen Rewriting-Problem in ALC. Da Subsumtion in ALC
ein PSPACE-vollständiges Problem ist, folgt damit PSPACE-Härte für das Entschei-
dungsproblem zum minimalen Rewriting-Problem in ALC.

Lemma 8.3 Seien C,D zwei ALC-Konzeptbeschreibungen und A,P1, P2 drei ver-
schiedene Konzeptnamen, die nicht in C und D vorkommen. Dann gilt C v D genau
dann, wenn ein minimales Rewriting E der Größe ≤ 1 der ALC-Konzeptbeschreibung
P1 u P2 u C bzgl. der ALC-TBox T = {A .

= P1 u P2 u C uD} existiert.

Beweis: Gelte C v D. Dann folgt C ≡ CuD und damit P1uP2uC ≡ P1uP2uCuD.
Also ist A ein Rewriting der Größe 1 von P1 uP2 uC bzgl. T . Insbesondere existiert
also ein minimales Rewriting der Größe kleiner gleich 1.

Sei umgekehrt E ein minimales Rewriting von P1 uP2 uC bzgl. T mit Größe kleiner
gleich 1. Wir unterscheiden verschiedene Fälle.

1. E = A: Es folgt P1 u P2 u C ≡ P1 u P2 u C u D. Da P1 und P2 primitive
Konzeptnamen sind, die nicht in C,D vorkommen, folgt C ≡ C uD und damit
C v D.

2. E = ⊥: Es ist P1 uP2 uC ≡ ⊥. Da P1, P2 primitive Konzeptnamen sind, die in
C nicht vorkommen, folgt C ≡ ⊥ und damit C v D.
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3. E = >: Es wäre P1 u P2 u C ≡ > im Widerspruch zu P1 u P2 @ >.

4. E = Q für einen Konzeptnamen Q ungleich A:

(a) Q ∈ {P1, P2}: Es sei o.B.d.A. Q = P1. Dann folgt P1 ≡ P1 u P2 u C. Dies
impliziert P1 v P2 im Widerspruch dazu, dass P1 und P2 verschiedene
primitive Konzeptnamen sind.

(b) Q 6∈ {A,P1, P2}: Dann folgt Q ≡ P1 u P2 u C. Dies impliziert Q v P1 im
Widerspruch dazu, dass P1 und Q verschiedene primitive Konzeptnamen
sind.

5. E = ∀r.E ′ mit |E ′| = 0: Dann ist E ′ ≡T ⊥ oder E ′ ≡T >. Angenommen
E ′ ≡T >. Dann ist aber E ≡T > und |E| = 1 > 0 = |>| im Widerspruch zur
Minimalität von E. Angenommen, E ′ ≡T ⊥. Dann folgt ∀r.⊥ ≡T P1 u P2 u
C und insbesondere ∀r.⊥ v P1 im Widerspruch dazu, dass P1 ein primitiver
Konzeptname ist.

6. E = ∃r.E ′ mit |E ′| = 0: Dann ist E ′ ≡T ⊥ oder E ′ ≡T >. Angenommen,
E ′ ≡T ⊥. Dann ist aber E ≡T ⊥ und |E| = 1 > 0 = |⊥| im Widerspruch zur
Minimalität von E. Angenommen, E ′ ≡T >. Dann folgt ∃r.> ≡T P1 u P2 u
C und insbesondere ∃r.> v P1 im Widerspruch dazu, dass P1 ein primitiver
Konzeptname ist.

7. E = E ′ u E ′′ oder E = E ′ t E ′′ oder E = ¬E ′. Zeige die Behauptung durch
Induktion nach der Anzahl der Vorkommen der Konstruktoren u,t,¬.

(a) E = E ′ uE ′′. Da |E| ≤ 1 ist |E ′| = 0 oder |E ′′| = 0. Sei o.B.d.A. |E ′| = 0.
Dann ist E ′ ≡T ⊥ oder E ′ ≡T >. Angenommen, E ′ ≡T ⊥. Dann ist
E ≡T ⊥ und es folgt wie in 2. C v D. Angenommen, E ′ ≡T >. Dann ist
E ′′ ebenfalls ein minimales Rewriting von P1 u P2 u C bzgl. T mit Größe
kleiner gleich 1. Per Induktion folgt C v D.

(b) E = E ′ tE ′′. Da |E| ≤ 1 ist |E ′| = 0 oder |E ′′| = 0. Sei o.B.d.A. |E ′| = 0,
also E ′ ≡T ⊥ oder E ′ ≡T >. Angenommen, E ′ ≡T >. Dann ist P1 u P2 u
C ≡ E ≡ > und wie in 3. erhalten wir einen Widerspruch. Angenommen,
E ′ ≡T ⊥. Dann ist E ′′ ebenfalls ein minimales Rewriting von P1 u P2 uC
bzgl. T der Größe ≤ 1. Per Induktion folgt C v D.

(c) E = ¬E ′ mit |E ′| ≤ 1. Wegen E ≡T ¬(¬E) sei o.B.d.A. E ′ nicht von
der Form ¬E ′′, d.h. E ′ sei > oder ⊥, ein Konzeptname, eine Werte- oder
Existenzrestriktion oder eine Konjunktion oder Disjunktion.

i. Für E ′ = > folgt C v D wie in 2.

ii. Für E ′ = ⊥ folgt ein Widerspruch wie in 3.

iii. Für E ′ = Q für einen Konzeptnamen Q mit Q 6∈ {A,P1, P2} folgt wie
in 4.(b) ein Widerspruch.
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iv. Für E ′ ∈ {P1, P2} sei o.B.d.A. E ′ = P1. Dann folgt P1uP2uC ≡ ¬P1

und insbesondere ¬P1 v P1, also ein Widerspruch.

v. Für E ′ = A folgt ¬(P1 u P2 uC uD) ≡ P1 u P2 uC. Mit ¬(P1 u P2 u
C uD) ≡ ¬P1 t ¬P2 t ¬C tD folgt daraus ¬P1 v P1 u P2 u C. Dies
impliziert ¬P1 v P1, also wiederum einen Widerspruch.

vi. Für E ′ = ∃r.E ′′ ist E ≡ ∀r.¬E ′′, wobei |¬E ′′| = 0. Dieser Fall wird in
5. behandelt.

vii. Für E ′ = ∀r.E ′′ ist E ≡ ∃r.¬E ′′, wobei |¬E ′′| = 0. Dieser Fall wird in
6. behandelt.

viii. Für E ′ = E1 uE2 folgt mit |E| ≤ 1 wieder |E1| = 0 oder |E2| = 0. Es
sei o.B.d.A. |E1| = 0, also E1 ≡ > oder E1 ≡ ⊥. Ist E1 ≡ >, so ist
E ≡ ¬E2, wobei in ¬E2 weniger boolescher Konstruktoren auftreten
als in E. Also folgt per Induktion C v D. Ist E1 ≡ ⊥, so ist E ≡ >
und wie in 3. folgt ein Widerspruch.

ix. Für E ′ = E1 tE2 folgt mit |E| ≤ 1 wieder |E1| = 0 oder |E2| = 0. Es
sei o.B.d.A. |E1| = 0, also E1 ≡ > oder E1 ≡ ⊥. Ist E1 ≡ >, so ist
E ≡ ⊥ und wie in 2. folgt C v D. Ist E1 ≡ ⊥, so ist E ≡ ¬E2, wobei
in ¬E2 weniger boolesche Konstruktoren auftreten als in E. Also folgt
per Induktion C v D. 2

Die in Lemma 8.3 formulierte Reduktion von Subsumtion in einer BL L auf das
minimale Rewriting-Entscheidungsproblem in L gilt auch für Subsprachen von ALC
(sofern sie Konjunktion erlauben) sowie für Erweiterungen von ALC wie z.B. ALCN
oder ALCNR. Damit folgt, dass für alle diese BLen das minimale Rewriting-Problem
aus komplexitätstheoretischer Sicht mindestens so schwer ist wie das Subsumtions-
problem. Dies liefert insbesondere einen alternativen Beweis der NP-Härte für ALE ,
nicht aber für FL0 und ALN (da für diese BLen das Subsumtionsproblem polynomiell
entscheidbar ist).

8.1.3 Eine allgemeine obere Schranke

Nachdem in den vorherigen beiden Unterabschnitten untere Schranken nachgewiesen
wurden, liefert dieser Abschnitt obere Schranken für alle betrachteten BLen.

Sei dazu L eine der BLen FL0, ALN , ALEoder ALC und A ein Algorithmus, der
Äquivalenz modulo TBox in L entscheidet. Dann entscheidet der folgende Algorith-
mus unter Verwendung von A als Orakel in nichtdeterministisch polynomieller Zeit,
ob ein L-Rewriting D von C bzgl. T existiert mit |D| ≤ k:

1. Rate eine L-Konzeptbeschreibung D mit |D| ≤ k;

2. Teste D ≡T C.
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TBox aufgefaltet nicht aufgefaltet
FL0 NP-vollständig NP-vollständig
ALN NP-vollständig in Σp

2, NP-hart
ALE NP-vollständig in PSPACE, NP-hart
ALC PSPACE-vollständig PSPACE-vollständig

Tabelle 8.1: Komplexitätsresultate für das Entscheidungsproblem zum minimalen
Rewriting-Problem.

Man beachte, dass der Äquivalenztest D ≡T C im zweiten Schritt ein Spezialfall des
Äquivalenzproblems modulo TBox in L ist, da C keine definierten Konzeptnamen
enthält. Tatsächlich kann man unter Verwendung der in [Baa96] für FL0 bzw. in
[Küs98] für ALN eingeführten automatentheoretischen Charakterisierung der Sub-
sumtion zeigen, dass für die BLen FL0 und ALN dieses spezielle Äquivalenzproblem
modulo TBox aus komplexitätstheoretischer Sicht leichter ist als das allgemeine Äqui-
valenzproblem modulo TBox. Aus der Literatur ergeben sich für die hier betrachteten
BLen die folgenden Komplexitätsresultate:

• Für FL0 ist das Äquivalenzproblem modulo TBox NP-vollständig [Neb90a],
aber das spezielle Äquivalenzproblem modulo TBox ist in polynomieller Zeit
entscheidbar [BKM99b].

• In ALN ist bei aufgefalteter TBox das Äquivalenzproblem ebenfalls in poly-
nomieller Zeit entscheidbar [BP94]. Ist die TBox nicht aufgefaltet, so ist das

Äquivalenzproblem modulo TBox in Πp
2 (= coNPNP) und das spezielle Äqui-

valenzproblem in ∆p
2 (= PNP) [BKM99b].

• In ALE ist bei aufgefalteter TBox das Äquivalenzproblem modulo TBox NP-
vollständig [DLN+92]. Ist die TBox nicht aufgefaltet, so ist die Komplexität des
(speziellen) Äquivalenzproblems ein offenes Problem: einerseits ist es NP-hart,
da Subsumtion in ALE NP-hart ist [DLN+92]; andererseits ist das (spezielle)
Äquivalenzproblem modulo TBox in PSPACE, da ALE eine Teilsprache von
ALC ist.

• Äquivalenz in ALC ist PSPACE-vollständig [SS91], sogar modulo TBox [Lut99].

Insgesamt ergeben sich nun für das Entscheidungsproblem zum minimalen Rewriting-
Problem die in Tabelle 8.1 zusammengefassten Komplexitätsresultate. Die Härtere-
sultate stammen aus den vorhergehenden Unterabschnitten und die oberen Schranken
ergeben sich aus dem oben skizzierten Algorithmus und den Komplexitätsresultaten
für das (spezielle) Äquivalenzproblem modulo TBox.
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Abschließend sei noch bemerkt, dass es offensichtlich zwei unabhängige Quellen für die
Komplexität des minimalen Rewriting-Problems gibt: auf der einen Seite ist Äquiva-
lenz modulo TBox zu entscheiden, um zu testen, ob tatsächlich ein Rewriting berech-
net wurde. Auf der anderen Seite muss ein Optimierungsproblem gelöst werden, um
ein minimales Rewriting zu berechnen. Da das spezielle Äquivalenzproblem modulo
TBox für FL0 in polynomieller Zeit entscheidbar ist, folgt, dass dieses Optimierungs-
problem hart ist, unabhängig von der Komplexität des Äquivalenzproblems.

8.2 Das Berechnungsproblem zum

minimalen Rewriting-Problem

Nachdem der vorherige Abschnitt Algorithmen untersuchte, die entscheiden, ob ein
(minimales) Rewriting innerhalb einer gegebenen Schranke für die Größe existiert,
befasst sich dieser Abschnitt nun mit Algorithmen, die ein (minimales) Rewriting
auch tatsächlich berechnen.

Die Härteresultate aus Abschnitt 8.1 implizieren, dass die Berechnung eines minima-
len Rewritings ein hartes Problem, d.h. im allgemeinen also nicht in polynomieller
Zeit lösbar ist. Darüber hinaus zeigt das folgende Beispiel, dass für alle betrachteten
BLen die Anzahl minimaler Rewritings zu einer Konzeptbeschreibung C bzgl. einer
TBox T exponentiell in der Größe von C, T und der zugrundeliegenden Signatur sein
kann. Dabei ist die Größe |T | einer TBox T definiert als |T | :=

∑
A
.
=C∈T (1 + |C|),

d.h. als die Summe der Größen der linken und rechten Seiten der Konzeptdefinitionen
in T .

Beispiel 8.4 Für eine natürliche Zahl n ∈ IN seien Nn
C = {Pi | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {Ai |

1 ≤ i ≤ n} und Nn
R = ∅ sowie

Cn := P1 u . . . u Pn,
Tn := {Ai

.
= Pi | 1 ≤ i ≤ n}.

Definiere für jeden Vektor i = (i1, . . . , in) ∈ {0, 1}n

Ei := u
1≤j≤n,ij=0

Pj u u
1≤j≤n,ij=1

Aj.

Man sieht leicht, dass

1. Ei ein Rewriting von Cn bzgl. Tn in allen betrachteten BLen L ist,

2. |Ei| = n = |Cn| für alle i ∈ {0, 1}n und

3. in L jeweils kein kleineres Rewriting von Cn bzgl. Tn existiert.
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Es folgt, dass die Anzahl verschiedener, d.h. bzgl. der leeren TBox nicht äquivalenter,
minimaler Rewritings von Cn bzgl. Tn exponentiell groß sein kann bzgl. der Größe
von Cn, Tn und den Größen der Mengen NC und NR.

Betrachtet man also eine Instanz (C, T ) des minimalen Rewriting-Berechnungs-
problems, so sind zwei Ziele zu unterscheiden: entweder man ist an der Berechnung
eines minimalen Rewritings von C bzgl. T interessiert oder an der Berechnung aller
minimaler Rewritings von C bzgl. T .

Ein naiver Algorithmus zur Berechnung eines minimalen Rewritings C bzgl. T würde
alle Konzeptbeschreibungen der Größe k = 0, k = 1, k = 2, usw. aufzählen, bis er
ein Rewriting D0 von C bzgl. T findet. Nach Konstruktion ist D0 minimal, und da C
ein Rewriting von sich selbst ist, brauchen nur Konzeptbeschreibungen bis zur Größe
|C| berücksichtigt zu werden. Ist man an der Berechnung aller minimalen Rewritings
interessiert, so sind noch alle Konzeptbeschreibungen der Größe |D0| aufzuzählen und
für jede ist zu testen, ob sie ebenfalls äquivalent zu C modulo T ist.

Damit dieser naive Algorithmus tatsächlich minimale Rewritings berechnet, ist si-
cherzustellen, dass er stets terminiert, d.h., dass für alle k ≥ 0 nur endlich viele
Konzeptbeschreibungen der Größe k aufzuzählen sind. Hinreichend hierfür sind fol-
gende Bedingungen:

1. Die Mengen NC und NR sind endlich.

2. Die Konzeptbeschreibungen werden modulo Kommutativität, Assoziativität und
Idempotenz der Konjunktion aufgezählt.

Die zweite Bedingung muss aufgrund der Definition der Größe—genauer, wegen
|>| = |⊥| = 0—hinzugenommen werden. Andernfalls gäbe es (in allen betrachteten
BLen) beispielsweise unendlich viele Konzeptbeschreibungen der Form Pu>u. . .u>,
die alle Größe 1 haben. Beide Bedingungen liefern für praktische Anwendungen
(insbesondere für unsere Anwendung in der Prozesstechnik) keine ernsthaften Ein-
schränkungen. Zum einen betrachtet man in Anwendungen meistens endliche Signa-
turen und zum anderen sind Konzeptbeschreibungen, die sich nur modulo Kommu-
tativität, Assoziativität und Idempotenz unterscheiden, äquivalent.

Unter den beiden Bedingungen berechnet der naive Algorithmus also ein bzw. al-
le minimalen Rewritings in allen betrachteten Beschreibungslogiken. Darüberhinaus
liefert er die Basis für folgende Komplexitätsaussagen zum minimalen Rewriting-
Berechnungsproblem:

Satz 8.5 Seien NC und NR endlich, L eine der BLen FL0, ALN , ALE, ALC, C eine
L-Konzeptbeschreibung und T eine L-TBox. Dann gilt:

1. Ein minimales Rewriting von C bzgl. T kann mit (bzgl. der Größe von C, T ,
NC und NR) polynomiellem Platz berechnet werden.
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2. Die Menge aller minimalen Rewritings von C bzgl. T kann in (bzgl. der Größe
von C, T , NC und NR) exponentieller Zeit berechnet werden.

Beweis: Ad (1): Offensichtlich können (bei endlicher Signatur und modulo Kommu-
tativität, Assoziativität und Idempotenz der Konjunktion) alle L-Konzeptbeschrei-
bungen der Größe ≤ |C| mit (bzgl. der Größe von C, T , NC und NR) polynomiellen
Platz aufgezählt werden. Da desweiteren für jede der betrachteten BLen Äquivalenz
modulo TBox in PSPACE entschieden werden kann (für ALN siehe [Küs98], für FL0,
ALE , ALC siehe [Lut99]), lässt sich also ein minimales Rewriting mit polynomiellem
Platz berechnen.

Ad (2): Mit Beispiel 8.4 folgt für alle betrachteten BLen, dass die Zahl der minimalen
Rewritings exponentiell groß sein kann. Da die Größe eines minimalen Rewritings
durch die Größe von C beschränkt ist, kann es bzgl. der Größe von C, T , NC und
NR höchstens exponentiell viele minimale Rewritings geben, jedes mit einer Größe
kleiner gleich der Größe von C. Folglich kann die Zeit zur Berechnung aller minimalen
Rewritings exponentiell beschränkt werden. 2

Der oben skizzierte naive Algorithmus ist offensichtlich sehr ineffizient. Sein ent-
scheidender Nachteil ist, dass er nicht unmittelbar unter Verwendung der Eingabe
C arbeitet: die potentiellen Rewritings werden jeweils ohne Berücksichtigung von C
generiert. Im folgenden Abschnitt wird ein verbesserter Rewriting-Algorithmus vorge-
stellt, der versucht, diesen Nachteil zu umgehen, indem er ein Rewriting zwar ebenfalls
nichtdeterministisch, aber durch eine direkte Manipulation des Eingabekonzeptes C
berechnet. Motiviert durch die Prozesstechnikanwendung wurde dieser verbesserte
Algorithmus zunächst für die BL ALE entwickelt. Die grundlegenden Begriffe und
der Algorithmus können aber auch auf ALN übertragen werden [BKM99b]. Da ALN
aber nicht im Focus dieser Arbeit liegt, wird hier auf die entsprechenden technischen
Ausführungen verzichtet.

8.3 Ein Rewriting-Algorithmus für ALE
Die grundlegende Idee zum verbesserten Rewriting-Algorithmus für ALE aus Abbil-
dung 8.1 besteht darin, die Berechnung eines Rewritings in zwei Schritte aufzuspalten:
Im ersten Schritt wird eine sogenannte Extension C∗ von C bzgl. T berechnet.

Definition 8.6 (Extension bzgl. T ) Sei C eine ALE-Konzeptbeschreibung und T
eine ALE-TBox. Die ALE-Konzeptbeschreibung C∗ ist eine Extension von C bzgl. T
genau dann, wenn C ≡T C∗ und C∗ aus C durch konjunktive Anbindung definierter
Namen aus T an beliebigen Stellen in C erhalten werden kann.

Im zweiten Schritt wird dann eine sogenannte Reduktion von C∗ bzgl. T berechnet,
d.h. eine ALE-Konzeptbeschreibung Ĉ die (i) äquivalent zu C modulo T ist und (ii)
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Eingabe: Eine ALE-Konzeptbeschreibung C und eine ALE-TBox T .

Algorithmus:

Berechne eine Extension C∗ von C;

Berechne eine Reduktion Ĉ von C∗ bzgl. T ;

Gib Ĉ zurück.

Abbildung 8.1: Der verbesserte Rewriting-Algorithmus.

aus C∗ durch Eliminieren aller Redundanzen hervorgeht. Das wesentliche Problem
ist nun, sowohl eine geeignete formale Definition des Begriffes ‘Reduktion’ als auch
einen Algorithmus zur Berechnung von Reduktionen zu finden. Dieses Problem wird
in Unterabschnitt 8.3.1 gelöst. Zuvor wird noch

• die Vorgehensweise des verbesserten Algorithmus an einem Beispiel verdeutlicht
und

• erklärt, in welchem Sinne der verbesserte Algorithmus korrekt ist und was er
de facto berechnet.

Beispiel 8.7 (Zum verbesserten Rewriting-Algorithmus)
Betrachte die folgende Instanz (C, T ) des minimalen Rewriting-Berechnungsproblems:

C = P uQ u ∀r.P u ∃r.(P u ∃r.Q) u ∃r.(P u ∀r.(Q u ¬Q)),

T = { A1
.
= ∃r.Q, A2

.
= P u ∀r.P, A3

.
= ∀r.P }.

Die ALE-Konzeptbeschreibung

C∗ = P uQ u A2 u ∀r.P u ∃r.(A1 u P u ∃r.Q) u ∃r.(P u ∀r.(Q u ¬Q))

ist eine Extension von C bzgl. T . Eine Reduktion von C∗ erhält man durch Elimi-
nieren von

• P und ∀r.P auf Toplevel von C∗, da sie wegen A2 redundant sind;

• P in den beiden existentiellen Restriktionen auf Toplevel von C∗, weil P dort
jeweils wegen der Werterestriktion ∀r.P redundant ist;

• ∃r.Q in der Existenzrestriktion ∃r.(A1uP u∃r.Q), weil sie wegen A1 redundant
ist;
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und Ersetzen von Q u ¬Q durch ⊥, da ⊥ ein bzgl. | · | minimales inkonsistentes
Konzept ist. Die so erhaltene Konzeptbeschreibung

Ĉ = Q u A2 u ∃r.A1 u ∃r.∀r.⊥

ist äquivalent zu C modulo T , d.h. Ĉ ist ein Rewriting von C bzgl. T . Man sieht
leicht, dass Ĉ sogar ein minimales Rewriting von C bzgl. T ist.

Zur Korrektheit des verbesserten Rewriting-Algorithmus

Die folgenden Beispiele zeigen, dass sowohl zu einer Konzeptbeschreibung C expo-
nentiell viele verschiedene Extensionen existieren können, als auch zu einer Extension
exponentiell viele verschiedene Reduktionen.

Beispiel 8.8 Betrachte nochmals Beispiel 8.4: Für jeden Vektor i = (i1, . . . , in) ∈
{0, 1}n ist die Konzeptbeschreibung

C∗i := Cn u u
1≤j≤n,ij=1

Aj

eine Extension von Cn bzgl. Tn. Die so erhaltenen Extensionen sind dabei alle paar-
weise verschieden, d.h. bzgl. der leeren TBox nicht äquivalent.

Beispiel 8.9 Für eine natürliche Zahl n ∈ IN seien

Tn := {Ai
.
= Pi | 1 ≤ i ≤ n},

Cn := u
1≤i≤n

(∃r.> u ∃r.Pi), und

C∗n := u
1≤i≤n

(∃r.Ai u ∃r.Pi).

C∗n ist eine Extension von Cn bzgl. Tn. Intuitiv erhält man eine Reduktion von C∗n,
indem man für jedes i ∈ {1, . . . , n} entweder ∃r.Ai oder ∃r.Pi aus C∗n eliminiert.
Entfernt man sowohl ∃r.Ai als auch ∃r.Pi, so wäre die erhaltene Koneptbeschreibung
offensichtlich nicht äquivalent zu C∗n. Entfernt man weder ∃r.Ai noch ∃r.Pi, so würde
die erhaltene Konzeptbeschreibung noch Redundanzen enthalten, da das Entfernen ei-
nes dieser Konzepte eine äquivalente aber kleinere Konzeptbeschreibung liefern würde.
Intuitiv ist also für jeden Vektor i = (i1, . . . , in) ∈ {0, 1}n

C∗n,i := u
1≤j≤n,ij=0

∃r.Aj u u
1≤j≤n,ij=1

∃r.Pj

eine Reduktion von C∗n bzgl. Tn.
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Bei der Berechnung von Extension und Reduktion hat man also im allgemeinen jeweils
exponentiell viele mögliche Ergebnisse. Der Algorithmus aus Abbildung 8.1 sollte
daher als ein nichtdeterministischer Algorithmus betrachtet werden, der zunächst eine
Extension rät und dann zu dieser eine Reduktion. Das folgende Theorem formuliert
das in Unterabschnitt 8.3.2 zu beweisende Korrektheitsresultat für diesen Rewriting-
Algorithmus. Dazu wird noch der Begriff der ∀-Normalform benötigt:

Definition 8.10 (∀-Normalform) Eine ALE-Konzeptbeschreibung C ist in ∀-Nor-
malform genau dann, wenn jede Konjunktion in C für jeden Rollennamen r ∈ NR

höchstens eine Werterestriktion der Form ∀r.C ′ enthält.

Zu einer Konzeptbeschreibung C erhält man die zugehörige ∀-Normalform in polyno-
mieller Zeit durch erschöpfende Anwendung der Regel ∀r.C u ∀r.D −→ ∀r.(C uD).

Theorem 8.11 Sei T eine ALE-TBox und C eine ALE-Konzeptbeschreibung in ∀-
Normalform. Dann gilt für den Rewriting-Algorithmus aus Abbildung 8.1 mit Eingabe
C, T :

1. Jede Ausgabe des Algorithmus ist ein Rewriting von C bzgl. T .

2. Die Menge aller durch den Algorithmus berechneten Rewritings enthält alle mi-
nimalen Rewritings von C bzgl. T modulo Kommutativität, Assoziativität und
Idempotenz der Konjunktion und der Äquivalenz C u > ≡ C.

Berechnet man also nur eine Extension und zu dieser nur eine Reduktion, so lie-
fert dies einen Algorithmus zur Berechnung eines Rewritings, welches i.a. natürlich
nicht minimal sein wird. Allerdings bietet dieser Algorithmus die Möglichkeit, durch
Verwendung von Heuristiken

”
kleine“ (statt minimale) Rewritings deterministisch in

polynomieller Zeit (mit einem Orakel für Äquivalenz modulo TBox) zu berechnen
(cf Abschnitt 8.4). Desweiteren wird sich aus dem Beweis von Theorem 8.11 und der
formalen Definition des Begriffes ‘Reduktion’ ergeben, dass, wenn man alle Extensio-
nen und zu jeder Extension eine Reduktion berechnet, diese Menge mindestens ein
minimales Rewriting enthält.

Noch eine Bemerkung zur Berechnung der Menge aller minimalen Rewritings: wie-
derum auf Grund der Definition der Größe von ⊥ und > als 0 ist es notwendig,
die Menge der minimalen Rewritings nicht nur modulo Kommutativität und Asso-
ziativität der Konjunktion zu betrachten, sondern auch modulo Idempotenz und der
Äquivalenz Cu> ≡ C. Denn wegen |⊥| = 0 ist ⊥u⊥ ebenso ein minimales Rewriting
eines inkonsistenten Konzeptes C wie ⊥. Ein

”
vernünftiger“ Rewriting-Algorithmus

(und insbesondere der im folgenden Abschnitt vorgestellte Algorithmus zur Berech-
nung einer Reduktion) würde aber nur ⊥ als minimales Rewriting (bzw. Reduktion)
ausgeben. Also betrachten wir minimale Rewritings auch modulo Idempotenz (da
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|F u . . . u F | = |F | = 0 für F ∈ {>,⊥}) und modulo der Äquivalenz C u > ≡ C
(da |C u>| = |C| für alle Konzeptbeschreibungen C). Trotz dieser Einschränkungen
wird sich die gewählte Definition der Größe als sinnvoll erweisen, da sie zum einen
eine intuitive aber dennoch formal saubere Definition und Berechnung von Reduktio-
nen zulässt. Zum anderen wäre für andere

”
übliche“ Definitionen der Größe entweder

die Aussage in Theorem 8.11 oder der Algorithmus aus Abbildung 8.1 komplexer zu
formulieren (cf Beispiel 8.18 am Ende des folgenden Unterabschnitts).

8.3.1 Reduktionen von ALE-Konzeptbeschreibungen

Eine Reduktion einer Konzeptbeschreibung C wurde oben informell beschrieben als
eine Konzeptbeschreibung, die (i) äquivalent zu C modulo T ist und (ii) aus C durch
Eliminieren aller Redundanzen hervorgeht. Das Eliminieren von Teilen aus C fassen
wir formal durch den Begriff der Subbeschreibung.1 Intuitiv ist D eine Subbeschrei-
bung von C, wenn D aus C erhalten werden kann durch

• Ersetzen von Inkonsistenzen durch ⊥,

• Streichen von primitiven Konzeptnamen, Werte- und Existenzrestriktionen auf
Toplevel von C und

• rekursivem Ersetzen der Konzeptbeschreibungen C ′ aus den verbliebenen Werte-
und Existenzrestriktionen ∀r.C ′/∃r.C ′ durch Subbeschreibungen von C ′.

Die Einschränkung im ersten Punkt (nur inkonsistente Konzeptbeschreibungen dürfen
durch ⊥ ersetzt werden) soll sicherstellen, dass jede Subbeschreibung von C auch C
subsumiert. Diese Eigenschaft wird im Beweis der Vollständigkeit des weiter unten
vorgestellten Reduktionsalgorithmus benötigt. Leider reicht für die formale Definition
einer Subbeschreibung ein Test der Form C ≡T ⊥ aber nicht aus, um alle Konzept-
beschreibungen zu erfassen, die gemäß dieser Intuition Subbeschreibung sind. Als
Beispiel betrachte man die TBox T = {A1

.
= ∀r.¬P} und die Konzeptbeschreibung

C = A1 u ∀r.P . Offensichtlich gilt für D = A1 u ∀r.⊥, dass C ≡T D, d.h. die
Konzeptbeschreibung in der Werterestriktion auf Toplevel von C ist im Kontext der
Werterestriktion im definierenden Konzept zu A1 inkonsistent. Intuitiv sollte daher
D eine Subbeschreibung von C sein. Aber D genügt nicht der obigen intuitiven Be-
schreibung, da ⊥ keine zulässige Subbeschreibung von P wäre, im Rekursionsschritt
also P nicht durch ⊥ ersetzt werden dürfte. Dieses Problem wird in der formalen
Definition dadurch gelöst, dass der Kontext F berücksichtigt wird, in dem eine Kon-
zeptbeschreibung C auftritt, und C uF auf Inkonsistenz modulo T getestet wird. So

1Bei der Betrachtung des Matching-Problems in ALE [BK00a, Küs00] wird der Begriff ‘Sub-
beschreibung’ ähnlich wie hier definiert, allerdings nur für Konzeptbeschreibungen ohne definierte
Namen. Er wird dort im Rahmen der Formalisierung des Begriffes ”interessanter Matcher“ verwen-
det.
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ist im obigen Beispiel der Kontext, in dem eine Subbeschreibung von P zu bestimmen
ist, gleich ¬P . Man erhält ⊥ als eine Subbeschreibung von P bzgl. dem Kontext ¬P
und insgesamt D als Subbeschreibung von C bzgl. dem Kontext >.

Für die Definition des Begriffs Subbeschreibung und die formale Spezifikation des
Reduktionsalgorithmus benötigen wir noch die folgenden Notationen: Sei T eine ALE-
TBox und C eine ALE-Konzeptbeschreibung, die definierte Namen aus T enthalten
darf. Die aufgefaltete Konzeptbeschreibung T (C) ist definiert als die Konzeptbeschrei-
bung, die man aus C durch vollständiges Ersetzen definierter Namen in C durch
die zugehörigen definierenden Konzepte in T erhält.2 Die Menge aller definierten
Konzeptnamen auf Toplevel von C wird mit def(C) bezeichnet und die Menge aller
(negierten) primitiven Konzeptnamen mit prim(C). Desweiteren definieren wir für
einen Rollennamen r ∈ NR

• valr(C) als die Konzeptbeschreibung D aus der eindeutigen Werterestriktion
der Form ∀r.D auf Toplevel der ∀-Normalform von C, wobei valr(C) := >, falls
keine solche Werterestriktion existiert;

• exrr(C) als die Menge {C1, . . . , Cn} von Konzeptbeschreibungen, die in Exi-
stenzrestriktionen der Form ∃r.Ci auf Toplevel von C auftreten.

Definition 8.12 (ALE-Subbeschreibung bzgl. T und F ) Sei T eine ALE-TBox,
F eine ALE-Konzeptbeschreibung und C eine ALE-Konzeptbeschreibung in ∀-Normal-
form, die definierte Konzeptnamen aus T enthalten darf. Die ALE-Konzeptbeschrei-
bung Ĉ heißt Subbeschreibung von C bzgl. T und F genau dann, wenn

1. Ĉ = C, oder

2. Ĉ = ⊥ und C u F ≡T ⊥; oder

3. Ĉ aus C erhalten werden kann durch

(a) Entfernen von (negierten) primitiven Konzeptnamen, Werte- und Exi-
stenzrestriktionen auf Toplevel von C,

(b) Ersetzen der Konzeptbeschreibungen D aus den restlichen Werterestrik-

tionen ∀r.D durch Subbeschreibungen D̂ von D bzgl. T und valr(F u
T (F1 u . . . u Fm u A1 u . . . u An)), wobei {F1, . . . , Fm} = def(F ) und
{A1, . . . , An} = def(C), und

2T (C) ist aufgrund der hier zugrunde gelegten Annahmen über TBoxen (azyklisch und oh-
ne Mehrfachdefinitionen) wohldefiniert, kann aber exponentiell groß bzgl. der Größe von C sein
(vgl. auch Abschnitt 3.2.2).
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(c) Ersetzen der Konzeptbeschreibungen D aus den restlichen Existenzrestrik-

tionen ∃r.D durch Subbeschreibungen D̂ von D bzgl. T und valr(C u F u
T (F1 u . . . u Fm u A1 u . . . u An)), wobei {F1, . . . , Fm} = def(F ) und
{A1, . . . , An} = def(C).

Dass in einer Reduktion einer Konzeptbeschreibung C bzgl. einer TBox T alle Red-
undanzen eliminiert sein müssen, entspricht nun der Forderung nach einer minimalen
Subbeschreibung von C bzgl. T und >.

Definition 8.13 (Reduktion bzgl. T ) Sei C eine ALE-Konzeptbeschreibung in ∀-
Normalform und T eine ALE-TBox. Eine ALE-Konzeptbeschreibung Ĉ heißt Reduk-
tion von C bzgl. T genau dann, wenn Ĉ eine (bzgl. | · |) minimale Subbeschreibung

von C bzgl. T und > ist mit Ĉ ≡T C.

Zur Verdeutlichung betrachte man auch nochmals Beispiel 8.7. Dort ist die Konzept-
beschreibung Ĉ eine Reduktion von C bzgl. T und >, wohingegen die Konzeptbe-
schreibung D = Q u ∃r.A1 u ∃r.∀r.⊥ keine ist, da D keine Subbeschreibung von C
bzgl. T und> ist: in einer Subbeschreibung dürfen ja keine definierten Konzeptnamen
entfernt werden (sofern sie nicht in einer Werte- oder Existenzrestriktion auftreten,
die vollständig entfernt wird).

Da im verbesserten Rewriting-Algorithmus die Reduktion stets nach der Extension
berechnet wird, ist es durchaus sinnvoll, das explizite Entfernen einzelner definierter
Konzeptnamen nicht zu erlauben. So wäre es zwar gegebenenfalls möglich, durch Ent-
fernen definierter Konzeptnamen ein kleineres Rewriting zu erhalten, aber eben dieses
Rewriting würde man auch erhalten, wenn die entsprechenden definierten Namen bei
der Berechnung der Extension gar nicht erst hinzugefügt worden wären. Daher würde
die Möglichkeit, auch einzelne definierte Namen bei der Berechnung von Reduktionen
entfernen zu dürfen, lediglich den Grad des Nichtdeterminismus erhöhen ohne aber
weitere Rewritings zu liefern.

Der im folgenden vorgestellte Algorithmus berechnet eine Reduktion Ĉ von C bzgl. T
in nicht-deterministisch polynomieller Zeit (mit einem Orakel für Äquivalenz modulo

TBox). Intuitiv erfolgt die Berechnung top-down: Ist C ≡T ⊥, so Ĉ := ⊥. Sonst sei
∀r.C ′ die eindeutige (C sei in ∀-Normalform) Werterestriktion zu r ∈ NR auf Toplevel
von C und {A1, . . . , An} die Menge aller definierten Namen auf Toplevel von C. Im

wesentlichen erhält man nun Ĉ wie folgt:

1. Entferne das (negierte) primitive Konzept Q auf Toplevel von C, falls A1u . . .u
Am vT Q.

2. Entferne ∃r.C1 auf Toplevel von C, falls

(a) A1 u . . . u Am u ∀r.C ′ vT ∃r.C1, oder
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(b) eine weitere Existenzrestriktion ∃r.C2 auf Toplevel von C existiert mit
A1 u . . . u Am u ∀r.C ′ u ∃r.C2 vT ∃r.C1.

3. Entferne ∀r.C ′, falls A1 u . . . u Am vT ∀r.C ′.

4. Alle Konzeptbeschreibungen D in den restlichen Werte- und Existenzrestrik-
tionen werden rekursiv reduziert.

Die formale Spezifikation dieses Reduktionsalgorithmus ist aus zwei Gründen kom-
plexer als die intuitive Beschreibung. Einen Grund hierfür liefert Fall 2(b): Es kann
sein, dass die Subsumtionsbeziehung auch gilt, wenn C1 und C2 die Rollen tauschen.
Liefert dann die rekursive Reduktion von C2 eine kleinere Konzeptbeschreibung als
die von C1, so ist ∃r.C1 zu entfernen. Sind die Reduktionen aber gleich groß, so muss
durch eine nichtdeterministische Wahl entweder ∃r.C1 oder ∃r.C2 entfernt werden.
Einen weiteren Grund liefert der 4. Schritt. Die Konzeptbeschreibungen D aus den
verbliebenen Restriktionen können nicht ohne Berücksichtigung des Kontextes re-
duziert werden, in dem sie auftreten. Die Reduktion dieser Konzepte muss sowohl
das Konzept C ′ als auch alle Konzepte D′ aus Werterestriktionen der Form ∀r.D′
auf Toplevel der definierenden Konzepte zu A1, . . . , An berücksichtigen. Beispielswei-
se wurde in Beispiel 8.7 der primitive Konzeptname P aus den Existenzrestriktio-
nen auf Toplevel von C∗ auf Grund der Werterestriktion ∀r.P auf Toplevel von C∗

entfernt. Die rekursive Formulierung des Reduktionsalgorithmus setzt einen dritten
Parameter ein, der diesen Kontext aufnimmt. Formal berechnet ein solcher Algorith-
mus also Reduktionen bzgl. einer TBox T und einem Kontext gegeben durch eine
Konzeptbeschreibung F (vgl. auch Definition 8.12).

Definition 8.14 (Reduktion bzgl. T und F ) Sei C eine ALE-Konzeptbeschrei-
bung in ∀-Normalform, T eine ALE-TBox und F eine ALE-Konzeptbeschreibung. Eine
ALE-Konzeptbeschreibung Ĉ heißt Reduktion von C bzgl. T und F genau dann, wenn
Ĉ eine (bzgl. |·|) minimale Subbeschreibung von C bzgl. T und F mit ĈuF ≡T CuF
ist.

Abbildung 8.2 enthält nun die formale Spezifikation des oben skizzierten Reduktions-
algorithmus für ALE .

Offensichtlich arbeitet der Reduktionsalgorithmus nur auf Konzeptbeschreibungen
und nicht wie der Algorithmus zur Berechnung des LCS auf Beschreibungsbäumen.
Daher eignet sich die Charakterisierung der Subsumtion aus Kapitel 5 nicht für den
Nachweis von Korrektheit und Vollständigkeit des Reduktionsalgorithmus. Der fol-
gende Satz liefert eine Charakterisierung der Subsumtion (modulo TBox) in ALE ,
die unmittelbar auf Konzeptbeschreibungen Bezug nimmt und sich im folgenden als
geeignet herausstellen wird. Auf einen ausführlichen Beweis wird hier verzichtet, da
er sehr ähnlich zum Beweis von Theorem 5.21 zu führen ist und keine im folgenden
relevanten neuen Erkenntnisse liefert.
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Eingabe: Eine ALE-Konzeptbeschreibung C in ∀-Normalform,
eine ALE-TBox T und
eine ALE-Konzeptbeschreibung F .

Algorithmus: reduce(C, T , F )

Falls C u F ≡T ⊥, dann Ĉ := ⊥;
sonst

Sei {A1, . . . , Am} = def(C);
Sei {Q1, . . . , Q`} = prim(C) \ prim(T (F u A1 u . . . u Am));
Für jeden Rollennamen r ∈ NR

Falls valr(T (F u A1 u . . . u Am)) vT valr(C),
dann Dr := >;
sonst Dr := reduce(valr(C), T , valr(T (F u A1 u . . . u Am)));

Sei Dr eine Teilmenge der Menge

Cr := {reduce(Cj, T , valr(C u T (F u A1 u . . . u Am))) | Cj ∈ exrr(C)}
sodass

1. kein Paar D1, D2 ∈ Dr existiert mit D1 6= D2 und
∃r.D1 u ∀r.valr(C) u F u A1 u . . . u Am vT ∃r.D2,

2. kein D ∈ Dr existiert mit F u A1 u . . . u Am u ∀r.valr(C) vT ∃r.D,

3. für jedes Ci ∈ exrr(C) gilt F u A1 u . . . u Am u ∀r.valr(C) vT ∃r.Ci;
oder es existiert ein D ∈ Dr mit
∃r.D u ∀r.val(C) u F u A1 u . . . u Am vT ∃r.Ci, und

4. die Größe
∑

D∈Dr(|D| + 1) der Menge minimal ist unter den Größen
aller Teilmengen von Cr, die die Bedingungen (1)–(3) erfüllen.

Definiere Ĉ := Q1 u . . . uQ` u
A1 u . . . u Am u
u

r∈NR
∀r.Dr u u

D∈Dr
∃r.D,

wobei eine Werterestriktion ∀r.Dr weggelassen wird, falls Dr = >;

Gib Ĉ zurück.

Abbildung 8.2: Der Reduktionsalgorithmus für ALE .

Satz 8.15 1. Seien C,D zwei ALE-Konzeptbeschreibungen in ∀-Normalform ohne
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definierte Namen. Dann gilt C v D genau dann, wenn C ≡ ⊥ oder D ≡ >
oder

• prim(D) ⊆ prim(C),

• valr(C) v valr(D) für alle Rollennamen r ∈ NR, und

• für alle Di ∈ exrr(D) existiert ein Cj ∈ exrr(C) mit
Cj u valr(C) v Di.

2. Sei T eine ALE-TBox und seien C,D zwei ALE-Konzeptbeschreibungen, die
definierte Namen aus T enthalten dürfen. Desweiteren seien {A1, . . . , An} =
def(C) und {B1, . . . , Bm} = def(D). Dann gilt C vT D genau dann, wenn
C ≡T ⊥ oder D ≡T > oder

• prim(D u T (B1 u . . . uBm)) ⊆ prim(C u T (A1 u . . . u An)),

• valr(C u T (A1 u . . . u An)) vT valr(D u T (B1 u . . . uBm))
für alle Rollennamen r ∈ NR, und

• für alle Di ∈ exrr(D u T (B1 u . . . uBm))
existiert ein Cj ∈ exrr(C u T (A1 u . . . u An)) mit
Cj u valr(C u T (A1 u . . . u An)) vT Di.

Beweisskizze: Der Beweis der Rückrichtung von Satz 8.15(1) ist trivial. Der Beweis
der Hinrichtung von Satz 8.15(1) ergibt sich leicht aus dem Beweis der Hinrichtung
zu Theorem 5.21: aus der Annahme, dass eine der Bedingungen nicht erfüllt ist, kann
durch Definition einer geeigneten Erweiterung der kanonischen Interpretation zu GC
ein Widerspruch zur Voraussetzung C v D abgeleitet werden. Wegen C vT D genau
dann, wenn T (C) v T (D) folgt Satz 8.15(2) aus Satz 8.15(1). 2

Für den Beweis von Vollständigkeit und Korrektheit des Reduktionsalgorithmus benö-
tigen wir neben der geeigneten Charakterisierung der Subsumtion auch noch die im
folgenden Lemma formulierte Hilfsaussage. Diese kann leicht mit einer Induktion nach
der Tiefe der Subbeschreibung bewiesen werden.

Lemma 8.16 Seien T eine ALE-TBox, C eine ALE-Konzeptbeschreibung in ∀-Nor-
malform und F eine ALE-Konzeptbeschreibung. Dann gilt für jede Subbeschreibung Ĉ
von C bzgl. T und F , dass C u F vT Ĉ.

Wir kommen nun zum Nachweis von Korrektheit und Vollständigkeit des Redukti-
onsalgorithmus aus Abbildung 8.2, d.h. wir zeigen: jede Ausgabe ist eine Reduktion
des Eingabekonzeptes C bzgl. T und F und umgekehrt wird auch jede Reduktion
(nichtdeterministisch) berechnet (falls der Kontext F ungleich ⊥ ist). Man beachte,
dass für den Fall F ≡T ⊥ formal auch > eine Reduktion wäre, die der Algorithmus
bei Hinzunahme eines entsprechenden Spezialfalles liefern könnte. Der Einfachheit
halber wird dieser Fall aber hier ausgeschlossen.
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Lemma 8.17 Jede Ausgabe Ĉ von reduce(C, T , F ) ist eine Reduktion von C bzgl. T
und F . Umgekehrt gilt: Ist F 6≡T ⊥, so existiert für jede Reduktion E von C bzgl. T
und F eine Ausgabe Ĉ von reduce(C, T , F ), die gleich E ist (modulo Kommutativität,
Assoziativität und Idempotenz der Konjunktion und der Äquivalenz C u > ≡ C).

Beweis der Vollständigkeit: Wir zeigen durch Induktion nach depth(E), dass,

falls F 6≡T ⊥, zu jeder Reduktion E von C bzgl. T und F eine Ausgabe Ĉ von
reduce(C, T , F ) existiert mit Ĉ = E (modulo der genannten Äquivalenzen).

Angenommen, E = ⊥. Dann gilt C u F ≡T ⊥ und die Ausgabe von reduce(C, T , F )
ist ⊥, also gleich E.

Angenommen, E 6= ⊥. Ist C u F ≡T ⊥, so folgt F ≡T ⊥; andernfalls wäre E wegen
|⊥| = 0 und C u F ≡T E u F nicht minimal. Also ist nichts zu zeigen. Sei also

C u F 6≡T ⊥ und Ĉ werde gemäß dem sonst-Zweig berechnet (s. Abbildung 8.2).
Zeige:

1. Für alle Ausgaben Ĉ gilt def(E) = def(Ĉ) und prim(E) = prim(Ĉ).

2. Wenn eine Werterestriktion ∀r.Er auf Toplevel von E existiert, dann existiert
auch eine Werterestriktion ∀r.Cr auf Toplevel von C und eine Ausgabe Ĉr

des rekursiven Aufrufs, die gleich Er ist (modulo der Äquivalenzen). Wenn
keine Werterestriktion ∀r.Er auf Toplevel von E existiert, so existiert auch eine
Ausgabe Ĉ, die keine Werterestriktion der Form ∀r.C ′ auf Toplevel enthält.

3. Wenn exrr(E) = {E1, . . . , Eµ}, µ > 0, dann ist exrr(C) = {C1, . . . , Cν}, ν ≥ µ

und es existieren Ausgaben Ĉij , 1 ≤ j ≤ µ, der rekursiven Aufrufe, sodass Ĉij
gleich Ej ist, 1 ≤ j ≤ µ, und die Menge {Ĉij | 1 ≤ j ≤ µ} die Bedingungen (1)–
(4) im Algorithmus erfüllt. Wenn exrr(E) = ∅, so existiert auch eine Ausgabe

Ĉ mit exrr(Ĉ) = ∅.

Aus den Punkten (1)-(3) folgt, dass eine Ausgabe Ĉ von reduce(C, T , F ) existiert,
die gleich E ist (modulo der Äquivalenzen).

Ad (1): Aus der Definition von Subbeschreibung folgt def(C) = def(E) und auch

def(Ĉ) = def(E) für jede Ausgabe Ĉ von reduce(C, T , F ).

Sei weiterhin prim(E) = {Q′1, . . . , Q′`} und def(C) = {A1, . . . , Am}. Es gilt prim(E) ⊆
prim(C)\prim(T (FuA1u. . .uAm)), da E andernfalls nicht minimal wäre. Umgekehrt
folgt mit Satz 8.15 aus EuF vT CuF auch prim(C)\prim(T (F uA1u . . .uAm)) ⊆
prim(E). Also folgt prim(Ĉ) = prim(E) für jede Ausgabe Ĉ von reduce(C, T , F ).

Ad (2): Sei r ∈ NR. Mit Satz 8.15 folgt aus C u F ≡T E u F

valr(C u T (F u A1 u . . . u Am)) ≡T valr(E u T (F u A1 u . . . u Am)).
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Hieraus folgt wegen valr(D1 uD2) ≡ valr(D1) u valr(D2) auch

valr(C) u valr(T (F u A1 u . . . u Am)) ≡T valr(E) u valr(T (F u A1 u . . . u Am)).

Ist valr(E) = >, so folgt valr(T (F u A1 u . . . u Am)) vT valr(C) und für jede Aus-

gabe Ĉ gilt, dass keine Werterestriktion der Form ∀r.Dr auf Toplevel von Ĉ existiert
(s. Abbildung 8.2).

Ist valr(E) 6= >, d.h. es existiert eine eindeutige Werterestriktion der Form ∀r.Er

auf Toplevel von E, so existiert nach Definition einer Subbeschreibung auch eine
eindeutige Werterestriktion der Form ∀r.Cr auf Toplevel von C mit: Er ist Subbe-
schreibung von Cr bzgl. T und valr(F u T (F1 u . . . u Fn u A1 u . . . u Am)), wo-
bei {F1, . . . , Fn} = def(F ). Sei F r := valr(T (F u A1 u . . . u Am)). Aus der Mini-
malität von E folgt, dass auch Er eine minimale Subbeschreibung von Cr ist mit
Cr u F r ≡T Er u F r. Also ist Er eine Reduktion von Cr bzgl. T und F r.

Um die Induktionsvoraussetzung anwenden zu können, müssen wir noch zeigen, dass
F r 6≡ ⊥. Angenommen, F r ≡ ⊥. Dann wäre E wegen |∀r.Er| ≥ 1 keine minimale
Subbeschreibung von C mit C u F ≡T E u F , da durch eliminieren von ∀r.Er auf
Toplevel von E eine Subbeschreibung von C entstehen würde, die auch noch die Äqui-
valenz erfüllen würde, aber kleiner als E wäre. Also ist F r 6≡T ⊥ und per Induktion
folgt, dass eine Ausgabe Ĉr von reduce(Cr, T , F r) existiert, die gleich Er ist.

Ad (3): Sei r ∈ NR, def(F ) = {F1, . . . , Fn} und F r := valr(CuT (F uA1u . . .uAm)).

Ist exrr(E) = ∅, so folgt aus E u F vT C u F mit Satz 8.15 für alle Ci ∈ exrr(C),
dass ein D′ ∈ exrr(F u T (F1 u . . . u Fn uA1 u . . . uAm)) existiert mit D′ u valr(E u
F uT (F1u . . .uFnuA1 . . .uAm)) vT Ci. Man sieht nun leicht, dass die leere Menge
die Bedingungen (1)–(4) an die Menge Dr im Reduktionsalgorithmus erfüllt, d.h. es

gibt eine Ausgabe Ĉ mit exrr(Ĉ) = ∅.
Ist exrr(E) = {E1, . . . , Eµ}, µ > 0, so ist nach Definition einer Subbeschreibung
exrr(C) = {C1, . . . , Cν} mit ν ≥ µ. Außerdem ist F r 6≡ ⊥, da sonst C u F ≡T ⊥ im
Widerspruch zur Annahme C u F 6≡T ⊥.

Zu zeigen ist nun: Für alle 1 ≤ i ≤ µ existiert ein Cji ∈ exrr(C), sodass Ei Re-
duktion von Cji bzgl. T und F r ist, d.h. Ei u F r ≡T Cji u F r und Ei ist minimale
Subbeschreibung von Cji mit dieser Eigenschaft.

Sei dazu Ci := {C ′ ∈ exrr(C) | Ei ist Subbeschreibung von C ′}. Da E Subbeschrei-
bung von C bzgl. T ist, ist Ci 6= ∅. Mit Lemma 8.16 folgt C ′ u F r v Ei u F r für
alle C ′ ∈ Ci. Es gilt auch die Umkehrung Ei u F r vT C ′ u F r für alle C ′ ∈ Ci. Denn
angenommen, es gibt ein C ′ ∈ Ci mit Ei u F r 6vT C ′ u F r. Wegen E u F vT C u F ,
E uF 6≡T ⊥ und C uF 6≡T > folgt mit Satz 8.15, dass ein D′ ∈ exrr(E uF uT (F1u
. . . u Fn u A1 u . . . u Am)) existiert mit

D′ u valr(E u F u T (F1 u . . . u Fn u A1 u . . . u Am)) vT C ′.
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Mit (2) wissen wir bereits, dass

valr(E u F u T (F1 u . . . u Fn u A1 u . . . u Am)) ≡T F r.

Damit folgt

(∗) D′ u F r vT C ′ u F r vT Ei u F r.

Offenbar gilt nun Ei 6= D′. Dies liefert aber einen Widerspruch zur Minimalität
von E: eliminiert man ∃r.Ei auf Toplevel von E, so erhält man wegen (∗) eine zu
E äquivalente, aber kleinere Subbeschreibung, d.h. E wäre keine Reduktion von C
bzgl. T und F .

Es folgt also, dass ein Cji ∈ exrr(C) existiert mit Cji u F r ≡T Ei u F r und Ei ist
Subbeschreibung von Cji bzgl. T und F r. Ei ist außerdem (bzgl. | · |) minimal mit
dieser Eigenschaft: Angenommen, Ei wäre nicht minimal mit dieser Eigenschaft. Dann
existiert eine Subbeschreibung D′ von Cji bzgl. T und F r mit D′ u F r ≡T Cji u F r

und |D′| < |Ei|. Ersetzt man nun Ei durch D′, so würde man eine Subbeschreibung
E ′ von C bzgl. T und F erhalten mit CuF ≡T E ′uF und |E ′| < |E| im Widerspruch
zur Annahme, dass E minimal mit dieser Eigenschaft ist. Also ist Ei eine Reduktion
von Cji bzgl. T und F r. Oben wurde bereits gezeigt, dass F r 6≡T ⊥, sodass nun per

Induktion folgt, dass eine Ausgabe Ĉji von reduce(Cji , T , F r) existiert, die gleich Ei
ist.

Es bleibt zu zeigen, dass die so erhaltene Menge {Cj1 , . . . , Cjµ} die Bedingungen
(1)–(4) des Algorithmus erfüllt.

• Bedingungen (1) und (2) sind erfüllt, da E sonst nicht minimal wäre: das Elimi-
nieren der redundanten Existenzrestriktion würde eine äquivalente und kleinere
Subbeschreibung liefern.

• Bedingung (3) ist erfüllt, da andernfalls mit Satz 8.15(2) folgen würde, dass
E u F 6≡T C u F .

• Bedingung (4) erfüllt, weil andernfalls E wiederum nicht minimal wäre.

Dies schließt den Beweis der Vollständigkeit ab.

Beweis der Korrektheit: Zu zeigen: Jede Ausgabe Ĉ von reduce(C, T , F ) ist eine
Reduktion von C bzgl. T und F .

Nach Konstruktion ist Ĉ eine Subbeschreibung von C bzgl. T und F . Es bleibt also
zu zeigen, dass

1. Ĉ u F ≡T C u F und

2. Ĉ eine minimale Subbeschreibung ist, die 1. erfüllt.
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Ad (1): Angenommen, Ĉ = ⊥. Nach Konstruktion ist dann C u F ≡T ⊥, also

Ĉ u F ≡T C u F .

Sei also Ĉ 6= ⊥. Zeige

a) Ĉ u F vT C u F und

b) Ĉ u F wT C u F .

Die Subsumtionsbeziehung b) folgt mit Lemma 8.16. Die Subsumtionsbeziehung a)

folgt wegen def(Ĉ) = def(C) unmittelbar aus den folgenden drei Punkten:

(i) für alle (negierten) primitiven Konzeptnamen Q ∈ prim(C) gilt Ĉ u F vT Q;

(ii) für alle Rollennamen r ∈ NR gilt Ĉ u F vT ∀r.valr(C);

(iii) für alle Rollennamen r ∈ NR und alle Ci ∈ exrr(C) gilt Ĉ u F vT ∃r.Ci.

Wir zeigen die Punkte (i)–(iii) durch Induktion nach depth(C).

Ad (i): Sei Q ∈ prim(C). Falls Q ∈ prim(Ĉ), dann Ĉ u F vT Q. Sonst wurde Q

vom Toplevel von C entfernt. Aus der Definition von Ĉ folgt dann aber, dass Q auf
Toplevel von T (F uA1u. . .uAm) auftritt. Da def(C) = def(Ĉ) folgt also ĈuF vT Q.

Ad (ii): Sei r ∈ NR und valr(C) 6= >. Falls keine Werterestriktion ∀r.Dr auf Toplevel

von Ĉ existiert, dann folgt aus der Definition von Ĉ, dass val(T (F,uA1u. . .uAm)) vT
valr(C). Falls eine Werterestriktion der Form ∀r.Dr auf Toplevel von Ĉ existiert,
dann ist nach Konstruktion Dr = reduce(valr(C), T , valr(T (F uA1 u . . .uAm)). Per
Induktion folgt

Dr u valr(T (F u A1 u . . . u Am)) vT valr(C) u valr(T (F u A1 u . . . u Am)).

Dies impliziert

∀r.Dr u ∀r.valr(T (F u A1 u . . . u Am)) vT ∀r.valr(C)

und insbesondere Ĉ u F vT ∀r.valr(C).

Ad (iii): Sei r ∈ NR und Ci ∈ exrr(C). Aus der dritten Bedingung an die Menge Dr
im Reduktionsalgorithmus folgt, dass entweder FuA1u. . .uAmu∀r.valr(C) vT ∃r.Ci
oder ein D ∈ exrr(Ĉ) existiert mit ∃r.Du∀r.valr(CuT (F uA1u . . .uAm)) vT ∃r.Ci.
In beiden Fällen folgt Ĉ u F vT ∃r.Ci. Dies schließt den Beweis von (1) ab, d.h. wir

haben gezeigt, dass Ĉ u F ≡T C u F .

Ad (2): Ist F ≡T ⊥, so ist C u F ≡T ⊥ und damit ⊥ die einzige Ausgabe von
reduce(C, T , F ). Offensichtlich ist ⊥ eine minimale Subbeschreibung von C mit C u
F ≡T ⊥.
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Ist F 6≡T ⊥, so folgt (2) leicht unter Rückgriff auf den Beweis der Vollständig-
keit: Durch Induktion nach depth(C) folgt, dass jede Ausgabe von reduce(valr(C), T ,
valr(T (F u A1 u . . . u An))) eine Reduktion von valr(C) ist. Insbesondere haben al-
le möglichen Ausgaben die gleiche, minimale Größe. Bedingung (4) an die Menge
Dr im Reduktionsalgorithmus sichert zu, dass alle Mengen Dr, die die Bedingungen
(1)–(3) erfüllen, die gleiche, minimale Größe haben. Insgesamt hat also jede Ausgabe
von reduce(C, T , F ) die gleiche Größe. Für F 6≡T ⊥ wissen wir aus dem Beweis der

Vollständigkeit, dass zu jeder Reduktion eine Ausgabe Ĉ von reduce(C, T , F ) existiert

mit Ĉ = E. Damit haben alle Ausgaben von reduce(C, T , F ) die minimale Größe |E|.
Dies schließt den Beweis von Lemma 8.17 ab. 2

Man beachte, dass durch die Definition der Größe mit |⊥| = 0 erzwungen wird,
dass immer ⊥ eingesetzt wird, wenn C u F ≡T ⊥. Das folgende Beispiel zeigt, dass
diese Eigenschaft entscheidend für die Vollständigkeit des Reduktionsalgorithmus und
damit auch des Rewriting-Algorithmus ist.

Beispiel 8.18 Definiert man die Größe von C als die Anzahl der Vorkommen von
Konzept- und Rollennamen plus die Anzahl der Vorkommen von > und ⊥ in C,
so ist der Reduktionsalgorithmus aus Abbildung 8.2 nicht vollständig im Sinne von
Lemma 8.17. Betrachte beispielsweise die Instanz C, T mit

C = Q u ∀r.(P u ¬P )

T = {A .
= Q u ∀r.¬P}.

Neben C selbst ist die einzige Extension von C bzgl. T gegeben durch C∗ = A u
Q u ∀r.(P u ¬P ). Nun liefert reduce(C, T ,>) als eindeutige Ausgabe Q u ∀r.⊥ und
reduce(C∗, T ,>) liefert Au∀r.⊥, beide mit Größe 3 bzgl. des modifizierten Größenma-
ßes. Allerdings ist bzgl. des modifizierten Größenmaßes auch Au∀r.P eine Reduktion
von C∗ bzgl. T . Diese wird aber offensichtlich nicht berechnet. Damit wäre nicht nur
der Reduktionsalgorithmus nicht vollständig, sondern auch der Rewriting-Algorithmus
würde bzgl. des modifizierten Größenmaßes nicht alle minimalen Rewritings berech-
nen. Folglich wäre für dieses modifizierte Größenmaß

• die Aussage in Theorem 8.11(2) abzuschwächen: die Menge aller berechneten
Rewritings enthält ein minimales Rewriting; oder

• der Reduktionsalgorithmus geeignet zu modifizieren: Im Falle C u F ≡T ⊥ ist
nicht nur ⊥ zurückzugeben, sondern auch alle Konzeptbeschreibungen der Größe
|⊥|, die in Konjunktion mit F Inkonsistenz liefern und der Definition einer
Subbeschreibung genügen.

Auch die Berücksichtigung des Kontextes bei der Definition einer Subbeschreibung ist
notwendig für die Vollständigkeit des Reduktionsalgorithmus. Die Definition von Sub-
beschreibungen von ALE-Konzeptbeschreibungen ohne definierte Namen in [BK00a]
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schränkt das Ersetzen von C durch ⊥ nicht auf (in einem Kontext) inkonsistente
Konzeptbeschreibungen ein. Würden wir Punkt (2) in Definition 8.12 ändern in

2.’ Ĉ = ⊥;

so würde zum einen Lemma 8.16 nicht mehr gelten und zum anderen wäre der Re-
duktionsalgorithmus nicht mehr vollständig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 8.19 Betrachte

T = {A1
.
= ∀r.P,A2

.
= ∀r.¬P},

C = ∃r.(A2 u ∀r.P ) u ∃r.(A1 u ∀r.Q),

E = ∃r.(A1 u ∀r.⊥), und

E ′ = ∃r.(A2 u ∀r.⊥).

Man sieht leicht, dass C ≡T E und C ≡T E ′. Desweiteren sind E und E ′ bzgl. der
modifizierten Definition Subbeschreibungen von C bzgl. T und >. Insbesondere sind
sie minimale und zu C modulo T äquivalente Subbeschreibungen, also Reduktionen
von C bzgl. T und >. Der Reduktionsalgorithmus liefert aber nur E ′ als Ausgabe. Ur-
sache hierfür ist, dass ∃r.(A2u∀r.P ) vT ∃r.(A1u∀r.Q) und damit Dr = {A2u∀r.⊥}
die eindeutige Teilmenge von Cr = {A2 u ∀r.⊥, A1 u ∀r.Q} ist, die die Bedingungen
(1)–(4) des Algorithmus erfüllt. Dies wiederum liegt daran, dass die Konzeptbeschrei-
bung Q im Rekursionsschritt bzgl. des Kontextes P betrachtet und daher nicht durch
⊥ ersetzt wird.

Der Reduktionsalgorithmus aus Abbildung 8.2 wäre also bzgl. der modifizierten De-
finition einer Subbeschreibung nicht vollständig. Es sei noch angemerkt, dass dieses
Beispiel kein Gegenbeispiel zur Vollständigkeit des verbesserten Rewritingalgorith-
mus liefert, da C wegen C 6≡T ∃r.P u ∃r.Q nicht als Extension bzgl. T einer ALE-
Konzeptbeschreibung auftrete kann.

8.3.2 Zur Korrektheit des Rewriting-Algorithmus für ALE
In diesem Unterabschnitt wird Theorem 8.11 bewiesen. Die erste Behauptung des
Theorems folgt offensichtlich direkt aus den Definitionen von Extension und Reduk-
tion. Es bleibt also Theorem 8.11(2) zu zeigen. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten:

1. Zeige, dass zu jedem minimalen Rewriting E von C bzgl. T eine Extension CE

existiert, sodass E eine Subbeschreibung von CE bzgl. T und > ist.

2. Zeige, dass zu dieser Extension eine Reduktion existiert, die gleich E ist, also
vom Rewriting-Algorithmus als Rewriting von C bzgl. T berechnet wird.

Zum 1. Schritt: Informell erhält man die durch ein minimales Rewriting E von C
bzgl. T induzierte Extension CE wie folgt:
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1. erweitere die Konjunktion auf Toplevel von C um alle definierten Namen, die
auf Toplevel von E auftreten;

2. falls eine Werterestriktion der Form ∀r.E ′ auf Toplevel von E existiert, so exi-
stiert auch eine Werterestriktion der Form ∀r.C ′ auf Toplevel von C (andern-
falls wäre E nicht äquivalent zu C modulo T , da C ja keine definierten Namen
enthält; s. Satz 8.15(2)); ersetze C ′ durch die rekursiv bestimmte, durch E ′

induzierte Extension CE′ von C ′;

3. für jede Existenzrestriktion ∃r.Ei auf Toplevel von E existiert eine Existenzre-
striktion ∃r.Cj auf Toplevel von C, sodass Cj u valr(C) ≡T Ei u valr(C) (an-
dernfalls wäre E wiederum nicht äquivalent zu C modulo T ; cf Lemma 8.22);
ersetze Cj durch die rekursiv bestimmte, durch Ei induzierte Extension CEi

j

von Cj.

Wie im Falle des Reduktionsalgorithmus ist auch in der formalen Definition der in-
duzierten Extension der Kontext zu berücksichtigen, indem Konzeptbeschreibungen
rekursiv verarbeitet werden. Um diesen Kontext wieder formal als Parameter zu fas-
sen, erweitern wir den Begriff der Extension:

Definition 8.20 (Extension bzgl. T und F ) Sei C eine ALE-Konzeptbeschreibung,
T eine ALE-TBox und F eine ALE-Konzeptbeschreibung. Die ALE-Konzeptbeschrei-
bung C∗ ist eine Extension von C bzgl. T und F genau dann, wenn CuF ≡T C∗uF
und C∗ aus C durch konjunktive Anbindung definierter Namen aus T an beliebigen
Stellen in C erhalten werden kann.

Für die formale Definition der durch E induzierten Extension benötigen wir noch den
Begriff der Reduziertheit bzgl. T und F :

Definition 8.21 (reduziert bzgl. T und F ) Eine ALE-Konzeptbeschreibung C
heißt reduziert bzgl. T und F genau dann, wenn C eine Reduktion bzgl. T und
F von sich selber ist.

Abbildung 8.3 zeigt die rekursive Definition einer durch E induzierten Extension CE

von C bzgl. T und F . Diese Definition macht Sinn, da (i) für den Rekursionsschritt
jeweils die Voraussetzungen erfüllt sind und (ii) stets eine geeignete Permutation der
Existenzrestriktionen auf Toplevel von C existiert. Das folgende Lemma formalisiert
diese Aussagen.

Lemma 8.22 Unter Verwendung der Bezeichner aus der rekursiven Definition aus
Abbildung 8.3 gilt:

1. Dr ist wohldefiniert, d.h. die Voraussetzungen der Definition sind für die rekur-
sive Definition von Dr erfüllt.
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Gegeben: Eine ALE-TBox T und ALE-Konzeptbeschreibungen C,F,E, wobei

• C ist in ∀-Normalform und enthält keine definierten Konzept-
namen,

• F enthält keine definierten Konzeptnamen,

• E ist reduziert bzgl. T und F und

• C u F ≡T E u F .

Rekursive Definition
der durch E induzierten Extension CE von C bzgl. T und F :

Falls E u F ≡T ⊥, dann CE := C;
sonst

Sei {Q1, . . . , Qk} := prim(C);
Sei {A1, . . . , An} := def(E);
Für jeden Rollennamen r ∈ NR

Sei Dr die rekursiv definierte, durch valr(E) induzierte
Extension von valr(C) bzgl. T und valr(F u T (A1 u . . . u An)));

Sei exrr(C) = {Cr
1 , . . . , C

r
m} und exrr(E) = {E1, . . . , E`};

Sei {j1, . . . , jm} eine Permutation von {1, . . . ,m}
sodass, für alle 1 ≤ i ≤ `,

Cr
ji
u valr(C u F ) ≡T Ei u valr(E u F u T (A1 u . . . u An));

Für 1 ≤ i ≤ ` sei Cr,∗
ji

die durch Ei induzierte, rekursiv bestimmte
Extension von Cr

ji
bzgl. T und valr(C u F );

Definiere nun CE durch

CE := Q1 u . . . uQk u A1 u . . . u An u
u

r∈NR
∀r.Dr u u

1≤i≤`
∃r.Cr,∗

ji
u u
`+1≤i≤m

∃r.Cr
ji
,

wobei die Werterestriktion ∀r.Dr weggelassen wird, falls keine
Werterestriktion der Form ∀r.C ′ auf Toplevel von C existiert.

Abbildung 8.3: Die rekursive Definition der durch E induzierten Extension CE von
C bzgl. T und F .
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2. Es existiert eine Permutation {j1, . . . , jm} von {1, . . . ,m} sodass Cr,∗
ij

, 1 ≤ i ≤
`, wohldefiniert ist.

Beweis: Ad (1): Zu zeigen:

(i) valr(C) ist in ∀-Normalform und enthält keine definierten Namen,

(ii) valr(F u T (A1 u . . . u An)) enthält keine definierten Namen,

(iii) valr(E) ist reduziert bzgl. T und valr(F u T (A1 u . . . u An)) und

(iv) valr(C) u valr(F u T (A1 u . . . uAn)) ≡T valr(E) u valr(F u T (A1 u . . . uAn)).

Ad (i): Falls für r ∈ NR keine Werterestriktion der Form ∀r.C ′ auf Toplevel von
C existiert, so ist nach Definition valr(C) = > und valr(C) ist in ∀-Normalform.
Sonst existiert eine eindeutige Werterestriktion der Form ∀r.C ′ auf Toplevel von C
und C ′ ist in ∀-Normalform; andernfalls wäre C nicht in ∀-Normalform. Da C keine
definierten Namen enthält, enthält auch valr(C) keine definierten Namen.

Ad (ii): Da F keine definierten Namen enthält und nach Konstruktion eine aufgefal-
tete Konzeptbeschreibung keine definierten Namen mehr enthält, treten auch keine
definierten Namen in valr(F u T (A1 u . . . u An)) auf.

Ad (iii): valr(E) ist reduziert bzgl. T und valr(F u T (A1 u . . .uAn)), da andernfalls
E nicht reduziert bzgl. T und F wäre.

Ad (iv): Aus C u F ≡T E u F folgt mit Satz 8.15(2)

(∗) valr(C u F ) ≡T valr(E u F u T (A1 u . . . u An)),

wobei {A1, . . . , An} = def(E). Wegen valr(C1uC2) ≡T valr(C1)uvalr(C2) und C1 ≡T
C2 u C3 =⇒ C1 u C3 ≡T C2 u C3 folgt daraus

valr(C) u valr(F u T (A1 u . . . u An)) ≡T valr(E) u valr(F u T (A1 u . . . u An)).

Also sind die Voraussetzungen der rekursiven Definition für valr(C), valr(F uT (A1u
. . . u An)) und valr(E) erfüllt und Dr ist nach Induktion wohldefiniert.

Ad (2): Für r ∈ NR und exrr(E) = {E1, . . . , E`} definieren wir die Permutation von
{1, . . . ,m} wie folgt: Für 1 ≤ i ≤ ` folgt mit Satz 8.15 aus C uF vT E uF , dass ein
Cj ∈ exrr(C u F ) existiert mit Cj u valr(C u F ) vT Ei. Es gilt sogar Cj ∈ exrr(C).
Andernfalls wäre F u ∀r.valr(C u F ) vT ∃r.Ei. Mit (iv) aus dem ersten Teil des
Beweises würde hieraus aber F u ∀r.valr(E u F u T (A1 u . . .uAn)) vT ∃r.Ei folgen.
Damit liefert das Entfernen von ∃r.Ei auf Toplevel von E aber eine Subbeschreibung
E ′ von E, die kleiner als E ist und E ′ u F ≡T E u F erfüllt im Widerspruch dazu,
dass E bzgl. T und F reduziert ist.

Also existiert ein Cj ∈ exrr(C) mit
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(∗∗) Cj u valr(C u F ) vT Ei.

Definiere ji := j. Da i ∈ {1, . . . , `} beliebig gewählt war, sollten nun die ersten `
Elemente der gesuchten Permutation festgelegt sein. Dazu ist aber noch zu zeigen,
dass für i, k ∈ {1, . . . , `} mit i 6= k auch ji 6= jk ist. Wir zeigen dazu

(+) Cji u valr(C u F ) ≡T Ei u valr(E u F u T (A1 u . . . u An)).

Aus (∗) und (∗∗) folgt die eine Richtung dieser Äquivalenz:

(++) Cji u valr(C u F ) vT Ei u valr(E u F u T (A1 u . . . u An)).

Angenommen, Cjiuvalr(CuF ) wT Eiuvalr(EuF uT (A1u . . .uAn)) gilt nicht. Aus
C uF wT E uF folgt mit Satz 8.15, dass es ein D ∈ exrr(E uF u T (A1 u . . .uAn))
gibt mit D u valr(E u F u T (A1 u . . . u An)) vT Cji . Es gilt sogar D ∈ exrr(E).
Andernfalls gilt

A1 u . . . u An u F u ∀r.valr(E u F u T (A1 u . . . u An)) vT ∃r.Cji .

Mit (∗) würde folgen

A1 u . . . u An u F u ∀r.valr(E u F u T (A1 u . . . u An)) vT ∃r.Cji u ∀r.valr(C u F ),

woraus mit (++) folgen würde

A1 u . . . u An u F u ∀r.valr(E u F u T (A1 u . . . u An)) vT ∃r.Ei.

Wie oben ergibt sich hieraus aber ein Widerspruch dazu, dass E reduziert bzgl. T
und F ist.

Es existiert also ein D ∈ exrr(E) mit D u valr(E u F u T (A1 u . . .uAn)) vT Cji . Es
ist D = Ei, da sonst wiederum wie oben ein Widerspruch zur Reduziertheit von E
bzgl. T und F folgen würde. Also folgt Behauptung (+). Mit (+) wiederum folgt aus
der Annahme ji = jk für i 6= k wieder wie oben ein Widerspruch zur Reduziertheit
von E bzgl. T und F . Es gilt also ji 6= jk für alle i 6= k aus {1, . . . , `}.
Sei nun {j`+1, . . . , jm} eine beliebige Permutation von {1, . . . ,m}\{j1, . . . , j`}. Dann
ist {j1, . . . , jm} eine Permutation von {1, . . . ,m}. Für die Wohldefiniertheit von Cr,∗

ji

bleibt für 1 ≤ i ≤ ` zu zeigen:

(i) Cji ist in ∀-Normalform und enthält keine definierten Namen,

(ii) valr(C u F ) enthält keine definierten Namen,

(iii) Ei ist reduziert bzgl. T und valr(C u F ) und

(iv) Cji u valr(F u C) ≡T Ei u valr(E u F u T (A1 u . . . u An)).
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Ad (i): Da C in ∀-Normalform ist und keine definierten Namen enthält, ist auch Cji
in ∀-Normalform und enthält keine definierten Namen.

Ad (ii): Da C und F keine definierten Namen enthalten, treten auch keine definierten
Namen in valr(C u F ) auf.

Ad (iii): Ei ist reduziert bzgl. T und valr(E u F u T (A1 u . . . uAn)), da andernfalls
E nicht reduziert bzgl. T und F wäre. Mit (∗) folgt, dass Ei auch reduziert bzgl. T
und valr(C u F ) ist.

Ad (iv): Folgt unmittelbar aus (+).

Dies schließt den Beweis von Lemma 8.22 ab. 2

Um nun auch den Beweis von Theorem 8.11 für ALE abschließen zu können, bleibt
noch zu zeigen, dass die induzierte Extension auch tatsächlich eine Extension des
Eingabekonzeptes bzgl. der Eingabe-TBox ist und das minimale Rewriting auch
tatsächlich eine Subbeschreibung der induzierten Extension.

Lemma 8.23 Seien T eine ALE-TBox und C,F,E ALE-Konzeptbeschreibungen, die
die Voraussetzungen zur rekursiven Definition der durch E induzierten Extension in
Abbildung 8.3 erfüllen. Sei CE eine durch diese Definition bestimmte ALE-Konzept-
beschreibung. Dann gilt

1. CE ist eine Extension von C bzgl. T und F .

2. E ist eine Subbeschreibung von CE bzgl. T und F .

Beweis: Ad (1): Nach Konstruktion erhält man CE aus C durch Hinzufügen defi-
nierter Konzeptnamen in C. Insbesondere gilt für jeden definierten Konzeptnamen A,
der auf Toplevel zu C hinzugefügt wird, CuF vT A und damit CuAuF ≡T CuF .
Durch Induktion nach depth(C) folgt leicht CE u F ≡T C u F .

Ad (2): Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach depth(E).

Falls E = ⊥, so ist C u F ≡T ⊥ und damit E eine Subbeschreibung von CE = C
bzgl. T und F .

Für E 6= ⊥ zeigen wir, dass E der dritten Bedingung in Definition 8.12 genügt:

• Nach Definition ist def(E) = def(CE).

• Zeige prim(E) ⊆ prim(CE): Sei Q ∈ prim(E). Da C u F ≡T E u F und
C und F keine definierten Konzeptnamen enthalten, folgt mit Satz 8.15, dass
Q ∈ prim(CuF ). Desweiteren ist Q 6∈ prim(F ), da andernfalls E nicht reduziert
bzgl. T und F wäre. Also ist Q ∈ prim(C).
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• Sei ∀r.Er eine Werterestriktion auf Toplevel von E. Zeige: es existiert eine Wer-
terestriktion der Form ∀r.Dr auf Toplevel von CE mit Er ist Subbeschreibung
von Dr bzgl. T und valr(F u T (A1 u . . . uAn)), wobei {A1, . . . , An} = def(E).

Wegen C u F vT E u F folgt mit Satz 8.15 valr(C u F ) vT Er. Insbesondere
existiert auch eine Werterestriktion der Form ∀r.Cr auf Toplevel von C. An-
dernfalls würde aus valr(F ) vT Er ein Widerspruch zur Reduziertheit von E
bzgl. T und F folgen. Mit Lemma 8.22(1) folgt, dass die durch Er induzierte,
rekursiv definierte Extension Dr von Cr bzgl. T und valr(F u(T (A1u . . .uAn))
wohldefiniert ist. Per Induktion folgt, dass Er eine Subbeschreibung von Dr ist.

• Sei ∃r.Er eine Existenzrestriktion auf Toplevel von E. Zeige: es existiert ei-
ne Existenzrestriktion der Form ∃r.Dr auf Toplevel von CE mit Er ist Sub-
beschreibung von Dr bzgl. T und valr(C u F u T (A1 u . . . u An)), wobei
{A1, . . . , An} = def(E).

Mit Lemma 8.22(2) folgt, dass eine Existenzrestriktion der Form ∃r.Cr auf
Toplevel von C existiert, sodass Cr, Er und valr(C uF uT (A1 u . . .uAn)) die
Voraussetzungen der rekursiven Definition der induzierten Extension erfüllen.
Für die dabei rekursiv definierte Konzeptbeschreibung Dr folgt per Induktion,
dass Er eine Subbeschreibung von Dr bzgl. T und valr(CuF uT (A1u. . .uAn))
ist.

Zusammengenommen liefern die oben aufgeführten Punkte, dass E gemäß dem drit-
ten Fall in Definition 8.12 eine Subbeschreibung von CE bzgl. T und F ist. 2

Nachdem die notwendigen Begriffe eingeführt und die benötigten Hilfsaussagen be-
wiesen sind, kommen wir nun

Zum Beweis von Theorem 8.11(2): Sei E ein minimales Rewriting von C
bzgl. T . Dann ist E auch reduziert bzgl. T und >, da andernfalls E kein mini-
males Rewriting von C bzgl. T wäre. Sei CE eine durch E induzierte Extension von
C bzgl. T und >. Mit Lemma 8.23 folgt, dass E eine Subbeschreibung von CE bzgl. T
und > ist. E ist sogar eine Reduktion von CE bzgl. T und >. Denn angenommen, E
wäre keine Reduktion von CE bzgl. T und >. Da wir bereits wissen, dass CE ≡T E
und E eine Subbeschreibung von CE bzgl. T und > ist, wäre E nicht minimal mit
dieser Eigenschaft. Dann existiert aber eine Subbeschreibung E ′ von CE bzgl. T und
> mit E ′ ≡T CE ≡T C und |E ′| < |E|. Dann wäre E aber kein minimales Rewriting
von C bzgl. T im Widerspruch zur Annahme. Also ist E Reduktion von CE bzgl. T
und >. Nun folgt mit Lemma 8.17, dass reduce(CE, T ,>) nichtdeterministisch eine
Ausgabe gleich E berechnet. Also liefert auch der minimale Rewriting-Algorithmus
nichtdeterministisch eine Ausgabe, die gleich E ist.
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8.4 Ein heuristischer Rewriting-Algorithmus

für ALE

Der nun vorgestellte heuristische Algorithmus zur Berechnung eines (nicht notwendi-
gerweise minimalen) Rewritings in ALE berechnet ein Rewriting einer ALE-Konzept-
beschreibung C bzgl. einer ALE-TBox T in deterministisch polynomieller Zeit (mit
einem Orakel zur Entscheidung von Subsumtion modulo T in ALE). Dieser Algorith-
mus wurde für die Anwendung prototypisch implementiert (cf Kapitel 9).

Die grundlegende Idee lässt sich wie folgt beschreiben: Anstatt zuerst eine Exten-
sion und dann eine Reduktion dieser Extension zu berechnen, werden diese beiden
Schritte verzahnt und ein Rewriting wird in einem einzigen, rekursiven Lauf durch
das Eingabekonzept berechnet. Dabei werden sowohl Extension als auch Reduktion
gemäß einer Greedy-Heuristik bestimmt. Genauer: In jedem Rekursionsschritt be-
rechnet man lokal eine maximale Extension, d.h. auf Toplevel des Eingabekonzeptes
C wird die Konjunktion A1 u . . . u An aller (bzgl. vT ) minimalen definierten Na-
men Ai, die C subsumieren, hinzugefügt. Dann werden alle (negierten) primitiven
Konzeptnamen, Werte- und Existenzrestriktionen auf Toplevel von C entfernt, die
bzgl. A1 u . . . u An und dem gegebenen Kontext F redundant sind (F ergibt sich
aus den Werterestriktionen der vorangehenden Rekursionsschritte). Schließlich wird
zu den verbliebenen Werte- und Existenzrestriktionen rekursiv ein Rewriting berech-
net, wobei wie im Falle des Reduktionsalgorithmus neben dem Konzept C und der
Eingabe-TBox T auch noch der Kontext F , in dem C zu betrachten ist, an den
Algorithmus übergeben wird.

Um tatsächlich ein Rewriting in polynomieller Zeit zu berechnen, ist noch das Auffal-
ten von Konzeptbeschreibungen geeignet einzuschränken: Hierzu bezeichne T ∗(C) die
Konzeptbeschreibung, die man aus C erhält, indem alle definierten Namen auf Tople-
vel von C erschöpfend durch ihre definierenden Konzepte aus T ersetzt. Man beachte,
dass im Unterschied zu T (C) die Konzeptbeschreibung T ∗(C) stets in polynomieller
Zeit (bzgl. der Größe von C und T ) berechnet werden kann, wenn für alle definierten
Namen A stets alle Konjunktionen der Form A u A modulo Kommutativität und
Assoziativität der Konjunktion bestimmt und zu A vereinfacht werden.

Die formale Spezifikation des heuristischen Rewritingalgorithmus fürALE zeigt Abbil-
dung 8.4. Das folgende Theorem formuliert Korrektheit und Komplexität des heuristi-
schen Rewriting-Algorithmus. Die Korrektheitsaussage ergibt sich unter Verwendung
der Charakterisierung der Subsumtion modulo TBox in ALE aus Satz 8.15 leicht mit
einer Induktion nach der Rollentiefe von C. Das Komplexitätsresultat folgt unmit-
telbar aus dem Algorithmus.

Theorem 8.24 Seien T eine ALE-TBox, C und F ALE-Konzeptbeschreibungen, die
keine definierten Namen enthalten und Ĉ das Ergebnis von rewrite(C, T , F ). Dann
gilt
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Eingabe: ALE-Konzeptbeschreibungen C und F und eine ALE-TBox T , wobei
C in ∀-Normalform ist und keine definierten Namen enthält.

Algorithmus: rewrite(C, T , F )

Falls C u F ≡T ⊥, dann Ĉ := ⊥;

Falls F vT C, dann Ĉ := >;
Sonst

Sei {A1, . . . , An} die Menge aller bzgl. vT minimalen definierten
Namen Ai mit C u F vT Ai;
Sei {Q1, . . . , Q`} = prim(C) \ prim(T ∗(F u A1 u . . . u An));
Für jedes r ∈ NR

Dr := rewrite(valr(C), T , valr(T ∗(F u A1 u . . . u An)));
Sei {D1, . . . , Dm} := exrr(C) und Dr := {D1, . . . , Dm};
Für i = 1, . . . ,m

Falls (1) D ∈ Dr \ {Di} existiert mit D u valr(C u T ∗(F )) v Di oder
(2) A1 u . . . u An u F u valr(C) v ∃r.Di

dann Dr := Dr \ {Di};
Definiere Ĉ := Q1 u . . . uQ` u A1 u . . . u Anu

∀r.Dr u u
D∈Dr

∃r.rewrite(D, T , valr(C u T ∗(F ))),

wobei ∀r.Dr weggelassen wird, falls Dr = >;

Gib Ĉ zurück.

Abbildung 8.4: Der heuristische Rewriting-Algorithmus für ALE .

1. Ĉ u F ≡T C u F und

2. Ĉ wird in deterministisch polynomieller Zeit (mit einem Orakel zur Entschei-
dung der Subsumtion modulo TBox in ALE) berechnet.

Mit dem ersten Teil des Theorems folgt also insbesondere, dass die Ausgabe Ĉ von
rewrite(C, T ,>) stets ein Rewriting von C bzgl. T ist. Leider ist dieses Rewriting
i.a. kein minimales Rewriting, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 8.25 Für eine natürliche Zahl n > 2 seien

Cn := ∀r.(P1 u . . . u Pn),

Tn := { Ai
.
= ∀r.Pi | 1 ≤ i ≤ n} ∪

{An+1
.
= P1 u . . . u Pn}.

Der heuristische Rewriting-Algorithmus aus Abbildung 8.4 liefert als Rewriting von
Cn bzgl. Tn die Konzeptbeschreibung Ĉn := A1u . . .uAn der Größe n. Das eindeutige
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minimale Rewriting von Cn bzgl. Tn ist aber gegeben durch die Konzeptbeschreibung
En := ∀r.An+1 der Größe 2. Folglich kann die Differenz zwischen der Größe des
heuristisch berechneten Rewritings und der Größe eines minimalen Rewritings beliebig
groß werden.

Im obigen Beispiel liefert der heuristische Algorithmus kein minimales Rewriting, da
zu viele definierte Namen auf Toplevel von Cn eingeführt werden. Diese definierten
Namen erlauben es dann, die Werterestriktion auf Toplevel von Cn zu entfernen,
sodass es unmöglich wird, in einem Rekursionsschritt festzustellen, dass auf einem

”
tieferen Level“ eine möglicherweise bessere Extension hätte gefunden werden können.

Ein weiterer Unterschied zwischen minimalen und den heuristisch berechneten Re-
writings ergibt sich aus der Bedingung, jeweils nur minimale definierte Namen zur
Bestimmung der Extension zu berücksichtigen.

Beispiel 8.26 Es sei T = {A1
.
= P1uP2, A2

.
= P1uP3, A3

.
= P3} und C = P1uP2u

P3. Der heuristische Algorithmus liefert als Rewriting Ĉ = A1uA2. Dieses Rewriting
ist offensichtlich minimal. Im Vergleich mit dem ebenfalls minimalen Rewriting E =
A1 u A3 enthält Ĉ zwar nicht mehr definierte Konzeptnamen, wohl aber speziellere.

Im Prinzip sind aber die beiden oben aufgezeigten Unterschiede die einzigen zwi-
schen dem heuristisch berechneten und einem minimalen Rewriting. Formal lassen
sie sich sehr schön mit dem Begriff Quasi-Subbeschreibung fassen. Dieser unterschei-
det sich vom Begriff ‘Subbeschreibung’ in drei Punkten: zum einen dürfen in einer
Quasi-Subbeschreibung keine Konzeptbeschreibungen durch ⊥ ersetzt werden und
zum anderen dürfen definierte Namen hinzugefügt oder durch speziellere definierte
Namen ersetzt werden.

Definition 8.27 (Quasi-Subbeschreibung) Sei T eine ALE-TBox und C eine
ALE-Konzeptbeschreibung, die definierte Namen aus T enthalten kann. Die ALE-
Konzeptbeschreibung Ĉ ist eine Quasi-Subbeschreibung von C bzgl. T genau dann,
wenn man Ĉ aus C erhält durch

1. Entfernen (negierter) primitiver Konzeptnamen, Werte- und Existenzrestriktio-
nen auf Toplevel von C,

2. Hinzufügen definierter Konzeptnamen aus T auf Toplevel von C,

3. Ersetzen definierter Konzeptnamen auf Toplevel von C durch (bzgl. vT ) spezi-
ellere definierte Konzeptnamen aus T und

4. Ersetzen der Konzeptbeschreibungen D aus den restlichen Werte- und Existenz-
restriktionen ∀r.D/∃r.D durch Quasi-Subbeschreibungen D̂ bzgl. T .
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Man beachte, dass sowohl das Entfernen als auch das Hinzufügen auf Toplevel op-
tional sind, d.h. weder muss etwas auf Toplevel von C hinzugefügt, noch muss etwas
entfernt werden.

Betrachtet man nochmals obige Beispiele, so sieht man leicht, dass das durch den
heuristischen Algorithmus berechnete Rewriting jeweils eine Quasi-Subbeschreibung
der angegebenen minimalen Rewritings ist. Beispiel 8.25 hat dabei gezeigt, dass die
Möglichkeit bestehen muss, Werterestriktionen aus einem minimalen Rewriting E zu
entfernen, um ein heuristisch berechnetes Rewriting Ĉ als Quasi-Subbeschreibung von
E zu erhalten. Das folgende Beispiel zeigt, dass (insbesondere für das hier betrachtete
Größenmaß) dasselbe auch für Existenzrestriktionen gilt.

Beispiel 8.28 Sei C = ∀r.Pu∃r.P und T = {A .
= ∃r.P}. Der heuristische Rewriting-

Algorithmus liefert Ĉ = ∀r.P u A. Wegen |A| = |∃r.>| = 1 ist aber auch E :=

∀r.P u ∃r.> ein minimales Rewriting von C bzgl. T . Offensichtlich ist nun Ĉ eine
Quasi-Subbeschreibung von E, da Ĉ aus E durch Hinzufügen von A und Entfernen
von ∃r.> (jeweils auf Toplevel von E) erhalten werden kann.

Theorem 8.29 Sei C eine ALE-Konzeptbeschreibung in ∀-Normalform, die keine
definierten Namen enthält, T eine ALE-TBox und E ein minimales Rewriting von
C bzgl. T . Dann ist das Ergebnis Ĉ von rewrite(C, T ,>) eine Quasi-Subbeschreibung
von E.

Beweis: Die Behauptung des Theorems ergibt sich leicht aus der folgenden

Behauptung: Sei T eine ALE-TBox und seien C,E, F1, F2, Ĉ ALE-Konzeptbeschrei-
bungen mit

• C ist in ∀-Normalform und enthält keine definierten Namen,

• F1 vT F2,

• E ist reduziert bzgl. T und F2,

• E enthält keine redundanten definierten Namen, d.h. geht E ′ aus E durch
entfernen definierter Namen hervor, so gilt E ′ u F2 6≡T E u F2,

• C u F1 ≡T E u F2 und

• Ĉ ist die Ausgabe von rewrite(C, T , F1).

Dann gilt Ĉ = > oder Ĉ = ⊥ oder

1. prim(Ĉ) ⊆ prim(E),

2. für alle A ∈ def(E) existiert ein A′ ∈ def(Ĉ) mit A′ vT A,
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3. für jede Werterestriktion ∀r.Ĉ ′ auf Toplevel von Ĉ existiert eine Wertere-
striktion ∀r.E ′ auf Toplevel von E, sodass Ĉ ′ Quasi-Subbeschreibung von
E ′ ist und

4. für jede Existenzrestriktion der Form ∃r.Ĉ ′ auf Toplevel von Ĉ existiert
ein Ej ∈ exrr(E), sodass Ĉ ′ Quasi-Subbeschreibung von Ej ist.

Als minimales Rewriting von C bzgl. T ist E reduziert bzgl. T und > und enthält
keine redundanten definierten Namen. Mit F1 = F2 = > folgt daher aus der Behaup-
tung, dass Ĉ = > oder Ĉ = ⊥ oder die Punkte (1)–(4) erfüllt sind. Ist Ĉ = >, so

folgt aus C ≡T Ĉ auch E ≡T >. Da E minimales Rewriting ist und |>| = 0, folgt

E = > (modulo Idempotenz der Konjunktion). Ist Ĉ = ⊥, so folgt wiederum auch

E = ⊥. Gelten die Punkte (1)–(4) der Behauptung, so besagen diese gerade, dass Ĉ
eine Quasi-Subbeschreibung von E ist.

Zum Beweis der Behauptung: Ist Ĉ = > oder Ĉ = ⊥, so ist nichts zu zeigen. Sei
also Ĉ 6∈ {>,⊥}.
Ad (1): Sei Q ∈ prim(Ĉ). Angenommen, Q 6∈ prim(E). Dann folgt mit Satz 8.15 aus
C u F1 ≡T E u F2, dass Q auf Toplevel von T (F2) oder T (A) für ein A ∈ def(E)
auftritt. Wegen F1 vT F2 und Bedingung (2) folgt in beiden Fällen ein Widerspruch
zur Definition der Menge {Q1, . . . , Q`} im Rewriting-Algorithmus aus Abbildung 8.4.

Ad (2): Sei A ∈ def(E). Aus C u F1 ≡T E u F2 folgt C u F1 vT A. Ist A ∈ def(Ĉ),

so ist nichts zu zeigen. Ist A 6∈ def(Ĉ), so ist A kein minimaler Konzeptname mit der
Eigenschaft C u F1 vT A. Dann existiert aber ein A′ mit A′ @T A, C u F1 vT A′

und A′ ∈ def(Ĉ) und es folgt das Gewünschte.

Ad (3): Sei ∀r.Ĉr eine Werterestriktion auf Toplevel von Ĉ. Nach Konstruktion ist

Ĉr 6= > und es existiert eine (eindeutige) Werterestriktion ∀r.Cr auf Toplevel von

C, sodass Ĉr das Ergebnis von rewrite(Cr, T , valr(T ∗(F1 uA1 u . . .uAn))) ist, wobei

{A1, . . . , An} = def(Ĉ). Wir zeigen, dass

(a) eine Werterestriktion der Form ∀r.Er auf Toplevel von E existiert;

(b) Er reduziert bzgl. T und valr(T ∗(F2uB1u . . .uBm)) ist, wobei {B1, . . . , Bm} =
def(E);

(c) Cr u valr(T ∗(F1 u A1 u . . . u An)) ≡T Er u valr(T ∗(F2 uB1 u . . . uBm)); und

(d) valr(T ∗(F1 u A1 u . . . u An)) vT valr(T ∗(F2 uB1 u . . . uBm)).

Aus diesen Punkten folgt per Induktion, dass Ĉr = > oder Ĉr = ⊥ oder die Be-
dingungen (1)–(4) für Ĉr und Er erfüllt sind. Ĉr = > liefert einen Widerspruch zur

Konstruktion. Ist Ĉr = ⊥, so folgt aus (a) und (c) und der Reduziertheit von E auch
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Er = ⊥, womit also Ĉr eine Quasi-Subbeschreibung von Er ist. Gelten die Bedin-
gungen (1)–(4) für Ĉr und Er, so folgt ebenfalls, dass Ĉr eine Subbeschreibung von
Er ist.

Zum Beweis von Punkt (3) bleiben also die Punkte (a)–(d) zu zeigen.

Ad (a): Angenommen, es existiert keine Werterestriktion der Form ∀r.Er auf Toplevel
von E. Dann folgt aus der Äquivalenz C u F1 ≡T E u F2, dass valr(T ∗(F2 u B1 u
. . . u Bm)) ≡T Cr u valr(T ∗(F1)). Wegen F1 vT F2 und Punkt (2) der Behauptung
folgt hieraus aber valr(T ∗(F1 u A1 u . . . u An)) vT Cr im Widerspruch dazu, dass

eine Werterestriktion der Form ∀r.Ĉr auf Toplevel von Ĉ existiert.

Ad (b): Er ist reduziert bzgl. T und valr(T ∗(F2 u B1 u . . . u Bm)), da andernfalls E
nicht reduziert bzgl. T und F2 wäre.

Ad (c): Die Äquivalenz folgt mit Satz 8.15 aus der Äquivalenz C u F1 ≡T E u F2.

Ad (d): Die Subsumtionsbeziehung folgt offensichtlich wegen F1 vT F2 und Punkt
(2) der Behauptung.

Zum Abschluss des Beweises von Theorem 8.29 ist noch Punkt (4) aus der Behaup-
tung zu zeigen.

Ad (4): Sei ∃r.Ĉ ′ eine Existenzrestriktion auf Toplevel von Ĉ. Nach Konstruktion

existiert eine Existenzrestriktion der Form ∃r.Ci auf Toplevel von C, sodass Ĉ ′ das
Ergebnis von rewrite(Ci, T , valr(T ∗(F1 u A1 u . . . u An))) ist. Wir zeigen, dass eine
Existenzrestriktion der Form ∃r.Ej auf Toplevel von E existiert, sodass

(a) Ej reduziert bzgl. T und valr(T ∗(E u F2)) ist;

(b) Ci u valr(C u T ∗(F1)) ≡T Ej u valr(T ∗(E u F2)); und

(c) valr(C u T ∗(F1)) ≡T valr(T ∗(E u F2)).

Aus diesen Punkten folgt per Induktion, dass Ĉ ′ = > oder Ĉ ′ = ⊥ oder die Bedin-
gungen (1)–(4) für Ĉ ′ und Ej erfüllt sind. Ĉ ′ = ⊥ steht im Widerspruch zur Annahme

Ĉ 6= ⊥. Ist Ĉ ′ = >, so gilt valr(C u T ∗(F1 uA1 u . . .uAn)) vT Ci. Also existiert ein
Ej mit

valr(C u T ∗(F1)) vT Ej u valr(T ∗(E u F2)).

Mit (c) folgt nun valr(T ∗(EuF2)) vT Ej. Dann enthält Ej aber nur definierte Namen,
da sonst E nicht reduziert bzgl. T und F2 wäre. Dies liefert aber einen Widerspruch
zur Voraussetzung, dass E keine redundanten definierten Namen enthält, denn würde
man die definierten Namen aus Ej entfernen, würde man eine modulo T äquivalente

Konzeptbeschreibung erhalten. Also folgt auch für Ĉ ′ = > ein Widerspruch, sodass
nach Induktion die Bedingungen (1)–(4) erfüllt sind. Aus diesen folgt, dass Ĉ ′ eine
Quasi-Subbeschreibung von Ej ist.

Zum Beweis von Punkt (4) bleiben also obige Punkte (a)–(c) zu zeigen.
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Punkt (c) folgt aus Punkt (c) im Beweis von Punkt (3) und wegen valr(CuT ∗(F1)) vT
valr(T ∗(A1 u . . . u An)).

Es bleiben also die Punkte (a) und (b) zu zeigen. Aus der Äquivalenz CuF1 ≡T EuF2

folgt mit Satz 8.15, dass ein D ∈ exrr(T ∗(E u F2)) existiert mit D u valr(T ∗(E u
F2)) vT Ci.
Angenommen,D 6∈ exrr(E), alsoD ∈ exrr(T ∗(F2uB1u. . .uBm)), wobei {B1, . . . , Bm}
= def(E). Dann folgt wegen Punkt (2) der Behauptung und F1 vT F2, dass ein
D′ ∈ exrr(T ∗(F1 u A1 u . . . u An)) existiert mit D′ vT D. Nach Konstruktion wäre

dann aber Ci aus Dr entfernt worden im Widerspruch zur Annahme Ĉ ′ ∈ exrr(Ĉ).

Also ist D = Ej für ein Ej ∈ exrr(E). Mit (c) folgt

(∗) Ej u valr(C u T ∗(F1)) vT Ci u valr(C u T ∗(F1)).

Wiederum aus der Äquivalenz C u F1 ≡T E u F2 folgt mit Satz 8.15, dass ein D ∈
exrr(C u T ∗(F1)) existiert mit

D u valr(C u T ∗(F1)) vT Ej.

Mit (∗) folgt D u valr(C u T ∗(F1)) vT Ci u valr(C u T ∗(F1)). Angenommen, es gilt
Duvalr(CuT ∗(F1)) @T Ciuvalr(CuT ∗(F1)). Dann wäre Ci aus Dr entfernt worden

im Widerspruch zur Annahme Ĉ ′ ∈ exrr(Ĉ). Also folgt Ciuvalr(CuT ∗(F1)) ≡T Du
valr(CuT ∗(F1)). Mit Punkt (c) folgt Ciuvalr(CuT ∗(F1)) ≡T Ejuvalr(T ∗(EuF2)),
also Punkt (b). Punkt (a) folgt wie Punkt (b) im Beweis von Punkt (3). 2

Bezüglich der in Abschnitt 5.3 eingeführten ALE-Beschreibungsbäume lässt sich das
Resultat aus Lemma 8.29 auch wie folgt interpretieren: Sei G(E) der ALE-Beschrei-

bungsbaum zu einem minimalen Rewriting E von C bzgl. T und sei G(Ĉ) der ALE-

Beschreibungsbaum zum Ergebnis Ĉ von rewrite(C, T ,>). Dabei dürfen die Knoten-
label nun natürlich auch definierte Konzeptnamen enthalten. Dann gilt:

• es existiert eine injektive Abbildung ϕ von G(Ĉ) nach G(E), d.h. die Baum-

struktur von G(Ĉ) ist eventuell kleiner als die von G(E);

• das Label eines Knoten v in G(Ĉ) kann weniger (negierte) primitive Konzept-
namen;

• zu jedem definierten Namen A im Label eines Knotens ϕ(v) in G(E) enthält

das Label von v in G(Ĉ) einen definierten Namen A′ mit A′ vT A, kann aber
mehr definierte Konzeptnamen als das Label von ϕ(v) enthalten.
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Kapitel 9

Implementierung und Erfahrungen

Dieses Kapitel fasst einen Teil der Erkenntnisse und Ergebnisse über den Einsatz von
BL-Systemen in der Prozesstechnik zusammen, die wir im Rahmen unserer Zusam-
menarbeit mit den Mitarbeitern vom Lehrstuhl für Prozesstechnik gewonnen haben.
Abschnitt 9.1 beschreibt kurz die prototypische Implementierung der in den vorheri-
gen Kapiteln entwickelten Algorithmen. Die Abschnitte 9.2 und 9.3 geben Erfahrun-
gen, die bei Entwicklung, Anbindung und Einsatz des Prototyps in der Prozesstechnik
gemacht wurden, wieder.

9.1 Implementierung der Nicht-Standard-

inferenzdienste

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die in den vorherigen Kapiteln eingeführten Algo-
rithmen zu den Nicht-Standardinferenzen prototypisch in Common Lisp implemen-
tiert. Grund für die Wahl von Common Lisp als Implementierungssprache ist, dass
das sehr leistungsfähige BL-System FaCT [Hor98] ebenfalls in Common Lisp imple-
mentiert ist und dieses System bereits erfolgreich zur Klassifizierung der Wissens-
basis eingesetzt wurde. Die Nicht-Standardinferenzdienste können außerdem durch
eine Erweiterung des Quellcodes direkt auf dieses System aufgesetzt werden (FaCT
steht unter der URL http://www.cs.man.ac.uk/~horrocks/FaCT/ zum Download
zur Verfügung). Ein sehr großer Vorteil hiervon ist, dass der sehr effizient imple-
mentierte Test auf Subsumtion modulo TBox in FaCT ohne zusätzlichen Aufwand
als Hilfsprozedur für die neuen Dienste eingesetzt werden kann und somit auf die
Implementierung eines Subsumtionstests für den Prototyp verzichtet werden konnte.

Die Wissensbasis wird jeweils in Form von Listen gespeichert: je eine Liste für die
Mengen der Rollennamen, der Konzeptnamen und der Individuen. Konzeptdefinitio-
nen A

.
= C werden als Tupel der Form (A C) dargestellt und in einer Liste gespeichert.

Der Zugriff auf die definierenden Konzepte beim Auffalten von Konzeptbeschreibung-
en erfolgt über eine geeignete Indexierung der Liste von Konzeptnamen. Zu jedem
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Individuum a wird genau eine Konzeptassertion in Form eines Tupel (a C) in einer
Liste gespeichert. Tritt a in mehreren Konzeptassertionen a : C1, . . . , a : Cn auf,
so werden diese zu einer Konzeptassertion a : u1≤i≤nCi zusammengefasst. Tritt a
in keiner Konzeptassertion auf, so ist die zugehörige Konzeptbeschreibung gleich >.
Die Rollenassertionen der Form (a, b) : r werden als Tripel (a b r) ebenfalls in einer
Liste gespeichert. Im folgenden sind die wesentlichen Ideen und Besonderheiten der
Implementierung der neuen Dienste zusammengestellt. Erfahrungen mit Beispielen
bzgl. Laufzeitverhalten und Platzaufwand werden zusammenhängend in Abschnitt 9.3
beschrieben.

Berechnung des LCS. Die Berechnung des LCS von n ALE-Konzeptbeschrei-
bungen C1, . . . , Cn erfolgt durch iteriertes Anwenden der binären LCS-Operation,
wobei ⊥ für n = 0 und C1 für n = 1 als Ergebnis zurückgegeben wird. Die binäre
LCS-Operation erwartet als Eingabe zwei aufgefaltete ALE-Konzeptbeschreibungen
C1, C2. Gilt C1 v C2 (C2 v C1), so wird C2 (C1) zurückgegeben. Sonst werden die
ALE-Normalformen zu C1 und C2 und aus diesen der LCS berechnet. Durch die Listen-
darstellung von Konzeptbeschreibungen ist es sehr leicht, den LCS, d.h. die Konzept-
beschreibung zum Produkt der ALE-Beschreibungsbäume zu den ALE-Normalformen,
rekursiv zu berechnen.

Da das vorrangige Ziel der Implementierung darin bestand, den Einsatz von Nicht-
Standardinferenzdiensten in unserer Prozesstechnikanwendung qualitativ zu bewer-
ten, wurden zunächst keine großen Anstrengungen für eine effiziente Implementie-
rung der LCS-Operation unternommen. Die erreichten Laufzeiten der binären LCS-
Operation liegen im Bereich weniger Sekunden und der Platzaufwand war mit einigen
hunderttausend Zellen großen Listen recht groß. Hier ist aber durch geeignete Opti-
mierungen noch eine deutliche Verbesserung zu erwarten.

Berechnung der LCS-Hierarchie. Die LCS-Hierarchie wird wie in Kapitel 6
beschrieben mit Hilfe des Objektexplorationsalgorithmus berechnet. Die Implemen-
tierung dieses Algorithmus folgt dabei der Beschreibung in Abbildung 6.2. Da die
LCS-Operation einen (insbesondere im Vergleich zum Subsumtionstest) hohen Platz-
und Zeitbedarf hat, wurde darauf geachtet, die Zahl der LCS-Operationen möglichst
gering zu halten. Beispielsweise wird die Anfrage an den Experten, ob die Implika-
tion Ai → A′′i \ Ai gültig ist, d.h. ob der LCS zur Menge Ai den LCS zur Men-
ge A′′i \ Ai subsumiert, beantwortet, indem nur der LCS zur Menge Ai berechnet
und dann C v lcs(Ai) für alle C ∈ A′′i \ Ai getestet wird (vgl. Beweis von Lem-
ma 6.11). Desweiteren kann durch Wiederverwenden bereits berechneter LCS jede n-
äre LCS-Operation auf eine binäre LCS-Operation reduziert werden: Wird der LCS
zur Teilmenge {Ci1 , . . . , Cim}, m > 2, berechnet, so garantiert die Aufzählung der
Teilmengen von {C1, . . . , Cn} gemäß der lektischen Ordnung, dass, wenn Cim als letz-
tes Element hinzugefügt wurde, der LCS zur Menge {Cim , . . . , Cim−1} bereits berech-
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net wurde. Der LCS von {Ci1 , . . . , Cim} kann folglich durch die binäre LCS-Operation
lcs(lcs(Ci1 , . . . , Cim−1), Cim) berechnet werden.

Berechnung der Approximation des MSC. Für eine erste qualitative Bewer-
tung der Nicht-Standardinferenzen betrachten wir als Approximation des MSC nur
die Konjunktion der Konzeptbeschreibungen C aus Konzeptassertionen der Form
a : C in der gegebenen ABox A. Es ist aber im Rahmen der Fortführung der Koope-
ration (neben weiterführenden theoretischen Untersuchungen des MSC in ALE) die
Implementierung der am Ende von Abschnitt 7.4 beschriebenen Approximation der
k-Approximation in ALE geplant.

Berechnung eines Rewritings. Hier wurde der in Abbildung 8.4 eingeführte de-
terministische Algorithmus zur Berechnung eines (nicht notwendig) minimalen Re-
writings implementiert. Als Eingabe erwartet der Rewriting-Dienst aufgefaltete ALE-
Konzeptbeschreibungen (wie sie ja insbesondere durch die LCS-Operation geliefert
werden). Bei der Berechnung der Mengen {A1, . . . , An} definierter Namen, die die
Eingabe subsumieren, wird auf die von FaCT eigentlich für die Klassifizierung und
das Browsen der Wissensbasis zur Verfügung gestellte Prozedur zur Berechnung aller
Oberkonzepte, d.h. aller definierten Namen, die eine gegebene Konzeptbeschreibung
subsumieren, zurückgegriffen. Durch den Rückgriff auf diese Prozedur sowie den sehr
effizienten Subsumtionstest von FaCT haben wir eine sehr effiziente Implementierung
des heuristischen Rewriting-Algorithmus für ALE erhalten.

9.2 Anbindung von FaCT an ModKit

Nach [MvWB99] ist ModKit in der zweiten Version als eine mächtige Modellierungs-
umgebung zu sehen, in der verschiedenste Werkzeuge zur Prozessmodellierung und Si-
mulation integriert sind (s. Abbildung 9.1 rechts). Wie in der ersten Version [BLM96,
BLM97, BLM00] stehen Editoren zur Modellierung von Prozessen auf konzeptuellem
Level zur Verfügung. Im Zuge des Re-Engineering wurde aber die Wissensbasis als
eigenständige Komponente namens ROME (Repository Of a Modeling Environment)
[vWM00] realisiert, die nun von ModKit aus verwaltet wird (Abbildung 9.1). Das
Repository umfasst neben dem strukturierten Katalog von Klassen und Bausteinen
auch Modelldokumentationen, Repräsentationen in werkzeugspezifischen Formaten
und Metadaten (s. Abbildung 9.2). ROME dient somit als Basis für den Datenaus-
tausch in der gesamten Modellierungsumgebung [MvWB99, vWM00].

Design, Architektur und Implementierung von ROME wird in [vWM00] beschrieben.
Hier beschränken wir uns auf eine kurze Beschreibung der Architektur (s. Abbil-
dung 9.3). In ROME werden die Daten in einer objektorientierten Datenbank gespei-
chert. Der Zugriff und die Verwaltung der Daten erfolgt mit Hilfe von Operationen, die
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Abbildung 9.1: Ein Überblick über die Modellierungsumgebung ModKit und ROME
[MvWB99].

durch den Repository Manager bereitgestellt werden. Dieser ist in C++ implementiert
und über CORBA-Schnittstellen ansprechbar. Die Anbindung von Klienten an RO-
ME erfolgt über ein API (wie im Falle von ModKit) oder über einen Code-Generator,
der aus Eingabedateien, die vom Klienten geschickt werden, den Zugriffscode erzeugt.
Änderungen in der Datenbank lösen ein Event aus, über das angebundene Werkzeuge
durch den zugehörigen Event Service informiert werden.

Wie in Abbildung 9.2 angedeutet verwaltet ROME die Spezialisierungshierarchie der
Klassen und Bausteine. Im Rahmen der Arbeit von Ulrike Sattler [Sat98] wurde das
BL-System Crack über ein geeignetes API direkt an ModKit angebunden. Im Unter-
schied dazu wird die geplante Anbindung von FaCT an die neue Modellierungsum-
gebung sowohl ModKit als auch ROME einbeziehen. Da ModKit aber die Rolle des
Verwalters für das Repository spielt, wird der Modellierer nach wie vor über ModKit
Zugriff auf die Daten in ROME erhalten und auch über ModKit die Dienste von FaCT
bzw. die Nicht-Standardinferenzdienste nutzen. Der dazu notwendige Datenaustausch
zwischen ROME und FaCT kann mit Hilfe von CORBA erfolgen, wobei die Daten in
geeigneten XML-Formaten ausgetauscht werden. Dieser Ansatz zur Anbindung von
BL-Systemen an Anwendungen wird auch durch die Entwickler von FaCT und seinen
Folgesystemen unter Leitung von Ian Horrocks unterstützt [BHPST99].
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Abbildung 9.2: Ein Überblick über die von ROME bereitgestellten Daten [Mv-
WB99,vWM00].

Im Rahmen dieser Arbeit war eine Realisierung der oben beschriebenen Anbindung
aufgrund der noch laufenden Implementierungsarbeiten sowohl an ROME als auch an
einem CORBA-fähigen BL-System nicht möglich. Da das ROME zugrundeliegende
Datenmodell jedoch im wesentlichen mit VeDa übereinstimmt, konnte für die Unter-
suchung des Verhaltens der Nicht-Standardinferenzen in der Anwendung auf einen
Auszug aus VeDa zurückgegriffen. Genauer wurden ein Auszug aus dem in [SM98a]
beschriebenen strukturellen Datenmodell von Hand in eine FaCT-Wissensbasis über-
setzt und Klassen (z.B. von Reaktoren) mit Hilfe der in dieser Wissensbasis definierten
Konzepte beschrieben. Die gewonnenen Erfahrungen und erzielten Ergebnisse werden
nun im folgenden Unterabschnitt beschrieben.

9.3 Erfahrungen

Zum Einsatz der Standardinferenzdienste

Die Erfahrungen, die bei der Anbindung des BL-Systems Crack und der Nutzung
seiner Standardinferenzdienste gemacht wurden, sind in [Sat98] dokumentiert, werden
aber hier der Vollständigkeit halber nochmals zusammengefasst. Es ergaben sich im
wesentlichen zwei positive Effekte.
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Abbildung 9.3: Die Architektur von ROME nach [vWM00].

Der erste positive Effekt trat bereits während der Anbindung von Crack an ModKit
auf. Bei der Implementierung und dem Testen der Übersetzung von Klassenbeschrei-
bungen in Konzeptbeschreibungen wurden zum einen Inkonsistenzen aufgedeckt und
zum anderen viele Klassen gefunden, deren Beschreibung nur aus einer Liste von
Oberklassen bestand. Der Grund für ihre Einführung und ihre Bedeutung ergaben
sich jeweils nur intuitiv aus dem Namen. Für diese Klassen wurden dann bessere,
deklarative Beschreibungen eingeführt, die nicht nur zu einer tieferen und damit bes-
seren Klassenhierarchie führten, sondern durch die die Hierarchie und die Klassen für
die Modellierer auch verständlicher und leichter lesbar wurden.

Der zweite positive Effekt ist die Unterstützung der Analyse und Pflege der Wissens-
basis: durch Berechnung und Visualisierung der Klassenhierarchie wird die Suche nach
Klassen und Bausteinen unterstützt. Darüberhinaus wird sichergestellt, dass manu-
elle Erweiterungen der Klassenhierarchie auf Seiten von ModKit konsistent mit der
zugehörigen Subsumtionshierarchie sind. Stimmen die Positionen einer neuen Klasse
in der Klassenhierarchie und der Subsumtionshierarchie nicht überein, so wird dies
erkannt und die Position bzw. die Klassenbeschreibung können korrigiert werden.
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Zur Übersetzung von Klassenbeschreibungen

Wie bereits in Kapitel 4 erwähnt haben genauere Untersuchungen gezeigt, dass die
meisten der von den Prozesstechnikern für die Repräsentation in einem BL-System
als relevant eingestuften Aspekte der Klassenbeschreibungen in Konjunktionen von
Existenz- und Werterestriktionen, also in ALE-Konzeptbeschreibungen übersetzt wer-
den können. Die Idee der Übersetzung lässt sich wie folgt beschreiben: Zu einer Klasse
f , die durch einen Frame F beschrieben wird, erhält man eine Konzeptdefinition der
Form f

.
= C(F ), wobei sich C(F ) aus ausgewählten Einträgen in F ergibt. Diese

Einträge sind im wesentlichen von der Form 〈attribute〉 〈domain〉 〈flags〉. Sichern die
flags-Werte zu jeder Instanz von f die Existenz eines Attributes aus dem domain
zu, so liefert ein solcher Eintrag eine Existenzrestriktion der Form ∃attribute.domain.
Folgt aus den flags-Werten, dass alle Instanziierungen des Attributes Instanzen von
domain sein müssen, so liefert der Eintrag (ggf. zusätzlich zu einer Existenzrestrikti-
on) eine Werterestriktion der Form ∀attribute.domain.

Als Beispiel betrachte man die Klassenbeschreibung zur Klasse DEVICE-MODEL
und die zugehörige Konzeptdefinition in Abbildung 9.4. Aus Gründen der Lesbarkeit
erfolgt die Beschreibung der Klasse in der Framesprache von VeDa und beschränkt
sich auf die aus struktureller Sicht relevanten Aspekte und dokumentierende Einträge.
Die vollständige Klassenbeschreibung findet sich in [SM98a]. Die einzige Oberklasse
MODEL liefert den (definierten) Konzeptnamen MODEL auf Toplevel der rechten
Seite der Konzeptdefinition. Die erste Existenzrestriktion ergibt sich aus dem ersten
Eintrag, da durch das auf t (true) gesetzte Flag :req (req für required) zugesichert
wird, dass es zu jeder Instanz von DEVICE-MODEL eine Instanziierung des Attribu-
tes implementation gibt. Der Eintrag :dom # ≥ 1{DEVICE-INTERFACE} besagt
zum einen, dass zu jeder Instanz von DEVICE-MODEL mindestens eine Instanziie-
rung des Attributes active-interfaces existiert und zum anderen, dass jede Instanziie-
rung des Attributs ein DEVICE-INTERFACE ist. Folglich wird dieser Eintrag in ein
Paar aus Existenz- und Werterestriktion zum Attribut active-interfaces übersetzt.

Für die Untersuchung der Inferenzdienste in unserer Anwendung haben wir nach
der oben skizzierten Vorgehensweise die in [SM98a] eingeführten structural modeling
objects von VeDa, d.h. die grundlegenden Objekte zur strukturellen Beschreibung
von Prozessmodellen, in eine ALE-TBox übersetzt. Wir erhielten zunächst eine zykli-
sche TBox. Da die Nicht-Standardinferenzdienste keine zyklischen TBoxen verarbei-
ten können, mussten die zyklischen Abhängigkeiten eliminiert werden. Eine genaue
Untersuchung der betroffenen definierten Konzepte ergab, dass sich alle zyklischen
Abhängigkeiten aus Rückverweisen der folgenden Form ergaben: im definierenden
Konzept zu einer Klasse A tritt auf Toplevel eine Existenzrestriktion der Form ∃r.B
auf und im definierenden Konzept zu B gibt es auf Toplevel eine Existenzrestriktion
der Form ∃r′.A. Beispielsweise erhält man zur Klasse DEVICE-IMPLEMENTATION
die Konzeptdefintion

DEVICE-IMPLEMENTATION
.
= MODEL-IMPLEMENTATION u
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class: DEVICE-MODEL
documentation: “an entity which is a model of a device”
superclasses: MODEL
individual-relational-attributes:
implementation: :dom DEVICE-IMPLEMENTATION

:req t
:doc “the implementation of the device-model”

active-interfaces: :dom # ≥ 1{DEVICE-INTERFACE}
:doc “all the interfaces by means of which the device-

model interacts with other models”

DEVICE-MODEL
.
= MODEL u
∃ implementation.DEVICE-IMPLEMENTATION u
∃ active-interfaces.DEVICE-INTERFACE u
∀ active-interfaces.DEVICE-INTERFACE.

Abbildung 9.4: Beispiel für die Übersetzung von Klassenbeschreibungen in Konzept-
definitionen.

∃ is-implementing DEVICE-MODEL u
∀ optional-interfaces.DEVICE-INTERFACE u
∀ required-interfaces.DEVICE-INTERFACE u
∃ required-interfaces.DEVICE-INTERFACE u
∃ has-Behavior.DEVICE-BEHAVIOR u
∀ quantities.VARIABLE

und damit eine zyklische Abhängigkeit der oben beschriebenen Form zum definier-
ten Konzeptnamen DEVICE-MODEL (s. Abbildung 9.4). Diese Rückverweise sind in
dem Sinne redundant, dass sie bei der Entwicklung von VeDa eingeführt wurden, um
Abhängigkeiten in beiden Richtungen explizit zu machen und bei einem beliebigen
Einstiegspunkt in die Hierarchie alle Abhängigkeiten verfolgen zu können. Verzichtet
man also auf die Rückverweise, so geht de facto keine relevante Information verloren.
So konnten für den Einsatz der neuen Dienste die zyklischen Abhängigkeiten in der
TBox einfach dadurch aufgelöst werden, dass die entsprechende Rückverweise aus den
Konzeptbeschreibungen eliminiert wurden. Als Ergebnis erhielten wir eine azyklische
ALE-TBox mit rund 50 atomaren Konzeptnamen, 60 Rollennamen und 60 Konzept-
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Abbildung 9.5: Ein Auszug aus der Subsumtionshierarchie zu den structural modeling
objects von VeDa.

definitionen. Die zugehörige Subsumtionshierarchie ist auszugsweise in Abbildung 9.5
zu sehen. Einen vollständigen Überblick findet man in [SM98a].

Ausgehend von dieser azyklischen ALE-TBox haben wir das Verhalten der Nicht-
Standardinferenzdienste untersucht. Die dabei gewonnenen Erfahrungen werden im
folgenden Unterabschnitt an einem Beispiel zusammenhängend erläutert.

Zum Einsatz der Nicht-Standardinferenzdienste

Die ersten Erfahrungen mit den neuen Diensten wurden bei der Definition einer
Klasse für Reaktoren mit Kühlphase gemacht. Ausgangspunkt war eine Menge von
sieben Beschreibungen solcher Reaktoren. Die Beschreibungen der Reaktoren la-
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gen in frame-basierter Darstellung vor und wurden in ALE-Konzeptbeschreibungen
R1, . . . , R7 übersetzt.

Mit Hilfe des Objektexpolrationsalgorithmus wurde die Subsumtionshierarchie al-
ler LCS zu Teilmengen von O := {R1, . . . , R7} berechnet. Abbildung 9.6 zeigt die
durch das System Anaconda [Nav96] generierte Visualisierung dieser Hierarchie.
Das größte Element des Verbandes entspricht dem LCS aller 7 Reaktoren, das klein-
ste Element dem LCS der leeren Menge, also ⊥. Ein Knoten mit Label lcs(i1 . . . im)
entspricht dem formalen Konzept mit Extension Ri1 , . . . , Rim , also dem LCS von
Ri1 , . . . , Rim . Umgekehrt ist der LCS zu einer beliebigen Menge {Ri1 , . . ., Rin} ge-
geben durch die kleinste obere Schranke der Elemente lcs(Ri1), . . . , lcs(Rin). Intuitiv
entspricht diese genau dem Knoten, der (von unten nach oben den Kanten folgend)
als erster Knoten über jedem der Knoten lcs(Ri1), . . . , lcs(Rin) liegt. Beispielsweise
ist der LCS von R3, R5, R6 gleich lcs(R1, R3, R4, R5, R6).

Statistische Informationen: Im Beispiel enthält die Duquennes-Guigues-Basis
15 Implikationen und der Konzeptverband 30 formale Konzepte. Um mögliche Kan-
didaten für eine neue Klassenbeschreibung zu bestimmen, sind von dieser Menge die

”
trivialen“ LCS ⊥, R1, . . . , R7 abzuziehen. Es bleiben also 22 Kandidaten und von

diesen wurden im Lauf des Algorithmus nur 11 explizit berechnet.

Der Experte benötigte 255 Subsumtionstests und 25 n-äre LCS-Operationen, die
aber durch Wiederverwenden bereits berechneter LCS jeweils durch eine binäre LCS-
Operation berechnet wurden. Die Zahl der Gegenbeispiele betrug ebenfalls 25.

Schließlich wurde noch die Laufzeit bestimmt, die für die einzelnen Teilaufgaben
benötigt wurde, also für die LCS-Operationen, für die Subsumtionstests und für
den

”
Overhead“ der Objektexploration (z.B. Berechnung der · ′′-Operation, Berech-

nung der Pseudo-Hüllen, etc). Es hat sich gezeigt, dass ca. 84% der Zeit für LCS-
Operationen benötigt wurden, 15% für Subsumtionstests und nur rund 1% für den
Rest. Dies deutet darauf hin, dass der Explorationsalgorithmus keinen nennenswerten
Mehraufwand verursacht. Zur Tatsache, dass die LCS-Operationen soviel mehr Zeit
erfordern als die Subsumtionstests, sei noch angemerkt, dass der Subsumtionstest in
FaCT sehr effizient implementiert ist und die LCS-Operation noch nicht optimiert
wurde.

Erkenntnisse aus dem Konzeptverband: Unmittelbar lassen sich zwei Dinge
ablesen:

1. Es gibt keine Subsumtionsbeziehungen zwischen den Beschreibungen der Reak-
toren, da jede Einermenge als Extension eines formalen Konzeptes auftritt.

2. Beschreibung R7 unterscheidet sich sehr stark von den übrigen Beschreibungen,
da der LCS von R7 mit irgendeiner anderen Beschreibung das größte Element
des Verbandes liefert.
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Abbildung 9.6: Die Subsumtionshierarchie der LCS zu den sieben Reaktorbeschrei-
bungen.

Aus der zweiten Beobachtung folgt, dass R7 bei der Generierung eines Vorschlags für
die neue Klassenbeschreibung nicht berücksichtigt werden sollte. Tatsächlich hat sich
bei genauer Betrachtung der Beschreibung R7 gezeigt, dass diese einen Reaktor auf
einer anderen Abstraktionsebene beschreibt als die übrigen Reaktorbeschreibungen.
Dieser Unterschied führt insbesondere dazu, dass der LCS von allen sieben Reaktoren
ein sehr allgemeines Konzept ist, nämlich äquivalent zum bereits definierten Konzept
DEVICE-MODEL.

Offensichtlich ist es nicht sinnvoll, dem Modellierer nun jedes Element aus dem Ver-
band als gleichwertigen Kandidaten für die neue Klasse zu präsentieren. Vielmehr
soll durch geeignete Kriterien eine Vorauswahl getroffen, d.h. eine kleinere Menge
besonders guter Kandidaten bestimmt werden. Im Beispiel wurden hierzu die beiden
folgenden Kriterien eingesetzt:
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EO+H2O

H2O

cooling
water

EG

EO, H2O

lcs(R1, R4, R5)=COMPOSITE-DEVICE-IMPLEMENTATION u
∃ has-part.

(ABSTRACT-PHASE-IMPLEMENTATION u
∃ phenomena.REACTION u
∃ phenomena.CAPACITANCE u
∃ is-coupled-to.
(TWO-FILM-IMPLEMENTATION u
∃ phenomena.HEAT-TRANSFER u
∃ generalizedforces.TEMPERATURE-GRADIENT u
∃ is-coupled-to.

(ABSTRACT-PHASE-IMPLEMENTATION u
∃ phenomena.CAPACITANCE u
∃ materialstructure.HOMOGENEOUS))).

Abbildung 9.7: Die graphische Repräsentation eines Reaktors mit Kühlphase und die
gelernte ALE-Konzeptbeschreibung.

1. Kombinationen von Eingabekonzepten, die zu sehr allgemeinen Konzeptbe-
schreibungen (Sprüngen in der Hierarchie) führen, werden nicht berücksichtigt.

2. Ein Kandidat soll ca. 50% der Eingabekonzepte subsumieren.

Durch das erste Kriterium werden zu allgemeine Kandidaten ausgeschlossen. Im Bei-
spiel schließt dies alle LCS zu Mengen aus, die R7 oder R6 enthalten.1 Das zweite
Kriterium schließt zu spezielle Kandidaten aus, die also z.B. nicht zum gewünschten
Abstraktionsschritt von Bausteinen zu Klassen führen würden.

Damit erhielten wir im Beispiel 9 Kandidaten, nämlich die LCS mit Extensionen der
Mächtigkeit 3, 4 und 5 aus der Menge {R1, . . . , R5}. Diese wurden daraufhin un-
tersucht, ob sie eine aussagekräftige, nachvollziehbare und lesbare Beschreibung für
die neue Klasse liefern. Diese Kandidaten waren allesamt Konzeptbeschreibungen,
die circa 800 atomare Konzept- und Rollennamen enthielten (ausgedruckt füllt jedes
dieser Konzepte knapp sechs DIN-A4 Seiten). Die mit dem heuristischen Rewriting-
Algorithmus berechneten Rewritings zu den genannten Kandidaten enthielten jeweils
nur noch circa 15 Konzept- und Rollennamen. Die Größen aller berechneten LCSs
lagen im Bereich von 600 bis 1000 Konzept- und Rollennamen. Die zugehörigen Re-
writings kamen im Schnitt auf eine Größe von 10 bis 20 Konzept- und Rollennamen.
Insbesondere trat in keinem der Rewritings das in Beispiel 8.26 skizzierte Problem

1Die Beschreibung R6 führt zu einem weniger offensichtlichen Sprung in der Hierarchie als R7

(s. die Kante von lcs(R6) nach lcs(R1, R4, R6) in Abbildung 9.6). Ursache für diesen Sprung ist, dass
zwar nicht der gesamte Reaktor aber die Verbindung zwischen Reaktions- und Kühlphase in R6 auf
einem anderen Abstraktionsniveau beschrieben wurde als in den übrigen Beschreibungen.
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auf, dass aufgrund der Greedy-Heuristik zu viele definierte Namen eingesetzt wurden,
im Gegenteil: es wurde in jedem Rekursionsschritt immer nur genau ein definierter
Name bestimmt, der im Rewriting eingesetzt werden konnte. In dieser Anwendung
scheint also das Problem nicht aufzutreten, dass durch den heuristischen Algorithmus
Rewritings berechnet werden, die aufgrund redundanter definierter Namen merklich
größer als minimale Rewritings sind.

Durch eine Prüfung aller Kandidaten, d.h. aller berechneter LCSs, wurde für dieses
Beispiel nachgewiesen, dass durch die Kriterien der Vorauswahl nicht versehentlich
auch gute Kandidaten ausgeschlossen wurden. Aus der Bewertung der 9 (und aller)
Kandidaten ging schließlich der LCS der Beschreibungen R1, R4 und R5 als der beste
Kandidat hervor. Abbildung 9.7 zeigt rechts die zugehörige Konzeptbeschreibung und
links sieht man die graphische Repräsentation einer Instanz der neuen Klasse, eines
Reaktors mit Kühlphase. Der Zusammenhang zwischen Beschreibung und Reaktor
lässt sich grob wie folgt beschreiben: Der Reaktor ist ein zusammengesetztes Objekt
(COMPOSITE-DEVICE-IMPLEMENTATION), der eine Reaktionsphase enthält (∃
has-part.(ABSTRACT-PHASE-IMPLEMENTATION u . . .) ), die von einer Wand
umgeben ist (∃ is-coupled-to.(TWO-FILM-IMPLEMENTATION u . . .) ), die wie-
derum mit einer Kühlphase verbunden ist (∃ is-coupled-to.(ABSTRACT-PHASE-
IMPLEMENTATION u . . .) ).

Zusammenfassend haben wir insbesondere durch das oben beschriebene Beispiel den
Eindruck gewonnen, dass der Einsatz des BL-Systems FaCT und der Nicht-Standard-
inferenzen eine sinnvolle Unterstützung bei der Strukturierung und Verwaltung der
Wissensbasis bieten kann. Dabei liefern die neuen Dienste Beschreibungen, die für
die Modellierer lesbar und verständlich sind und somit als Ausgangspunkt für die
Definition neuer Klassen dienen können. Dadurch wird die Pflege der Wissensbasis,
genauer ihrer Struktur, bei zunehmender Anzahl von Klassen und Bausteinen er-
leichtert, was wiederum eine effektivere Wiederverwendung von Bausteinen bei der
Prozessmodellierung ermöglicht.
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Kapitel 10

Zusammenfassung

Das Ziel der Kooperation zwischen dem Lehr- und Forschungsgebiet Theoretische
Informatik und dem Lehrstuhl für Prozesstechnik besteht darin, die Einsetzbarkeit
von BL-Systemen und ihrer Standard- sowie Nicht-Standardinferenzdiensten zur Un-
terstützung der Strukturierung und Pflege der Wissensbasis in der von den Prozess-
technikern entwickelten Modellierungsumgebung ModKit zu untersuchen.

Im Rahmen des dieser Arbeit zugrundeliegenden Forschungsprojektes lag das Haupt-
augenmerk auf der Entwicklung und Umsetzung eines Szenarios zur Unterstützung
der Erweiterung der Wissensbasis, genauer: zur Unterstützung der Definition neuer
Klassen von Bausteinen. Die entwickelten Szenarien wurden ausführlich in Kapitel 4
vorgestellt. Sie beschreiben das Zusammenspiel der Nicht-Standardinferenzen MSC,
LCS und Rewriting bei der Definition einer neuen Klasse bzw. der zugehörigen Kon-
zeptbeschreibung. Für die formale Untersuchung dieser drei Inferenzen bzgl. Existenz,
Berechenbarkeit und Komplexität wurde als Zielsprache die BL ALE gewählt, da in
dieser BL wesentliche Aspekte der Klassen- und Bausteinbeschreibungen ausgedrückt
werden können. Darüberhinaus wurde argumentiert, dass die Berechnung des LCS
zu einer Menge von Konzeptbeschreibungen {C1, . . . , Cn} im allgemeinen keine aus-
reichende Unterstützung bei der Erweiterung der Wissensbasis liefert. Vielmehr ist
es häufig nützlicher, dem Modellierer die Subsumtionshierarchie aller LCS zu allen
Teilmengen von {C1, . . . , Cn} zur Auswahl geeigneter Kandidaten für neue Klassen
anzubieten.

In Kapitel 5 wurde Existenz und Berechenbarkeit des LCS für n ALE-Konzeptbe-
schreibungen nachgewiesen. Die Basis für diesen Nachweis bildete die Charakterisie-
rung der Subsumtion in ALE durch Homomorphismen zwischen ALE-Beschreibungs-
bäumen. Darüberhinaus wurde gezeigt, dass bereits der LCS von zwei ALE-Konzept-
beschreibungen exponentiell groß in der Größe der Ausgangskonzepte sein kann. In
Kapitel 6 wurde der Objektexplorationsalgorithmus aus der Formalen Begriffsanaly-
se vorgestellt, der dafür bekannt ist, dass er in vielen praktischen Anwendungen eine
effiziente Berechnung des Konzeptverbandes zu einem formalen Kontext erlaubt. Um
diesen Algorithmus für eine effiziente Berechnung der Subsumtionshierarchie der LCS
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zu allen Teilmengen einer Menge {C1, . . . , Cn} von Konzeptbeschreibungen einzuset-
zen, wurde zur Menge {C1, . . . , Cn} ein formaler Kontext definiert und für dessen
Konzeptverband nachgewiesen, dass er isomorph zur gesuchten LCS-Hierarchie ist.

Wie in Kapitel 7 gezeigt existiert das MSC zu einem Individuum a bzgl. einer ALE-
ABox im allgemeinen nicht. Um dennoch eine möglichst spezielle Beschreibung zu a zu
erhalten, wurde der Begriff der k-Approximation eingeführt. Leider gelang der Nach-
weis der Existenz und Berechenbarkeit einer solchen k-Approximation für ALE nur
für endliche Signaturen und mit Hilfe eines inpraktikablen Algorithmus. Nur für die
Teilsprachen EL und EL¬ konnte eine Charakterisierung der k-Approximation gefun-
den werden, die die Entwicklung eines praktikablen Algorithmus erlaubt. Grundlage
hierfür war jeweils die Entwicklung einer Charakterisierung der Instanz durch Ho-
momorphismen zwischen Beschreibungsbäumen und Beschreibungsgraphen. Aus der
Charakterisierung der k-Approximation wurde für EL und EL¬ auch jeweils eine Cha-
rakterisierung des MSC für azyklische Aboxen abgeleitet. Sowohl für ALE als auch die
Teilsprachen wurde schließlich nachgewiesen, dass das MSC und die k-Approximation
exponentiell groß in der Größe der ABox (und k) sein kann.

Die Untersuchung des minimalen Rewriting Problems in Kapitel 8 wurde in zwei Teile
geteilt. Zunächst wurde die Komplexität des induzierten Entscheidungsproblems für
die BLen FL0, ALN , ALE und ALC untersucht. Der zweite Teil konzentrierte sich auf
das eigentliche Berechnungsproblem für ALE . Aufbauend auf den zu diesem Zweck
eingeführten Begriffen Extension und Reduktion bzgl. einer TBox wurde ein nicht-
deterministischer Algorithmus entwickelt, der die Berechnung eines bzw. aller mini-
malen Rewritings zu einer ALE-Konzeptbeschreibung bzgl. einer ALE-TBox erlaubt.
Es wurde gezeigt, dass sich ein minimales Rewriting mit polynomiellem Platzauf-
wand berechnen lässt, die möglicherweise exponentiell große Menge aller minimalen
Rewritings aber nur mit exponentiellem Zeitaufwand. Aufbauend auf dem nichtde-
terministischen Algorithmus wurde schließlich noch ein Algorithmus entwickelt, der
durch den Einsatz einer Greedy-Heuristik die Berechnung (nicht notwendig minima-
ler) Rewritings in deterministisch polynomieller Zeit mit einem Orakel für Subsumtion
modulo TBox in ALE erlaubt.

Im Anschluss an die technischen Kapitel wurde in Kapitel 9 die prototypische Imple-
mentierung der entwickelten Algorithmen sowie die Anbindung des derartig erweiter-
ten BL-Systems FaCT an die Modellierungsumgebung ModKit beschrieben. Die bei
der Umsetzung der entwickelten Szenarien in der Anwendung gemachten positiven
Erfahrungen wurden dann anhand eines Beispiels dargestellt.

Zum Abschluss dieser inhaltlichen Zusammenfassung sei zu den bisher erzielten Re-
sultaten für Nicht-Standardinferenzen noch angemerkt, dass insgesamt—gerade auch
durch die am Lehr- und Forschungsgebiet Theoretische Informatik erzielten Ergeb-
nisse [BN98, BK98, BKM99a, BKBM99, BK00a, BKM00, BM00, Küs00]—ein Stand
der Forschung erreicht ist, der bereits über die Ergebnisse zu den Standardinferenzen
in der zweiten Phase hinausgeht (vgl. die historische Einteilung in vier Phasen aus
Abschnitt 3.1).
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Offene Probleme

Als das am Ende dieser Arbeit wesentliche offene Problem bzgl. der gemäß den Sze-
narien aus Kapitel 4 für ALE zu untersuchenden Nicht-Standardinferenzen sei hier
das MSC in ALE bzw. in den Subsprachen EL und EL¬ erwähnt. Wünschenswert
ist eine Charakterisierung des MSC durch zyklische Konzeptbeschreibungen, wie sie
in [BK98] für ALN entwickelt wurde. Dies wiederum erfordert zunächst geeigne-
te Charakterisierungen der Semantik zyklischer ALE-Konzeptbeschreibungen sowie
der Instanz und Subsumtion modulo zyklischer ALE-TBoxen. Gelingt der Nachweis
von Existenz und Berechenbarkeit des MSC für zyklische Konzeptbeschreibungen, so
wären für die Umsetzung der Szenarien auch die Nicht-Standardinferenzen LCS und
Rewriting für zyklische ALE-Konzeptbeschreibungen als offene Probleme zu betrach-
ten. Zu diesen Problemen liegen aber noch keine vielversprechenden Ansätze aus der
Literatur oder angrenzenden Forschungsbereichen vor.

Ausblick

Im folgenden werden Ansätze und Ideen für weitere Anwendungsszenarien beschrie-
ben, die bei der Fortführung unserer Kooperation im Rahmen des DFG-Forschungs-
projektes

”
Neuartige Schlussfolgerungsverfahren zur Unterstützung des Aufbaus und

der Wartung von Wissensbasen in Beschreibungslogiken“ in den kommenden Jahren
verfolgt werden sollen.

Erweiterung der Ergebnisse

Hierzu zählt zum einen die Optimierung der Implementierung der bisher entwickelten
Algorithmen sowie die Anbindung des BL-Systems an ModKit mit CORBA. Ziel ist es,
die Durchführung von Fallstudien zu erleichtern, um so einen fundierteren Eindruck
von den Möglichkeiten und den Grenzen der Einsetzbarkeit von BL-Systemen mit
Nicht-Standardinferenzen in der Anwendung zu erhalten.

Zum anderen wird eine Erweiterung der theoretischen Ergebnisse auf ausdrucksstärke-
re BLen angestrebt. Besonders interessant wäre hier die Untersuchung des LCS für
die BLen ALEN und ALQ,1 da diese BLen speziellere Übersetzungen von Klassenbe-
schreibungen zulassen würden. Beispielsweise kann der Frame-Eintrag

device-models :dom # ≥ 2{DEVICE-MODEL} :req t

1ALEN erweitert ALE um Zahlenrestriktionen. ALQ erlaubt neben Konjunktion, primitiver
Negation und Werterestriktionen noch sogenannte qualifizierte Zahlenrestriktionen der Form (≥
n r C), (≤ n r C) (s. z.B. [HB91] für eine formale Definition von Syntax und Semantik dieses
Konstruktors).
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aus der VeDa-Klassenbeschreibung zu COMPOSITE-DEVICE-IMPLEMENTATION
in die ALQ-Konzeptbeschreibung

(≥ 2 device-models DEVICE-MODEL)

übersetzt werden, der in ALEN bzw. ALE durch die allgemeinere Konzeptbeschrei-
bung

∃ device-models.DEVICE-MODEL u (≥ 2 device-models)

bzw.

∃ device-models.DEVICE-MODEL

beschrieben wird. Man beachte, dass ALEN eine Teilsprache von ALQ ist, da ∃r.C
äquivalent zu (≥ 1 r C) ist. Zunächst ALEN zu betrachten macht jedoch Sinn, um so
einen Eindruck und erste Lösungsansätze von den insgesamt in ALQ zu lösenden Pro-
blemen bei der Berechnung des LCS zu erhalten. In [Man99] finden sich erste Ansätze
für die Charakterisierung des LCS in diesen BLen, jedoch sind die vorgestellten Al-
gorithmen nicht vollständig und die Beweise zu Existenz und Berechenbarkeit sind
noch lückenhaft.

Anwendungsszenario zum Entdecken und Vermeiden von Redundanzen

Die Wissensbasis von ModKit wird mittlerweile seit einigen Jahren von mehreren Mo-
dellierern aufgebaut und ständig erweitert. Hieraus ergibt sich das Problem, dass von
Zeit zu Zeit (und bei zunehmender Größe der Wissensbasis immer häufiger) redun-
dante Klassen in die Wissensbasis eingefügt werden, d.h., intuitiv gleiche Konzepte
treten unter verschiedenen Namen oder Definitionen mehrfach in der Wissensbasis
auf. Zur Lösung dieses Problems ist ein Systemdienst zum Entdecken und Vermeiden
von Redundanzen wünschenswert, d.h. ein Dienst, der zu einer gegebenen Klassenbe-
schreibung prüft, ob bereits eine äquivalente Klasse in der Wissensbasis existiert.

Intuitiv würde man versuchen, einen solchen Dienst unter Verwendung des Äquiva-
lenztests des BL-Systems zu realisieren: die Klassenbeschreibung der neu einzufügen-
den Klasse wird in eine Konzeptbeschreibung übersetzt und in die bereits existierende
Hierarchie eingeordnet. Ist sie äquivalent zu einem bereits definierten Konzept, so ist
die neue Klasse redundant und sollte nicht eingefügt werden. Andernfalls wird sie in
die Wissensbasis aufgenommen.

Dieser Ansatz ist jedoch nicht immer ausreichend [Küs00, BN98]. Die Ursache hierfür
ist, dass in der neuen und den existierenden Beschreibungen möglicherweise für ein
atomares Konzept verschiedene Namen verwendet werden oder sie auf unterschied-
lichen Abstraktionsniveaus beschrieben werden (s. z.B. die Einleitung von [BK00a] für
eine ausführlichere Beschreibung des Problems). In verschiedenen Arbeiten [BKBM99,
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· · · · · ·

· · · · · ·

D lcs(C1, C2)

·

>

intuitv ≡?

C1 C2

· · · · · ·
·

Datenmodell S1 Datenmodell S2

intuitiv @

Abbildung 10.1: Idee eines Szenarios zur Unterstützung der Integration von Daten-
modellen.

BK00a, Küs00] wird der folgende auf der Nicht-Standardinferenz Matching von Kon-
zeptbeschreibungen basierende Lösungsansatz vorgestellt: Angenommen, ein Modellie-
rer möchte eine neue Konzeptbeschreibung in die Wissensbasis einfügen, ist sich aber
nicht sicher, ob für Teile der Konzeptbeschreibung bereits eine und wenn ja welche
Beschreibung vorliegt. Dann hat er die Möglichkeit, ein sogenanntes Konzeptpattern
zu definieren, in dem diese Teile durch sogenannte Konzeptvariablen beschrieben sind.
Ein Matching-Algorithmus sucht dann eine Substitution der Variablen, sodass man
eine Konzeptbeschreibung erhält, die äquivalent zu einer bereits existierenden Kon-
zeptbeschreibung ist. Gibt es eine solche Substitution, so erhält der Modellierer zum
einen die möglichen Beschreibungen der durch Variablen ersetzten Teile der Konzept-
beschreibung und weiß zum anderen, dass das neue Konzept redundant wäre, es also
nicht eingefügt werden sollte.

Umfassende theoretische Resultate zum Matching in Classic [BKBM99] und in ALE
[BK00a, Küs00] liegen bereits vor. Da die insbesondere für ALE entwickelten Algo-
rithmen sehr komplex sind, wäre hier jedoch zunächst zu untersuchen, ob sich das
skizzierte Szenario mit diesen Algorithmen umsetzen lässt oder ob alternative Ver-
fahren für den Einsatz in der Anwendung entwickelt werden müssen.

Anwendungsszenario zur Integration von Datenmodellen

In [BSM00] argumentieren die Autoren, dass in den vergangenen Jahren viele rech-
nergestützte Ansätze zur Unterstützung der Modellierung chemischer Prozesse vor-
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gestellt worden sind, eine signifikante Verbesserung der Unterstützung aber nur noch
erreicht werden kann, wenn der Modellierungsprozess in seiner Gesamtheit unterstützt
wird. Dies wiederum erfordert die Integration von Software-Werkzeugen in einer Ent-
wicklungsumgebung. Da jedoch die Software-Werkzeuge auf verschiedene Datenmo-
delle aufsetzen, die die Daten der jeweils unterstützten Teilprozesse modellieren, ist
intuitiv klar, dass für eine erfolgreiche Integration der Werkzeuge ein automatischer
Datenaustausch zu gewährleisten ist. Dieser wiederum erfordert die Integration von
Datenmodellen.

Für dieses insbesondere aus dem Datenbank- und Data Warehouse-Bereich bekann-
te Problem wurden bereits viele Ansätze und Techniken entwickelt, die sich nach
[CdGL+99] in zwei Kategorien einteilen lassen: (1) Techniken zur Konstruktion eines
integrierten Datenmodells und (2) Techniken zur Definition von Transformationen
zwischen verschiedenen Datenmodellen.

Der bekannteste Ansatz zur Unterstützung der Integration von Datenmodellen durch
BLen ist der sogenannte assertionale Ansatz [BC86, CL93, CGL+98b, CdGL+99].
Hierbei werden die zu integrierenden Datenmodelle in (hinreichend ausdrucksstarke)
BLen übersetzt und zu einem integrierten Datenmodell vereinigt, wobei zusätzlich
Beziehungen zwischen den Datenmodellen durch sogenannte integration assertions
in der erhaltenen Terminologie formuliert werden. Diese Assertionen reichen von Na-
mensäquivalenzen der Form A ≡ B mit Namen A,B aus verschiedenen Datenmodel-
len über Abbildungen A ≡ C von Namen eines Datenmodells auf komplexe Beschrei-
bungen C in einem anderen Datenmodell bis hin zu generellen Inklusionsbeziehungen
C v D zwischen komplexen Beschreibungen C,D verschiedener Datenmodelle. Stan-
dardinferenzdienste erlauben in diesem Ansatz die automatische Konsistenzprüfung
und Berechnung von Subsumtionsbeziehungen innerhalb des erhaltenen Datenmo-
dells.

In [BK00b] stellen die Autoren ein Rahmenwerk vor, in dem Matching und Unifikation
von Konzeptbeschreibungen eingesetzt werden kann, um geeignete Abbildungen zwi-
schen Namen und Konzeptbeschreibungen verschiedener Datenmodelle zu berechnen.
Dabei wird zum einen versucht, den Begriff ‘geeignete Abbildung’ formal zu fassen.
Zum anderen wird gezeigt, dass der Nutzung struktureller Informationen, d.h. von
Subsumtionsbeziehungen innerhalb der verschiedenen Datenmodelle, bei der Suche
nach solchen Abbildungen Grenzen gesetzt sind.

Zu untersuchen, inwiefern sich diese beiden Ansätze bei der Integration der Daten-
modelle in der Prozesstechnik einsetzen lassen, könnte Gegenstand künftiger gemein-
samer Arbeiten sein. Ausgehend von einer Übersetzung der Datenmodelle und ins-
besondere des integrierten Modells in eine BL-Terminologie ist außerdem eine Un-
terstützung durch die in dieser Arbeit untersuchten Nicht-Standardinferenzen denk-
bar: Dem ersten Szenario aus Abschnitt 4.2 folgend, lassen sich beispielsweise LCS
und Rewriting einsetzen, um die Struktur des integrierten Datenmodells zu verfeinern.
Darüberhinaus ist das Folgende eine grobe Idee eines Szenarios zur Unterstützung
der händischen Integration von Datenmodellen und insbesondere der Definition der
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oben erwähnten Assertionen: Angenommen, dem Modellierer liegen zwei Datenmo-
delle S1 und S2 in Form einer vereinigten BL-Terminologie vor und er findet zwei
Konzepte C1, C2 des einen Modells, die intuitiv Unterkonzepte eines Konzeptes D im
anderen Modell sind, wobei keines dieser Konzepte intuitiv gleich mit einem Kon-
zept des jeweils anderen Datenmodells ist (s. Abbildung 10.1). Die Berechnung des
LCS von C1, C2 liefert nun ein Konzept C, das Oberkonzept von C1 und C2 ist und
damit auch intuitiv ähnlicher zu D. Erkennt der Modellierer sogar eine (intuitive)
Spezialisierungs- oder Äquivalenzbeziehung zwischen C und D, kann er die entspre-
chende Assertion definieren. Man beachte, dass aufgrund der unterschiedlichen Na-
men in den verschiedenen Datenmodellen ein Subsumtionstest zwischen C und D
im allgemeinen keinen Sinn macht (vgl. auch die Motivation für das Matching von
Konzeptbeschreibungen), sodass hier der Modellierer mit seinem Expertenwissen die
Spezialisierungsbeziehung erkennen und als Assertion von Hand festschreiben muss.
Dieses Szenario könnte in künftigen Arbeiten zunächst genauer spezifiziert und dann
bzgl. seiner Anwendbarkeit in der Prozesstechnik untersucht werden.

Fazit

Insgesamt ist der Einsatz von BLen in der Prozesstechnik, wie er im Rahmen der
Kooperation zwischen dem Lehr- und Forschungsgebiet Theoretische Informatik und
dem Lehrstuhl für Prozesstechnik betrieben wird, positiv zu bewerten.

So sind einerseits für die Unterstützung der Prozessmodellierung BL-Systeme und
neue Dienste als Mittel zur Strukturierung und Pflege der Wissensbasis bereit gestellt
worden. Grundlage hierfür war der Nachweis, dass relevante Aspekte der betrachte-
ten Klassen und Bausteine in einer BL-Wissensbasis repräsentiert werden können und
die Inferenzdienste für die Modellierer verwertbare Ergebnisse wie z.B. die Speziali-
sierungshierarchie liefern.

Umgekehrt ist für den Bereich BL die Prozesstechnik als ein komplexer, technischer
Anwendungsbereich erschlossen worden. Zum einen sind, motiviert durch die dort
vorgefundenen Anforderungen, Ausdrucksstärke und Komplexität von BLen sowie
Standard- und Nicht-Standardinferenzdienste formal untersucht worden, wodurch
insgesamt ein tieferes Verständnis dieser Familie von Wissensrepräsentationsforma-
lismen sowie seiner Einsetzbarkeit geschaffen worden ist. Zum anderen konnte auch
gezeigt werden, dass BL-Systeme in solch komplexen Anwendungsszenarien sinnvoll
eingesetzt werden können.
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