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1 Einleitung

In der modernen Gesellschaft haben Computer eine grofse Bedeutung und sind als techni-
sches Hilfsmittel unabdingbar. Mit dem Wort "Computer”" wird dabei stets eine elektroni-
sche Maschine verbunden. Jedoch stof3t dieses konventionelle Rechenkonzept zunehmend
sowohl auf physikalische als auch technische Grenzen. In den vergangenen Jahren wurde
daher nach alternativen Computing-Konzepten gesucht, die in der Lage sein sollen, Be-
rechnungen in kiirzerer Zeit und mit weniger Speicherplatzbedarf durchzufiihren. Eine
Zielstellung ist beispielsweise das Losen kombinatorischer Suchprobleme (NP-Probleme)
mit angemessenem Ressourcenverbrauch. Das sogenannte Future-Computing mit seinen
Auspragungen Quanten Computing, Neural Computing, Evolutionary Computing und Mo-
lecular Computing steht derzeit im Mittelpunkt des Forschungsinteresses. Das Molecular
Computing stellt in diesem Zusammenhang ein sehr aussichtsreiches Konzept dar, wel-
ches Prozesse in nattirlichen Zellen nachahmen soll und in Bezug auf Nutzbarkeit sowie
praktischer Anwendung sehr vielversprechend erscheint. Beim Molecular Computing
werden Molekiile als Datentrdger bzw. Speichermedium zum Einsatz gebracht und als
Eingabedaten bereitgestellt. Die Rechenoperationen sollen dabei durch chemische Re-
aktionen auf diesen organischen Molekiilen nachgebildet werden. Je nach gewidhltem
Datentrdager wird im Molecular Computing zwischen DNA-, RNA- und Protein-Computing
unterschieden. In diesem Zusammenhang hat das DNA-Computing, bei dem Desoxy-
ribonucleinsdure (DNA) als Datentrager zum Einsatz kommt, grofie Bedeutung erlangt,
weil es eine Vielzahl niitzlicher Figenschaften aufweist. Da eine Operation gleichzeitig auf
mehrere DNA-Strange wirkt, arbeitet das DNA-Computing massiv datenparallel. Dartiber
hinaus zeichnet sich das DNA-Computing durch eine hohe Speicherkapazitit aus: die
Leistungsparameter wie Speicherdichte und -kapazitit konventioneller Rechner werden
hierbei um mehrere Zehnerpotenzen tibertroffen. Aufierdem gilt das DNA-Computing
als ein umweltfreundliches Konzept, da es ein verschleifdfreies, recyclefdhiges Konzept
darstellt, das einen geringen Energieverbrauch aufweist. Zentrales Forschungsziel im
DNA-Computing ist der Aufbau eines universellen DNA-Computers, wobei momentan
noch offen ist, wann ein solcher Computer praktisch realisiert werden kannﬂ

Die Insertion-Deletion-Systeme, welche im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen, stellen ein
abstraktes Modell auf dem Gebiet des DNA-Computings dar. Ein abstraktes Modell be-
zeichnet in diesem Zusammenhang ein formales Konzept, bei dem die wesentlichen
Eigenschaften eines natiirlichen Systems formalisiert sowie komplexe Prozesse idealisiert
dargestellt und mathematisch betrachtet werden. Insertion-Deletion-Systeme verwenden
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1 Einleitung

zwei Operationen, welche durch Manipulation von Zeichenketten Berechnungen simulie-
ren: die Insertion-Operation bezeichnet das Einfiigen von Zeichen in eine Zeichenkette
und die Deletion-Operation das Loschen von Zeichen aus einer Zeichenkette. E|

In dem einfiihrenden Kapitel 2 werden zunédchst wichtige Begriffe aus der Theoretischen
Informatik sowie der Molekularbiologie vorgestellt und an kurzen Beispielen verdeut-
licht. Das Kapitel 3 bildet den Kern dieser Arbeit. Dort werden zuerst wichtige Begrif-
fe der Insertion-Deletion-Systeme definiert und anschliefSend eine laborpraktische Im-
plementierung der Insertion- und Deletion-Operation betrachtet. Dariiber hinaus wird
die Universalitdt der Insertion-Deletion-Systeme gezeigt sowie untersucht, welchen Ein-
fluss die Modellparameter eines Insertion-Deletion-Systems auf die Universalitdt des
Modells haben. Kapitel 4 fasst die Resultate dieser Arbeit am Schluss noch einmal zusam-
men.

2 vgl. [Ste06] Kapitel 1



2 Grundlegende Definitionen

In diesem Kapitel sollen ausgewdhlte Begriffe definiert werden, die zum Verstandnis
der vorliegenden Arbeit elementar sind. Wahrend im ersten Teil wichtige Definitionen
zum Teilgebiet der Theoretischen Informatik vorgestellt werden, sollen im zweiten Teil
des Kapitels Begriffe aus der Molekularbiologie definiert werden. Die Definitionen und
Einfiihrungen sind [Baal0], [Stul2], [PRS98] sowie [HS04] entnommen und an [Ste06]
angelehnt.

2.1 Grundlagen aus der Theoretischen Informatik

2.1.1 Alphabete, Worter und Sprachen

In der Theoretischen Informatik werden Daten durch Folgen von Zeichen dargestellt. Diese
Zeichen stammen aus einem Alphabet, das mit . bezeichnet wird und als eine endliche
nichtleere Menge von Zeichen (z.B. a, b, ¢, ...) definiert ist. Uber diesem Alphabet kénnen
(analog zu nattirlichen Sprachen) Worter gebildet werden. Ein Wort {iber dem Alphabet &
ist als eine endliche Folge von Zeichen w = aja;...a, mit a; € X definiert. Worter konnen
miteinander verkettet werden mittels der Operation Konkatenation: wy - wp := wiws (z.B.
ab - bb = abbb). Mit |w| wird die Linge des Wortes w bezeichnet, welche der Anzahl der
Zeichen in w entspricht (z.B. |w| = |ab| = 2). Das Zeichen ¢ kennzeichnet das leere Wort
und besitzt die Lange Null. 2* bezeichnet die Menge aller Worter iiber dem Alphabet &
und X7 := X* \ {e} die Menge aller nichtleeren Woérter tiber ¥.. Eine formale Sprache tiber
dem Alphabet X bezeichnet in diesem Zusammenhang eine Menge L von Wortern mit
L C X*. Beispielsweise ist die Menge aller bindren Worter eine formale Sprache iiber dem
Alphabet >~ = {0,1} (z.B. w = 011110111).

Seien L, L; und L, formale Sprachen iiber dem Alphabet £. Dann lassen sich folgende
Operationen auf Sprachen definieren:

e [1ULy={w|w € Ljoderw € L} bezeichnet die Vereinigung zweier Sprachen.
e [1NLy={w|w e Lyundw € Ly} bezeichnet den Schnitt zweier Sprachen.

e L =%*\ L bezeichnet das Komplement einer Sprache.
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e [1®Ly = {wy-wp | wy € Ly, wy € Ly} bezeichnet die Konkatenation (also die
Verkettung) zweier Sprachen, wobei L; ® {e} = L1 und L1 ® @ = @ gilt. {e} kenn-
zeichnet dabei die Sprache, welche nur das leere Wort € enthélt und ist das neutrale
Element der Konkatenation iiber Sprachen; © kennzeichnet die leere Sprache und ist
das absorbierende Element der Konkatenation iiber Sprachen.

e Die Operation Kleene-Stern * wird als iterative Konkatenation definiert:

L0:= {e}

R S §

L*:=JL"
n>0

Lt:=[JL"
n>1

2.1.2 Chomsky-Grammatiken

Formale Sprachen umfassen oftmals eine unendliche Anzahl von Wortern. Daher kon-
nen sie nicht explizit aufgeschrieben werden, sondern es wird ein anderes Modell zur
Beschreibung dieser Sprachen benétigt. Chomsky-Grammatiken sind ein endliches Be-
schreibungsmodell, die sich fiir diesen Zweck sehr gut eignen.

Definition 2.1.1 (Chomsky-Grammatik).

Eine Chomsky-Grammatik G ist ein Quadrupel G = (V, %, P, S), wobei die Komponenten
folgende Bedeutung haben: V' kennzeichnet das Alphabet der Nichtterminalsymbole
(Variablenmenge), ¥ das Alphabet der Terminalsymbole mit V NX = @, die nichtleere
endliche Menge P C ((VUX)*®@V® (VUX)*) x ((VUZX)*) bezeichnet die Regelmenge
und S € V das Startsymbol (Axiom).

Mit Hilfe einer Grammatik konnen also Worter iiber einem Alphabet generiert werden,
wobei die Menge P die Regeln definiert, die angewendet werden diirfen, um ein Wort
durch ein anderes Wort zu ersetzen (bzw. es aus einem anderen Wort abzuleiten). Formal
wird das direkte Ableiten eines Wortes i aus einem Wort x dargestellt als x =g y, wobei
x1, Xy € (VUZX)* existieren miissen sowie u = v € P, so dass x = xqux; und y = x10x,
gilt. Mit x =, y wird entsprechend ausgedriickt, dass y in n Schritten aus x ableitbar ist
und mit x = y, dass y aus x ableitbar ist, d.h. es existiert ein n > 0, so dass x ={, v gilt.
Die durch eine Grammatik beschriebene Sprache ist nun die Menge der Worter, die
ausgehend vom Startsymbol S durch wiederholtes Ersetzen unter Anwendung der Regeln
aus P, generiert werden konnen.

Definition 2.1.2 (Die von einer Chomsky-Grammatik beschriebene Sprache).
Sei G = (V,%,P,S) eine Chomsky-Grammatik. Die durch G beschriebene (generierte)
Sprache ist definiert durch L(G) = {x € ©¥* | S =§ x}.
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Um die obigen Definitionen zu verdeutlichen, wird nun ein kurzes Beispiel betrach-
tet:

Beispiel 2.1.3 (Die von einer Chomsky-Grammatik beschriebene Sprache).
Gegeben sei die Grammatik G = (V,%,P,S) mitV = {S}, L ={a}undP={S=¢ S =
aaS}. Die von G beschriebene Sprache ist L(G) = {a®" |n € N}.

Die von Grammatiken generierten Sprachen konnen in verschiedene Sprachklassen un-
terteilt werden. Die Chomsky-Grammatiken beschreiben genau die Klasse der rekursiv
aufzdhlbaren Sprachen RE, mit deren Hilfe alle berechenbaren Funktionen beschrieben
werden konnen. Diese Sprachklasse erzielt also eine Berechnungsstiarke dquivalent zur
Turingmaschine. Jedes Berechnungsmodell, das eine solche Sprache beschreiben kann,
wird universell genannt. Indem die Regeln einer Grammatik eingeschriankt werden,
wird die Sprachklasse verkleinert und es lassen sich die folgenden Typen unterschei-
den:

Definition 2.1.4 (Typen von Chomsky-Grammatiken, Sprachklassen).
Sei G = (V, X%, P,S) eine Chomsky-Grammatik.

¢ Jede Grammatik G heifst Grammatik vom Typ 0. Eine Typ-0-Grammatik beschreibt
die Sprachklasse der rekursiv aufzihlbaren Sprachen (RE).

e G heifst Grammatik vom Typ 1, falls jede Produktion von G die Form uj Auy = ujwu,
mitA €V, uy,up,w € (ZUV)*und |w| > 1oder S = ehat.Ist S = ¢ € P, so kommt
S nicht auf der rechten Seite einer Produktion vor. Die von einer Typ-1-Grammatik
beschriebene Sprache wird kontextsensitiv (CS) genannt.

e G heifst Grammatik vom Typ 2, falls jede Regel von G die Form A = w hat mit
A € Vund w € (XU V)* Eine Grammatik vom Typ 2 beschreibt die Sprachklasse
der kontextfreien Sprachen (CF).

e G heifst Grammatik vom Typ 3, falls jede Regel von G die Form A = uB oder A = u
hat, wobei A, B € V und u € X*. Die von einer Typ-3-Grammatik generierte Sprache
wird rechtslinear oder requlir (REG) genannt.

Die Chomsky-Hierarchie setzt die vorgestellten Grammatik-Typen in folgende Beziehung

zueinander:
REG C CF C CS C RE bzw. L(G3) - L(Gz), L(Gl) - L(Go)

2.1.3 Normalformen

Grammatiken verschiedenen Typs lassen sich in sogenannte Normalformen transformie-
ren bzw. standardisieren. Nachfolgend sollen drei verschiedene Normalformen fiir Typ-0-
Grammatiken definiert werden, welche in der vorliegenden Arbeit in spateren Abschnitten
verwendet werden und fiir die effiziente Anwendung verschiedener Algorithmen von
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grofier Bedeutung sind. Dartiiber hinaus sollen Transformationsvorschriften angegeben
werden, die jede beliebige Chomsky-Grammatik G = (V, X%, P, S) effizient in eine dqui-
valente Grammatik G’ = (V/,%, P/, S) in Kuroda-, Penttonen- bzw. Geffert-Normalform
mit L(G)=L(G’) tiberfithren kdnnen. Die Definitionen sowie der Transformationsalgorith-
mus zur Umwandlung einer beliebigen Grammatik in eine dquivalente Grammatik in
Kuroda-Normalform sind [Stul2]] entnommen.

Definition 2.1.5 (Kuroda-Normalform).
Sei G = (V,%, P,S) eine Chomsky-Grammatik vom Typ O sowie X, Y, U, Z € V,x € 2. G
ist in Kuroda-Normalform, wenn alle Regeln € P eine der folgenden Formen besitzen:

e X = x,

o X =g

e X = YZ oder
e XY = UZ.

Mit folgendem Algorithmus lésst sich jede Chomsky-Grammatik G = (V, %, P, S) effizient
in eine dquivalente Grammatik G’ = (V/,%, P/, S) in Kuroda-Normalform transformieren:
Sei G = (V,X%, P,S) eine Chomsky-Grammatikund X;, Y; € V, x; € £, i € V'\ {0}.

1. Es wird V":=V und P":=P gesetzt.

2. Injeder Regel (1,v) € P’ mit length(u) > 1 und length(v) > 1 wird jedes Vorkom-
men von x; durch ein neues Nichtterminalsymbol D; € V ersetzt und P’ die Regel
D; = x; hinzugefiigt.

3. Jede Regel der Form Xj..X,, = Y7...Yy, € P’ mitm > 2, n < m wird durch folgende
Regeln € P’ ersetzt:
X1 Xm = Y1..YyE1..Ep, Ej = emitp = m—n, | € {1,...,p} und die neuen
Nichtterminalsymbole E;...E, der Menge V” hinzugefiigt.

4. Jede Regel der Form Xj..X,; = Y7...Y, € P’ mit2 < m < n, wobei m und n nicht
beide gleich 2 sind, wird durch die folgenden Regeln € P’ ersetzt:
X1Xo = Y1F, X3 = Y)F;, ..., Fy 1 X = Yu_1Fn,
Fy = YmFnt1, Fnvr = Yme1Fns2, oo Fio1 = Yn1Ya
und die neuen Nichtterminalsymbole F,, ..., F,,_1 der Menge V" hinzugefiigt.

5. Jede Regel der Form X; = Y3..Y; € P’,k > 3 wird durch k — 1 Regeln der Form
X; = Y1Cy, Co = Y5C3, ..., Cr_q1 = Yi_1C; € P’ ersetzt und die neuen Nichttermi-
nalsymbole Cy, ..., Cx_1 der Menge V” hinzugefiigt.

6. Jede Regel der Form X; = Y; € P’ wird durch die Regeln X; = Y;E € P’ und
E = ¢ € P’ ersetzt.

Neben der Kuroda-Normalform stellt auch die Penttonen-Normalform eine wichtige
Standardform fiir Typ-0-Grammatiken dar.
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Definition 2.1.6 (Penttonen-Normalform).
Sei G = (V,X%, P,S) eine Chomsky-Grammatik vom Typ 0. G ist in Penttonen-Normalform,
wenn alle Regeln € P eine der folgenden Formen besitzen:

X = x,

X =g,

X = YZ oder

XY = XZmitX,Y,Z € Vund x € X.

Mit folgendem Algorithmus lésst sich jede Chomsky-Grammatik G = (V, %, P, S) effizient
in eine dquivalente Grammatik G’ = (V/, %, P/, S) in Penttonen-Normalform transformie-

ren:

SeiG = (V,%, P,S) eine Chomsky-Grammatikund X;, Y; € V, x; € £, i € V\ {0}.

1.
2.

Es wird V’:=V und P":=P gesetzt.

In jeder Regel (u,v) € P’ mit length(u) > 1 und length(v) > 1 wird jedes Vorkom-
men von x; durch ein neues Nichtterminalsymbol D; € V ersetzt und P’ die Regel
D; = x; hinzugefiigt.

. Jede Regel der Form X;... X, = Y1...Y,, € P’ mitm > 2, n < m wird durch folgende

Regeln € P’ ersetzt:
X1 Xm = Y1.YyE1..Ep, Ej = emitp = m—mn, | € {1,...,p} und die neuen
Nichtterminalsymbole E;...E, der Menge V" hinzugefiigt.

. Jede Regel der Form Xi.. Xy, = Y1...Yy, € P’ mit 2 < m < n, wobei m und n nicht

beide gleich 2 sind, wird durch die folgenden Regeln € P’ ersetzt:

Fi X1 = kY1, EX, = FEY,, ..., Fu Xy = FuYn,

F=cfurallel <i<m, Y, = YmFm—i—l/ Pm—l—l = Ym_|_1Fm_|_2, vy B = Y 1Yy
und die neuen Nichtterminalsymbole Fy, ..., F,_1 der Menge V" hinzugefiigt.

Ist m = n = 2 und X; = Y3, dann tue nichts.

Jede Regel der Form X; = Y;...Yy € P/,k > 3 wird durch k — 1 Regeln der Form
X; = Y1Cy, Cp = Y5Cg3, ..., Ck_1 = Y;_1C € P’ ersetzt und die neuen Nichttermi-
nalsymbole Cy, ..., Cx_; der Menge V” hinzugefiigt.

Jede Regel der Form X; = Y; € P’ wird durch die Regeln X; = Y;E € P’ und
E = ¢ € P’ ersetzt.

Zuletzt soll nun die Geffert-Normalform definiert werden:

Definition 2.1.7 (Geffert-Normalform).
Jede rekursiv aufzdhlbare Sprache l4sst sich mittels einer Grammatik G = (V, %, P, S)

1.

mit V = {S,X,Y, Z} und Regeln € P der Formen

e S = uSvy,
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e S—=x

mit u,v,x € (ZU{X,Y,Z})* und nur einer nicht-kontextfreien Regel XYZ = ¢
beschreiben.

2. mitV={5X,Y,U,Z} und Regeln € P der Formen
e S= uSv,
e S=x

mit u,v,x € (ZU{X,Y,U,Z})" und nur zwei nicht-kontextfreien Regel XY = ¢,
UZ = e beschreiben.

Auch hier gilt, dass sich jede Grammatik G = (V, %, P, S) in eine dquivalente Grammatik
in Geffert-Normalform transformieren lasst.

Zur Verdeutlichung der obigen Definitionen wird nun ein kurzes Beispiel ausgefiihrt:

Beispiel 2.1.8 (Transformation einer Grammatik in eine Normalform).

Gegeben sei erneut die Grammatik G = (V,%,P,S) mit V = {S}, X = {a} und P =
{S = ¢,S = aaS}. Die Grammatik G’ = (V/,%,P/,S) mit V' = {5, A,B} und P’ = {S =
e,S = AS,A = BB,B = a} beschreibt die korrespondierende Grammatik in Kuroda-
Normalform. Dariiber hinaus ist G’ in Penttonen-Normalform. Durch Transformation in
Geffert-Normalform entsteht die Grammatik G’ = (V,%,P”,S) mit P/ = {S = ¢,S =
aSa}.

2.2 Molekularbiologische Grundlagen

Im Gegensatz zu konventionellen Computingkonzepten, welche auf naturwissenschaftli-
chen Gesetzmafsiigkeiten der Elektrotechnik basieren, liegen dem DNA-Computing mole-
kularbiologische Prinzipien zugrunde. Daher soll im Folgenden eine kurze Einfiihrung in
die Grundlagen der Molekularbiologie gegeben werden, wobei zuerst die Struktur der
DNA niher erklart und im Anschluss ein Uberblick tiber die wichtigsten, fiir diese Arbeit
relevanten Operationen auf DNA-Strange gegeben werden soll. Die Informationen und
Abbildungen sind [HS04] sowie [Stul2] entnommen.

2.2.1 Struktur von DNA-Stringen

Ein DNA-Einzelstrang besteht aus einer linearen Folge von Nucleotiden, wobei diese
Nucleotide tiber Phosphodiesterbindungen zu einem linearen Strang verkniipft sind. Jedes
Nucleotid ist aus der Zuckerart Desoxyribose, der Phosphorsdure und einer Base auf-
gebaut. Je nachdem, welche Base an das Nucleotid gebunden ist, werden vier mogliche
Nucleotid-Arten unterschieden: A (mit der Base Adenin), C (mit der Base Cytosin), G (mit
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der Base Guanin) und T (mit der Base Thymin).

N

Guanin y

Adenin

50 -
1

5 _<\]]kaj ]:\ 1 } Base

Phosphat Phosphat i ~| | Phosphat
S B G

2 Desoxy-
HO HO HO

ribose

Abbildung 2.1: Die vier verschiedenen Nucleotide und ihre Struktur

Die in einem Nucleotid enthaltene Desoxyribose besitzt eine ringformige Struktur mit
tiinf Kohlenstoffatomen, deren Positionen mit 1" bis 5" gekennzeichnet sind. An das 3’-
und 5’-Kohlenstoffatom kann mittels Phosphodiester-Briicken je eine weitere Desoxy-
ribose angelagert und dadurch ein DNA-Einzelstrang gebildet werden. Dies bedeutet,
dass zwei verschiedene Arten von Enden eines DNA-Stranges unterschieden werden
konnen: das 3’-Ende und das 5"-Ende. Somit sind DNA-Strange gerichtet, da sie entweder
in 3’-5’-Richtung (als antisense bezeichnet) oder in 5’-3’-Richtung (als sense bezeichnet)
notiert werden konnen, wobei die letztere Schreibweise {iblich ist. Durch die Abfolge
der Basen in der Nucleotidkette sowie den Strangendenmarkierungen werden alle Infor-
mationen bestimmt, die der entsprechende DNA-Strang kodiert. Demzufolge kann ein
DNA-Strang durch seine Nucleotidsequenz und seiner Strangendenmarkierungen ein-
deutig charakterisiert werden, falls die entsprechende Leserichtung (sense oder antisense)
angegeben ist. Dies wird auch als Primirstruktur eines DNA-Einzelstranges bezeichnet. Als
Strangendenmarkierung werden hierbei chemische Gruppen oder Molekiile verstanden,
die spezifisch an 5’- oder 3’-Enden von DNA-Strangen angelagert bzw. abgebaut werden
konnen. Mogliche Strangendenmarkierungen sind P fiir eine oder mehrere angelagerte
Phosphatgruppen bzw. B fiir eine oder mehrere angelagerte Biotingruppen, wobei die
Enden von natiirlich vorkommenden DNA-Strangen mit Phosphatgruppen (—PO,) oder
Hydroxylgruppen (—OH) versehen sind. Da anstelle der Hydroxylgruppe auch leicht eine
andere Strangendenmarkierungen angebracht werden kann, wird ein solches Strangende
als frei bezeichnet. Folgende Definition fasst die obigen Erlduterungen noch einmal knapp
zusammen:

Definition 2.2.1 (DNA-Einzelstrang).

Ein DNA-Einzelstrang ist eine Sequenz (Abfolge) der Nucleotide A, C, G und T. Die Enden
der Nucleotidsequenzen werden mit 5" und 3" angegeben. Jedes der beiden Enzelstrangen-
den trdgt eine Strangendenmarkierung.
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Abbildung 2.2: Primérstruktur des DNA-Einzelstranges 5'P-CAGT-3’

Die obige Abbildung zeigt die Primérstruktur des DNA-Einzelstranges 5'P-CAGT-3’,
wobei an das 3’-Ende eine Hydroxilgruppe (freies Ende) sowie an das 5’-Ende eine Tri-
phosphatgruppe (mit P bezeichnet) angelagert ist.

Nachdem die Primérstruktur eines DN A-Stranges vorgestellt wurde, kann nun die Sekun-
dirstruktur betrachtet werden. DNA-Strange besitzen unter bestimmten Voraussetzungen
die Moglichkeit zur Basenpaarung, wobei eine solche Basenpaarung nur zwischen be-
nachbarten DNA-Einzelstrangen auftreten kann. Zwischen je zwei gegeniiberliegenden
Basen bilden sich Wasserstoffbriickenbindungen aus, wobei zu beachten ist, dass sich nur
komplementére Basen bzw. Nucleotide paaren kénnen. Das heifst, dass es ausschlieSlich
folgende zwei Paarungsmoglichkeiten gibt: die Basen Adenin und Thymin kénnen sich
paaren, wobei zwei Wasserstoffbriickenbindungen entstehen, sowie die Basen Cytosin
und Guanin, wobei drei Wasserstoftbriickenbindungen ausgepriagt werden. Folglich ist
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2 Grundlegende Definitionen

die Bindung zwischen Cytosin und Guanin stédrker als zwischen Adenin und Thymin, da
sie eine Wasserstoffbriicke mehr besitzt.

Definition 2.2.2 (Komplementaritdt von Nucleotiden).
Die Nucleotide A und T sind zueinander komplementiir, ebenso die Nucleotide C und G.

Die Basenpaarung zwischen einzelnen Nucleotiden ldsst sich auf Nucleotidketten erwei-
tern, so dass sich mehrere DNA-Einzelstrange zu einem DNA-Doppelstrang zusammen
lagern konnen. Die DNA-Einzelstrange miissen dabei antiparallel sein, das heifit die einzel-
strangige DNA muss entgegengesetzt ausgerichtet sein: ein Strang in 5’-3” Leserichtung
und der andere Strang in 3’-5’-Leserichtung. Zur Erlduterung des Begriffes des DNA-
Doppelstranges soll die folgende Definition aufgefiihrt werden:

Definition 2.2.3 (DNA-Doppelstrang).

DNA, bei der sich mehrere abschnittweise antiparallel-komplementire DNA-Einzelstrange
(bzw. ein DNA-Einzelstrang mit sich selbst) durch Basenpaarung (d.h. durch Wasserstoff-
briickenbindungen) miteinander verbunden haben, wird als doppelstriingig bezeichnet, ein
entsprechender DNA-Strang heifst DNA-Doppelstrang.

Auch bei einem DNA-Doppelstrang konnen zwei verschiedene Arten von dufieren Stran-
genden unterschieden werden: ein sogenanntes blunt-Ende und ein sogenanntes sticky-Ende.
Waéhrend bei einem blunt-Ende kein Einzelstrangiiberhang vorhanden ist, kénnen bei
einem sticky-Ende entweder 3’- und/oder 5’-Einzelstrangiiberhénge auftreten. Folgende
Abbildung zeigt einige Beispiele fiir blunt- bzw. sticky-Enden:

Einzelstrangabschnitt
sdyinsemt  5|C|T|A[GIAIC|G] 3 sicy-ende mi 5(Tlc|T[alg|alcle[T} 3
o N o “Ei - e s -1 blunt-Ende
T 3’|A|AGA Tc ‘ o Ot ounEnE 3 2 GlA[T[c[Tlalcla s

Abbildung 2.3: Beispiele fiir sticky-Enden, blunt-Enden, Einzelstrangiiberhdange und
Einzelstrangabschnitte bei DNA-Doppelstrangen

Fiir das DNA-Computing ist eine Form der Sekundérstruktur besonders interessant, da
diese sehr einfach ist und es ermoglicht entsprechende DNA-Doppelstrdnge in linearisier-
ter Form zu notieren:

Definition 2.2.4 (linearer DNA-Strang).

Ein DNA-Strang heifst /inear, wenn er ausschliefilich aus einer Sequenz (linearen Abfolge)
von Nucleotidpaaren und /oder Nucleotiden besteht, genau zwei dufiere Enden besitzt
und an keiner Stelle nichtkomplementér-antiparallel ausgerichtete Nucleotide enthilt.

11



2 Grundlegende Definitionen
Die nachfolgende Abbildung zeigt einige Beispiele fiir nichtlineare DNA-Strange:

5
&
El 5 ¥
5 . =

dangling ends bulge loop

Ey 3 g
3 5 ¥

internal loop hairpin loop three-way-junction four-way-junction pseudoring

Abbildung 2.4: Beispiele fiir mogliche Sekundéarstrukturen nichtlinearer DNA-
Doppelstrange

Neben der Sekundéarstruktur besitzt die DNA eine rdumliche Struktur, die sogenannte
Tertidrstruktur, welche die Form einer Doppelhelix besitzt. Der DNA-Doppelstrang bil-
det rdumlich die Gestalt einer Spirale mit gedrehten, gestapelten Sprossen, so dass die
Form einer verdrillten Sprossenleiter entsteht. Jede Sprosse wird dabei durch Wasser-
stoffbriickenbindungen zwischen den entsprechenden Nucleotiden zusammen gehalten.
Die beiden antiparallel-komplementiren DNA-Einzelstrange winden sich also um eine
gemeinsame helikale Achse wie die folgende Abbildung noch einmal graphisch veran-
schaulicht:

5IT|IC|TIA|GIAICIG|T|| 3
- FANGR VAN Y o
> linearisierte Darstellung 3, A G T C T G C A 5’

des DNA-Doppelstranges
s T
C JNGIAN
c
T

5

Abbildung 2.5: DNA-Doppelhelix und linearisierte Darstellung eines DNA-
Doppelstranges

Diese gewundene Struktur von DNA-Striangen erlaubt eine sehr kompakte Darstellung,
woraus resultiert, dass DNA im Unterschied zu konventionellen Speichermedien wenig

12
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Speicherplatz benétigt (ca. 10?! Basenpaare pro Liter). Dariiber hinaus besitzen DNA-
Strange eine Reihe weiterer nititzlicher Eigenschaften, weshalb sie sich fiir die Nutzung
als Datentriger besonders qualifizieren. Im Folgenden soll ein kurzer Uberblick tiber die
wichtigsten Eigenschaften von DNA-Strangen gegeben werden:

Dass DNA-Strange nicht nur in Organismen (in-vivo), sondern auch aufSerhalb von leben-
den Zellen im Reagenzglas (in-vitro) verarbeitet und aufbewahrt werden konnen, stellt
eine erste wichtige Eigenschaft dar. Unter gewissen Voraussetzungen kann DNA beliebig
lang konserviert werden, wodurch sie sich auch als persistentes Speichermedium sehr gut
eignet. Diese Informationsspeicherung erfolgt in einer redundanten und verlustsicheren
Form, da sich DNA-Strange sehr leicht in grofser Anzahl duplizieren und auf mehrere
Reagenzgldser verteilen lassen. Durch die elektrisch negative Ladung von DNA-Strangen,
konnen auch Analysemethoden wie die Gel-Elektrophorese zum Einsatz gebracht werden.
Dartiiber hinaus konnen DN A-Daten einfach kodiert und visualisiert werden, da DNA-
Einzelstrange einfach synthetisiert und deren Sequenzen bestimmt werden konnen. Die
Kodierung und Dekodierung von Daten in DNA-Sequenzen ist in einer einfachen Weise
moglich, da die DNA-Strange - wie oben bereits erwahnt - richtungsbehaftet sind und sich
dadurch leicht mit Hilfe von Zeichenketten darstellen lassen. Die Informationsverarbei-
tung und -speicherung erfolgt in einer verschleififreien und umweltfreundlichen Form, da
DNA-Strénge recyclebar und wiederverwendbar sind. Mit etwa 2 x 10! Operationen pro
Joule ist aufserdem eine sehr energieeffiziente Verarbeitung von DNA-Strangen moglich.
DNA kann durch eine Vielzahl spezifisch wirkender Enzyme verarbeitet werden, wodurch
eine grofie Anzahl molekularbiologischer Operationen auf DNA-Strangen moglich ist.
Im nachfolgenden Kapitel sollen die wichtigsten, fiir die vorliegende Arbeit relevanten
Operationen néher erldutert werden.

2.2.2 Operationen auf DNA-Stringen

Voraussetzung fiir die laborpraktische Umsetzung des DNA-Computings ist die Gewin-
nung bzw. Erzeugung von DNA-Einzelstrangen - die sogenannte Synthesis. Hierbei werden
zwei prinzipielle Strategien unterschieden: die DNA-Einzelstrangsynthese und die DNA-
Isolation aus Trigerorganismen. Bei Letzterem wird die DNA aus Organismen gewonnen,
wobei entsprechend ihrer Herkunft genomische DNA, Plasmid-DNA und virale DNA unter-
schieden werden kann. Wahrend genomische DNA aus Zellkernen stammt und zumeist
aus Blut, Gewebe, Pflanzen, Bakterien, Hefen und Zellkulturen isoliert wird, kommt
Plasmid-DNA aufierhalb des Zellkerns in Mikroorganismen vor und tritt hauptsachlich in
Form von DNA-Doppelstrangen auf. Virale DNA wird zum Grofiteil aus Bakteriophagen
gewonnen, welche in Fliissigkulturen oder auf Agarplatten in Bakterienkulturen vermehrt
werden. Bei der DNA-Einzelstrangsynthese hingegen wird die DNA kiinstlich hergestellt
und nicht (wie bei der DNA-Isolation aus Tragerorganismen) aus lebenden Organismen
isoliert. Es gibt eine Vielzahl von Methoden zur kiinstlichen Gewinnung von DNA, jedoch
hat sich das Verfahren von Letsinger aus dem Jahr 1975 bis heute durchgesetzt. Hierbei kon-
nen DNA-Einzelstrange mit bis zu 100 Nucleotiden in grofser Reinheit generiert werden.

13



2 Grundlegende Definitionen

Die Synthese erfolgt in antisense-Richtung und wird nach dem Prinzip der wachsenden
Kette ausgefiihrt. Dies bedeutet, dass jeder DNA-Einzelstrang Nucleotid fiir Nucleotid
zyklisch aufgebaut wird, wie folgende Abbildung verdeutlicht:

@—o @—o B—o
Ty R ARG ol o
NG a5 : o
= o = 1—\5, O 5 : ?(ﬂ?o = : W?Q
g g fikile} SR Ao 1] EEAAHAN!
® il | R © o © B ENANG)
a Start F3 5 O 1 Zyklus T rE o 2. Zyklus T E e 8
E Ti@ T "5 T i 0]

—O : mittels DMT geblocktes 5-Ende

Abbildung 2.6: DNA-Einzelstrangsynthese - Beispiel fiir das Prinzip der wachsen-
den Kette

Neben einfachen Operationen wie dem Zusammenfiihren von mehreren Reagenzglasin-
halten in ein gemeinsames Reagenzglas (die sogenannte Vereinigung, Merging oder Union)
oder dem Aufteilen eines Reagenzglasinhaltes auf mehrere Reagenzglaser (Aliguotieren,
Auteilen oder Split genannt), gibt es auch komplexere Reaktionen, die auf dem Kniip-
fen bzw. Aufbrechen von Wasserstoffbriickenbindungen basieren. Dabei werden DNA-
Einzelstrange in Doppelstrange tiberfithrt bzw. umgekehrt. Sinkt die Temperatur unterhalb
der DNA-spezifischen Schmelztemperatur (Richtwert: +-94°C), so werden Wasserstoff-
briicken zwischen DNA-Einzelstrangen ausgebildet, so dass Doppelstrange entstehen.
Dieser Prozess wird treffenderweise als Erstarren, Annealing, Hybridisierung, Reassoziation
oder Renaturierung bezeichnet.

Definition 2.2.5 (Erstarren, Annealing, Hybridisierung, Reassoziation, Renaturierung).
Unter Annealing wird das Zusammenlagern von mindestens zwei Molekiilen einzel-
strangiger DNA (oder eines DNA-Einzelstranges mit sich selbst) an ihren antiparallel-
komplementédren Stellen zu DNA-Doppelstrangen unter Bildung aller Anlagerungsmog-
lichkeiten verstanden. Beim Zusammenlagern werden zwischen jeweils zwei antiparallel-
komplementir gegeniiberliegenden Nucleotiden A und T je zwei, C und G je drei Was-
serstoffbriicken ausgebildet, die eine entsprechende Basenpaarung bewirken. Zwei DNA-
Strange bleiben miteinander durch Wasserstoffbriicken verbunden, wenn sie iiber mindes-
tens 50% der Lange mindestens eines beteiligten DN A-Stranges antiparallel komplementar
sind.
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Abbildung 2.7: Beispiel fiir Annealing

Bei der Umkehrung des erlduterten Annealing-Prozesses werden DNA-Doppelstrdange
oberhalb der DN A-spezifischen Schmelztemperatur erhitzt, so dass Wasserstoffbriickenbin-
dungen aufgespalten und DNA-Einzelstrange ausgebildet werden. Dieses Verfahren wird
als Schmelzen, Denaturierung, Melting oder Dissoziation bezeichnet.

Definition 2.2.6 (Schmelzen, Denaturierung, Melting, Dissoziation).
Unter Melting wird das Aufspalten von DNA-Doppelstrangen in die zugrundeliegenden
DNA-Einzelstrange verstanden.

0 R | e v
EHATEEY SRETEEA | Melting | PRUSERARBRE CRECAD T
7 (elielslalilele) ™ | AT ORI (<

A[A[T[T[elclelT] [clalclclalT[c]c[a[T]c
GlGlc]a| [6[T|cla[T]i[Glc[T]AlG @AA :(’]C AALTJC_ S| AALT/@ :GJAA LTJC :(’]AALTJE"TLT,I:C’J

Abbildung 2.8: Beispiel fiir Melting

Neben Operationen, die auf dem Aufspalten bzw. Kniipfen von Wasserstoffbriicken ba-
sieren, gibt es noch eine Reihe enzymatischer Reaktionen. Enzyme, die auch als die
"Katalysatoren des Lebens" gelten, haben grofie Bedeutung in der Molekularbiologie, da
sie chemische Umwandlungen in lebenden Zellen férdern und beschleunigen konnen. Die
sogenannten Restriktionsenzyme haben beispielsweise die Aufgabe Fremd-DNA, welche
in den Organismus eindringt, zu zerstoren. Dies geschieht, indem DNA-Doppelstrange
aufgeschnitten werden. Dieser Prozess wird daher treffenderweise als Restriktionsspaltung,
Schnitt, Cut oder Digestion bezeichnet.

Definition 2.2.7 (Restriktionsspaltung, Schnitt, Cut, Digestion).
Unter Digestion wird eine molekularbiologische Reaktion verstanden, bei der DNA-
Doppelstriange an jedem Vorkommen einer durch das Enzym bestimmten Subsequenz
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(Erkennungssequenz) an ebenfalls durch das Enzym bestimmten Spaltstellen geschnitten
werden, wodurch bei jedem ausgefiihrten Schnitt zwei neue 3’-5-Endenpaare entstehen
und auch Einzelstrangiiberhdnge auftreten konnen. Die beiden bei jedem ausgefiihrten
Schnitt gebildeten 5’-Enden sind mit einer Phosphatgruppe markiert, die 3’-Enden mit
einer Hydroxylgruppe (freie Enden).

Ein Beispiel fiir ein bekanntes Restriktionsenzym ist Clal. Die entsprechende Erkennungs-
sequenz ist in der nachfolgenden Abbildung dargestellt, wobei die DNA-Doppelstrange
an den mit Pfeilen markierten Stellen aufgespalten werden:

RUE Gglcla[T][T][c]G|a NEBEE
G(.ATT(‘GA AlT]c[G]A[T Igestion ﬂﬁﬂu CGCC )
TAAT TATA Clal ? ITAGCL i TA.T,C\
ﬁﬂ“ ﬁﬂa W a Fclcla[T[c[c T[T[T AI
(TAC TAT(‘ LL ﬁnﬂ W Mﬂn
(‘AATCATATCAT(C %\T/EJF}\F/‘ W
GTTACTA(CTACTA dlelole/ ol (,TTAGT_\[E TAGTAGJPIE

Abbildung 2.9: Beispiel fiir die Restriktionsspaltung mit dem Enzym Clal

Eine weitere wichtige Reaktion, die durch Enzyme katalysiert wird, ist die Polymerisation.
Dabei werden DNA-Doppelstrange mit Einzelstrangiiberhang bzw. -abschnitten zu DNA-
Doppelstrangen mit blunt-Enden vervollstandigt, weswegen diese Operation auch als Blun-
ting bezeichnet wird. Das verwendete Enzym ist die Polymerase.

Definition 2.2.8 (Polymerisation, Blunting).

Unter Polymerisation wird eine molekularbiologische Reaktion verstanden, bei der 5'-
Uberhidnge von DNA-Doppelstrangen zu blunt-Enden aufgefiillt sowie entsprechen-
de 3’-Uberhinge zu blunt-Enden abgebaut werden. Die aufzufiillenden 3’-Enden an
5’-Uberhidngen miissen mit Hydroxylgruppen markiert sein. DNA-Einzelstringe wer-
den vollstandig abgebaut. Die Reaktion wird durch eine geeignete DN A-Polymerase mit
3’-5’-Exonuclease-Aktivitat katalysiert.
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Abbildung 2.10: Beispiel fiir Polymerisation

Die Operation Polymerisation kann auch iteriert angewendet werden: Durch wieder-
holte Ausfiihrung der Operationsfolge Melting, Annealing und Polymerisation ist es
moglich DNA-Doppelstrange millionenfach zu duplizieren. Diese Reaktionsfolge wird
als Polymerase-Kettenreaktion bezeichnet. Sie ist fiir die weiteren Betrachtungen in der
vorliegende Arbeit jedoch nicht weiter relevant. Dariiber hinaus sind die Operationen
Ligation, bei welcher DNA-Doppelstrange fortgesetzt miteinander verkettet werden, und
die Gel-Elektropherese, welche zur DNA-Lingenbestimmung und -seperation verwendet

wird, erwdhnenswert.
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3 Insertion-Deletion-Systeme

Insertion-Deletion-Systeme - oder kurz: InsDel-Systeme - sind formale Berechnungsmo-
delle, die auf zwei Operationen basieren: die kontextsensitive Insertion (Einfiigung) und
die kontextsensitive Deletion (Loschung). Diese Operationen lassen sich als Rekombi-
nation in der Natur wiederfinden, indem gezielt bestimmte DNA-Abschnitte in einem
DNA-Strang eingefiigt bzw. aus diesem entfernt werden konnen. Vor allem in Form von
Punktmutationen in lebenden Zellen treten Insertion- bzw. Deletion-Operationen in leben-
den Organismen auf. Die nachfolgenden Definitionen und Betrachtungen sind [Ver10],
[Ste06] sowie [HS04] entnommen.

3.1 Definitionen

In diesem Abschnitt sollen zunéchst die wichtigsten Definitionen in Bezug auf das vor-
liegende Thema vorgestellt werden, die fiir das Grundverstiandnis dieser Arbeit wichtig
sind.

Definition 3.1.1 (Insertion-Deletion-System).

Ein Insertion/Deletion-System ist ein Quadrupel v = (V, X%, A, R), wobei V ein beliebiges
Alphabet, ¥ C V das Alphabet der Terminalsymbole und die endliche Sprache A C V*
die Menge der Axiome kennzeichnet. R bezeichnet die endliche Menge von Tripeln der
Form (u, /B, v) mit u,v € V¥, (a,B) € (V' x {e}) U ({e} x V') und beschreibt die
Insertion-Deletion-Regeln des Systems.

Die Regel (1, ¢/, v) bedeutet, dass die Sequenz  zwischen den Kontexten 1 und v einge-
fiigt werden kann - sie beschreibt also eine Insertion-Operation.

Definition 3.1.2 (Insertion-Operation).
Sei V ein Alphabet und s, B € X*. Dann ist die Insertion von B in s definiert als

s« B={xBy|xy=s, x,y € Z*}.

Sei (u,v) € £* x £* ein Kontext. Dann ist die (u,v)-kontextuelle Insertion von 8 in s definiert
als
S < (up) B = {xupoy|s = xuvy, x,y € L*}.
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Analog dazu bedeutet die Regel (u,a/¢,v), dass die Sequenz a zwischen den Kontexten u
und v entfernt werden kann - sie beschreibt also eine Deletion-Operation.

Definition 3.1.3 (Deletion-Operation).
Sei V ein Alphabet und s, & € X*. Die Deletion von « aus s ist definiert als

s—a={xy|s=xay, x,y € T}

Sei (u,v) € £* x X* ein Kontext. Dann ist die (u,v)-kontextuelle Deletion von a aus s definiert
als
§ = (up) & = {xuvy | s = xuavy, x,y € L*}.

Nun wird ein Beispiel betrachtet, um die Operationen Insertion und Deletion zu verdeutli-
chen:

Beispiel 3.1.4 (Insertion- und Deletion-Operation).
Gegeben sei das Alphabet £ = {a,b, x} und die Sequenz s = ababbabb.

1. Zuerst soll die Sequenz f = xxx in s unter Berticksichtigung des Kontextes (b, b)
eingefiigt werden: s <,y B = {ababxxxbabb, ababbabxxxb}. Da der Kontext (b, b)
zweimal in s vorkommt, ergeben sich im Resultat zwei neue Worter. Im ersten Wort
wurde in das erste Vorkommen des Kontextes (b, b) die Sequenz B = xxx eingefiigt,
im zweiten resultierenden Wort analog dazu in das entsprechend zweite Vorkommen
des Kontextes (b, D).

2. Nun soll die Sequenz « = bb aus s unter Beriicksichtigung des Kontextes (a,a)
geloscht werden: s —(, ;) & = {abaabb}. Zu beachten ist hierbei, dass die Sequenz «
in s zweimal vorkommt, jedoch nur aus dem ersten Vorkommen geldscht wird. Dies
resultiert daraus, dass sich das zweite Vorkommen von « in s nicht im geforderten
Kontext (a,a) befindet.

Kann eine Sequenz s’ aus einer Sequenz s mit Hilfe einer Regel aus R abgeleitet werden, so
wird dieser Sachverhalt mit s =, s’ notiert. Dies bedeutet, dass s” aus s durch Anwendung
einer Insertion- bzw. Deletion-Regel entstanden ist und wird auch als Regelanwendung oder
Produktion bezeichnet.

Definition 3.1.5 (Ableitungsschritt eines Insertion-Deletion-Systems).

Seiy = (V,%,A,R)ein Insertion-Deletion-System und s, s’ € ©* sowie die Kontexte u, v €
V*. Ein Ableitungsschritt von s nach s” wird durch die Ableitungsrelation =,C V* x V*
wie folgt definiert:

s = s1uvsy, s’ = sjuPusy, (u,e/B,v) € R, s,s' € V*}
s = s1uavsy, s’ = squvsy, (u,a/¢,v) € R, 8,8 € V*}

s=,5 ={(s,¢) |{
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:>f; bezeichnet die reflexive und :>§ die reflexive, transitive Hiille der Relation =-,,. Wah-
rend s =, s’ kennzeichnet, dass s’ aus s durch Anwendung von genau einer Insertion- bzw.
Deletion-Regel entstanden ist, kann s =7 s’ mehrere Ableitungsschritte (also die Anwen-
dung mehrerer Insertion- und/oder Deletion-Regeln) einschliefien.

Definition 3.1.6 (Die durch ein Insertion-Deletion-System generierte Sprache).
Sei v = (V,X%, A, R) ein Insertion-Deletion-System. Die durch -y generierte Sprache L(7y)
wird definiert durch L(y) = {w € Z* |s =} w, s € A}.

Dartiber hinaus lédsst sich die Komplexitét eines Insertion-Deletion-Systems durch einen
Vektor (n,1,1n’;p,q,q") beschreiben.

Definition 3.1.7 (Grofse eines Insertion-Deletion-System).

Sei v = (V,%, A, R) ein Insertion-Deletion-System. Der Vektor (n,1,1’;p,q,q’) beschreibt
die GrofSe (size) dieses Systems, wobei seine Komponenten wie folgt definiert sind:

n = max{|p|, (u, e/B, v) € R}, p = max{|a|, (u, /e, v) € R},

m = max{|u|, (u, e/B, v) € R}, g = max{|ul|, (u, a/e, v) € R},
m' = max{|v|, (u, /B, v) € R}, g = max{|v|, (u, /e, v) € R}.

Mit IN SZq’m/DELZ’q/ wird die korrespondierende Sprachklasse des Insertion-Deletion-
Systems bezeichnet. Die totale Grifie (total size) des Insertion-Deletion-Systems wird als
Summe aller Komponenten definiert: p =n+m+m' +p+g+4'.

Wird die Komponente m und/oder g (bzw. m’ und/oder q') mit 0 spezifiziert, wahrend m’
und/oder g’ (bzw. m und/oder g) ungleich 0 ist, so wird die korrespondierende Sprach-
klasse als einseitig-kontextuell bezeichnet. Dariiber hinaus kennzeichnet * , dass einer der
Parameter n, m, m’, p, g, q' nicht spezifiziert ist. IN SIWDELI? beschreibt beispielsweise die
Sprachklasse der kontextfreien Insertion-Deletion-Systeme.

In friiherer Literatur, beispielsweise in [PRS98]], wird ein anderes Komplexitdtsmafd verwen-
det: das Gewicht (weight) eines Insertion-Deletion-Systems. Das Gewicht wird als Quadtru-
pel (n,11, p, §) definiert, wobei 1 = max{m, m'} und § = max{q,q'}:

Definition 3.1.8 (Gewicht eines Insertion-Deletion-System).
Ein Insertion-Deletion-System v = (V, %, A, R) ist vom Gewicht (n,m; p,q) genau dann,
wenn

n = max{|p|, (u, e/B, v) € R},
m = max{|u|, (u, e/B,v) € RV (v, e/B, u) € R},
p = max{|a|, (u, a/e, v) € R},
g = max{|u|, (u, a/e, v) €ERV (v, a/e, u) € R}.

Auch hier wird mit INS))DE LZ die korrespondierende Sprachklasse des Insertion-Deletion-
Systems bezeichnet.
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3 Insertion-Deletion-Systeme

Bevor eine mogliche laborpraktische Implementierung der Insertion- und Deletion-Operation
diskutiert werden soll, wird zuvor noch ein kurzes Beispiel betrachtet, welches die Arbeits-
weise eines Insertion-Deletion-Systems verdeutlichen soll:

Beispiel 3.1.9 (Insertion-Deletion-System).

Gegeben sei das Insertion-Deletion-System v = (V, X, A,R) mit V = {S,a}, ¥ = {a},
A={S}und R = {(S, ¢/aa, ¢),(e, S/¢e, €)}. Dieses InsDel-System generiert ebenfalls
die Sprache L(G) = {a*" | n € N} und hat das Gewicht (2, 1; 1, 0).

3.2 Laborpraktische Implementierung

Die Insertion- und die Deletion-Operation konnen mit DNA-Einzelstrangen recht einfach
simuliert werden und lassen sich daher mit geringem Aufwand im Labor implementie-
ren. Durch diese Einfachheit ist das Modell der Insertion-Deletion-Systeme besonders
interessant fiir die Molekularbiologie geworden und stellt derzeit einen wesentlichen
Forschungsschwerpunkt im Bereich des DNA-Computings dar.

Zunidchst wird eine mogliche laborpraktische Implementierung der kontextsensitiven
Insertion-Operation betrachtet, wobei die Sequenz y in den Kontext (u, v) eingefiigt wer-
den soll: Zu Beginn liege in einem Reagenzglas ein DN A-Einzelstrang der Form 5'-x; uvx;z-
3’ vor, wobei x1,u,v,x3,z € {A,C,G, T}*. Dariiber hinaus wird fiir die (u, v)-kontextuelle
Insertion der Sequenz y ein weiterer DNA-Einzelstrag 3’-iij0-5" benotigt, wobei i, 7 die
Watson-Crick-Komplemente von u bzw. v darstellen und 77 das Watson-Crick-Komplement
einer neuen Sequenz y entspricht (vgl. Abb. (a)). Wird angestrebt, dass zwischen allen
moglichen Vorkommen des Kontextes (1, v) im urspriinglichen DNA-Strang die Sequenz
y eingefiigt werden soll, so muss sowohl der Ausgangsstrang als auch der Strang 3’-i1j79-5
in entsprechend hoher Anzahl im Reagenzglas vorhanden sein. Wurde der DNA-Strang in
entsprechender Anzahl in das Reagenzglas gegeben, so kénnen die beiden komplementa-
ren DNA-Strange naturieren. Dabei lagert sich i an u, @ an v und ¥ bildet zwischen i und
0 eine Schleife (vgl. Abb. (b)). Da die Sequenz i kein entsprechendes Watson-Crick-
Komplement findet und deswegen eine Schleife zwischen den Sequenzen i und @ entsteht,
wird die Auspragung eines linearen Doppelstrangs zunéchst verhindert. Diese Form
der Naturierung wird deswegen auch als unpassendes Annealing (mismatching annealing)
bezeichnet. Wird nun ein passendes Restriktionsenzym in das Reagenzglas gegeben, so
wird der DNA-Strang zwischen den Sequenzen u und v aufgespalten und es entsteht eine
Struktur wie sie in Abb.[3.1|(c) dargestellt ist. Anschlieflend wird die Sequenz z als Primer
in das Reagenzglas gegeben und der DNA-Strang kann mittels Polymerisation zu einem
linearen Doppelstrang vervollstandigt werden (vgl. Abb. (d)). Durch anschliefSende
Denaturierung wird der Doppelstrang in zwei Einzelstrange aufgespalten, so dass das
Ergebnis der (1, v)-kontextuellen Insertion (der DNA-Einzelstrang 5’-x1uyvx;z-3’ wie in
Abb. [3.1| (e) dargestellt) sowie dessen Watson-Crick-Komplement (der Strang 3’-iij7-5’) in
entsprechender Anzahl im Reagenzglas vorhanden sind.

21



3 Insertion-Deletion-Systeme

) U i I3 z
/ | | |
Bt E | | | | 3/
(a)
S pEa A | &
U ) v
i u v Ig z
) 5 j ELApY
U ( : v
Yy
L1 U v To z
i I I
(c) 5| i ]| — 3¢
i Y U
3! H 4
z
L1 U Yy U o z
(d) i
Z1 U ] U Ty z
L1 U Y v ) Z
| | | I |
(e) 5} i | | A i

Abbildung 3.1: Insertion der Sequenz y in einen DNA-Einzelstrang

Analog dazu lasst sich auch die kontextsensitive Deletion-Operation laborpraktisch im-
plementieren. Hier liege zu Beginn der DNA-Strang 5'-x;uyvx;z-3" im Reagenzglas vor,
wobei die Sequenz y aus dem Kontext (1, v) geloscht werden soll. Nun wird der DNA-
Einzelstrang 3’-710-5" in das Reagenzglas gegeben (vgl. Abb. (a)), so dass sich nach
einem unpassenden Annealing die entsprechende Struktur in Abb.3.2|(b) ausbildet. Durch
Zugabe eines Restriktionsenzyms kann die entstandene Schleife y mittels Restriktions-
spaltung entfernt werden. Anschlieflend bildet sich durch Hinzufiigen eines Primers
ein vollstindiger DNA-Doppelstrang (vgl. Abb. (c)) aus, welcher anschliefiend de-
naturiert wird. Dadurch entstehen die resultierenden DNA-Einzelstrange 5-xuvx,z-3’
(das Deletion-Ergebnis wie in Abb.|3.2|(d) gezeigt) sowie das zugehorige Watson-Crick-
Komplement 3’-179-5". Auch hier werden die DNA-Strange (der Ausgangsstrang sowie
das Watson-Crick-Komplement #?) in entsprechend hoher Anzahl benétigt, wenn die
Deletion-Operation mehrfach durchgefiihrt werden soll.
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Abbildung 3.2: Deletion der Sequenz y aus einem DNA-Einzelstrang

3.3 Universalitit der Insertion-Deletion-Systeme

In diesem Abschnitt wird sich mit der Frage beschiftigt, inwieweit Insertion-Deletion-
Systeme universell sind, d.h. welche Eigenschaften InsDel-Systeme aufweisen miissen,
damit sie alle Sprachen der Klasse RE generieren konnen. Interessant bei dieser Betrach-
tung sind die Gewichte eines InsDel-Systems. Genauer gesagt, hat die Frage, welche
minimalen Gewichte das InsDel-System aufweisen muss, damit das Modell universell ist,
aus sprachtheoretischer Sicht grofie Bedeutung.

Aus den obigen Definitionen (vgl. Abschnitt sowie den Resultaten aus [Ver10] (vgl.
Theorem 3.4.) ist leicht ersichtlich, dass ein beliebig gewichtetes InsDel-System (d.h. ein
InsDel-System, bei dem die Gewichte unbegrenzt sind, also n=m=p=q=" gilt) jede beliebige
Grammatik generieren kann. Somit gilt die Inklusion: INS;DEL} C RE. Kann gezeigt wer-
den, dass auch die Umkehrung RE C INS;DELZ gilt (und somit INS;DEL} = RE), so ist
das Modell universell und damit d&quivalent zur Berechnungsstirke einer Turingmaschine.
Dieser Beweis soll im Folgenden mit unterschiedlich gewichteten InsDel-Systemen gefiihrt
werden (vgl. [PRS98], [Ste06]). Als erstes werden die Gewichten mit den Werten (3, 2;
3, 0) belegt, d.h. die maximale Lange der Losch- bzw. Einfiigesequenz betragt jeweils
drei Zeichen (n=p=3), die maximale Linge des linken bzw. rechten Kontextes beim Ein-
fligen einer Sequenz betrdgt zwei Zeichen (m=2) und die maximale Lange des linken
bzw. rechten Kontextes beim Loschen einer Sequenz betrdgt null Zeichen (q=0), d.h. die
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Deletion-Operation ist unabhédngig von dem Kontext, indem die zu 16schende Sequenz
steht.

Theorem 3.3.1. RE = INS;DEL

Beweis. Sei L C X* eine beliebige Sprache, welche durch eine Typ-0-Grammatik G =
(V,%,P,S) notiert wurde. Da die Chomsky-Grammatiken vom Typ 0 genau die Sprachen
aus RE beschreiben, soll zu einer solchen Grammatik G ein InsDel-System -y konstruiert
werden, welches die gleiche Sprache beschreibt. O.B.d.A. wird angenommen, dass G in
Kuroda-Normalform vorliegt (vgl. Definition . Es wird nun das folgende InsDel-
System konstruiert:

v=(V,,% Ay, R,), wobei

V, = VUL U{E Ky, Ky},

A, = {SEE},

R, ={(X,e/Kix,aqa2) | X == x € Pmit X € V,

x € (VUX), |x| <2und ay, a0 € VUL U{E}}

U{(XY,e/KUZ,q00) | XY = UZ € Pmit X,Y,U,Z € Vund ay,ap € VUL U{E}}
U{(e, XK1 /¢e,€) | X € V}
U{(e, XYKyp/¢,e) | X, Y € V}
U{(e, EE/¢e€)}

Das Zeichen E wird ausschliefilich als Kennzeichnung fiir das rechte Ende einer Wortform
verwendet und am Schluss mittels einer Deletion-Regel wieder geloscht. Die Zeichen K;
sowie Kj sind sogenannte "Killer": Das Symbol K; 16scht ein Zeichen unmittelbar links
seiner Position und analog dazu 16scht K, zwei Zeichen unmittelbar links seiner Position.
Die Insertion-Regeln des InsDel-Systems dienen der Simulation der Produktionen in der
Grammatik G: Zunédchst werden die rechten Regelseiten der in P vorkommenden Pro-
duktionen an die entsprechende linke Regelseite angefiigt und mit einem Killersymbol
markiert - je nachdem, ob die linke Regelseite der Produktion ein oder zwei Nichtter-
minalsymbole enthilt, wird entweder K; oder K; eingefligt. AnschliefSend wird mittels
einer entsprechenden Deletion-Regel die linke Regelseite entfernt. Ist ein Zeichen bereits
mit einem "Killer"K; bzw. K, markiert, so kann es nicht mehr substituiert werden, da
ihr rechter Kontext (bestehend aus den Zeichen «; sowie ay) laut obiger Definition des
InsDel-Systems keine Killersymbole mehr enthalten darf. Somit ergibt sich das Resultat:
L(G) = L(7). O

Um diese Beweisfithrung noch einmal zu verdeutlichen, soll im Folgenden beispielhaft
eine gegebene Grammatik in ein InsDel-System nach dem obigen Verfahren transformiert
werden:

Beispiel 3.3.2 (Konstruktion eines Insertion-Deletion-Systems I).
Gegeben sei die Grammatik G = (V,X,P,S) mit V ={S}, X ={a} und P={S =¢S5 =
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Saa}, welche die Sprache L(G) = {a?" | n € N} beschreibt. Durch Transformation von G
in Kuroda-Normalform ergibt sich die Grammatik G = (V/, Y, P, S) mit vV = {S, A, B}
und P’ = {S=1¢S=SA,A= BB,B=a} (vgl Beispiel. Zu dieser Grammatik in
Kuroda-Normalform wird nun das folgende InsDel-System <y analog zum oben beschrie-
benen Verfahren konstruiert:

11 =(V1,%, A1, Ry) , wobei

Vi ={S,A,B,E Ky, Ky, a},

Ay = {SEE},

R1 ={(S,e/Ky,m1a2),(S,e/K1SA, m1a3), (A, e/KyBB,xqaz), (B, e/ Kia, x1az),
(¢,SKy/¢,¢), (¢, AKy /¢,€), (¢, BKy /¢, €),
(e, XYKy /¢, ¢),
(¢,EE/¢,e)}

fur aq,ap € {S,A,B,a,E} sowie X,Y € V. Es ist zu beachten, dass 7, insgesamt mehr
als neun Regeln besitzt, da fiir a1 und a; verschiedene Zeichenkombinationen moglich
sind. Von diesen Regeln werden allerdings einige gar nicht benétigt. Da in G keine Regel
der Form XY = UZ € P’ enthalten ist, muss beispielsweise diese Produktion bei der
Konstruktion des InsDel-Systems <y; gar nicht beriicksichtigt werden, wodurch auch das
Killersymbol K, vernachlédssigt werden kdnnte. Dies zeigt, dass die obige Konstruktion
nicht als effizient bezeichnet werden kann. Dartiber hinaus wurde in Beispiel ein
InsDel-System konstruiert, welches die gleiche Sprache konstruiert, jedoch nur zwei Regeln
besitzt.

Aus sprachtheoretischer Sicht ist die Frage, ob das Ergebnis des obigen Resultats durch
Minimierung der Werte fiir die Gewichte m, n, p und g gestarkt werden kann, von grofer
Bedeutung. Auch fiir die Vereinfachung bei der laborpraktischen Implementierung der
Insertion- und Deletion-Operation ist diese Frage interessant. Insbesondere ist der Fall
bedeutsam, bei dem ausschliefilich ein Zeichen eingefiigt bzw. geloscht wird (d.h. n=1 so-
wie p=1), da derartige Operationen den Punktmutationen in der genetischen Entwicklung
entsprechen. In dem folgenden Theorem werden die Gewichte (1, 2; 1, 1) betrachtet, d.h.
die maximale Ldnge der Losch- bzw. Einfiigesequenz betragt jeweils ein Zeichen (n=p=1),
die maximale Lange des linken bzw. rechten Kontextes beim Einfiigen einer Sequenz
betragt zwei Zeichen (m=2) und die maximale Lange des linken bzw. rechten Kontextes
beim Loschen einer Sequenz betrdgt ein Zeichen (q=1). Die Lange der Insertion- und
Deletion-Sequenz kann also im Vergleicht zum ersten Resultat um zwei Zeichen minimiert
werden. Allerdings wird bei dem folgenden Theorem ein Deletion-Kontext von maximal
einem Zeichen benotigt.

Theorem 3.3.3. RE = INS?DEL]
Beweis. Wie zu Beginn des Abschnittes bereits erwdhnt, ist es ausreichend die Inklusion

RE C IN S%DEL% zu beweisen. Dazu wird eine beliebige Sprache L C ¥*, L € RE betrach-
tet, welche durch eine Typ-0-Grammatik G = (V, %, P, S) in Penttonen-Normalform (vgl.
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Definition 2.1.6) notiert wurde. Dies bedeutet, dass die Grammatik ausschliefllich kontext-
freie Regeln der Form X = x mit x| <2 (dh.x =¢, x € Zoderx = YZmitY,Z € V)
sowie nicht-kontextfreie Regeln der Form XY = XZ mit X, Y, Z € V beinhaltet.

O.B.d.A. wird angenommen, dass fiir jede Regel X = a0y € P gilt: X # a1, X # ap sowie
a1 # wp. (Ist dies nicht der Fall, so wird X = ajay mit den Regeln X = X, X = «xltxlz

sowie oclz =y ersetzt, wobei X und oc/z neue Symbole sind.) Analog dazu wird angenom-
men, dass fiir jede Regel XY = XZ gilt: X # Y, X # Z sowie Y # Z. Dartiber hinaus
wird jede Regel der Form X = « € Pmita € (V UZX) durch die beiden Regeln X = aZ
und Z = ¢ ersetzt, so dass eine zu G dquivalente Grammatik entsteht. Zusammengefasst
enthélt die Grammatik G also nur Regeln der folgenden Typen:

1. X = ajap mitawgap € (VUZE) und X # aq, X # ap, 01 # ap,
2. X =g
3. XY= XZmitX,Y,Ze Vund X #Y, X # Zsowie Y # Z.

Aufierdem wird angenommen, dass jede Regel in P in der gleichen Weise markiert ist.
Nun wird das folgende InsDel-System konstruiert:

v =(V,,% A, R,), wobei
Vy, =VUZU({[r],(r) | ristdie Markierung der Regelin P } U{B, E},
A, = {BSE}
und fiir die Menge R, die folgenden Regeln erstellt:

1. Fiirjede Regel r : X = ajap € Pvom Typ 1, mit ajay € V U, werden die folgenden
Insertion-Regeln konstruiert:

a) (B1,€/[r],XB2) mit 1 € VUEZU{B}und B € VUXU{E},
b) ([r]X,e/(r),B) mit p € VUXU{B},
o) ([, X/e, (r)),
d) ([rl,e/a1,(r)),
e) (ar,e/az, (1)),
f) (¢ [r]/e a1),
g (a2, (r)/e¢).
2. Fir jede Regel r : X = ¢ € P vom Typ 2 wird folgende Deletion-Regel eingefiihrt:
(B1,X/¢,Br) mit 1 € VUEZU{B}und B, € VUXU{E}.

3. Fiirjede Regel r : XY = XZ € P vom Typ 3, mit X, Y, Z € V, werden die folgenden
Insertion-Deletion-Regeln konstruiert:

a) (B1X,e/[r],YB2) mit f; € VUL U{B}und B, € VUZU{E},
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b) ([r]Y,e/(r),p) mit p € VUZU{B},
o) ([, Y/e (1)),
d) ([r),e/Z,(r)),
e) (X,[r]/e Z),
f) (Z,(r)/¢e).
4. Aufierdem werden die folgenden Deletion-Regeln konstruiert:
a) (¢,B/¢¢),
b) (¢,E/¢ €).

Nun muss noch gezeigt werden, dass die vom obigen InsDel-System 7 beschriebene
Sprache L(7y) dquivalent zu der von der Grammatik G beschriebenen Sprache L(G) ist.
Diese Gleichheit L(G) = L(-y) wird bewiesen, indem gezeigt wird, dass L(G) Teilmenge
von L(vy) sowie L(7y) Teilmenge von L(G) ist:

(L(G) € L(7) |
7 simuliert jeden Ableitungsschritt w = w der Grammatik G, indem ausgehend von

BwE sukzessiv die Wortform Bw'E abgeleitet wird. Dabei werden diejenigen der oben
aufgefiihrten Regeln verwendet, welche mit den entsprechenden Regeln in P fiir die

Ableitung w = w' assoziiert werden. Dies bedeutet, dass fiir einen Ableitungsschritt
r: X = ajay € P das InsDel-System y die sieben unter Punkt 1 aufgefiihrten Insertion-
Deletion-Regeln simuliert. Beispielsweise ergibt sich bei dem Wort w = w; Xw,, welches

nach w' = wyajaowy abgeleitet werden soll (also die Regel r : X = ajap € P simuliert
wird):

Bwi XwyE =+ Bw;[r| XwyE (Regel (a) )
=, Bw;[r]X(r)wyE (Regel (b))
=, Bw [r](r)wyE (Regel (c) )

=, Bw[r]aq (r)woE (Regel (d) )
=, Bw[r]aqan(r)woE (Regel (e) )
=, Bwyayop(r)woE (Regel (f) )
= BwiaqarwrE (Regel (g) )

— BwE

r

Analog dazu erfolgt die Ableitung w = w' des Wortes w = wy XYw, nach w' = w; XZw,
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unter Verwendung der Regel r : XY = XZ € P:

Bwi XYw,E =, Bun X[r]YwyE (Regel (a) )
= Bu X[r]Y (r)wyE (Regel (b))
=, Bu X[r](r)w,E (Regel (c) )
=, Bun X[r]Z(r)w,E (Regel (d) )
=, Bw1 XZ(r)w,E (Regel (e) )
= Bu1 XZwyE (Regel (f) )

— BwE

Ausgehend vom Axiom BSE kann somit jedes Wort in -y abgeleitet werden, welches auch
in G abgeleitet werden kann. Die Marker B und E kénnen am Ende der Ableitung mit
Hilfe der unter Punkt 4 aufgefiihrten Deletion-Regeln wieder entfernt werden. Insgesamt
ergibt sich also das Resultat L(G) C L(1).

(L(G) 2 L(7))
Betrachtet wird das Wort BwE, wobei initial w = S gilt. Es besteht nun die Moglichkeit
eine der folgenden vier Regeln auf diese Sequenz anzuwenden:

die Regel (a) aus Punkt 1,

die Deletion-Regel aus Punkt 2, welche X = ¢ € P simuliert,

die Regel (a) aus Punkt 3 oder

eine der beiden Deletion-Regeln aus Punkt 4.

Es wird die Annahme getroffen, dass sich fiir erstgenannte Variante entschieden wird, d.h.
es wird die Insertion-Operation (B1,¢/[r], XpB2) angewendet, welche die Regel r : X =
x1xy € P simuliert. Daraus ergibt sich

Bw, XwyE = Bw, [1’] XwyE.

Da die Regeln in P in derselben Weise nummeriert sind, X # « gilt und die Regeln (a) der
Punkte 1 bzw. 3 sowie die Deletion-Regel in Punkt 2 den Kontext, welcher sich direkt links
von X befindet, tiberpriift, ist es nur moglich die Regel (b) aus Punkt 1 auf X anzuwenden.
Wird diese Regel nicht angewendet, so kann die Berechnung nicht terminieren. Es ergibt
sich also:

Bwi X[r]Yw,E =, Buq X[r]Y (r)w;E.

Auch hier ist nur eine mogliche Fortsetzung moglich, namlich die Regel (c) aus Punkt
1, welche das Zeichen X entfernt. Erst nach dem Einfiigen des Zeichens a1 zwischen [r]
und (), kann das Zeichen [r]| geldscht werden, weil die entsprechende Deletion-Regel den
Kontext direkt rechts von a; iiberpriift. Wurde a1 eingefiigt, so kann nun auch das Zeichen
ap mit Hilfe der Regel (e) eingefiihrt werden. Da () erst nach [r] eingefiigt wurde und
X # wq gilt, muss das Zeichen «a; vor der Anwendung der Regel (e) eingefiihrt werden, da
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a1 als linker Kontext in dieser Regel verwendet wird. Daher muss vor der Regel (e) die
Regel (d) aus Punkt 1 angewendet werden. Nachdem a;,, wobei oy # a1 sowie ay # X gilt,
kann (r) mittels der Regel (g) entfernt werden. Aufgrund der in den Regeln enthaltenen
Kontexte, kann keine andere Regel die erwdhnten Zeichen als Kontexte verwenden bzw.
16schen. Daher miissen nach Anwendung der Regel (a) aus Punkt 1 alle Regeln (b), (c), ...,
(g) des Punktes 1 angewendet werden, damit die Produktion 7 : X = a1, simuliert wird.
Analog dazu miissen, nachdem eine Regel (81X, ¢/ [r], YB2) (Regel (a) des obigen Punkt 3)
in Assoziation zu r : XY = XZ € P angewendet wurde, auch hier die Regeln (b), (¢), ...,
(g) des Punktes 3 (moglicherweise nicht unmittelbar bzw. in aufeinanderfolgender Weise,
aber unter Verwendung der gleichen Zeichen des aktuellen Wortes) angewendet werden,
um die Produktion XY = XZ zu simulieren.

Die Deletion-Regel (81, X /¢, B2) entspricht dem unmittelbaren Loschen von Regeln in P.
Die Marker B und E kénnen in jedem Schritt mit Hilfe der Regeln aus Punkt (4) entfernt
werden. Daraus ergibt sich, dass oy nur Worter aus L(G) konstruieren kann. O

Auch hier soll ein kurzes Beispiel betrachtet werden, um die beschriebene Konstruktion
des InsDel-Systems noch einmal zu verdeutlichen:

Beispiel 3.3.4 (Konstruktion eines Insertion-Deletion-Systems II).

Sei G die Grammatik aus welche in Penttonen-Normalform transformiert wird, so
dass sich die Grammatik G’ = (V/,%,P/,S) mit V/ = {S, A, B} sowie P/ = {S = ¢,S =
SA, A = BB, B = a} ergibt (vgl. Beispiel 2.1.8). Von diesem Ausgangspunkt aus wird das
folgende InsDel-System <y, konstruiert:

72 = (V, X, Az, Ry), wobei
Vo, ={S,A,B,a,{r},(r),D,E},
— {DSE},

Ry = {(B1,¢/[r], SB2), (B1,€/[r], AB2), (B1,¢/ [r], BB2),
[r]S,e/(r),B), ([rAS,e/(r), B), ([r]B, ¢/ (r), B),

([, A7e, (1)), ([r], B/, (1)),

),

ay,€/a1,(r)),

( ,
([r],57¢(r)
(
(
(€ [rle, 1),
(
(
(

)
1], e/, (r)
(r)

ay, (1) /¢, €),

B1,5/¢ B2),
e,D/¢,e),(e,E/e )}

fur g1 € {S,A,B,D,a} sowie B,B, € {S,A,B,E,a} und a1,a, € {S, A, B,a}. Wird diese
Konstruktion im Vergleich zur Konstruktion aus Beispiel sowie betrachtet, so ist
leicht ersichtlich, dass sie wesentlich ineffizienter ist.

Bei dem letzten Resultat, welches ausfiihrlich betrachtet werden soll, wird gezeigt, dass
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ein InsDel-System mit den Gewichten (1, 1; 2, 0) die Sprachklasse der rekursiv aufzdhl-
baren Sprachen beschreiben kann. Dies bedeutet, dass die maximale Lange der Einfii-
gesequenz ein Zeichen umfasst (n=1), die maximale Loschsequenz zwei Zeichen (p=2)
sowie der linke bzw. rechte Kontext beim Einfiigen einer Sequenz maximal ein Zeichen
betrdagt (m=1) und der linke bzw. rechte Kontext beim Loschen einer Sequenz frei wihl-
bar (q=0) ist. Im Gegensatz zum vorigen Theorem konnte also die Anzahl der Zeichen
im linken bzw. rechten Kontext beim Loschen und Einfligen einer Sequenz um jeweils
ein Zeichen reduziert werden. Allerdings ist fiir die Loschsequenz ein Zeichen mehr
erforderlich.

Theorem 3.3.5. RE = INSIDEL)

Beweis. Sei L € RE,L C ¥* eine beliebige Sprache und G = (V,%,P,S) eine Grammatik
in Geffert-Normalform (vgl. Definition2.1.7), so dass L = L(G) gilt. Fiir die Menge der
Produktionen P gelte P = P; U P,, wobei

e P nur kontextfreie Regeln der folgenden Formen enthlt:
- S=uSy, firu,ve (VUZ —{S}HT,
- S=uxfirxe (VUZ —{S})".

e P nur Regeln der Form XY = ¢ fiir X, Y € V beinhaltet.

Es wird das folgende InsDel-System konstruiert:

Y= (V/ Z/ A/ R) ’ WObei

V=VUXU{¢ KK, F}

U{[S,r]|r:S=x€ P}

UA{X,ri|lr:S=zXweP,zwe (VUE)", i=|z|+1 Xe VUL},
A = {Sc},

und die folgenden Regeln fiir die Menge R erstellt:

1. Zuerst wird jede Regel S = uSv in P durch die Regel S = uScv ersetzt, d.h. es wird
auf der rechten Regelseite das Zeichen c zwischen S und v eingefiigt. Die Regeln der
Form S = x mit |x|s = 0 (d.h. alle Regeln, bei denen das Startsymbol S nicht auf
der rechten Seite vorkommt) bleiben unverandert. Die so entstandene neue Menge

wird mit P{ gekennzeichnet. Fiir jede Regel der Form 7 : § = X1X5.. X} € P{ mit
X; e VUXU{c}, 1 <i<k, k>1,werden die folgenden Regeln eingefiihrt:

a) (S,e/[S,7],¢c),
b) (S,e/K,[S,1]),

o) (¢,SK/¢¢),

d) ([S,r],e/[X1,1,1],¢),
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e) ([X;ri,e/[Xiy1,ri+1],c), 1<i<k-1,
f) ([S,r],e/K, [X1,1,1]),
g) (¢[S,7]K/¢ €),
h) ([X;,r,i],e/X;, [Xizq,ri+1]), 1<i<k-1,
i) ([Xj,ri],e/K X;), 1<i<k-1,
j) (¢ [Xir,iK/ee), 1<i<k-—1,
k) ([X, 1, k], e/F,c),
) ([Xg 1 k|, e/ Xy, F),
m) ([Xi, k], e/K, Xy),
n) (Xi,e/K,F),

0) (6, K'F/ee).
2. Dariiber hinaus werden die folgenden Deletion-Regeln in die Menge R eingefiigt:

a) (&, XY /e, e) mit XY = ¢ € Py,

b) (g,c/¢,¢).

Es ist leicht ersichtlich, dass das InsDel-System -y die Sprache L(G) beschreibt, wenn die
kontextfreien Regeln aus P; in <y korrekt simuliert werden. Um diesen Sachverhalt zu
zeigen, wird eine beliebige Wortform w € (VUX U {c})* betrachtet. Es besteht nun die
Moglichkeit eine der Regeln aus Punkt 2 sowie eine Regel des Typs a) aus Punkt 1 auf die
vorliegende Sequenz anzuwenden. Wird sich fiir die letztgenannte Variante entschieden,
so kann eine Teilsequenz Sc von w durch S[S, r]c ersetzt werden fiir eine Produktion r € P{.
Angenommen, dass w = w;Scw, (initial ist w; = w, = €) und die eben genannte Regel
furr:S = X1X5.. Xk, k > 1 angewendet wird, dann ergibt sich die Sequenz w;S[S, r]cws.
Ausgehend von [S, 7] soll nun X; Xp...Xy produziert werden. Da X; # c und k > 1, kann
das Vorkommen von S in w; S[S, r|cw, nicht noch einmal von c gefolgt auftreten und daher
die Regel vom Typ a) nicht erneut angewendet werden. Mit Hilfe der Regeln des Typs
b) und c) muss dieses Vorkommen von S entfernt werden. Dabei spielt der sogenannte
"Killer" K, welcher das Zeichen, das unmittelbar links von K steht, 16scht, eine wichtige
Rolle: Mit Hilfe der Regel b) wird das Killersymbol K unmittelbar rechts von S eingefiigt
und durch die Regel c) wird die Teilsequenz SK wieder geldscht:

w1S[S, r]cwy =+ w1SK[S, r]cwy =+ w1[S, r]cw,.

Die einzige Moglichkeit mit der Ableitung fortzufahren, ist durch die Anwendung der
Regeln des Typs d), e) oder h) gegeben, da das Killersymbol K (welches in der Lage
ist die Zeichen [S, 7], [X;,7,i],1 < i < k — 1 zu entfernen) nur dann eingefiihrt werden
kann, wenn sowohl im linken als auch im rechten Kontext von K nur Zeichen der Form
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[S,7],[X;, 11,1 <i<k—1auftreten. Daher muss schlussendlich die folgende Ableitung
ausgefiihrt werden:

w1[S, rlcwy = w1 [S, 1][ X1, 1, 1wy =+ wi[S,r][Xy,1,1][Xo, 7, 2] cwn
= o = w1[S, 1] X, 1, 1] [ Xy, 1, k= 1] [ X, 7, k] cws.

Nach dieser Ableitung (bzw. zwischen die einzelnen Ableitungsschritte gelagert) wird das
Killersymbol K zwischen [S, 7] und [X3, 1, 1] analog zur Regel f) eingefiihrt. Dariiber hinaus
wird mit Hilfe der Regel h) zwischen jedes [X;,7,i] und [X;yq,7,i+ 1] furallel <i<k-—1
das Zeichen X; eingefiigt. Somit ergibt sich das folgende Wort:

w1 (S, r|K[Xy, 7, 1) X1[ X0, 7, 2] Xou o [ X1, 1, k — 1) Xie 1 [ Xy, 1, k| cws.

Der Block [S, r]K kann nun mittels der Regel g) geloscht werden (und dies ist auch die
einzige Moglichkeit, um [S, | tiberhaupt jemals zu entfernen). Zwischen den Sequenzen
[Xj, 1,i] und X; kann erneut das Killersymbol K gemif Regel i) eingefiihrt werden, welches
im néchsten Schritt gemeinsam mit dem Block [X;, 7, ] fiir alle 1 < i < k — 1 mit Hilfe der
Regel j) wieder geloscht wird. So ergibt sich das Wort:

ZU1X1X2...Xk,1 [Xk, r, k] CW»s.

Um nun noch die Teilsequenz [ Xy, 7, k] zu entfernen, muss zunichst das Zeichen F geméf
Regel k) eingefiihrt sowie anschlieffend das Zeichen Xj mit Hilfe der Regel 1) eingeftigt
werden:

W1X1X2...Xk_1[Xk, r, k]CZUz = W1X1X2...Xk_1[Xk, r, k]FCZUz
=y W1X1X2...Xk_1[Xk, v, k]XkFCZUQ

Nun kann die Teilsequenz [Xj, 7, k] analog zu jedem anderen Zeichen [X;, 7, i] gelscht
werden, indem zunichst das Killersymbol K gemafd Regel m) zwischen [Xi, 7, k] und X
eingefiihrt und anschlieBend gemeinsam mit dem Zeichen [Xy, 7, k] wieder geloscht wird.
Durch Einfiigen des Killersymbols K gemi8 Regel n), kann im néchsten Schritt mit Hilfe
der Regel 0) das Zeichen F gemeinsam mit dem zuvor eingefiihrten Killersymbol K’ wieder
entfernt werden.

Zu beachten ist, dass ohne das Vorkommen des Startsymbols S in X; X5... X kein weiterer
Ableitungsschritt geméafS der Regeln von Punkt 1 ausgefiihrt werden kann. Gibt es jedoch
ein weiteres Vorkommen von S in X; X,...Xj gefolgt vom Zeichen c, so sind neue Appli-
kationen der Regeln aus Punkt 1 moglich. Das Auftreten des Zeichens ¢ kann am Ende
der Applikation mittels der Deletion-Regel (¢, c/¢, €) aus Punkt 2 entfernt werden. Soll das
Zeichen c entfernt werden, wiahrend das Startsymbol S in der Sequenz enthalten ist und
noch nicht zur Simulation einer Regel aus P; verwendet wurde, dann kann das Startsymbol
S nicht mehr entfernt werden und die Abarbeitung wiirde zu keinem terminalen Wort
fithren. Daher gilt L(y) = L(G). O
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Auch hier soll ein Beispiel betrachtet werden, um die eben erlduterte Konstruktion noch
einmal zu verdeutlichen:

Beispiel 3.3.6 (Konstruktion eines Insertion-Deletion-Systems III).

Sei G erneut die Grammatik aus[3.3.2 Durch Transformation in Geffert-Normalform (vgl.
Beispiel 2.1.8) ergibt sich die Grammatik G’ = (V,%,P/,S) mit P’ = {S = aSa,S = ¢}.
Davon ausgehend kann nun das InsDel-System <y3 konstruiert werden:

Y3 = (V3, Z, A3, R3) , wobei
Vs ={S,a,¢,K,K,F,[S,S=¢|,[S, S = aSa,2]},
A ={Sc},

und die folgenden Regeln fiir die Menge Rj erstellt werden:

1. Die erste Produktion S = aSa in P/ wird zu S = aSca transformiert und fiir diese
Produktion die folgenden Regeln eingefiihrt:

a) (S,e/[S,S = aScal,c),

b) S,e/K,[S,S = aScal),

) e, SK/¢,¢€),

d) [S,S = aSca),e/[a,S = aSca,1],¢c),

e) [a,S = aSca,1],¢/[S,S = aSca,2],c),

[S,S = aSca,2],e/[c,S = aSca,3],c),

[c,S = aSca,3],e/[a,S = aSca,4],c),

[S,S = aSca),e/K,[a,S = aSca, 1]),
[S,S = aSca]K/¢,¢),

[a,S = aSca,1],¢/a,[S,S = aSca,2]),

[S,S = aSca,2],¢/S,[c,S = aSca, 3]),

[c,S = aSca,3],e/c,[a,S = aSca,4]),

[a,S = aSca,1],e/K,a),

[

[

f)

g
h)

S,S = aSca,2],e/K,S),
C,S = aSca,3],¢/K,c),
€ [a,S = aSca,1]K/¢, e
[S,S = aSca,2]K/¢, €

[c,S = aSca,3]K/¢,¢),
e, [a,S = aSca,4]K/¢,¢),

4

j) )
)

(
(
(
(
(
(
(
(&
(
(
(
(
(
(
(
(&
(
(
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([a,S = aSca,4],¢/F,c),
1) (la,S = aSca,4],e/a,F),
([a,S = aSca,4],¢/K,a),
(a,e/K',F),
0) (e, K'F/¢¢).

2. Die zweite Produktion S = ¢ in P’ bleibt unverindert, so dass sich die folgenden
Regeln ergeben:

a) (S,e/[S,S = ¢€],¢),
b) (S,e/K,[S,S = ¢]),

) (¢,SK/¢,¢),

d) ([S,S=¢€],e/[e,S = ¢,1],0),
e) —

f) ([S,S =¢€],e/K,[e,S = ¢,1]),
g) (¢,[S,S = €]K/¢,¢),

h) —

i) —

(¢,[e,S = ¢,1]K/¢,¢),
([e,S = ¢,1],¢/F,c),
1) (le,S = ¢,1],¢/¢,F),
(e, S =¢,1],¢e/K,¢),
(s,s/K’,F),

0) (e, K'F/¢¢).

Esist leicht ersichtlich, dass dieses InsDel-System noch ineffizienter ist, als die aufgefiihrten
InsDel-Systeme in Beispiel sowie Die Regelmenge R3 beinhaltet noch
einmal mehr Regeln als die Regelmenge R;, da allein fiir eine Produktion mehr als 10
Regeln in die Regelmenge aufgenommen werden miissen.
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3 Insertion-Deletion-Systeme

Die Frage, wie machtig die Klasse INSIDEL! ist, ist momentan noch ungeklart. Es scheint
jedoch so, dass mindestens einer der Parameter m (der Insertion-Kontext), q (der Deletion-
Kontext) oder p (die Deletion-Sequenz) mindestens 1 Zeichen umfassen muss, um nicht-
kontextfreie Grammatiken konstruieren zu konnen. Das Resultat INSLDE L8 C CF wurde
in [PRS98] (vgl. Theorem 6.4.) bewiesen und ist ein Indiz daftir, dass die obige Annahme
zu stimmen scheint.

Auch die Klasse der kontextfreien InsDel-Systeme kann auf Universalitdt untersucht wer-
den: In [Ver10] Abschnitt 4 wird die Gleichheit INSYDELY = RE bewiesen. Die Lange der
Insertion- und Deletion-Sequenz ist in diesem Resultat unbegrenzt, kann jedoch leicht mit
einer Begrenzung versehen werden, indem die Lange der in den Grammatikregeln auftre-
tenden Sequenzen betrachtet wird. Bei einer Grammatik in Kuroda-Normalform, kann die
Insertion- und Deletion-Sequenz auf drei Zeichen begrenzt werden, d.h. INSJDEL] = RE
(vgl Theorem 4.3. in [Ver10]). Auch dieses Resultat kann noch einmal verbessert werden,
indem die Insertion- oder Deletion-Sequenz um ein Zeichen verringert wird. Das heifst
auch die Gleichheit INSYDEL} = RE (vgl Theorem 4.4. in [Ver10]) sowie INSJDEL) = RE
(vgl Theorem 4.5. in [Ver10]) konnten bewiesen werden.
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4 Zusammenfassung

Insertion-Deletion-Systeme sind ein formales Berechnungsmodell des DNA-Computings,
welche eine Reihe niitzlicher Eigenschaften aufweisen. Zu diesen Eigenschaften zahlt
beispielsweise die Universalitdt von Insertion-Deletion-Systemen, da das Modell unter
der Voraussetzung, dass die Modellparameter geeignet gewdhlt werden, universell ist.
Die Gewichte (n, m; p, q) stellen die eben erwdhnten Modellparameter eines Insertion-
Deletion-Systems dar und haben Einfluss auf die Universalitiat des Modells. Daher ist die
Feststellung, welche minimale Wertebelegung fiir diese Parameter notwendig sind, damit
das entsprechende Insertion-Deletion-System alle Sprachen aus der Klasse RE konstruieren
kann (d.h. universell ist) eine interessante Fragestellung, welche in der vorliegenden Arbeit
diskutiert wurde. Als Resultat wurde zuerst gezeigt, dass ein Insertion-Deletion-System
mit den Gewichten (3, 2; 3, 0) die Universalitdtseigenschaft besitzt. Darauf aufbauend wur-
de der Beweis ausgefiihrt, dass auch Insertion-Deletion-Systeme mit kleineren Gewichten
- namlich (1, 2; 1, 1) sowie (1, 1; 2, 0) - die Sprachklasse RE konstruieren kénnen. Auch
Resultate beztiglich der Universalitdt von kontextfreien Insertion-Deletion-Systemen sind
bekannt: Die minimalen Gewichte fiir n bzw. p betragen hierbei zwei und drei bzw. drei
und zwei Zeichen.

Diese Ergebnisse verdeutlichen wie méachtig Insertion-Deletion-Systeme sind, da sie dqui-
valent zur Berechnungsstédrke einer Turingmaschine sind. Daher ist es sehr wahrscheinlich,
dass Insertion-Deletion-Systeme auch in der zukiinftigen Forschung im Bereich des DNA-
Computings eine bedeutende Rolle spielen werden.
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