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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Motivation

Durch die immer gréfler werdenden Mengen an Daten, die in modernen
Informationssystemen verarbeitet werden miissen, werden Systeme immer
wichtiger, die Moglichkeiten bieten, das vorhandene Wissen der zu Grunde
liegenden Anwendungsbereiche strukturiert und formal zu reprisentieren. In
diesem Zusammenhang sind wissensbasierte Systeme besonders interessant,
da diese einen Formalismus zur Représentation von explizitem Wissen und
Werkzeuge bieten, mit denen implizites Wissen abgeleitet werden kann.

In vielen dieser wissensbasierten Systeme werden Beschreibungslogiken er-
folgreich angewendet. Beschreibungslogiken (BL) [BCM™03] sind eine Fa-
milie von Logiken zur Wissensreprisentation. Sie bilden unter anderem
die Grundlage fiir die standardisierte Ontologiesprache OWL (web onto-
logy language) [HKPT09]. Die Wissensbasis eines BL-Systems besteht aus
zwei Komponenten: der Terminologie, die auch als TBox bezeichnet wird,
und der ABox. In der TBox kénnen fiir eine Anwendungsdoméne relevan-
te Konzepte und deren Beziehungen zueinander definiert, und in der ABox
Individuen und deren Eigenschaften beschrieben werden. Zudem bietet ein
BL-System eine Reihe von Werkzeugen, um, aus dem in der Terminolo-
gie explizit reprasentierten Wissen, neues implizites Wissen abzuleiten. Der
praktische Nutzen von BL-Systemen liegt zum einen darin begriindet, dass
auf Grundlage der formalen Semantik Schlussfolgerungsprobleme definiert
werden kénnen und zum anderen darin, dass fiir Schlussfolgerungsverfahren,
deren Korrektheit und Vollstéandigkeit fiir diese Probleme bewiesen wurden,
effiziente Implementierungen existieren. Klassische Schlussfolgerungsverfah-
ren sind zum Beispiel das Priifen der Wissensbasis auf Konsistenz oder das
Berechnen der Ober-/Unterkonzeptbeziehungen der Konzepte aus der Ter-
minologie. Fiir viele Anwendungen sind jedoch auch Schlussfolgerungsver-
fahren wichtig, die es erméglichen neues Wissen aus dem vorhandenen Wis-
sen zu extrahieren, um zum Beispiel automatisch verschiedene Daten aus
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der ABox in ein Konzept zu generalisieren.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit diesen sogenannten Generalisierungsin-
ferenzen in der Beschreibungslogik £L beziiglich genereller Terminologien.
Dazu z&hlt die Berechnung des Least Common Subsumers (LCS) und des
most specific concepts (MSC). Der LCS beschreibt die speziellste Genera-
lisierung fiir eine Reihe von Konzepten beziiglich einer Terminologie und
die Berechnung des MSC dient zur Generalisierung von Individuen aus ei-
ner Wissensbasis in ein Konzept. Im Zusammenspiel sind diese Inferenzen
vor allem fiir den Entwurf und die Erweiterung von Wissensbasen niitzlich.
So kann fiir Individuen jeweils das speziellste Konzept berechnet werden.
Der LCS dieser speziellsten Konzepte beschreibt dann die Gemeinsamkeiten
der Individuen. Durch das automatische Berechnen von Generalisierungen
kann es somit auch Anwendern gelingen, die keine Experten auf dem Gebiet
der Wissensreprisentation oder Logik sind, die flexiblen Moéglichkeiten zur
Abstraktion, die Beschreibungslogiken bieten, zu nutzen. Berechnungsme-
thoden und auch weitere praktische Anwendungen fiir diese Inferenzen sind
bereits intensiv erforscht worden [BKM99, BST07, MET11]. Jedoch wurde
gezeigt, dass der LCS und das MSC in £L beziiglich genereller Terminolo-
gien, die in vielen existierenden Wissensbasen verwendet werden, im Allge-
meinen nicht existiert [Baa03].

Es gibt Algorithmen zur Berechnung von Approximationen dieser speziells-
ten Generalisierungen [PT10b], die fiir viele praktische Anwendungen aus-
reichend sind. Entscheidungsverfahren fiir die Probleme, ob der LCS oder
das MSC beziiglich einer gegebenen Wissensbasis existieren und ob eine
berechnete Generalisierung der speziellsten Generalisierung entspricht, sind
aber noch nicht bekannt. Wurde zum Beispiel die Approximation des LCS
berechnet, ist es jedoch interessant zu bestimmen, ob durch die Approxi-
mation Information verloren gegangen ist. Daraus ergeben sich die Fragen
ob diese Approximation dem exakten LCS entspricht, ob eine speziellere
Generalisierung existiert oder ob der exakte LCS beziiglich der gegebenen
Terminologie fiir die beiden Konzepte iiberhaupt nicht existiert.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die exakten Bedingungen unter denen der LCS
existiert zu charakterisieren und ein Entscheidungsverfahren fiir das Exis-
tenzproblem zu entwickeln. Auflerdem soll die Methode zur Approximation
des £L-LCS beziiglich genereller £L£-TBoxen auf generelle ALC-TBoxen er-
weitert werden.

Generalisierungsinferenzen und deren Anwendungen wurden insbesondere
fiir Beschreibungslogiken der £ £-Familie schon intensiv erforscht. Im folgen-
den Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber bisherige Arbeiten zu diesem
Thema vorgestellt.
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1.2 Bisherige Arbeiten

Die Berechnung des LCS als Inferenz fiir BLen wurde erstmals in [CBH92]
eingefiihrt, um mit dem LCS von Konzeptbeschreibungen alle Gemeinsam-
keiten dieser Konzeptbeschreibungen zu berechnen. In einer ausdrucksstar-
ken BL wie zum Beispiel ALC ist der LCS von einer Menge von Konzept-
beschreibungen die Disjunktion dieser Konzeptbeschreibungen und bietet
damit keine niitzlichen Informationen. Daher sind die Berechnungsmetho-
den fiir den LCS meist auf ausdrucksschwache BLen wie £L£ oder ALE be-
schrankt.

In [BKM99] wurde ein Algorithmus zur Berechnung des LCS fiir die Be-
schreibungslogiken £L£ und ALE beziiglich azyklischer, auffaltbarer TBoxen
vorgestellt, und in [Baa03] wurde das Problem fiir ££ und zyklische TBoxen
untersucht. Es wurde gezeigt, dass bereits beziiglich zyklischer TBoxen der
EL-LCS im Allgemeinen nicht existiert. Die Entscheidbarkeit des Existenz-
problems des LCS fiir zyklische £ £-TBoxen wurde dann in [Baa04] bewiesen.
Die Definition des LCS beziiglich zyklischer TBoxen in [Baa03, Baa04] er-
laubt es die Terminologie zu erweitern, im Unterschied zur Definition des
LCS beziiglich genereller TBoxen in [BST04,PT10b], die auch in dieser Ar-
beit verwendet wird. Die Nicht-Existenz des LCS wurde jedoch auch in die-
sem Fall in [BST04] gezeigt. Kriterien fur die Existenz bzw. Nicht-Existenz
des LCS wurden allerdings nicht angegeben.

Daraufhin wurden in [BST04, PT10b] Methoden fiir die Berechnung von
Approximationen des LCS entwickelt und in [LPW10] Erweiterungen von ££
definiert, in denen der LCS und das MSC immer existieren. Dabei wurden
in [BST04] auch erstmals ££-Generalisierungen beziiglich genereller ALC-
Terminologien betrachtet, da in vielen Wissensbasen BLen wie ALC oder
Erweiterungen davon verwendet werden.

Alle Ansitze fiir die Berechnung von Generalisierungen basieren auf einer
Charakterisierung der zu Grunde liegenden Standardinferenz. Im Fall des
LCS ist das Subsumption, und im Fall des msc die Instanzbeziehung. Die
ausdrucksschwache Beschreibungslogik £L£ ist in diesem Zusammenhang be-
sonders interessant, da diese Inferenzen fiir generelle £L£-Wissensbasen in
polynomieller Zeit entscheidbar sind [BBL05]. Der Algorithmus in [BBLO05]
basiert auf Vervollstindigung, d. h. es werden alle impliziten Subsumpti-
onsbeziehungen zwischen atomaren Konzepten mit Hilfe von Inferenzregeln
abgeleitet. Auf diese Weise wird die Subsumptionshierarchie der atomaren
Konzepte berechnet. Basierend auf dieser Struktur wurde in [PT10a] ein Be-
rechnungsverfahren fiir Rollentiefen-beschréankte speziellste Generalisierun-
gen beziiglich genereller £L£-TBoxen angegeben. Diese Approximationen sind
mogliche Kandidaten fiir die speziellsten Generalisierungen. Das zugehorige
Berechnungsverfahren und die in [LPW10] beschriebene Charakterisierung
der Subsumptionsbeziehung mit kanonischen Modellen und Simulationen ist
der Ausgangspunkt, fiir den in dieser Arbeit vorgestellten Ansatz zur Losung
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des Existenzproblems des LCS.

Fir die Erweiterung der Methode zur Berechnung des Rollentiefen-
beschrankten EL-LCS auf generelle ALC-TBoxen wird das Ver-
vollstédndigungsverfahren fiir ALC-TBoxen aus [SKH11] genutzt.

1.3 Inhaltsiibersicht

Im néchsten Kapitel werden die grundlegenden Definitionen zu den Beschrei-
bungslogiken £L£ und ALC vorgestellt. Anschlieend wird eine exakte Cha-
rakterisierung der Existenz des LCS angegeben und darauf aufbauend die
Entscheidbarkeit des Existenzproblems gezeigt. Auflerdem wird die Komple-
xitét des Entscheidungsverfahrens untersucht. Im darauf folgenden Kapitel
wird die Methode zur Berechnung des Rollentiefen-beschrinkten £L£-LCS
auf generelle ALC-TBoxen erweitert. AbschlieBend werden die Ergebnisse
zusammengefasst und es wird ein Ausblick gegeben.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die formalen Definitionen zu Beschreibungslogiken
und zu einigen klassischen Inferenzproblemen vorgestellt.

2.1 Beschreibungslogiken und Standardinferenzen

2.1.1 Syntax und Semantik von ALC

Beschreibungslogiken sind eine Familie von Logiken zur Wissensre-
prasentation, die sich hinsichtlich der verwendeten Syntax und damit der
Ausdrucksstéirke unterscheiden. In diesem Abschnitt wird die grundlegende
BL ALC mit deskriptiver Semantik vorgestellt. Es werden die Definitionen
und Notation aus [BCM™ 03] verwendet.

Die grundlegenden Bausteine einer Beschreibungslogik sind die Konzept-
beschreibungen, die aus einer Menge von Konzeptnamen, einer Menge von
Rollennamen und verschiedenen Konstruktoren aufgebaut sind.

Definition 2.1.1 (Syntax von ALC). Sei Ng eine Menge von Kon-
zeptnamen und Ng eine Menge von Rollennamen. Die Menge der ALC-
Konzeptbeschreibungen ist induktiv wie folgt definiert:

e T 1 sind ALC-Konzeptbeschreibungen.
e Jedes A € N ist eine ALC-Konzeptbeschreibung.

e Wenn C, D ALC-Konzeptbeschreibungen sind und r € Ng, dann
sind auch C' 1M D (Konjunktion), =C' (Negation), C' U D (Disjunk-
tion), Ir.C' (Existenzrestriktion) und Vr.C' (Werterestriktion) ALC-
Konzeptbeschreibungen.

Die Semantik von ALC-Konzeptbeschreibungen wird mittels einer Inter-
pretation Z = (AZ,.T) definiert. Dabei ist AZ eine nicht-leere Menge, die
Domdne genannt wird. £ ist eine Abbildung, die jedes A € N auf ei-
ne Menge AT C AT abbildet. Jedem Rollennamen r € Ng wird durch

7
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L eine binire Relation 2 C AT x AT zugeordnet. Fiir komplexere ALC-

Konzeptbeschreibungen wird die Abbildung Z wie folgt erweitert:
o T2 .= AL, 1T :=0;

e (Cn D) :=0CTn D% (CuD)?:=CtuD%

(
o (-O) .= AT\ O
o IOV :={decAT|3ec AT:(de) crt Nee CT};
(

o (Vr.C)t:={de AT |Veec Al(d,e) ert = ec CT}

Mit Hilfe von ALC-Konzeptbeschreibungen C, D kénnen nun Axiome der
Form C' © D formuliert werden. Diese Axiome werden als generelle Kon-
zeptinklusionen (GCIs) bezeichnet. Eine generelle TBozx ist eine Menge von
GClIs. Es wird die Abkiirzung C' = D fiir das Paar C C D, D C C verwendet.
Fiir ein Individuum a aus einer Menge von Individuennamen Ny, gibt es
Axiome der Form C(a) (Konzeptassertion) und r(a,b) (Rollenassertion).
Dabei ist C' eine Konzeptbeschreibung und r ein Rollenname. Die A Boz ist
eine Menge von Konzept- und Rollenassertionen. TBox und ABox bilden die
Komponenten einer Wissensbasis K = (T, .A).

Die Signatur einer Konzeptbeschreibung C, bezeichnet mit sig(C), ist die
Menge der Konzept-und Rollennamen, die in C' vorkommen. N¢ 7 bzw. Nr 1
ist die Menge der Konzept- bzw. Rollennamen, die in der TBox 7 vorkom-
men. Nc 7 enthélt zusétzlich das T-Konzept. Die Signatur einer TBox ist
dann sig(T) = NC,T \ {T} U NR77’.

Die Semantik einer Wissensbasis ist wie folgt definiert:

Definition 2.1.2. Sei K = (7, .A) eine Wissensbasis mit der TBox 7 und
der ABox A. Eine Interpretation Z = (AZ,.) ist ein Modell fiir 7 gdw.
fiir alle Konzeptinklusionen C C D € T: CT C D? gilt. T ist ein Modell
fir A gdw. fiir alle Konzeptassertionen C'(a) € A und Rollenassertionen
r(a,b) € A gilt: a* € CF baw. (at,b?) € rZ. T ist ein Modell fiir K genau
dann, wenn Z ein Modell fiir 7 und ein Modell fiir A ist. Eine Wissensbasis
K ist genau dann konsistent, wenn X ein Modell hat.

Die Beschreibungslogik £L ist eine Teilsprache von ALC. Es sind nur die
Konstruktoren T, Konjunktion und Existenzrestriktion erlaubt. Ein Wis-
sensbasis K = (7T, .A) bzw. eine TBox T wird als ££-Wissensbasis bzw. als
EL-TBox bezeichnet genau dann, wenn nur £L-Konzeptbeschreibungen mit
den genannten Konstruktoren in K bzw. 7 vorkommen.

Im folgenden Abschnitt werden einige grundlegende Schlussfolgerungspro-
bleme eingefiihrt.
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2.1.2 Standardinferenzen

Auf Grundlage der formalen Semantik lassen sich Schlussfolgerungsprobleme
definieren. Zunéchst werden die beiden klassischen Inferenzen Subsumption
und das Instanzproblem betrachtet.

Subsumption. Seien C, D Konzeptbeschreibungen und 7 eine TBox. D
subsumiert C' beziiglich 7 genau dann, wenn fiir alle Modelle Z von
T: CT C D? gilt. Dies wird abgekiirzt mit C Ty D.

Instanzproblem. Sei K = (7, .A) eine Wissensbasis, a ein Individuum und
C' eine Konzeptbeschreibung. a ist Instanz von C' (K = C(a)) genau
dann, wenn a? € C7 fiir alle Modelle Z von K.

Zwei Konzeptbeschreibungen C, D sind dquivalent beziiglich einer TBox T,
abgekiirzt mit C =7 D, genau dann, wenn C' Ty D und D Ty C gilt. An
Stelle von einzelnen Subsumptions- oder Instanzanfragen sind in der Praxis
vor allem die beiden darauf aufbauenden komplexen Inferenzen Klassifika-
tion und ABox-Realisierung von Bedeutung.

Klassifikation. Es wird fiir eine TBox 7 und fiir alle Paare von Konzept-
namen A, B € N¢ 7 berechnet ob A C7 B gilt.

ABox-Realisierung. Fiir eine Wissensbasis K, alle Individuen a und alle
Konzeptnamen B, die in K vorkommen, wird berechnet ob K = B(a)
gilt.

Fiir ££-Wissensbasen sind diese beiden Inferenzen in polynomieller Zeit be-
rechenbar [BBL05]. Der Algorithmus aus [BBLO05] fiir diese Inferenzen wird
im Folgenden vorgestellt. Zunéchst werden die TBox und ABox normalisiert.

Definition 2.1.3 (Normalform). Sei 7 eine ££-TBox und A, B € N¢ 7 und
r € Nr7. T ist in Normalform genau dann, wenn alle Konzeptinklusionen
in 7 eine der folgenden Formen haben:

[]AiCB(n<2) AC3r.B IrAC B

Sei A eine ABox und @ € Ny und B ein Konzeptname. A ist in Normalform
genau dann, wenn alle Konzeptassertionen von der Form B(a) sind.

Zu jeder £L-TBox T kann in linearer Zeit durch Einfiihrung von neuen Kon-
zeptnamen eine normalisierte TBox 7’ mit den Regeln in Abb. 2.1 berechnet
werden [BBLO05]. Die ABox wird normalisiert, indem eine Konzeptassertion
der Form C(a) mit einer komplexen Konzeptbeschreibung C' durch B(a) mit
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CNDCE—{DCI[D],CN[D|CE}
I.CCD—{CC[C),3[C)C D}
ccb-{CcClC][C cD}
BC 3I.C - {BC 3.[C],[C]EC}
BCCND— {BCC,BC D}
C,D ¢ Ngr[C), D] sind neue Konzeptnamen.

Abbildung 2.1: ££-Normalisierungsregeln

einem neuen Konzeptnamen B ersetzt wird und B = C zur TBox hinzu-
gefiigt wird.

Durch  Anwendung von  Vervollstindigungsregeln = werden  neue
Subsumptions- bzw. Instanzbeziehungen abgeleitet. Die Struktur, die
dabei generiert wird ist ein Vervollstindigungsgraph und wird in der
folgenden Definition beschrieben.

Definition 2.1.4 (Vervollstdndigungsgraph). Sei K = (7, .A) eine norma-
lisierte £L£-Wissensbasis. N ist die Menge der Rollennamen und Ny die
Menge der Individuen, die in K vorkommen. Der Vervollstindigungsgraph
Gc = (V,E,S) ist ein beschrifteter Graph mit der Knotenmenge
V = No7UN1, den Kanten &/ C V X Ng x V und der Beschriftungsfunktion
SV = 2NoT | G erfiillt die folgenden Eigenschaften:

e A L7 B genau dann, wenn B € S(A);

e A LTy 3r.B genau dann, wenn (A,r, B') € E und B € S(B’);

e K = B(a) genau dann, wenn B € S(a) und

e K = (3r.A)(a) genau dann, wenn (a,r, A’) € E mit A € S(A").

Aus dem Vervollstdndigungsgraphen kénnen alle implizierten Subsumptions-
und Instanzbeziehungen der Wissensbasis abgelesen werden. Der Ver-
vollstandigungsgraph bietet damit die Grundlage fiir die Berechnung von
Generalisierungen. Als ein Beispiel dafiir wird im néchsten Abschnitt der
Least Common Subsumer betrachtet.

2.2 Least Common Subsumer

In diesem Abschnitt wird der Least Common Subsumer definiert und einige
bekannte Resultate zur Existenz und zu Approximationen des LCS zusam-
mengefasst.
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Die Idee des Least Common Subsumer (LCS) besteht darin die Gemeinsam-
keiten einer Menge von Konzeptbeschreibungen C1,...,C, zu erfassen. Es
wird hier nur der bindre £L£-LCS beziiglich einer generellen TBox betrach-
tet. Der LCS ist formal wie folgt definiert.

Definition 2.2.1 (LCS). Sei 7 eine TBox und D;,Dy und C EL-
Konzeptbeschreibungen. C' ist der LCS von D; und Ds beziiglich T genau
dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(C1) Esgilt Dy C7 C und Dy Ty C.

(C2) Fiir alle ££-Konzeptbeschreibungen E mit D1 7 E und Dy Ty E
gilt C Ty E.

Eine £L-Konzeptbeschreibung C’, die D; Cy C’ fiir i = 1,2 erfiillt, wird
Common Subsumer von Dy und Dy beziiglich 7 genannt.

Eine £L£-Konzeptbeschreibung die (C1) erfiillt existiert immer und ist gege-
ben durch T. Zudem ist der LCS modulo Aquivalenz eindeutig bestimmt. Es
kann demnach keine beziiglich Subsumption nicht vergleichbaren Common
Subsumer geben, die die Bedingung (C2) erfiillen. Der £L£-LCS existiert da-
her genau dann nicht, wenn die Menge der Common Subsumer unendlich
ist und eine unendliche Ketter von immer spezieller werdenden Common
Subsumern existiert. Zum Beispiel existiert der LCS von A und B beziiglich
der EL-TBox T := {A T 3r.A, B C 3r.B} nicht [BST04], da es eine unend-
liche Folge Jr.T,3r.3r. T,3Ir.3Ir.Ir. T, ... von spezieller werdenden Common
Subsumern von A und B gibt.

Um dieses Problem zu vermeiden, wurde in [PT10b] eine Schranke fiir die
Rollentiefe der Common Subsumer eingefiihrt. Die Rollentiefe rt ist definiert
fiir eine £L-Konzeptbeschreibung C. rt(C) ist 0, wenn C' ein Konzeptnamen
oder T ist. Fiir eine Konjunktion C I D und eine £L£-Konzeptbeschreibung
D gilt rt(C M D) := maz(rt(C),rt(D)) und fir eine Existenzrestriktion
Ir.D gilt rt(Ir.D) := 1 + rt(D). Der k-lcs von €L-Konzeptbeschreibungen
Dy, Dy beziiglich einer TBox T ist definiert wie in 2.2.1. Zusétzlich zu (C1)
gilt r¢(C') < k und zusétzlich zu (C2) gilt rt(E) < k fiir die natiirliche
Zahl k. Der k-lcs ist damit der speziellste Common Subsumer mit einer
Rollentiefe < k. Der (binire) k-lcs existiert immer und kann in polyno-
mieller Zeit berechnet werden [PT10b]. Dazu wird der Produktgraph des
Vervollstindigungsgraphen aus Definition 2.1.4 gebildet.

Definition 2.2.2  (Produktgraph). Sei 7 eine EL-TBox und
Gr = (V/,E',S") der Vervollstindigungsgraph fiir die normalisierte
TBox 7’ von T. Gy ist definiert durch G+ := G mit K = (T,0). Der
Produktgraph ist der Graph Gr# x Gy = (V, E, S) mit

o Vi=V'xV,
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e F:={((A,B),r(C,D))| (Ar,C),(B,r,D) € E'} und
e S((A,B)):=5'(A) NS (B).

Der k-lcs von Dy und Dy beziiglich 7 wird berechnet, indem zunéchst der
Produktgraph zu der TBox 7 U {A = D1, B = D2} im Knoten (A, B) bis
zur Tiefe k abgewickelt wird. Das Konzept, das bei der Abwicklung entsteht
wird Traversierungskonzept genannt und ist wie folgt definiert:

Definition 2.2.3 (Traversierungskonzept). Sei Gr = (V, E, S) der Produkt-
graph zur EL-TBox T, k eine natiirliche Zahl und (A, B) € V. Die Funktion
travg, ist rekursiv definiert durch:

tranT(Ov (A,B)) = |_| D;
DeS((A,B))

travg, (k,(A,B) =[] Dn ['] Ir.(travg, (k — 1, (E, F))).
DeS((A,B)) ((A,B),r,(E,F))€E

Die Berechnung des Traversierungskonzeptes beinhaltet die Einfithrung neu-
er Konzeptnamen, da bei der Berechnung des Produktgraphen die TBox nor-
malisiert wird. Diese neuen Konzeptnamen werden Normalisierungsnamen
genannt. Um den k-Ics beziiglich der urspriinglichen Signatur zu berechnen,
werden die Normalisierungsnamen in dem Traversierungskonzept durch T
ersetzt. Das Traversierungskonzept mit den ersetzten Normalisierungsnamen
wird mit trav bezeichnet.

Satz 2.2.1 ( [PT10b]). Seien T eine EL-TBox, Di,Dy EL-
Konzeptbeschreibungen, Gt = (V,E,S) der Produktgraph zu
TU{A = Dy1,B = Dy} mit zwei neuen Konzeptnamen A,B, T' die
normalisierte TBox zu T U{A = Di,B = Dy} und k eine natirliche
Zahl. travg_,(k, (A, B)) ist der k-lcs von D1 und Dj beziglich T' und
travg_, (k, (A, B)) ist der k-lcs von Dy und Dy beziiglich T .

Die Korrektheit der Ersetzung der Normalisierungsnamen folgt aus diesem
Lemma:

Lemma 2.2.1 ( [PT10a]). Sei T eine EL-TBox, T' die normalisier-
te TBox zu T mnach Anwendung der Regel in Abb. 2.1, C,D EL-
Konzeptbeschreibungen mit sig(C') U sig(D) C sig(T") und C'(D") die Kon-
zeptbeschreibung, die aus C(D) entstanden ist durch Entfernen aller Namen
A € sig(T")\sig(T) aus C(D). Es gilt C Ty D genau dann, wenn C' Ty D'.

Damit kann auch bewiesen werden, dass die Existenz des exakten LCS un-
abhingig von der Normalform ist.
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Lemma 2.2.2. Sei T eine EL-TBox und D1, Dy £L-Konzeptbeschreibungen
mit sig(D1) U sig(D2) C sig(T). Der LCS von Dy und Dy beziiglich T exis-
tiert genau dann, wenn der LCS fiir neue Konzeptnamen A, B beziiglich der
normalisierten TBox T' zu T U{A = D1, B = D5} existiert.

Beweis. Sei K mit rt(K) = k der LCS von A, B beziiglich 7'. Es wird
gezeigt, dass der LCS von Dy, Dy beziiglich 7 ebenfalls existiert. Es gilt
nach Satz 2.2.1:

K =7 travg_, (k, (A, B)) (2.1)

Dann ist K = travg, (k, (A, B)) nach Satz 2.2.1 der k-lcs(D1, Dy) beziiglich
T. Angenommen K ist nicht der exakte LCS. Dann existiert ein [ > k und
es gilt fiir den L = I-lcs(Dy, D2) beziiglich T

LCr Kuwd K Z7 L (2.2)
und R
L =travg, (I, (A, B)) (2.3)
Da K der exakte LCS beziiglich 77 ist, folgt mit (2.1):
travg_, (k, (A, B)) Ty travg, (I, (A, B)). (2.4)
Aus Lemma 2.2.1 folgt:
travg, (k, (A, B)) E7 travg_, (I, (A, B)) (2.5)

und mit (2.3) auch K 7 L im Widerspruch zu (2.2).
Die andere Richtung kann analog gezeigt werden, da Lemma 2.2.1 fiir beide
Richtungen gilt. O

Weiterhin lasst sich die folgende Charakterisierung des exakten LCS ablei-
ten.

Lemma 2.2.3. Sei T eine EL-TBox, D1,Ds EL-Konzeptbeschreibungen
und k € N. Es gilt Yl € N : k-les(D1, D3) Ty Iles(Dy, D2) genau dann,
wenn k-les(Dy, D2) der exakte LCS ist.

Beweis. (Skizze) ,=“: Angenommen k € N und es gilt
Vi € N : k-les(Dy, D2) T I-les(D1, D2). Es ist zu zeigen, dass k-lcs(D1, Ds)
(C1) und (C2) aus Definition 2.2.1 erfullt. (C1) ist erfiillt. Es wird (C2)
gezeigt. Sei F eine beliebige ££ Konzeptbeschreibung mit D1 T4 E und
Dy C7 E und rt(E) = I'. Nach Definition des I'-Ics folgt I'-les(Dy, D) E7 E
und nach Annahme gilt k-les(Dy, Do) Cg I'-les(Dq, D2). Daraus folgt
k—|CS(D1,D2) Cr b

,<=“ Angenommen k-lcs(D1, Ds) ist der exakte LCS. Alle Konzeptbeschrei-
bungen der Form I-lcs(Dy, Ds) fiir eine natiirliche Zahl I sind Common Sub-
sumer von Dy und Dy und subsumieren den exakten LCS nach Definition
2.2.1 (C2). Die Behauptung folgt daher mit vollstdndiger Induktion iiber
l. O
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Die Rollentiefen- beschrinkten Approximationen des LCS sind demnach
mogliche Kandidaten fiir den exakten LCS. Das Problem besteht darin ei-
ne geeignete Rollentiefe k zu finden. Ist die berechnete Approximation des
LCS zum Beispiel zu allgemein fiir eine bestimmte Anwendung, dann stellt
sich die Frage ob der exakte LCS existiert und wie weit der Produktgraph
traversiert werden muss, um den LCS zu berechnen. Dieses Problem wird
im néchsten Kapitel untersucht.



Kapitel 3

Existenz des £L-LCS
beziiglich genereller
EL-TBoxen

In diesem Kapitel wird ein Entscheidungsverfahren fiir das Existenzproblem
des EL-LCS beziiglich genereller £L£-TBoxen entwickelt.

Als Einstieg wird im ersten Abschnitt ein Beispiel fiir die Nicht-Existenz des
LCS untersucht und eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz skizziert.
Im nachfolgenden Abschnitt wird die Charakterisierung der Subsumption
beziiglich genereller ££-TBoxen aus [LW10] genutzt, um daraus eine hin-
reichende und notwendige Bedingung fiir die Existenz des LCS abzuleiten.
Anschlielend wird die Entscheidbarkeit des Existenzproblems gezeigt und
eine obere Schranke fiir die Rollentiefe des LCS angegeben.

3.1 Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
des LCS

Betrachtet wird die ££-TBox
Ti:={AC 3Ir.A, BLC Ir.B}

mit dem Produktgraphen G7; in Abbildung 3.1. Wie in Abschnitt 2.2 be-
schrieben, existiert der LCS von A und B nicht. Der Zyklus um den Knoten
(A, B) im Produktgraphen kann beliebig tief abgewickelt werden und es
ergeben sich immer speziellere Common Subsumer.

Der Produktgraph Gr;, zu der TBox

To:={AC I.C,BC Ir.C,C C Ir.C}

ist ebenfalls zyklisch mit der Schleife um den Knoten (C,C). Doch in die-
sem Fall existiert der LCS von A und B beziiglich 75 und ist gegeben durch

15
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(&n G7 07
(
(A,B) : {T} (A,B) : {T} (A,B): {T}
(7;) r r
(c,):{C, T} (c,C):{C, T}

J )

Abbildung 3.1: zyklische Produktgraphen zu 71, 73,73

Jr.C. Wird der Produktgraph weiter traversiert ergeben sich Konzeptbe-
schreibungen der Form 3r.(C' M 3r.(C M ...)), die nicht spezieller werden,
da Ir.C Cp, Ir.(C 11 3r.(C M ...)) fiir beliebige Abwicklungen gilt. Ist der
Produktgraph azyklisch, existiert der LCS immer, da der Produktgraph in
diesem Fall komplett traversiert und in eine Konzept iibersetzt werden kann.
Jedoch ist ein azyklischer Produktgraph nur eine hinreichende Bedingung
fiir die Existenz des LCS wie das Beispiel fiir Ty zeigt. Vereinfacht darge-
stellt gibt es demnach Zyklen im Produktgraphen wie in G7; mit dem Knoten
(A, B), die die Nicht-Existenz des LCS verursachen, und es gibt Zyklen wie
in G7, mit dem Knoten (C, C), die ,harmlos* sind.

In dem Produktgraphen Gr; zu der TBox

Ts:={AC Ir. AN Ir.C,
BC Fr.BMn3arC,
CC3IrC}

sind beide Zyklen aus G7; und G7; enthalten. 3r.C' M 3r. T ist der 1-lcs von
A und B. Die Frage ist ob Ir.C'T13r. T der exakte LCS ist und wie dieses
Problem im allgemeinen Fall entschieden werden kann.

Dazu wird im néchsten Abschnitt eine Charakterisierung der Subsumptions-
beziehung als Grundlage fiir eine hinreichende und notwendige Bedingung
fiir die Existenz des LCS vorgestellt.

3.2 Charakterisierung der Subsumption mit kano-
nischen Modellen und Simulationen

Fiir eine Charakterisierung des LCS ist zunéchst eine geeignete Charakteri-
sierung der Subsumption notwendig.

In [BKM99] wurde die Subsumptionsbeziehung zwischen EL-
Konzeptbeschreibungen beziiglich azyklischer £L£-TBoxen mit Hilfe
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von Homomorphismen zwischen Beschreibungsbdumen charakterisiert.
Fiir Subsumption beziiglich genereller ££-TBoxen wurde in [LPW10]
ein &hnlicher Zusammenhang mit Hilfe von kanonischen Modellen und
Simulationen beschrieben. Die Ergebnisse dazu werden in diesem Abschnitt
zusammengefasst.

Eine Simulation wird als Relation zwischen Interpretationen wie folgt defi-
niert:

Definition 3.2.1 (Simulationen). Seien Z; und Zy Interpretationen und
¥ := NoUNR eine Signatur. Eine Relation S € A%t x A%2 ist eine Simulation
zwischen 77 und Z; genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(S1) Fiir alle Konzeptnamen A € N¢g und alle (ej,e2) € S gilt: Wenn
el € Azl, dann ey € ALz,

(S2) Fiir alle Rollennamen 7 € Ng, alle (e1,e2) € S und alle ¢} € ATt mit
(e1,€}) € rt existiert ) € A2, so dass (eg,eh) € 772 und (e}, ¢€)) € S.

Ein Tupel (Z,d) mit einer Interpretation Z und einem ausgezeichneten Ele-
ment d € AT wird als punktierte Interpretation bezeichnet. Seien (Zy1,dy)
und (Zy, d2) punktierte Interpretationen (Zs, ds) simuliert (Zy,d;) beziiglich
einer Signatur ¥ genau dann, wenn eine Simulation S beziiglich ¥ exis-
tiert mit (dj,dz) € S. Dies wird abgekiirzt mit (Zy,d1) Sy (Zo,da).
(Z1,d1) ~5 (Zo,d2) wird als Abkiirzung fir (Z1,d1) Sy (Zo,d2) und
(Za,d2) <x. (Z1,d1) verwendet. In der Notation wird im Folgenden ¥ meist
weggelassen. Dann gilt ¥ = sig(7T) fiir die betrachtete TBox.

Die <-Relation ist eine Quasiordnung auf einer Menge von Interpretationen
der Form (Z,d). Dies folgt direkt aus der Definition.

Mit  Hilfe der <-Relation koénnen — Eigenschaften des  Ver-
vollstandigungsgraphen beschrieben werden, indem der Graph als ka-
nonisches Modell der zugehorigen TBox aufgefasst wird. Die Modelleigen-
schaft dieser Struktur wurde in [BBLO5] fiir den Beweis der Vollstandigkeit
des Vervollstindigungsgraphen genutzt. Das folgende Lemma beschreibt
eine grundlegende Eigenschaft von kanonischen Modellen.

Lemma 3.2.1 (Kanonische Modelle [LW10]). Sei T eine EL-TBox und C
ein EL-Konzept mit sig(C) C sig(T). Dann existiert ein kanonisches Modell
(I1.c,dc) mit dc € CT7.c und fir alle Modelle J von T mit e € A7 sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. eeCd
2. (Irc,dc) < (T,e)

Beweis. Das Lemma wurde in [LW10] bewiesen. Das kanonische Modell
(Z1.c,dc) ist eine punktierte Interpretation und Z7 ¢ ist Modell fiir 7 mit
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dc € CT7.¢. In [LW10] wurde eine allgemeine Definition fiir die kanonischen
Modelle angegeben. Im Folgenden werden Modelle mit mit Hilfe des Ver-
vollsténdigungsgraphen aus Definition 2.1.4 definiert und gezeigt, dass die
Eigenschaft fiir diese Modelle ebenfalls gilt.

Sei T’ die normalisierte TBox zu 7 U {A = C} und Gy = (V, E,S) der
zugehorige Vervollstindigungsgraph. Das kanonische Modell Z7 ist fiir alle
Konzeptnamen B und alle Rollennamen r wie folgt definiert:

AT .= {dp | BV} (3.1)
BIr .= {dr | B€ S(F)}
I .= {(dp,dp) | (F,r,B) € E} (3.3)

Iy ist ein Modell fiir 77 [BBLO5] und auch ein Modell fiir 7 und es gilt
dy € CT'. Es wird gezeigt, dass (Z7+,d4) die geforderten Eigenschaften
erfiillt.

1. = 2.: Sei J ein beliebiges Modell fiir 7 mit e € 7. J wird wie folgt zu
einem Modell J' fiir 7' erweitert:

7:’ enthélt den Konzeptnamen A und Normalisierungsnamen der Form
[D] mit sig(D) C sig(7T) (nach Anwendung der Regeln aus Abb. 2.1),
die nicht in 7 vorkommen. J’ wird definiert mit A7  := C7 und

[15]7/ .= DY . Sonst stimmt 7’ mit 7 iiberein. Daher gilt
(T, e) Ssiger) (Tse).- (3.4)

Es wird gezeigt, dass (Z77,da) Ssig(77) (J', €) gilt. Dazu wird gezeigt,
dass die folgende Menge S eine Simulation ist:

S:={(dp,¢)| Be Ne.m Ne € BT} (3.5)

Aus e € OV folgt e € A7 nach Definition von J’. Daher ist (d4,¢e) € S.
Sei (dp, f) € S. Dann erfiillt (dp, f) die Bedingungen aus Definition
3.2.1:

(S1): Sei B € N¢ 7+ mit dp € BT, Dann folgt aus (3.2) B € S(F)
und mit Definition 2.1.4 folgt F Ty B. Wegen (3.5) gilt f € FJ’
und da 7’ Modell von 77 ist, folgt f € B .

(S2): Sei r € Ng7+ und (dr,dp) € rX7. Es ist zu zeigen, dass ein f’
existiert mit (f, f/) € 7' und (dp, f') € S. Aus (dp,dp) € r27
folgt mit (3.3) und Definition 2.1.4 F Ty Ir.B. Mit f € F7'
folgt (f, f) € r7 und f’ € B7'. Mit (3.5) folgt (dg, ) € S.

Da sig(7T) C sig(7") gilt, folgt aus (Z7,da) Segery (J'e€)
auch (Z7,da) Segery (J',e). Da < transitiv ist folgt mit (3.4)
(IT’7dA) Ssig('T) (ja 6)'
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2.=1.: Fir eine beliebige EL-Konzeptbeschreibung C  mit
sig(C) C sig(T) wird (Z7/,d4) wie oben definiert und mit
(Ich, dc) = (I’T’a dA) bezeichnet.
Angenommen es gilt (Z7 c,dc) S (J,e). Es wird durch strukturelle
Induktion iiber den Aufbau von C gezeigt, dass e € C7 gilt.

C = A: Es gibt eine Simulation S mit (dc,e) € S. Mit dc € AZT.c
und (S1) folgt e € A7,
C=FnND: Aus do € FT7.¢ und do € D¥7.¢ folgt mit 1. = 2. und
der Annahme (Z7,c,dc) S (T, e):
1.=2.
Zrr,dr) S (Irc.de) S(T,e)
1.=2.

(Zr.p,dp) S (Ir1,.c,de) S (Tse)

Mit der Induktionshypothese und der Transitivitit von < folgt
dann e € FY und e € D7 und damit e € CY.

C =3r.D: Es gibt eine Simulation & mit (d¢,e) € S. Es existiert
ein d, € DI7.¢ mit (d¢,d),) € r27.¢. Nach (S2) gibt es somit ein
e’ mit (e, e’) € 77 und

(dp,e') €S. (3.6)
Aus 1. = 2. folgt:

1.=2. , (3.6) ,
(Zr,p,dp) S (Irc.dp) S (J,€)

Die Induktionshypothese wird auf (Z7 p,dp) angewendet und es
folgt dann ¢’ € D7 und damit e € (3r.D)7.

O]

Zu der Definition der kanonischen Modelle im Beweis dieses Lemmas wird
ein Beispiel betrachtet.

Beispiel 3.2.1. Es wird nochmals das Beispiel 73 aus Abschnitt 3.1 be-
trachtet. Der Produktgraph G7; in Abbildung 3.1 entspricht nach Kon-
struktion der kanonischen Modelle in Lemma 3.2.1 dem Produkt der
kanonischen Modelle (Z7; a,da) und (Z7; B,dp). Das kanonische Modell
(I3 3r.c» dar.c) fiir die Konzeptbeschreibung 3r.C' ergibt sich aus dem Ver-
vollstédndigungsgraphen zu der TBox 73 U {[3r.C] = Ir.C'} und kann wie
folgt skizziert werden:

dzr.c: {Br.C], T} —— d¢ : {C,[3r.C], T}

U

r
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Mit Hilfe der kanonischen Modelle lésst sich nun Subsumption zwischen £.£-
Konzepten beziiglich einer generellen £ L-TBox charakterisieren. Das Lemma
wurde in [LW10] bewiesen und ist eine Folgerung aus Lemma 3.2.1.

Lemma 3.2.2 (Charakterisierung der Subsumption [LW10]). Sei T eine
EL-TBoz und C, D EL-Konzeptbeschreibungen mit sig(C)Usig(D) C sig(T).
Es gilt C T7 D genau dann, wenn (1 p,dp) S (Z1,c,dc).

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dass basierend auf dem Ver-
vollstdndigungsgraphen einer ££-TBox T einem £L-Konzept C' ein kano-
nisches Modell zugeordnet werden kann. Diese Struktur ist eine punktierte
Interpretation der Form (Z7 ¢, dc) mit einem Modell Zr ¢ von 7 und ei-
nem ,,Zeiger“ d¢ fiir den do € C*7.¢ gilt. Mit Hilfe der Eigenschaften dieser
Modelle und der Charakterisierung der Subsumption wird im folgenden Ab-
schnitt eine Charakterisierung der Existenz des LCS entwickelt.

3.3 Charakterisierung der Existenz des LCS

In den folgenden Abschnitten wird der Fall betrachtet, dass eine normali-
sierte £L-TBox T und zwei Konzeptnamen A,B aus 7 vorliegen. Dies ist
nach Lemma 2.2.2 keine Einschrinkung des allgemeinen Falls. In diesem Ab-
schnitt wird eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
des LCS von A, B beziiglich T angegeben.

Als ein Hilfsmittel wird dazu die bekannte Operation der Baumabwicklung
einer Interpretation genutzt. Die Elemente der Doméne der Baumabwick-
lung sind dabei Worter, die einen Pfad in der urspriinglichen Interpretation
repréasentieren.

Definition 3.3.1 (Baumabwicklung einer Interpretation). Sei Z eine In-
terpretation mit d € AZ. Die Baumabwicklung T, von T in d ist wie folgt
definiert:

ATt = {dridira..rndy | (diydig1) € 15 AT > 0Ady = d}
ATt .= {od | od € AT N d € AT}
rli .= {(o,0rd) | (0,0rd) € AT x ATd}

Die Lange eines Wortes o = dridire...rmdy, aus AZa gt gegeben durch:

|dridirg..rmdpy| = m

Die Interpretation Icll bezeichnet die Beschréinkung von Z; auf Worter der
Lénge < [ und wird I-Beschrinkung von Z; genannt. Das bedeutet, dass der
Baum mit Wurzel d in der Tiefe [ abgeschnitten wird. Die Baumabwicklung
wird als punktierte Interpretation aufgefasst. An Stelle von (Z4,d) wird im
Folgenden nur Z,; geschrieben.



KAPITEL 3. EXISTENZ DES £L-LCS 21

Es gilt die bekannte Beziehung zwischen einer Interpretation und ihrer Bau-
mabwicklung.

Lemma 3.3.1. Sei (Z,d) eine Interpretation und Zy die Baumabwicklung
von T in d. Dann gilt (Z,d) ~ 7.

Beweis. S = {(d',od') | d' € AT, od' € AT¢} bzw. die inverse Relation sind
entsprechende Simulationen. O

Wie in Satz 2.2.1 gezeigt, entsteht der k-lcs(A, B) durch Traversierung des
Produktgraphen bis zur Tiefe k. Daraus ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 3.3.2. Sei C der k-lcs(A, B) beziiglich der EL-TBox T, J(d,.dp)
die Baumabwicklung von (Z1 a X I7 B, (da,dp)) und Gr x Gr = (V,E, S)
der Produktgraph von T . Es gilt

1. k7(2,4,(@3) 5 (IT,CudC) Und

2. (da,dp) € (travg, (k, (A, B))) adn)
fiir die k-Beschrdnkung von J(q, ip)-

Beweis. Zu 1.:

Es wird durch vollstdndige Induktion iiber die Rollentiefe t(C') gezeigt, dass
eine Simulation S existiert, die 7, g,i(,il)B S (Z1,c, de) belegt. Dazu wird ge-
nutzt, dass der Produktgraph nach Definition 2.2.2 und das Produktmodell
(Z1,4 X I1,B, (da,dp)) mit der zugehorigen Baumabwicklung J(4, 4,,) nach

Lemma 3.2.1 die gleiche Struktur haben.

rt(C)=0: S := {((da,dp),dc)} ist eine Simulation. Da (da,dp)
keine Nachfolger in j&m dp) hat, geniigt es die Bedingung0 (S1)
aus Definition 3.2.1 zu tiberpriifen. Es gilt (da,dp) € DY a.dp)
gdw. (da,dg) € DITA*ITB gdw. D € S((A,B)) (nach Lem-
ma 3.2.1) fiir einen Konzeptnamen D und fiir die Beschrif-
tungsfunktion S im Produktgraphen von 7. Nach Satz 2.2.1
gilt ¢ =7 travg,(0,(4,B)) = [lpeg(apyD’ und damit folgt
dc € D¥7.¢ da D in der Konjunktion [pres(a,p)) D' enthalten ist.

rt(C) > 0 : Angenommen rt(C) = k. Es ist zu zeigen, dass j(’ZlA i) durch
(Z1.c,dc) simuliert wird.

Da C der k-lcs(A, B) beziiglich T ist, gilt nach Satz 2.2.1:
C =7 DiM ..l Dy M 3. K1 1o 1 30 Ko (3.7)
mit D; € S((A, B)) fiir allei = 1,...,n und

Kj =travg (k —1,(P;,Q;)) mit ((4, B),r;, (P}, Q;)) € B (3.8)
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k
‘7(dA,dB)
(da,dB)
(da,dB)ri(dp,,dq,) (da,dB)r2(dp,,dq,) (da,dp)rm(dp,,,dq,,)
k-1
‘7(de 7de)

Abbildung 3.2: Skizze zum Beweis von Lemma 3.3.2

fiir alle j = 1,...,m. Mit (3.7) existiert fiir d¢ fiir alle j ein ek € AlT.c
mit (dc,ek;) € r27.¢ und eK; € (K;)*7¢. Mit der Induktionshypo-
these, (3.8) und Lemma 3.2.1 folgt
b1 Ig. @ p L. 22.1 -
(de7de) ~ T,Kj» K]') ~ ( T,C?eKj) (39)
jkfl

Demzufolge existiert eine Simulation S§; € A “@p;9Q;)  ATT.C mit
((dp;,dq;), ex;) € S;. Der Baum ‘7(I§A,d3) hat die in Abb. 3.2 skizzier-
te Struktur. Aus (3.9) folgt, dass fiir alle als Dreiecke dargestellten
Teilbdume mit den Wurzeln (dp,,dg,) entsprechende 7;-Nachfolger
ex; von dc existieren, die diese Teilbdume simulieren. Die Simula-
tion S, die JF (dadp) S < (Z71,c,dc) belegt, wird aus den zugehorigen
Simulationen Sj fur die Teilbdume zusammengesetzt. Dabei wird
beriicksichtigt, dass die Knoten aus den Teilbdumen j (dp dQ]) in

j(’fiA i) das Préfix (da,dp)r; haben. Die Simulation S erglbt sich
wie folgt:

S :={((da,dp),do)} U [ J{((da, dp)rjo,€) | (o,€) € S;}.
j=1
Aus dem Gezeigten folgt, dass S eine Simulation ist und damit
j(’fiA, i) S (I7.0,dc) folgt.
Zu 2.:
Ahnlich wie in 1. wird die Behauptung durch Induktion iiber k gezeigt.

k=0: Nach Definition 2.2.3 gilt travg, (0, (4, B)) = [1pres(a,p) D’- Aus
Lemma 3.2.1 und Definition 3.3.1 folgt

(da,dg) e ([ D) s,
DeS((A,B))
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k > 0: Nach Definition 2.2.3 gilt
travg, (k, (A, B)) =[] Dn
DES((A,B))

[] Ir.(travg, (k — 1, (P, Q))).

(A,B),r,(P,Q))EE
Aus Lemma 3.2.1 und Definition 3.3.1 folgt
k
(da,dp) e ( [] D) adn)
DeS((A,B))

und mit der Induktionshypothese folgt

k—1
(dp,dg) € (travg,(k — 1, (P, Q)))J(dp,dQ)‘

Mit  ((A4,B),r, (P,Q)) € FE und Lemma 3.2.1 folgt
k
(da,dp)r(dp,dg) € AV@ads) und

(da,dp)r(dp,dg) € (3r.travg, (k — 1, (P, Q)))J@A,ds)_

Damit folgt (4, dp) € (travg, (k, (A, B))) @aim.
0

Das obige Lemma zeigt, dass der k-lcs(A, B) die k-Beschrankung des Bau-
mes J(q,.dp) simuliert. Jiq, 4,) ist ein moglicherweise unendlicher Baum,
der dquivalent beziiglich ~ zu dem Produktmodell (Z7 4 x Z7 B, (da,dB))
ist. Um den LCS zu charakterisieren, wird gezeigt, dass ein Common Sub-
sumer C' genau dann der exakte LCS von A und B beziiglich 7 ist, wenn
das kanonische Modell von C' den gesamten Baum J(4, 4,) simuliert. Dazu
wird ein weiteres Lemma zu Produkten von punktierten Interpretationen
bendtigt, das in [LPW10] bewiesen wurde.

Lemma 3.3.3 ( [LPW10)]). Seien (J,e), (Z1,d1) und (I3, dz) beliebige punk-
tierte Interpretationen. Wenn (J,e) < (Zy,dy) und (T, e) < (Z2,ds), dann
(J,e) S (Th x Iz, (d1,d2)).

Nun wird die folgende Charakterisierung des LCS bewiesen.

Satz 3.3.1 (Charakterisierung des LCS). Sei T eine EL-TBoz, A, B € No,1
und C' ein EL-Konzept mit A Ty C und B Cy C.
C ist genau dann der LCS von A und B beziiglich T, wenn

(Zr.a x Ir B, (da,dB)) < (Zr.c,do).
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Beweis. Fiir die ,,=“-Richtung des Beweises wird eine Simulation konstru-
iert, die J(4,,a,) S (Z7,0,dc) zeigt. Diese Simulation wird aus den Simu-
lationen der k-Beschréinkungen von J(4, 4,) konstruiert, die nach Lemma
3.3.2 existieren. Im Beweis der ,,<=“-Richtung wird die Charakterisierung
der Subsumption aus Lemma 3.2.2, und Lemma 3.3.3 angewendet.

=: Angenommen C ist der LCS von A und B beziiglich 7. Es wird ge-
zeigt, dass eine Simulation zwischen der Baumabwicklung 74, 4,) von
(Zr,.4 X I7 B, (da,dp)) und dem kanonischen Modell (Z7 ¢, dc) exis-
tiert. Nach Lemma 3.3.1 existiert dann auch eine Simulation zwischen
(Z1,AXZ7 Bs (da,dpB)) und (I ¢, dc). Zunichst kann J(4, 4,,) als Ver-
einigung der Teilbdume *7(12,4, dn) geschrieben werden.

AJ(dAvdB> — U Aj(lfiAvdB)7 (3.10)

k=0
AJ(dAvdB) = U AJ(IZA’dB)7VA c NC,T (3.11)

k=0

k

rTanin) = | | rP@rin vr e Npr (3.12)

k=0

Sei Cy, = k-lcs(A, B). Aus Lemma 3.3.2 folgt

~7(]§A,d3) S (IT7Ck7de) (3'13)

Es gilt C' C7 Ck nach Definition des LCS und damit gilt nach Lemma
3.2.2: (Zr c,.dc,) S (ZI1,c.dc). Aus (3.13) und der Transitivitét von
< folgt damit ‘7(]214 dp) < (Iﬁc, do).

k
Sei & C A@aap) % ATre die maximale Simulation. Wegen

J(ZAdB) S (Irc,de) ist ((da,dB),dc) € Sk. Fiir die Folge aller
Teilbdume j&m dp)’ J(ldm dg)? existiert eine Folge von maximalen Si-
mulationen:

So, 81, 8o, ... (3.14)

Mit dieser Folge wird gezeigt, dass eine Simulation S existiert, die
Jdads) S (Z1,05dc) belegt.

Dazu wird ein beliebiges o aus A7) mit |o| < k' betrachtet.

o kommt in AJ(ZA@B) vor. Daher gibt es nach (3.13) ein Element
d' € AT7.¢  das o simuliert, d. h. (0,d’) € Sp. Eine Menge S7, wird so
definiert, dass genau diese Paare (o, d’) fiir ein festes o und ein festes
k in der Menge enthalten sind:

7.={(c',d") € Adadp) x ATTC | o' =5 A (0,d) € S}, (3.15)

Fiir alle £ > |o| sind die S7 nicht-leer. Es gilt die folgende Behauptung:
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Behauptung 1. Sei | = |o|. Es gelten die folgenden Inklusionen:

S7 257, 2 Sy
Beweis. Durch vollstdndige Induktion iiber alle n > [ wird gezeigt:
S, €S, 1C€..CS7; €57 (3.16)

Der Induktionsanfang mit n = [ ist trivial.

Sei n > [ und (0,d) € S7 und §,, C A7ads) x ATT.C die maximale
Simulation (aus der Folge (3.14)). Sy, _, ist definiert durch

n—1

n—1
S 1 i= 8 N (AT adn) x ATT.C)

als die Beschrankung von S,, auf Worter der Linge <n — 1. Sei S,,—1
die zugehorige maximale Simulation aus der Folge (3.14). Da S, _,
auch eine Simulation ist, die *7(121;,1@) S (Zr,c,de) belegt und S,
maximal ist, gilt Sy,p, , € Sp—1.

Es gilt (0,d) € Sy;,,_,, da |o] < n. Daraus folgt (0,d) € Sp,—1 und mit
(3.15) folgt (o,d) € S¢_;. Daraus folgt mit der Induktionshypothese:

I.H. L.H. I.H.
S7CST 4 C . T STy C S

O]

Aus der Behauptung folgt, dass fiir ein festes o € A7(@a.45) die Menge
der Elemente aus AZ7.¢, die o in der Folge (3.14) simulieren, mit
wachsendem k kleiner wird. Fiir alle o existiert daher ein Index I, so
dass gilt:

=15 (3.17)
1>[o]

" wird als Grenzwert von o bezeichnet. S C AJadp) x ATT.C wird
nun wie folgt definiert:

s= J N9
ceAl(da.dp) 12]o]
Es ist zu zeigen, dass S eine Simulation mit ((da,dp),dc) € S ist. Fiir

alle k gilt ((da,dp), dc) € S\ und damit auch ((da, dp),dc) € S.

(S1) Sei (0,d) € S und o € D@45 fiir einen Konzeptnamen D. Es
existiert ein k mit (o,d) € S. Aus o € D7(@a:dp) folgt mit (3.11)

k
auch o € DY(a4p) und d € DTr.c , weil S eine Simulation ist.
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(S2) Sei (0,d) € S und (o,0re) € r@adp) . Sei | das Maximum der
Grenzwerte von o und ore. Mit (3.17) folgt S7 = 3,/ S7 und
Sgre = ﬂ;’;we‘ S7". Daraus folgt S C S und S7"™ C S nach

1
Definition von S. Da (0,d) € §; und (o, 07re) € r@adp) (wegen
(3.12)), existiert ein d’ mit (d,d’) € rI7¢ und (ore,d’) € S}, weil
S, eine Simulation ist. Mit S77¢ C S folgt dann (ore,d’) € S.

<: Angenommen es gilt A &y C, B &7 C und

(IT,A X 1-7'73, (dA,dB)) 5 (1'7’70,6[0). (3.18)

Es ist zu zeigen, dass C' der LCS von A und B ist. Sei F ein
Konzept mit A Ty F und B Cy FE mit Lemma 3.2.2 folgt
(Z1.E,dE) S (I1,4,da) und (Z7 E,dE) S (Z7,B,dB). Daraus folgt mit
Lemma 3.3.3 (Z1 g, dg) S (Zr.a X I1,B, (da,dB)). Aus (3.18) und der
Transitivitdt von < folgt (Z7 g,dE) S (Zr.c,dc). Mit Lemma 3.2.2
folgt C C1 E.

O]

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dass ein Common Subsumer C von A und
B genau dann der LCS von A und B beziiglich 7T ist, wenn das zugehorige
kanonische Modell (Z7 ¢, d¢) das Produktmodell (Z1 4 X Z1 B, (da, dR)) si-
muliert. Fiir den Rollentiefen- beschriinkten LCS kann jetzt getestet werden
ob diese Approximation der exakte LCS ist. Im néchsten Abschnitt wird der
in Satz 3.3.1 gezeigte Zusammenhang genutzt, um zu entscheiden, ob der
LCS existiert oder nicht.

3.4 Entscheidbarkeit des Existenzproblems

Die Frage nach der Existenz des LCS kann, wie im letzten Abschnitt be-
wiesen, auf die Frage reduziert werden ob eine natiirliche Zahl k exis-
tiert, so dass das kanonische Modell des k-lcs(A4, B) das Produktmodell
(IT,A X 1—7’73, (dA,dB)) simuliert.

Zunichst wird gezeigt, dass das Produktmodell vereinfacht werden kann.
Das Modell (Z7,4 x Z7 B, (da,dp)) entspricht wie in Lemma 3.2.1 gezeigt
dem Produktgraphen nach Definition 2.2.2, da T normalisiert ist und A, B
Konzeptnamen aus 7 sind. Es wird eine Unterscheidung der Knoten des
Produktgraphen bzw. der Elemente von AZT-AXIT.8 in synchrone Elemente
und asynchrone Elemente bzw. Knoten eingefithrt. Ein Knoten (P, Q) des
Produktgraphen bzw. das Element (dp,dg) wird als synchron bezeichnet,
wenn P = () gilt. Alle anderen Knoten bzw. Elemente werden als asynchrone
Knoten bzw. Elemente bezeichnet.
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Im Beispiel G7; in Abbildung 3.1 ist demzufolge (C, C) ein synchroner Kno-
ten und (A, B) ist asynchron. Es wird gezeigt, dass das Produktmodell so
reduziert werden kann, dass ein synchrones Element nur Nachfolger hat die
synchron sind.

Definition 3.4.1 (Reduziertes Produktmodell). Sei (Z7,4 X Z7 B, (da,dR))
das Produktmodell. Sei A% C ATT.AXIT.5. Es gilt (dp,dg) € A genau
dann, wenn

1. (dp,dgq) asynchron ist und

2. ein Element (dp,dr) € ATT-AXITB existiert, so dass (dp,dp) syn-
chron ist und (dp,dg) von (dr,dr) durch einen Pfad in Z7 4 x Z7 p
erreichbar ist.

Das reduzierte Produktmodell (Z7 4 x I g, (da,dp)) wird wie folgt defi-
niert:

AI%“,AXI%“,B — AZT,AXIT,B \ Acut

AT axTr . AZT,AXITB N AL axTr 5

71T axTr 5 .= pIT.AXIT.B (AI%’,AXI%’,B % AI'T,AXI%',B)
Die zugehérige Baumabwicklung zu (27 4 xZ7 g, (da, dp)) wird mit j(cd”“f’ dp)
bezeichnet.

Im néchsten Lemma wird gezeigt, dass das Produktmodell durch das redu-
zierte Produktmodell simuliert werden kann. Dies folgt aus den Eigenschaf-
ten des Vervollstandigungsgraphen und des Produktgraphen.

Lemma 3.4.1. Sei J(4,.4,) die Baumabwicklung des Produktmodells und

j(fi“; dp) das zugehirige reduzierte Baummodell nach Definition 3.4.1. Es

. ~ t
gilt ‘7(dA7dB) - ‘7(617;@3)'

Beweis. Es wird gezeigt, dass eine Simulation S fiir J4, 45) < j(cdlj dp)
existiert. Sei Gr = (V, E,S) der Vervollstindigungsgraph zu 7 und sei

cut
o € Aadp) \ A7@x.45) . Dann ist o von der Form:

o =o' (dp, dr)ri(dp,,dg,)r2...rn(dp,, dg,)

und ¢’ enthédlt nur asynchrone Elemente. Dabei ist (dp,dr) synchron
und (dp,,dg,) asynchron. Es gilt (F,ri,P1) € E, (F,r1,Q1) € E,
(Pi—1ri, Pi) € E und (Q;—17i,Q;) € F fiir alle i = 2,...,n nach Definition

cut
des Produktmodells. Dann existieren die Worter op,0g € A @rap) mit

op =o' (dp,dp)ri(dp,,dp,)re...r(dp,, dp,)
og =o' (dp,dp)ri(dg,,dg,)r2...rn(dg, . dg,)
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und o wird durch op und og simuliert, da fiir die Beschriftungsfunktion
Sgxg des Produktgraphen gilt:

Sgxg(P;, Qi) = S(P;) N S(Q:) = Sgxg (P, P;) N Sgxg(Qi, Qi)

cut
Jedem Element aus AY@adp) \ A7x.15) kann daher ein simulierendes Ele-

cut
ment aus AY(@a.dp) zugeordnet werden. Daraus folgt J4, a5 S J, cut

(dAydB).
Die andere Richtung folgt direkt, weil j&i dp) ein Teilbaum von Jy A’dB[)]
ist.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass das Produktmodell
(Zr .4 X I1 B, (da,dB)) nach Definition 3.4.1 reduziert ist.

Im n#chsten Schritt wird die Struktur des kanonischen Modells des
k-lcs(A, B) genauer untersucht. Dazu wird zunichst die k-Beschrinkung
.7(];14’ dp) AUS Lemma 3.3.2 zu einem Modell von T erweitert, indem syn-
chrone Elemente hinzugefiigt werden.

Definition 3.4.2 (Kanonisches Modell des k-Ics). Sei Gr = (V, E,S) der
Vervollstindigungsgraph zu 7 und j{;A ds) die k-Beschrankung der Bau-

mabwicklung von (Z7 4 X Z7 B, (da,dp)). Die Erweiterung ﬁ(dA,dB) von
‘7(]2/4 ds) wird wie folgt definiert:

AT @ap) ist die kleinste Menge, die die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. AJ&AvdB) - Aﬂ(dA»dEs’)

2. 0 = odgridira...Tpd, € AT @a.ap) genau dann, wenn folgende Bedin-
gungen gelten:

k
(a) & € AT@adn) und ody € AV @aap);
(b) Fiir alle i = 1,...,n ist d; ein synchrones Element;

k
(c) Es existiert ein Konzeptname D mit ody € Dj(dA’dB)7 so dass
(D,r1,F) € Eund dy = (dp,dp) gilt.

Fiir alle Konzeptnamen A und Rollennamen r gilt
AT @adp) = AT@ads) 0 AT (arip) und
rT adp) = pTaadp) O (AT @ad) x AT Wadp)).

Es wird gezeigt, dass ﬂ (da,dp) €in Modell von T ist.

—

Lemma 3.4.2. J¥, 4, ist ein Modell von T.
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Beweis. Sei Gr = (V,E,S) der Vervollstindigungsgraph zu 7 und
Gr x Gr = (Vgxg, Egxg, Sgxg) der Produktgraph. Es ist zu zeigen, dass

T*(d4.dp) alle Inklusionen aus 7 (in Normalform) erfiillt. Es gilt folgender

Zusammenhang nach Definition 3.4.2 fiir alle o € AT @adp).;

= Djk(dAvdB) N = Dj(dA,dB) (319)

fiir alle Konzeptnamen D aus 7. Da J(4, 45) nach Definition 2.1.4, Lem-

ma 2.1.4 und Definition 2.2.2 ein Modell fiir T ist, erfiillt ﬁ(dA7dB) alle
Inklusionen der Form D C F' € T. Fiir alle Inklusionen 3r.D C F € T gilt

o€ (3T.D)Jk<dA’dB) =o€ (Hr.D)‘ﬁdAvdB) = o € FJdadp)

und mit (3.19) folgt o € F7"@adp) | Es bleibt zu zeigen, dass alle Inklu-
sionen der Form D C Jr.F ebenfalls erfiillt sind. Sei pdy € DY"@adp) yund
do = (dg. dgy)- Dann ist D € Sgxg((Q. Q') und (@1, F), (@7 F) € E.
Daraus folgt ((Q,Q"),r, (F,F)) € Egxg. Fiir p = pdord; mit di = (dp,dp)
gilt dann p € A7@adn) und entsprechend (pdy,p) € r7@adr) und
pe Fliadn) da F € Sgyg((F,F)). Da p die Bedingungen aus der Definiti-
on von A7 @adp) erfiillt, gilt auch (pdy, p) € 77" @adp) und pE r7 gap),
Daraus folgt dann pdy € (EIr.F)jk(dAvdB>. O

Als n#chstes wird gezeigt, dass ﬁ(d A,dp) dquivalent beziiglich ~ zum kano-
nischen Modell des k-lcs(A, B) ist.

Lemma 3.4.3. Sei (Zrc,dc) das kanonische Modell des k-lcs(A, B)
beziiglich T und ﬁ(dA,dB) die FErweiterung der k-Beschrinkung wvon
Tda,dp)- Es gilt .

T*(dnap) = (Z1,0,dc)
Beweis. Sei Gr = (V,E,S) der Vervollstindigungsgraph zu 7 und
Gr x Gr = (Vgxg, Egxg, Sgxg) der Produktgraph.

Es wird zun&chst gezeigt, dass eine Simulation von J k(d adp) durch
(ZIr.c,dc) existiert. Nach Lemma 3.3.1 existiert eine Simulation

S C A‘@Avds) x ATT.¢ mit ((da,dg),dc) € S. Diese wird zu einer Simulation
S - AT adp) x ATT.C erweitert.

Dazu wird ein Element 0. € AJ@A’dB) der Lénge k betrachtet mit dem
simulierenden ElementA dpre € ATT.c d. h. es gilt (Opre; dpre) € S. Angenom-
men es existiert in A7 (@445 ein Element Osuce = Oprerd’. Nach Konstruk-

tion von J* (da,dp) 18t d' ein synchrones Element. In der folgenden Behaup-
tung wird gezeigt, dass dann auch ein dg.. € ATT¢ als r-Nachfolger von
dpre existiert, so dass ogyee durch dgye. simuliert wird.
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Behauptung 1. Sei ogyee € A7 @a.dp) \AJ(dA~dB) mit Osyee = Oprerd und
k
Tpre € AY@ad5) und dpre € ALT.c mit (Opre, dpre) € S. Es existiert ein dgyee

mit (dp’/‘ea dsucc) € TIT’C; so dass (jk(dA,dB)a Usucc) S_, (IT,C’a dsucc) gﬂt-

Beweis. Nach Definition 3.4.2 2. (c) gibt es einen Konzeptnamen D mit

Tpre € DJ&A*UZB) mit (D,r,K) € E und d' = (dg,dk). Da (opre, dpre) € S,
gilt dyre € D*r.c und dpre € (Ir.K yIT.e, da Z7,c ein Modell von T ist.
Daher existiert ein dsyce mit (dpre, dsuce) € rI7.¢ und dgyee € KX7-¢. Nach
Definition 3.4.2 gilt, dass o4y und alle Nachfolger von ogyec in J k(d i)
als letztes Element ein synchrones Element haben. Eine Menge S, . wird
daher wie folgt definiert:

= {(O—succrodo---rndn,t) € Ajk(dAsdB) X AIT,C ‘ n>0
dy = (dp,dp) At € PIT0} U {(0uce, dsuce) }

S,

Osucce

Es wird gezeigt, dass S,,,,.. die Bedingungen (S1) und (S2) erfiillt.

succ

(S1): Sei (pg,h) € So.,..- Es gilt g = (dg,dg) fiir einen Konzeptnamen Q.
Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

pg € Q7 s & Q' € Sera((Q,Q)) < Q' € S(Q)

Da h € @*7.¢ nach Definition von S,
heQ*re.

und Z7 ¢ Modell ist, folgt

succ

(S2): Sei (pg, h) € So,e. und (pg, pgry’) € r7" @adm) mit g = (dg,dg) und
¢ = (dg/,dg). Dann gibt es die Kanten ((Q,Q),7,(Q',Q")) € Egxg
und (Q,r,@Q) € E. Mit h € Q¥7:¢ folgt h € (Ir.Q')I7C. Es exis-
tiert also ein A/ mit (h,h’) € r’7.¢ und A’ € Q"7.¢. Daraus folgt
(pgrg’,h') € S

Osucc*

O

e k k
Sei Aguee := {odrd' | odrd’ € AT @aip) \ AMadp) A od € AV@adp)}. Die
Menge der Elemente aus Agye. erfiillen die Bedingungen aus Behauptung 1.
Alle Elemente die neu zu J k(d Avdp) hinzugefiigt liegen in einem Teilbaum
von J ’f(d A,dp) Mit einer Wurzel aus Agyee. Fiir diesen Teilbaum wurde in

Behauptung 1 eine entsprechende Simulation konstruiert. Die Simulation S
kann also wie folgt zusammengesetzt werden:

S:=8U U s

UEAsucc

Nach Konstruktion folgt damit :774 (dads) S (Z1,0,do).
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1 —
"7(dA7dB) ‘j(dAvdB) jl(dAvdB)
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Abbildung 3.3: Baumabwicklungen von Gr;

Nach Satz 2.2.1 folgt C =7 travg,xg,(k,(4,B)). Mit Lemma
3.3.2 folgt (da,dp) € (travg,xg,(k, (A,B)))j(ZA’dB) und damit auch
(da,dB) € (travg,xg,(k, (4, B)))‘jk(‘iAvdBX Nach Lemma 3.4.2 ist ‘/7\k(dA7dB)
Modell von 7. Aus Lemma 3.2.1 folgt damit (Zr ¢, dc) S ﬁ(dA,dB)' O

Aus diesem Lemma folgt, dass das kanonische Modell des k-lcs als speziel-
le Abwicklung des Produktmodells aufgefasst werden kann. Dazu wird ein
Beispiel betrachtet.

Beispiel 3.4.1. Das Beispiel T3 aus Abschnitt 3.1 wird fortgesetzt. In Abb.
3.3 ist mit J(g, a,) die Baumabwicklung von G7; aus Abb. 3.1 skizziert.
Die schwarzen Knoten sind die Elemente mit (d4,dp) als letztem Element.
Die weiflen Knoten haben das synchrone Element (d¢,dc¢) an letzter Po-
sition. Daneben ist die 1-Beschrdnkung des Baummodells 7, 1dA, dp) darge-
stellt. Da C C Ir.C € T3 und die weillen Knoten mit C' beschriftet sind,
wird j(ldA’ i) unendliche viele (d¢, de)-Knoten erweitert. Der Pfad mit
dem schwarzen Knotgg wird hingegen nicht erweitert. Daraus ergibt sich die
Skizze des Modells J!(q, 4,)- Da die schwarzen Knoten durch die weilen

Knoten simuliert werden konnen, wird J(q, q4,) durch J L A.dp) Simuliert.

In Lemma 3.4.3 wurde gezeigt, dass J 1(d A,dp) Aquivalent zum kanonischen
Modell des 1-lcs(A, B) ist. Aus dem bisher Gezeigten folgt damit, dass der
1-les(A, B) = 3. T M 3r.C der exakte LCS ist.

Wenn der LCS von Konzeptnamen A,B beziiglich 7 existiert wie in
Beispiel 3.4.1, dann gibt es ein k, so dass das Produktmodell J4, 45)

durch ﬂ(d A.dp) simuliert wird. Beide Baummodelle konnen jedoch un-
endliche Pfade enthalten. Diese unendlichen Pfade entstehen durch Zy-

Klen in (Zr A x Tr 5, (da, dp)). Enthiilt J% 4, 4,) einen unendlichen Pfad,
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dann gibt es in (Zr a x Z7 B, (da,dp)) eine Zyklus mit synchronen Ele-
menten. In J(g, ;) kann es zusétzlich auch unendliche Pfade mit nur
asynchronen Elementen geben, wenn es einen entsprechenden Zyklus in
(Zr.A X I7 B, (dA,dB)) gibt. Vereinfacht dargestellt existiert ein k, so dass

o~

T¥(da,az) das Modell (Z7 a4 x Z7,p, (da,dB)) bzaw. J(a, ;) simuliert, wenn
die Zyklen in (Z7 4 x I1 B, (da,dp)) mit asynchronen Elementen durch Zy-
klen mit synchronen Elementen simuliert werden. Um diese spezielle Eigen-
schaft einer Simulation zu beschreiben, wird der Begriff eines Simulations-
graphen eingefiihrt. In einem Simulationsgraphen werden von einem Start-
element ausgehend die Paare der Simulation zu einem Graphen verbunden.
FEin Simulationsgraph ist wie folgt definiert:

Definition 3.4.3 (Simulationsgraph). Seien Z; und Zs Interpretationen und
S C ATt x A™2 eine Simulation beziiglich der Signatur ¥ = Ng U Ng. Ein
Simulationsgraph Ggim = (S, Esim, ) besteht aus der Knotenmenge S, den
Kanten Fg, € S X Ny x S und dem Startknoten I € S. Sei I = (dp, ep).
FEgm erfiillt die folgenden Bedingungen:

1. Fiir alle d € AT, die von dg in Z; erreichbar sind, existiert fiir alle d’
mit (d,d’) € r’t eine Kante ((d,e),7, (d’,€')) € Egm mit (e, e') € r22.

2. Wenn ((d, e),r,(d',€')) € Esim, dann (d,d') € ' und (e, ¢’) € r’2.

3. Aus ((d,e),r,(d',e)) € FEsim und ((d,e),r,(d, f")) € FEgm folgt
e =f.
4. Wenn ((d,e),r,(d',e’)) €  FEgm, dann existiert ein Pfad

(do, eo)r1(di, e1)ra..rp(dn, €n) mit ((dise;), i1, (dit1,€i41)) € Esim
fir alle i = 0,...,n — 1 und (dy, e,) = (d, €).

Zusitzlich werden Projektionen fiir eine Simulation S € AZl x A%2 mit
pr; : S — AT und pr;(dy, dy) := d; fiir i = 1,2 definiert. Die Projektionen
werden auf Pfade in Gy, erweitert. Fiir einen Pfad © = (do, eg)ro(d1, e1)r1...
in G ist pry(m) := dorodiry... und pry(m) := egroeiry...

Nach der Definition kénnen fiir eine Simulation und einen gewéahlten Start-
knoten mehrere verschiedene Simulationsgraphen existieren. Dazu wird ein
Beispiel betrachtet.

Beispiel 3.4.2. Betrachtet wird der Produktgraph G7; bzw. das Produkt-

modell (Z7;.4 X Z1;.B,(da,dp)) in Abb. 3.1. und die folgende Simulation
SC ALT3.4AXI73,8 « ALT3.4XIT3,B it

S = {((dx‘th)a (dAa dB))v ((dA’dB)> (dC7dC))a ((d07 dc), (dCa dc))}

Die beiden moglichen Simulationsgraphen zu & mit dem Startknoten
((da,dp),(da,dp)) sind in Abb. 3.4 dargestellt. G., = enthilt ebenfalls den
Knoten ((da,dg), (dc,dc)), der aber nicht in EY, = verbunden ist, da El,

die Bedingungen 3. und 4. aus Definition 3.4.3 erfiillt.
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&
((dA’dB)v(dA’dB)) ((dA’dB)v(dAvdB»

((de,de), (deyde))  ((da,dp), (de,de)) — ((de,de), (do, dc))

U U U

r r T

Abbildung 3.4: Simulationsgraphen zu Beispiel 3.4.2

Im Folgenden werden Eigenschaften von Simulationen auf dem re-
duzierten Produktmodell (Zra X% Z7p,(da,dp)) beschrieben. Sei
S C AlraxIts x ATTAXITB und (d,e) € S. Das Element (d,e)
heifit synchronisiert genau dann, wenn e ein synchrones Element ist.
Betrachtet werden auflerdem starke Zusammenhangskomponenten (SZKs)
in den Simulationsgraphen. Es wird die {ibliche Definition von starken
Zusammenhangskomponenten in gerichteten Graphen verwendet. Eine
SZK Z in einem Simulationsgraphen Gg;,, wird genau dann synchronisiert
genannt, wenn Z ein synchronisiertes Element enthilt. Auflerdem heifit
eine SZK Z genau dann nicht-trivial, wenn Z genau ein Element mit einer
Schleife oder mindestens zwei Elemente enthalt.

Satz 3.4.1. Sei T eine normalisierte EL-TBox, A, B Konzeptnamen
aus T und (Zr.a x I1.B,(da,dB)) das reduzierte Produktmodell. Der
LCS C wvon A und B beziglich T existiert genau dann, wenn eine
Simulation S C ATTAXIT.B x ATT.AXIT.B ynd ein Simulationsgraph
Gsim = (S, Esim, ((da,dp),(da,dp))) ezistieren, so dass alle nicht-trivialen
starken Zusammenhangskomponenten in Ggip synchronisiert sind.

Beweis. =: Sei C' der LCS von A,B beziiglich 7 mit rt(C) = Kk,
so dass k-les(A,B) =5 C gilt. Aus Lemma 3.4.3 folgt dann

Tdndn) S TF(da.dp)- Daher existiert eine Simulation
Sy C ATuatn) x AT araz) (3.20)

mit ((da,dB),(da,dp)) € Sz. Daraus ergibt sich eine Simulation
ScC AL AXITB w ATT.AXIT B it

S:={(d,d) | (od,o'd) € S7}. (3.21)

Angenommen es gibt einen Simulationsgraphen
Gsim = (S, Esim, ((da,dp),(da,dp))) und eine Menge
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Z:={Z,...,Z,} von nicht synchronisierten, nicht-trivialen SZKs Z;
in Gsim. Da das reduzierte Produktmodell betrachtet wird, sind nach
Definition 3.4.1 alle Knoten in den Z; nicht synchronisiert. Es wird
gezeigt, dass aus Gy, ein Simulationsgraph konstruiert werden kann,
der nur synchronisierte nicht-triviale SZKs enthélt.

Zu jeder Z; € Z existiert ein zyklischer unendlicher Pfad m; in Ggipm
der Form

T, — (do, d6)7"1 (dl, d/l)’l“g...’l“n(dn, d'n)rn+1...rm(dn, d;,b)rnJr]_...

mit (do,dy) = ((da,dp), (da,dp)), alle (dj,d}) in m; sind nicht syn-
chronisiert und in dem Zyklus (d,, d),)rn+1-..7m(dn, d},) ist ein Knoten
aus Z; enthalten. Sei (dj,d),) das Element an Position k in m; mit
dem 7y 1 Nachfolger (dj1,d), ;). Mit (3.21) und (3.20) folgt, dass ein

. Tk .. .
Wort od, € A7) und ein Wort od € A7 @adp) existiert mit
(ody,0'd,) € Sy. Fiir den 7j,41-Nachfolger odyryyidyr € AYdadn)

gibt es einen rgyi-Nachfolger o'djriiie),, € AT @aap) it
odpris1dgs1, 0 d) L1 €] € 87, da 87 eine Simulation ist. Nach
+10k+ k' k+1€k41 J J
Definition von J ’f(d i) 18t €, 41 ein synchrones Element. Mit (3.21)
folgt (dpy1,¢,41) € S. Sei Gsim = (S, Esim, (dry1,€,4,)) ein Si-
mulationsgraph mit dem Startknoten (dj41,e;,,,). €}, ist ein syn-
chrones Element und nach Definition des reduzierten Produktmo-
dells hat e}, 41 nur synchrone Nachfolger. Demzufolge enthélt Gy, nur
synchronisierte SZKs. Die Idee besteht darin, das von dem Knoten

(dg+1, Ad% 41) in g‘iim erreichbare Fragment durch den Simulationsgra-
phen Gsim = (S, Esim, (dk11, €}, 1)) zu ersetzen.
Der Simulationsgraph G, = (S, E.. . ((da,dB),(da,dp))) entsteht

sim sim?

wie folgt aus Gsim = (S, Esim, ((da,dB), (da,dB))):
E" :=(Esim \ {(dk, di)ri41(dp11, d§c+1)})
U {(dk, di)ris1 (g, €h1)} U Bsim
E’ erfiillt nicht notwendigerweise die Bedingungen 3. und 4. aus De-
finition 3.4.3. Durch das Entfernen der Kante (dy, d},)rr41(dir1, dj )

kann Bedingung 4. verletzt sein und durch Hinzufiigen der Kanten aus
FEgim kann Bedingung 3. verletzt sein.

Die folgenden Schritte werden so lange angewendet, bis E’ alle Bedin-
gungen aus Definition 3.4.3 erfiillt.

1. Sei ((f,g9),r,(h,k)) € E' und (f,g) ist nicht von
((da,dp),(da,dp)) in E’ erreichbar. Dann wird ((f, g),r, (h,k))

aus E' entfernt.



KAPITEL 3. EXISTENZ DES £L-LCS 35

2. Seien ((f,9),r, (h,k)),((f,g9),r, (h, k")) € E' mit k # k’. Dann gilt
entweder ((f,9),7, (h,k)) € Egim oder ((f,9),r, (h, k")) € Egim.
Angenommen es gilt ((f,9),r, (h,k)) € Egm. Dann wird
((f,9),r, (h,k)) aus E’ entfernt.

Die resultierende Menge ist Egzm Der Graph Qgim enthéilt nach Kon-
struktion mindestens eine nicht synchronisierte, nicht-triviale SZK we-
niger als Ggim, da mindestens ein Element aus Z; durch ein synchro-
nisiertes Element ersetzt wurde. Die beschriebene Ersetzung kann mit
G.... fortgesetzt werden bis nur noch synchronisierte nicht-triviale star-

ke SZKs vorkommen.

«<: Sei S C AITAXIT B % ALT.AXIT.B  eine Simulation und
Gsim = (S, Esim,((da,dB),(da,dp))) ein Simulationsgraph in
dem nur synchronisierte SZKs vorkommen. Da das reduzierte Pro-
duktmodell betrachtet wird, haben synchronisierte Knoten in G,
nur synchronisierte Nachfolger. Daher existiert eine natiirliche Zahl
k, so dass fiir alle Pfade 7 in Gg;,, mit einer Lange > k der Form:

™= ((dA, dB), (dA, ClB))T'l(dl, dll)’l“g...rk(dk, d%)?"k+1(dk+1, d;€+1)...

alle Knoten (dj,d;) mit j > k synchronisiert sind, d. h. d} ist ein
synchrones Element. Fiir alle Pfade 7 in Gg;,, und die entsprechenden

Projektionen
pro(m) = (da,dg)rid)radyrs...

gibt es einen entsprechenden Pfad p in der Baumabwicklung von
L7 A X I7 p mit
ﬁ = (dA, dB)T‘lUldllTQUQdIQTg

und p ist in dem Modell J k(d A.dp) enthalten, da p ab Position k
nur synchrone Elemente enthélt. Daraus folgt, dass jederjfad in
Z7,4 X 1, beginnend mit (da,dp) durch einen Pfad in J*, 4,
beginnend mit der Wurzel simuliert werden kann. Damit folgt

(Zr.a X Tr,B, (da,dB)) S T* (a4 dp)-

Mit Lemma 3.4.3 und Satz 3.3.1 folgt, dass k-lcs(A, B) der LCS von
A, B beziiglich T ist.
U

Fiir den Spezialfall eines azyklischen Produktgraphen folgt damit die Exis-
tenz des LCS direkt. Der Simulationsgraph zu der Simulation, in der jeder
Knoten sich selbst simuliert, erfiillt die geforderten Bedingungen. Gleiches
gilt fiir Produktgraphen, die nur Zyklen mit synchronen Knoten enthalten
wie Beispiel G7, in Abschnitt 3.1.

Zusammenfassend ergibt sich aus diesem Satz die folgende Schlussfolgerung;:
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Korollar 3.4.1. Seien A und B Konzeptnamen aus einer normalisierten
EL-TBox. Das Problem ob der LCS von A und B beziiglich T existiert ist
entscheidbar. Existiert der LCS C, dann gilt fiir die Rollentiefe rt(C) < n*
mit n = |[Nc 7.

Beweis. Das Entscheidungsverfahren fiir das Existenzproblem des LCS be-
steht aus den folgenden Schritten.

1. Zunéchst wird das Modell (Z7 4 XZ1 g, (da, dp)) berechnet. In Lemma
3.2.1 wurde gezeigt, dass sich dieses Modell aus dem Produktgraphen
nach Definition 2.2.2 ergibt.

2. Die maximale Simulation S C ALT.AXI7.B x ALT.A%IT.B kann ebenfalls
in polynomieller Zeit berechnet werden.

3. Es  gibt endlich viele Simulationsgraphen der  Form
Gsim = (S, Esim,((da,dp),(da,dp))) fir S. Fiir diese Graphen
werden die nicht-trivialen starken Zusammenhangskomponenten
berechnet. Gibt es einen Graphen, dessen nicht-triviale starke Zu-
sammenhangskomponenten synchronisiert sind, existiert der LCS von
A, B beziiglich T nach Satz 3.4.1.

4. Ist einer solcher Graph gegeben, der die Bedingung aus Satz 3.4.1
erfiillt, kann die natiirliche Zahl k aus der Riickrichtung des Bewei-
ses von Satz 3.4.1 bestimmt werden. Nach der Konstruktion im Be-
weis ergibt sich k£ aus der maximalen L&nge eine Pfades 7 in dem
Simulationsgraph, so dass in 7 nur nicht synchronisierte Element
durchlaufen werden. Fiir &k gilt dann k& = |7| + 1. Da der Simulati-
onsgraph nach Voraussetzung nur synchronisierte nicht-triviale SZKs
enthélt, existiert ein solches maximales k. Dieses k ist nach oben durch
die Anzahl der Knoten in dem Simulationsgraph beschriankt. Es gilt
|AZT.AXIT.B| < |No7|? und entsprechend gilt k < |S| < |[Ne7[ k
entspricht der Rollentiefe des LCS, wie in Satz 3.4.1 gezeigt wurde.

O]



Kapitel 4

Der £L-LCS beziiglich einer
generellen ALC-TBox

In diesem Kapitel wird der £L-LCS von &L-Konzeptbeschreibungen
beziiglich einer generellen ALC-TBox betrachtet.

In [BST04] wurde dieses Problem bereits untersucht. Auf Basis der Sub-
sumptionshierarchie der Konjunktionen von Konzeptnamen aus der generel-
len ALC-TBox wurden Approximationen des £L-LCS berechnet. Das Ziel
dieses Kapitels ist es, einen Vervollstindigungsgraphen zu berechnen, der
nicht nur alle impliziten Subsumptionsbeziehungen der Form

AiN..MA,Cy B MN..MB, (4.1)
beriicksichtigt sondern auch alle Subsumptionsbeziehungen der Form
A1 ..NA, Cr Ir(B1M...1 By). (4.2)

Auf einen Graphen mit diesen Eigenschaften kénnen die Methoden zur Be-
rechnung des Rollentiefen- beschrénkten LCS aus [PT10b] und das Entschei-
dungsverfahren fiir die Existenz des exakten LCS aus Kapitel 3 angewendet
werden.

Als Ausgangspunkt dient dabei das Vervollstdndigungsverfahren aus
[SKH11] fiir generelle ALC-TBoxen. Im ersten Abschnitt werden die Nor-
malform und die Inferenzregeln aus [SKH11] vorgestellt. Da das Verfahren
in [SKH11] nur vollstindig beziiglich Subsumptionsbeziehungen der Form
(4.1) ist, wird im néchsten Abschnitt eine Erweiterung der Methode vorge-
stellt. Anschlieend wird die Vollstandigkeit und Korrektheit des Verfahrens
bewiesen und die Komplexitdt untersucht.

In diesem Kapitel werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

e H K bezeichnen Konjunktionen und M, N Disjunktionen von Kon-
zeptnamen;

37
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e H, K und M, N werden auch als Mengen aufgefasst und es werden
entsprechende Mengenoperationen verwendet. Die leere Konjunktion
H oder K bezeichnet T und die leere Disjunktion bezeichnet L.

In den folgenden Abschnitten wird davon ausgegangen, dass eine konsistente
ALC-TBox vorliegt.

4.1 Normalisierung und Inferenzregeln fiir gene-
relle ALC-TBoxen

Das Ziel der Normalisierung ist es, eine moglichst einfache und flache Struk-
tur der TBox zu erhalten. Dazu werden fiir komplexe Teilkonzepte aus der
TBox 7 neue Konzeptnamen eingefiihrt.

In [SKH11] wurde gezeigt, dass zu einer generelle ALC-TBox T eine ALC-
TBox 7 berechnet werden kann, die nur Konzeptinklusionen der Form

m)) [|4C| |B; (2 AC3IrB  (n3) ACVrB  (n4) IrACB
i j

enthélt.
Zusétzlich wird die folgende Normalisierungsregel betrachtet:

IrAC B— {TC [Vr.mA]U B, [Vr.mA] C Vr.[-4], (4.3)
[-A]MALC 1}

Dabei sind [Vr.=A] und [-A] neue Konzeptnamen. Daraus folgt, dass Inklu-
sionen der Form (n4) auch mit Hilfe von Inklusionen der Form (nl) und (n3)
ersetzt werden konnen, so dass Subsumptionsbeziehungen zwischen Kon-
zeptbeschreibungen mit Symbolen aus der urspriinglichen Signatur bewahrt
bleiben.

Lemma 4.1.1. Sei T eine ALC-TBox. Es kann zu T eine TBox T be-
rechnet werden, die nur Inklusionen der Form (nl1),(n2) oder (n3) enthilt

und jedes Modell von T kann zu einem Modell von T erweitert werden und
umgekehrt ist jedes Modell von T' auch ein Modell fiir T .

Beweis. Das Lemma gilt nach [SKH11] fiir die Normalform mit den Inklu-
sionen (nl1-4). Sei 7 eine TBox in dieser Form und bezeichne 77 die TBox,
nachdem die Regel (4.3) erschopfend auf 7~ angewendet wurde. Fiir eine be-
liebige ALC-TBox T gilt 3r.A T B genau dann, wenn T T Vr.—A U B.
Daher erfiillt 77 die geforderten Bedingungen. O

Der zusétzliche Normalisierungsschritt wird nur eingefiihrt um die Darstel-
lung und die Beweise im Folgenden zu vereinfachen.

Der néchste Schritt besteht darin die normalisierte TBox mit Hilfe von Infe-
renzregeln zu vervollstandigen. In Abbildung 4.1 sind die Inferenzregeln fiir
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Aec H

CRo
HCA

CR; =1

HE[INZ-I_IM
i=1

HCNUA AC3r.B
HC NU3r.B

CRy

HC MU3rK KC.1
HC M

CR3

HC MU3rK HCNUA ACVr.B
HCMUNUIr(KNB)

CR4

Abbildung 4.1: Inferenzregeln fiir ALC [SKH11]

ALC dargestellt. Da im Vergleich zu dem in [SKH11] beschriebenen Verfah-
ren eine vereinfachte Normalform verwendet wird, sind nicht alle Inferenz-
regeln aus [SKH11] notwendig. Es werden Konzeptinklusionen der Form

HCMUIrK HCM

abgeleitet. Die Korrektheit der Inferenzregeln wurde in [SKH11] gezeigt. Die
vervollstindigte TBox 7. entsteht aus der normalisierten TBox 7T, indem
die Regeln erschopfend auf 7 angewendet werden. Dabei wird angenommen,
dass die Inklusionen H C M L 3dr.K und H E M nur genau dann abgeleitet
werden, wenn diese nicht bereits in der TBox enthalten sind. Die Anwendung
der Regeln terminiert. H, M und K sind Mengen von Konzeptnamen. Es gibt
demnach jeweils 2/NVe.7l viele solcher Mengen und damit maximal n

n = 2lNeTl  9lNoT| | |Nr.7| - 9lNe, 7l (4.4)

Inklusionen der Form H T M U dr. K.

In [SKH11] wurde bewiesen, dass mit den Inferenzregeln alle inkonsistenten
Konjunktionen H abgeleitet werden kénnen. Das bedeutet H C+ L genau
dann, wenn H C 1 € Tg4¢. Tsar ist jedoch in der Hinsicht unvollstindig, dass
nicht alle impliziten Subsumptionsbeziehungen der Form H C Jr.K in Ty
enthalten sind. Dazu wird ein Beispiel betrachtet.
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Beispiel 4.1.1. Betrachtet wird die folgende normalisierte ALC-TBox T .

T:={AC BUC,
BC3r.D,CC3IrkE,
DCFECF}

Fiir die linke Seite A enthélt T, die folgenden Inklusionen:

Tsat := {7
ALC A,
AC BUC,
AC BU3Ir.E,
ACCU3Ir.D,

)

Es folgt A C4 Jr.D U 3r.E und damit folgt auch A T4 dr.F. Es gibt jedoch
keine Inklusionen A C 3r.F" € Ty und F' C F € Tont.

Das Beispiel zeigt, dass Tse¢ unvollstéindig beziiglich Inklusionen der Form
(4.2) ist. Ein moglicher Losungsansatz ist, die Inferenzregeln zu erweitern
und zum Beispiel auch Disjunktionen von Existenzrestriktionen abzuleiten,
so dass in Beispiel 4.1.1 die Inklusion A C dr.D U dr.E abgeleitet wer-
den kann. Durch die Werterestriktionen entstehen dann jedoch Disjunktio-
nen von Konjunktionen von Konzeptnamen und es kann keine exponentielle
obere Schranke wie (4.4) fiir die Zahl der moglichen Inklusionen angegeben
werden.

Im Folgenden Abschnitt wird daher eine alternative Methode vorgestellt,
um alle impliziten Subsumptionsbeziehungen zu berechnen.

4.2 Vervollstindigung von ALC-TBoxen

In diesem Abschnitt wird auf Grundlage von 7Tg: ein  Ver-
vollstandigungsgraph konstruiert. Die Idee ist fir alle H mit H Zy L
jeweils einen Knoten einzufiihren, der mit allen Konzeptnamen beschriftet
ist, die H subsumieren. Die Knoten H,K werden durch eine r-Kante
verbunden genau dann, wenn H T4 dr.K gilt. Da die Inklusionen in Ty
Disjunktionen enthalten, muss eine Menge von moglichen Beschriftungen
und eine Menge von moglichen Kanten beriicksichtigt werden. Dazu wird
flir ein H aus T, eine Menge von Typen definiert.

Definition 4.2.1 (Typen). Sei T4 die vervollstindigte TBox. Eine Men-
ge von H-Typen beziiglich 75 wird fiir alle H mit H T 1 ¢ Tgq defi-
niert. Mit MTH’”" wird die Menge der minimalen Disjunktionen M, fiir die
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HC M € Tzt gilt, bezeichnet.

MPR = {M | HCE M € Toqe ANPM' mit H C M' € Top und M’ € M}
(4.5)
Ein Typ 7y wird als minimale Menge von Konzeptnamen so definiert, dass
alle minimale Disjunktionen aus Mﬁm iiberdeckt werden. 7y erfiillt die
folgenden Bedingungen:

1. Fiir alle M € M7 gilt 75 N M # 0.
2. Ty ist eine minimale Menge, die 1. erfiillt.

Zusétzlich wird fiir jede Rolle r in Abbhéngigkeit von 7 eine Menge von
Konjunktionen 7, definiert, um alle Inklusionen H T M U3r.K € Ty, fiir
die 77 noch keinen Konzeptnamen aus M enthilt, zu erfiillen.

Ty ={K|HCMU3IrK e T AM N1y =0} (4.6)
Aus dieser Menge werden die maximalen K ausgewéihlt.
Ty = {K | K € 7y, N BK' € g, mit K C K'} (4.7)

Die Menge aller H-Typen 7y beziiglich T4 wird mit Ty bezeichnet. Ab-
schlieBend werden in types(7Tsq¢) alle H-Typen fiir Tg,; zusammengefasst.

types(Tsat) :={mw | 70 € Ty, HC L ¢ Tsui} (4.8)

Bevor einige Eigenschaften dieser H-Typen bewiesen werden, wird das Bei-
spiel 4.1.1 fortgesetzt.

Beispiel 4.2.1. Betrachtet wird die TBox aus Beispiel 4.1.1 mit dem Kon-
zeptnamen A. Fiir A gibt es die folgenden Typen T4 = {7}, 73} mit

Ta={A, B, T}i, ={D}
ta={A,C Thri, = {E}
Lemma 4.2.1. Sei 7y € types(Tsat)-
1. Fiir alle HE M € Tgo gilt M N1y # 0.
2. Fiir alle A € 7 existiert HC N U A € Tour mit g NN = 0.
3. Fir alle K € T, ist K T L & Toa.
4. Es gilt H C 1p1.

Beweis. 1. Nach Bedingung (1) hat 7y einen nicht-leeren Schnitt mit
allen Mengen aus M}’}m (4.5). Da fiir alle M mit H C M € T4 eine
minimale Menge M™" € M7 existiert mit M™™ C M, gilt auch
M nNry # 0.



KAPITEL 4. DER ££-LCS BEZUGLICH EINER ALC-TBOX 42

2. Sei A € 1y. Angenommen fiir alle Disjunktionen M = N U A mit
H C NUA, die A enthalten, gilt NNty # 0. Daraus folgt, dass 77\ {A}
ebenfalls Bedingung 1 aus der Definition von 7y erfiillt. Damit ist 7g
nicht minimal und es ergibt sich ein Widerspruch zu Bedingung 2.

3. Angenommen K € 7, und K C 1 € Tyu. Fir K € 7, existiert
nach (4.6) H C M U3r.K € Tgq mit M N7y = 0. Mit Anwendung der
Inferenzregel CRg auf H C M Udr.K und K C 1 folgt H C M € Tgqt.
Daher ist nach 1. M N7y # . Das ist ein Widerspruch und es folgt
K C 1 ¢ 7;(115-

4. Sei H = A M...MA,. Esist zu zeigen, dass A; € 7y fiir allei =1, ..., n.
Es gilt A; € H und mit Inferenzregel CRg folgt H C A; € Tgq:. Damit
ist {A;} in M (4.5) enthalten und es folgt A4; € 5.

O

Der Vervollsténdigungsgraph zu T, wird als Produkt der einzelnen Typen
gebildet und ist wie folgt definiert:

Definition 4.2.2 (Vervollstiandigungsgraph). Sei 7 eine ALC-TBox, Tsat
die Vervollstéandigung und Ty := {T}{, ..., Tfy} die Menge der H-Typen. Der
Vervollstindigungsgraph Gr = (V, E, S) ergibt sich wie folgt:

o V:={H|HC L ¢ Tear};
e S(H):=, 7y und
o E:={(H,1K)|3K1,...Ky) € Ty, X . X 7, K = L) S(K;)}-

Beispiel 4.2.2. Es wird wieder der Konzeptnamen A aus Beispiel 4.2.1
betrachtet mit den zugehorigen Typen:

7a={A, B, T, ={D}

Ta={A,C,Thri, = {E}

o ={D,F, T}, 7p, =0

e ={E,F, T}, g, =0
Fiir den Knoten A ergeben sich damit im Vervollstdndigungsgraphen zu T
die Beschriftung S(A) =74 N735 = {4, T} und die Kante (4,7, F).

Um die Vollstéandigkeit und Korrektheit zu zeigen, werden wie in [BBLO5]
und in [SKH11] kanonische Modelle konstruiert. Dazu wird zunéchst ein
weiteres Beispiel betrachtet.

Beispiel 4.2.3. Betrachtet wird die folgende normalisierte ALC-TBox T.
T:={AC BUC,
BCdrA,
C C 3r.B}
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L 2
dA : {Ava—l—} dA : {A’Cv—l—}
U
r T T
dB : {B’T}

Abbildung 4.2: Kanonische Modelle zu Beispiel 4.2.3

Mit den Typen:

Ta={A,B,T}, T, = {A}
i ={A,C T}, A, = {B}
8 ={B, T}, B, = {A}
o ={C, T}, ey = {B}

Werden die kanonischen Modelle so konstruiert, dass fiir jedes H genau ein
Element dp eingefiihrt wird, dann ergeben sich im Beispiel fiir das Element
d 4 genau zwei mogliche kanonische Modelle mit den beiden Typen T}l und Ti
aus T'4. Beide Moglichkeiten sind in Abb. 4.2 dargestellt. In beiden Modellen
hat d 4 eine r-Nachfolger in B. Es gilt aber A [Z7 3r.B, da Elemente aus A in
einem Modell von T auch zum Beispiel einen r-Nachfolgern haben kénnen,
der in A und C und nicht in B liegt. Ein Element d4 vom Typ 7} kann
also auch einen r-Nachfolger d’, vom Typ Ti haben. Fiir die Definition der
kanonischen Modelle miissen diese Fille beriicksichtigt werden.

Basierend auf der Menge der Typen types(7sq) wird eine Menge von kano-
nischen Interpretationen wie folgt definiert:

Definition 4.2.3 (Kanonische Interpretationen fiir 754¢). Eine kanonische
Interpretation besteht aus einer Interpretation Z und einer totalen Funktion
0, die jedem Element d € AT einen H-Typen 6(d) € types(Tsq) zuordnet.
Wenn 6(d') = 7y fiir ein d’ € AT gilt, dann bezeichnet 6(d), die Menge 747,,..
Seien d, e € AT. Fiir AT und 77 gelten folgende Bedingungen:

e d ¢ A? genau dann, wenn A € 0(d).

e Wenn K € 6(d),, dann existiert ein e € AT mit 0(e) € Tx und
(d,e) € rZ.

e Wenn (d,e) € %, dann gilt 6(e) € Tk fiir ein K € 6(d),.

kan(7sq¢t) bezeichnet die Menge aller kanonischen Interpretationen.
Z,0 € kan(Tsqt) bezeichnet eine kanonische Interpretation Z mit der zu-
gehorigen Funktion 6.
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Zunéchst wird gezeigt, dass die Menge kan(7sq:) fiir eine konsistente ALC-
TBox nicht-leer ist.

Lemma 4.2.2. Sei Tz eine vervollstindigte ALC-TBox. Es existiert eine
kanonische Interpretation Z,0 € kan(Tsqt).

Beweis. Es ist zu zeigen, dass eine Interpretation Z und eine Funktion
6 : AT — types(Tsq) existiert, so dass die Bedingungen aus Definition 4.2.3
erfiillt sind.

Dazu wird fiir jedes H mit H C 1 & T4 genau ein Element dp eingefiihrt.

Al :={dy |HC L ¢ T}

Fiir jedes H existiert nach Definition 4.2.1 eine nicht-leere Mengen von Ty-
pen Ty. Daher gibt es eine Funktion 6 mit 6(dy) := 7 (€ Tx). Mit dieser
Funktion werden A% und 7 fiir alle Konzept- und Rollennamen wie folgt
definiert:

AZ = {dH |A€7’H}
’r'Z = {(dH,dK) | K € THJ«}

Aus Lemma 4.2.1 3. folgt, dass dxg € A” fiir alle K € TH,- Damit erfiillen AT
und r* die Bedingungen aus Definition 4.2.3 und es folgt Z, 6 € kan(T,e). O

Nachdem gezeigt wurde, dass die Menge kan(7g4¢) nicht-leer ist, wenn min-
destens ein H mit H C 1 € T, existiert, wird nun bewiesen, dass alle
Z,0 € kan(Tsqt) Modelle fiir 7 sind. Dazu werden die Inferenzregeln aus
Abbildung 4.1 im Beweis angewendet.

Lemma 4.2.3. Sei Z,0 € kan(Tsqt). T ist ein Modell fiir T .

Beweis. Sei Z € kan(Tsq:) und 6 die zugehorige Funktion nach Definition
4.2.3. Es wird gezeigt, dass alle Inklusionen aus 7 durch Z erfiillt werden.

[, A; T M: Seid e A7 fiir alle i = 1,...,n, mit 6(d) € Ty. Nach Lem-
ma 4.2.1 2. existieren fiir alle ¢ Inklusionen H T N; U A; € Tgut
mit A; € 6(d) und N; NO(d) = 0. Aus {H C N; U A}, € Tomt
und [, 4 T M € Ts folgt mit der Inferenzregel CRy,
dass H T |J'yN; UM € T Nach Lemma 4.2.1 1. gilt
Uy N;UM)né(d) # 0. Fiir alle ¢ gilt N; N 6(d) = 0. Daher ist
de M7T,

AC3Ir.B: Sei d € AT mit 0(d) € Ty. Es gibt H C N U A € Tyq mit
A € 0(d) und N Né(d) = 0 nach Lemma 4.2.1 2. Da CRy erschopfend
angewendet wurde ist auch H & N U 3r.B € Ty Da N N 6(d) = 0,

ist B € 6(d), nach (4.6). In 6(d), gibt es ein maximales K’, das B
enthélt. Nach (4.7) ist K’ € 6(d), und nach Definition 4.2.3 gibt es
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ein e € AT mit 0(e) € Ty und (d,e) € rZ. Weil B in der Konjunktion
K’ enthalten ist, folgt mit Lemma 4.2.1 4. B € 6(e) und e € B? und
damit auch d € (3r.B)L.

ACVr.B: Seidec AT mit 0(d) € Ty und (d,e) € r* mit O(e) € Tk. Es ist
zu zeigen, dass e € BT gilt. Es gibt HC NUA, HC M U3r.K € Tou
mit N N 6Od) = 0 und M N 6(d) = 0. Wegen CRy ist
H T NUMU3r(KNB) € Ty Nach (4.6) ist KM B € 6(d),.
Nach Annahme ist K € 6(d),, da e ein r-Nachfolger von d ist. Daher

ist K maximal in 6(d), nach (4.7). Da K B € 0(d), muss B € K
gelten. Nach Lemma 4.2.1 4. folgt e € BL.

O]

Mit Hilfe der kanonischen Modelle kann gezeigt werden, dass T4+ vollstandig
beziiglich H T+ A ist.

Lemma 4.2.4. Sei T eine ALC-TBox und A ein Konzeptname aus T .
1. Wenn H E L, dann gilt auch H C L € Tgus.
2. Wenn H Ty A, dann gilt auch H C A € Tgqt.

Beweis. Fiir den Beweis wird das kanonisches Modell Z € kan(7s4¢) mit der
Funktion 6 aus dem Beweis von Lemma 4.2.2 benutzt. Mit diesem Modell
werden die Behauptungen durch Widerspruch bewiesen.

Zu 1.

Dazu wird angenommen, dass H Ty L und H C 1 ¢ Ty gilt. Wenn
H C 1 ¢ Tsu, dann gilt nach Lemma 4.2.1 4. H C 6(dy) und damit
dy € H*. Da 7,0 nach Lemma 4.2.3 Modell fiir 7 ist, ergibt sich ein Wi-
derspruch zur Annahme H Cq .

Zu 2.

Sei A ein beliebiger Konzeptname und H &4+ A und H Z7 L. Da Z Mo-
dell von T ist, gilt dy € AT. Nach Definition (4.2.3) ist A € 6(dy). Nach
Definition (4.5) gibt es eine minimale Disjunktion N U A € M7 mit
HC NUA € Tgt. Durch Widerspruch soll gezeigt werden, dass es eine
solche minimale Disjunktion gibt mit N =( d. h. H C A € T4. Angenom-
men N # () fiir alle minimalen Disjunktionen N Ul A, die A enthalten. Es
wird ein H-Typ 7}, konstruiert, der Bedingung 1. und 2. aus Definition 4.2.1
erfiillt und A nicht enthélt.

1. 74 = 0; D)y == ME™

2. Es wird eine beliebige Menge M = { B, ..., B, } aus D}; ausgewéihlt. Es
wird genau ein Element B; mit i € {1,...,n} und B; # A ausgewihlt.
Als néchstes werden die Mengen 77, und D', aktualisiert.
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3. B ist der in Schritt 2 ausgewéhlte Konzeptname. B; wird zu 7; hin-
zugefiigt und alle Mengen aus DY, die B; enthalten, werden aus DY,
entfernt.

T =Ty U{B;}
D'y :=D'y \ {M"™" € Dy | B € M™"}

4. Wenn D}{ = () ist die Konstruktion beendet. Sonst wird mit Schritt 2
fortgefahren.

Auf Grund der Annahme, dass A nicht einzeln in einer minimalen Disjunk-
tion vorkommen kann, kann in jedem Schritt ein entsprechendes Element
B; # A ausgewihlt werden. Daher terminiert die Konstruktion, weil DY,
in jedem Durchlauf verkleinert wird. 7}, hat nach Konstruktion mit jeder
Menge aus Mﬁm einen nicht-leeren Schnitt. Somit ist 1. aus Definition 4.2.1
erfillt. Als Néchstes ist zu zeigen, dass 7j; nicht verkleinert werden kann.
Sei dazu B € 7};. Dann gibt es eine Menge M™" € M die im 2. Schritt
ausgewahlt wurde und B enthélt. Fiir die zugehorige Disjunktion N U B zu
M™" gilt dann 7j; N N = (). Das bedeutet, dass 7}; nicht verkleinert werden
kann. Daher erfiillt 77; auch Bedingung 2. aus Definition 4.2.1.

Das Modell Z wird geéindert, indem 60(dg) := 7}, gesetzt wird. Weil A ¢ 7,
gilt, ist dgy ¢ AZ. Das ist ein Widerspruch zu H CT7 A und es folgt
HC Ae Tou. ]

Aus diesem Lemma und der Definition des Vervollstdndigungsgraphen folgt
die Korrektheit und Vollstandigkeit der Beschriftungsfunktion.

Lemma 4.2.5. Sei T4 eine vervollstindigte ALC-TBox und Gr = (V, E, S)
der Vervollstindigungsgraph. Es gilt A € S(H) genau dann, wenn H Ty A
und H Z1 L.

Beweis. Zuerst wird die Richtung ,<* gezeigt. Angenommen A € S(H),
dann ist A € 7y fir alle 7y € Ty. Dann gibt es Inklusionen der Form
HC NUA € Ty, so dass NUA € ME™ (siehe (4.5)). Wird angenommen,
dass A nicht einzeln in einer solchen Disjunktion vorkommt, dann kann wie
im Beweis von Lemma 4.2.4 ein 7}, konstruiert werden, so dass A ¢ 1
gilt. Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass A nicht einzeln in einer
Disjunktion vorkommt, und damit folgt H C A € Tga.

Zum Beweis der Richtung ,,=“ wird angenommen, dass H Ty A gilt. Aus
Lemma 4.2.4 folgt H C A € T4 und damit A € 7 fiir alle Ty € Ty. Es
folgt A € S(H). O

Abschlielend wird die Korrektheit und Vollsténdigkeit der Kanten im Ver-
vollstdndigungsgraph bewiesen.

Lemma 4.2.6. Sei Gr = (V,E,S) der Vervollstindigungsgraph zu einer
ALC-TBox T. Wenn (H,r,K) € E, dann H Cy 3r.K.
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Beweis. Es wird ein beliebiges Modell J betrachtet. Die Idee des Beweises
besteht darin einem e € AY mit e € HY einen passenden H-Typ zuzuord-
nen.

Behauptung 1. Sei J ein Modell von 7 und e € HY. Es existiert ein
T € types(Tsat), so dass fiir alle A € 757, e € A7 gilt.

Beweis. Sei e € HY fiir ein Modell J von 7 und M, die folgende Menge

von Konzeptnamen.
M, :={A|ec A, Ae M,M € M}"}

Sei M € Manm. Es gilt H C M € Ts. Da J ein Modell fiir Tg; ist, folgt
e € MY Daher ist der Schnitt von M, mit allen minimalen Disjunktionen
fiir H nicht-leer und nach Definition 4.2.1 existiert ein 7y mit 7y C M,.
Daraus folgt die Behauptung. O

Eine @hnliche Behauptung kann fiir die zugehorige Menge 7, gezeigt wer-
den.

Behauptung 2. Sei J ein Modell von 7 und e € HY. Es existiert ein TH,r
so dass fiir alle K’ € 7., e € (3r.K")7 erfiillt ist.

Beweis. Sei Ty der H-Typ aus Behauptung 1 und K’ € 7,. Dann gibt es
eine Inklusion der Form

HENolJNlLl...l_anUHT.(Bol_lBll—]...l_an) (49)

in Tgq mit K’ =[1", B; und (., N;) N7z = (. Wenn die Inklusion (4.9)
in 754 enthalten ist, dann gibt es auch die folgenden Inklusionen in 7gq:

H C Nyl Ap, Ag C Ir.By
HC N UALA CVr.B

HLC N,UA,, A, CVr.B,

aus denen (4.9) mit Hilfe der Regeln CRy und CRy4 abgeleitet wurde. Aus
(Ug N;) N 7g = 0 und Lemma 4.2.1 1. folgt A; € 7 fiir alle i = 0, ..., n.
Mit Behauptung 1 folgt e € (4;)7 fiir alle 4. Da J ein Modell ist, gilt
entsprechend e € (3r.By)” und e € (Vr.B;)7 fiir alle j = 1,...,n. Daraus
folgt e € (Ir.K")7. O

Sei (H,r,K) € E, J ein Modell von 7 mit e € HY und 7y der zu-
gehorige Typ aus Behauptung 1. Nach Definition 4.2.2 gibt es ein K’ € 7p7,
mit K C S(K'). Mit Lemma 4.2.5 und 4.2.4 gilt fiir alle Konzeptnamen
A€ K: K'C A€ Ty Daraus folgt K/ C1 K. Aus Behauptung 2 folgt
e € (Ir.K")7. Daraus folgt ¢ € (Ir.K)? und H Cy Ir.K, da e und J
beliebig gewihlt waren. O
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Im néchsten Lemma wird die Vollstdndigkeit des Graphen beziiglich der
Kanten bewiesen.

Lemma 4.2.7. Sei T eine ALC-TBox und Gy = (V, E,S) der zugehirige
Vervollstindigungsgraph. Wenn H Ty Ir.K und H Ly 1, dann ezistiert
(H,r,K) € E.

Beweis. Die Behauptung wird indirekt bewiesen. Dazu wird angenom-
men, dass H LCgq dr.K gilt, aber die geforderte Kante im Ver-
vollstandigungsgraphen nicht existiert. Mit dieser Annahme kann dann ge-
zeigt werden, dass ein kanonisches Modell nach Definition 4.2.3 existiert, das
H Cq JIr. K widerlegt.

Die geforderte Kante (H,r, K) existiert nach Definition 4.2.2 genau dann,
wenn fiir alle Typen 77 € Tx ein K’ € 7, mit K C S(K') existiert.
Es wird das Gegenteil angenommen. Dann existiert ein 7, € Ty mit
Th = {K1, ..., K]}, so dass fiir jedes K/ mit ¢ =1, ...,n ein Konzeptnamen
A; € K existiert mit K/ T A; ¢ Tsar (d. h. es gilt K ¢ S(K}) nach Lemma
4.2.4). Daraus folgt, dass fiir alle 4 ein Typ TK, existiert mit A; ¢ TK, Mit
Hilfe dieser beschriebenen Typen wird ein kanonisches Modell Z € kan(Tsat)
mit einer Funktion 6 : AT — types(Tsq¢) definiert. Die Domiine von Z wird
wie folgt definiert:

Ti={du,dg, . di } U{dpy | H' € L ¢ Tour}

Den Elementen aus {dy,d Kl oo dr } sollen die oben beschriebenen Typen
Ty bzw. T}, zugewiesen werden, um den Widerspruch zu erzeugen. Die Ele-

mente der Menge {dg' | H C L ¢ Tsu:} werden bendtigt um ein Modell
zu erhalten. Diesen Elementen wird ein beliebiger Typ aus Ty zugewiesen.
Fiir ¢ gilt entsprechend 0(dp) := 77; und 0(dg;) = 7, fiir alle . Fiir al-

le iibrigen Elemente dpr € AT gelte 6(dg:) € Ty. Eine solche Funktion 6
existiert, weil nach Definition der Doméne H' C 1 ¢ Ty gilt und damit die
Mengen Ty nicht leer sind.

Die Interpretation der Konzeptnamen A und Rollen r ergibt sich wie folgt:
Sei 0(d) = 75 Dann wird 75 mit 0(dy), bezeichnet.

T.={de AT | Achd)}
={(dg,dp) € AT x AT | K € 0(dy)r}
7 erfiillt die Bedingungen aus 4.2.3 und ist damit nach Lemma 4.2.3 ein
Modell fiir 7. Nach Konstruktion gilt dy € HZ. Sei (dy,dg) € r*. Dann
gibt es nach Konstruktion ein i € {1,...,n} mit K’ € 73, und 0(d) = 7.
Ty, war so gewéhlt, dass ein A; € K existiert mit A; ¢ 75.,. Daraus folgt

dgr ¢ A; und damit auch dr ¢ KT und dy ¢ (3r.K)7. O

Die Ergebnisse werden in dem folgenden Satz zusammengefasst:
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Satz 4.2.1. Sei T eine ALC-TBox, Tst die Vervollstindigung,
Gr = (V,E,S) der Vervollstindigungsgraph, H, K Konjunktionen von Kon-
zeptnamen aus T und A ein Konzeptname aus T . Es gelten die folgenden
Eigenschaften:

e HL7 Awund HZy L genau dann, wenn A € S(H) und
e HLy Ir.K und H Ly L genau dann, wenn (H,r,K) € E.

Der berechnete Vervollstandigungsgraph erfiillt alle Eigenschaften beziiglich
der TBox, wie der in Definition 2.1.4 definierte £ £-Vervollstindigungsgraph.
Die Methode zur Berechnung des Rollentiefen- beschrinkten ££-LCS und
die Ergebnisse aus Kapitel 3 konnen damit auch beziiglich einer generellen
ALC-TBox angewendet werden.

4.3 Komplexitit der Vervollstindigung

In diesem Abschnitt wird die Komplexitdt der Berechnung des Ver-
vollstdndigungsgraphen zu einer ALC-TBox T untersucht.

Die Berechnung des Vervollstindigungsgraphen besteht aus drei Schritten.
Der erste Schritt ist die Berechnung, der in Abschnitt 4.1 beschriebenen
Normalform. Diese kann in polynomieller Zeit berechnet werden [SKH11].
Im zweiten Schritt wird die normalisierte ALC-TBox mit Hilfe von Inferenz-
regeln vervollstindigt. Die Grofle der vervollstéindigten TBox ist exponenti-
ell in der Grofle der urspriinglichen TBox [SKH11]. Im dritten Schritt wird
aus der vervollstiandigten TBox der Vervollstdndigungsgraph berechnet. Der
Graph enthélt fiir jede Konjunktion H mit H [Z7 | genau einen Knoten.
Die Anzahl der Knoten ist somit exponentiell in der Anzahl der Konzeptna-
men aus 7. Fiir die Berechnung der Beschriftungsfunktion und der Kanten
des Graphen wird fiir jeden Knoten H die Menge der Typen Ty bestimmt.
Fiir eine Konjunktion H kann es exponentiell viele Typen in der Anzahl der
Konzeptnamen in 7 geben. Allgemein formuliert ist ein Typ eine minimale
Menge, die einen nicht-leeren Schnitt mit einer Reihe von Mengen hat. In
der Literatur ist fiir eine solche Menge der Begriff minimal hitting set be-
kannt. Die Berechnung aller Typen ist auerdem dquivalent zu dem Problem
transversal hypergraph generation [Hag09]. Das Problem fiir eine gegebene
Menge T" zu entscheiden ob T" = Ty gilt, ist demnach in coNP. Die exakte
Komplexitét ist jedoch ein offenes Problem [Hag09].



Kapitel 5

Zusammenfassung und

Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Existenzproblem des £L£-LCS beziiglich einer
generellen TBox mit deskriptiver Semantik untersucht.

Basierend auf der Charakterisierung der Subsumption aus [LW10, LPW10)]
wurde eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz des
LCS angegeben. Weiterhin wurde gezeigt, dass es entscheidbar ist, ob eine
EL-Konzeptbeschreibung existiert, die diese Bedingung erfiillt. Das vorge-
stellte Entscheidungsverfahren basiert auf kanonischen Modellen, die mit
Hilfe des Algorithmus zur Vervollstindigung von generellen £L£-TBoxen be-
rechnet werden kénnen [BBLO5], und Simulationsrelationen zwischen diesen
Modellen.

Auflerdem wurde eine polynomielle obere Schranke fiir die Rollentiefe des
LCS angegeben.

Des Weiteren wurde eine Methode =zur Berechnung eines &L-
Vervollstindigungsgraphen fiir eine generelle ALC-TBox vorgestellt
und die Komplexitidt des Berechnungsverfahrens untersucht. Damit ist
es moglich das Berechnungsverfahren fiir den Rollentiefen- beschrinkten
EL-LCS aus [PT10b] auch beziiglich genereller ALC-TBoxen anzuwenden.
Auf Grund der sehr hohen Komplexitéit ist es jedoch unklar, ob das
Berechnungsverfahren in der Praxis anwendbar ist.

In praktischen Anwendungen von Generalisierungsinferenzen sind der LCS
und das MSC sehr eng miteinander verbunden. Eine Erweiterung der vor-
gestellten Methoden auf das Existenzproblem des MSC sind daher fiir
zukiinftige Forschungsarbeiten interessant. Beide Inferenzen sind struktu-
rell sehr #hnlich und wie fiir den LCS, existiert auch fiir das MSC be-
reits eine analoge Charakterisierung der zu Grunde liegenden Standardinfe-
renz [LPW10]. Eine Erweiterung der gezeigten Resultate auf das Existenz-
problem des MSC ist daher prinzipiell moglich.

50



KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 51

Der LCS und das MSC sind auch fiir ausdrucksstérkere Beschreibungslogiken
wie ALE und Erweiterungen von £L definiert. Wie fiir £L£ existieren auch
fiir diese BLen Verfahren zur Approximation des LCS [MET11,BST07]. Er-
weiterungen der vorgestellten Ansétze in diese Richtung sind daher ebenfalls
interessant.
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