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1 Einfiihrung

Hybrid subjects are often
astonishingly fertile, whereas if a
scientific discipline remains too
pure it usually wilts.

Francis Crick

Die vorliegende Arbeit hat zum Ziel, von einem theoretischen Standpunkt aus
aufzuzeigen, wie zwei unkonventionelle Berechnungsmodelle sinnvoll miteinan-
der kombiniert werden kénnen: zum einen ein membranbasiertes Rechensystem,
fiir das biologische Membranen und Molekiile als Berechnungsgrundlage dienen,
zum anderen ein Quantenrechner, dessen Funktionsweise auf den Prinzipien und
Gesetzen der Quantenphysik beruht.

Diese zwei Berechnungsmodelle haben auf den ersten Blick kaum etwas ge-
meinsam — abgesehen vielleicht von der Tatsache, dass sich beide zum aktuellen
Zeitpunkt nicht in praxistauglichem Umfang realisieren lassen. Es ist daher na-
heliegend zu fragen, welchen Sinn die Beschiiftigung mit einer Kombination aus
zwei so grundverschiedenen — und obendrein bislang iiberwiegend theoretischen
— Ansétzen iiberhaupt ergibt. Zumal bekannte Quantenalgorithmen zum Losen
praxisrelevanter Probleme zwar eine deutliche Beschleunigung gegeniiber jegli-
chen Algorithmen auf klassischen Rechnern erreichen, aber immer noch weitaus
weniger zeiteffizient als entsprechende molekulare Verfahren sind.

Warum also lohnt die theoretische Konstruktion eines hybriden Berech-
nungsmodells aus Membran- und Quantenrechner?

Wir halten es mit Francis Crick und antworten auf diese Frage, dass mog-
licherweise gerade die Kombination zweier bislang nicht realisierbarer Systeme
ungeahnte Moglichkeiten bietet, nicht zuletzt hinsichtlich deren Realisierung.
So scheitert etwa die Umsetzung vieler zeiteffizienter Verfahren im Bereich des
molekularen Rechnens momentan an deren immensem Speicherbedarf; die meis-
ten relevanten und bekannten Quantenalgorithmen sind hingegen sehr platzef-
fizient, benttigen aber deutlich mehr Rechenzeit als vergleichbare membranba-
sierte Ansétze. Lisst sich eine zu l6sende Aufgabe in geeigneter Weise in zwei
Teilaufgaben zerlegen, so kann ein hybrides System diese inhdrenten Schwach-
stellen beider Berechnungsmodelle und die damit verbundenen Probleme bei
deren Realisierung bis zu einem gewissen Grad kompensieren.

Wir verdeutlichen diesen Gedanken beispielhaft anhand des praxisrelevan-
ten Problems Clircuit Minimization, das fragt, ob zu einem gegebenen Schalt-
kreis ein dquivalenter Schaltkreis mit einer vorgegebenen Anzahl an Gattern
existiert. Die Losung dieses Problems ldsst sich leicht in zwei Aufgaben teilen:
erstens die Erzeugung sédmtlicher als Losung denkbarer Schaltkreise, zweitens
die anschlieBende Uberpriifung jedes dieser Losungskandidaten. Unter exponen-
tiellem Platzaufwand kann ein membranbasiertes Rechensystem die erste Teil-
aufgabe iibernehmen und alle Losungskandidaten in linearer Zeit erzeugen. Um



den Verbrauch an Speicherplatz zu begrenzen, kann jeder dieser Kandidaten
anschliefend von einem Quantenrechner in vertretbarer Rechenzeit und mit nur
polynomiellem Platzbedarf {iberpriift werden. Den genauen Ablauf einer solchen
hybriden Berechnung werden wir im letzten Abschnitt dieser Arbeit anhand ei-
nes mit Circuit Minimization vergleichbaren Problems aufzeigen.

Wie in [SU02] nachzulesen, existieren zahlreiche Probleme, die eine &hnliche
Struktur wie Circuit Minimization aufweisen. Dies zeigt die Relevanz eines Be-
rechnungsmodells, mit dem solche Probleme effektiv gelost werden konnen.

Es gibt also durchaus Anlass, iiber die Konstruktion eines hybriden Systems
nachzudenken. Aber wie ist eine Kombination zweier so verschiedener Modelle
sinnvoll realisierbar?

In dieser Arbeit werden wir einen erstmals in [RAB14a] vorgestellten An-
satz verfolgen. Das Grundgeriist des hybriden Systems bildet hier ein Membran-
rechner, in den Quantensysteme ,,eingebettet werden kénnen. Die Vorstellung,
eine solche Funktionalitét in ein membranbasiertes Rechensystem zu integrie-
ren, ist zwar ungewohnlich, aber keineswegs undenkbar; allerdings soll die prak-
tische Umsetzung eines solchen hybriden Systems in dieser Arbeit nicht weiter
thematisiert werden. Das mit unserem Ansatz erhaltene Modell kann auf zwei
verschiedenen Ebenen Berechnungen durchfiihren: einer Membran-Ebene und
einer Quanten-Ebene. Durch diese klare Trennung bleiben im hybriden System
wesentliche Eigenschaften beider Berechnungsmodelle erhalten. Es muss aller-
dings ein Formalismus bereitgestellt werden, mittels dessen beide Ebenen auf
geeignete Weise miteinander kommunizieren kénnen.

An dieser Stelle sei erwahnt, dass es auch andere Ansétze zur Kombination
von Membran- und Quantenrechnern gibt. Ein solcher Ansatz findet sich etwa
in [Lep07]; dort werden sogenannte QUREM (Quantum Unit Rules and Energy
assigned to Membranes) P-Systeme eingefiihrt. Bei diesen Systemen handelt es
sich im Wesentlichen um Membranrechner, deren Berechnungsschritte Quanten-
transformationen entsprechen.

Wir werfen abschliefend einen kurzen Blick auf die Zielsetzungen und Schwer-
punkte der einzelnen Kapitel dieser Arbeit.

Schliissel zum Verstdndnis der Arbeitsweise eines hybriden Systems, wie
wir es hier vorstellen, ist die Kenntnis der beiden Teilsysteme, aus denen es
aufgebaut ist. Daher werden wir, nachdem in Kapitel 2 einige mathematische
Grundlagen geklart und Festlegungen zur Notation getroffen wurden, in den
Kapiteln 3 und 4 einen Uberblick iiber die Berechnungsmodelle des Membrane
Computing und des Quantum Computing geben — allerdings stets im Hinblick
auf das eigentliche Ziel, die Kombination beider Modelle. In Kapitel 5 fassen
wir die Ergebnisse der vorhergehenden Abschnitte zusammen und konstruieren
das hybride System aus Membran- und Quantenrechner. Berechnungen, die die-
ses System durchfiihrt, bezeichnen wir mit dem fiir diese Arbeit titelgebenden
Begriff als (hybrides) Membrane-Quantum Computing.

Schlielich widmen wir uns in Kapitel 6 der Anwendung hybrider Systeme.
Wie in [RABT14b] angeregt, zeigen wir dort, wie mittels Membrane-Quantum



Computing zwei der schwersten Probleme aus den Komplexitatsklassen ZS und
HE sinnvoll gelost werden kénnen.

Wiéhrend die Definitionen der in den ersten Kapiteln aufgezeigten Berech-
nungsmodelle iiberwiegend aus der jeweils angegebenen Literatur entnommen
sind, stellen die in Kapitel 5 vorgenommenen Modifikationen und Ergéinzungen
in der Definition hybrider Systeme sowie insbesondere das Aufzeigen einer mog-
lichen Anwendung in Kapitel 6 die Ergebnisse eigener Forschung im Rahmen
dieser Bachelorarbeit dar.



2 Mathematische Grundlagen und Notationen

Mengen

Wir verwenden in dieser Arbeit die iiblichen Definitionen und Notationen der
Mengenlehre. Dass ein Objekt a Element einer Menge A ist, notieren wir mit
a € A, ist A Teilmenge von B, so schreiben wir A C B und A C B, falls diese
Teilmengenbeziehung echt ist. Die Potenzmenge einer Menge A notieren wir mit
P(A). Mit A x B bezeichnen wir das kartesische Produkt zweier Mengen A und
B. Die leere Menge schreiben wir als @, die Menge {0, 1,2, ...} der natiirlichen
Zahlen als N. Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen, die Menge
der komplexen Zahlen mit C.

Formale Sprachen

Ein Alphabet ¥ ist eine endliche Menge voneinander unterscheidbarer Zeichen.
Ein Wort tiber ¥ ist eine endliche Konkatenation von Zeichen aus ¥. Die n-fache
Konkatenation desselben Zeichens a € ¥ schreiben wir als a”. Die Linge eines
Wortes w notieren wir als |w|, das leere Wort mit |w| = 0 als . Die Anzahl
der Vorkommen eines Zeichens a € ¥ in einem Wort w schreiben wir als |w|,.
Mit X" bezeichnen wir die Menge aller Wérter iiber ¥. Jede Teilmenge von X*
nennen wir (formale) Sprache iiber ¥.. Das Komplement einer formalen Sprache
L C %" ist die Menge L := X"\ L.

Multimengen

Eine Multimenge M iiber einer Menge A ist eine Abbildung M : A — N. Dabei
beschreibt die Zahl M(z) fiir ein # € A die Anzahl der Vorkommen von z in
M. Fiir zwei Multimengen M;, M, sagen wir, M; ist Teilmenge von M, und
wir schreiben M; C M,, wenn fiir alle a € A gilt: M;(a) < M,(a). Die Differenz
zweier Multimengen M; und M,, fiir die My C M; gilt, ist die Abbildung
M, — My : A — Nmit (M; — My)(a) = My(a) — My(a).

Jede Multimenge lisst sich, sofern die Menge A endlich und von der Form
A ={ay,...,a,}, n € Nist, in der Form {(ay, M(a,)),..., (a,,M(a,))} veran-
schaulichen. Noch kompakter ist die Darstellung einer solchen Multimenge als
Wort w = ajlw(al)aéw(az) - af‘z/[(a”). Im Folgenden werden wir Multimengen {iber
endlichen Grundmengen A ausschliellich in letzterer Form angeben. Wenn wir
fiir ein solches Wort w tiber A von der ,Multimenge w* sprechen, meinen wir
damit stets ,die Multimenge, die durch w beschrieben wird“.

Relationen

Eine bindre Relation R auf einer Menge A ist eine Teilmenge von A x A. Wir
nennen eine solche Relation

(1) reflexiv, wenn (a,a) € R fiir alle a € A,

(2) symmetrisch, wenn (a,b) € R = (b,a) € R fiir alle a,b € A,
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(3) transitiv, wenn (a,b) € RA (b,¢) € R = (a,c) € R fiir alle a,b,c € A.

Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation bezeichnen wir als A qui-
valenzrelation. Mit [a] p bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von a € A beziiglich
einer Aquivalenzrelation R C A x A, und es gilt: [a]p = {x € A | (x,a) € R}.
Die refleziv-transitive Hiille R* einer biniiren Relation R ist die kleinste reflexive
und transitive Relation R* auf A mit R C R".

Binirzahlen

Eine Binérzahl z ldsst sich als ein Wort tiber {0,1} in der Form z = z,_; ... 29
mit n € N, z; € {0,1}, 0 < ¢ < n — 1 darstellen. Wir werden ein solches
Wort der Linge n hiufig als ein n-Tupel iiber {0, 1} auffassen, die Darstellun-
gen als z,_; ...2p und in der Form (z,_1,...,2y) € {0,1}" betrachten wir als
dquivalent. Das n-fache kartesische Produkt {0, 1}" ist fiir uns dementsprechend
gleichbedeutend mit der Menge aller Worter iiber {0, 1} mit Linge n.

Das exklusive Oder zweier Zahlen z,y € {0,1} ist die Operation @, die
definiert ist als

® 1 wenn x # y,
x =
Y 0 andernfalls.

Diese Definition ldsst sich auf zwei Bindrzahlen x = x,,...zg und y = y,, . .. Yo
beliebiger, aber gleicher Linge erweitern als x @y = z,,...20 mit 2, =z, D y;,
0 < i < n. Fiir solche z und y bezeichnen wir z oy := @, x;y; als deren
Skalarprodukt.

Komplexe Zahlen

Fiir eine komplexe Zahl z € C der Form z = a + bi mit der imaginéiren Einheit ¢

und a,b € R nennen wir |z| := Va® + b° den Betrag von z. Die zu z komplex
konjugierte Zahl ist z := a — bi.

Tensorprodukt

Das Tensorprodukt zweier Vektorrdume U und V iiber demselben Koérper K ist
der Vektorraum U ® V iiber K. Ist E = {eq,...,e,_,} eine Basis von U und
F={fy,.--., fm_1} eine Basis von V mit n,m € N, dann ist E x F eine Basis
des Vektorraums U ® V, der folglich die Dimension m - n hat. Die Elemente
dieser Basis (e;, f;) € E x F schreiben wir als e; ® f;.

Fiir zwei beliebige Vektoren v und v der Form

n—1 m—1
u:ZaieiEU v:Zﬂi‘fiEV
1=0 1=0
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mit ; € K,0<i<n—1und §; € K, 0<i<m—1 ist deren Tensorprodukt

definiert als
n—1lm-—1

URV = Z Z aBi(e;@f;)eUV.
i=0 j=0

Es gilt a(u®@v)=au®v=u®av firalleu e U,v €V und a € K.

Unitidre Matrizen

Zur Matrix A = (a;;) € C"*" bezeichnen wir AT = (aj;) als ihre transponierte,

Al = (@)T = (aj;) als ihre adjungierte Matrix. Wir nennen eine solche Matrix
A unitdr, falls AT zu A invers ist, also falls gilt: A™' = A", Eine fiir unsere
Zwecke wesentliche Eigenschaft unitirer Matrizen ist ihre Invertierbarkeit.

Komplexititstheorie

Die Komplexititsklasse P ist definiert als die Menge aller formalen Sprachen,
die von einer polynomiell zeitbeschrinkten, deterministischen Turingmaschi-
ne entschieden werden koénnen. Analog bezeichnen wir mit NP die Klasse der
Sprachen, die eine polynomiell zeitbeschrinkte, nichtdeterministische Turing-
maschine entscheiden kann. Zu jeder Komplexitétsklasse C' definieren wir die
komplementdire Klasse coC' := {L | L € C}. Ist die formale Sprache L C %~
polynomialzeitreduzierbar auf L' C ¥*, so schreiben wir L < L'. Liegt in einer
Komplexititsklasse C' eine Sprache L, sodass L <,, L fiir alle L € C gilt, dann
nennen wir Ly C-vollstindig.

Zu einer Turingmaschine M und einer formalen Sprache A C X erhalten wir
die Orakel-Turingmaschine M A, indem wir M um ein zusétzliches Eingabeband
erginzen, mittels welchem M fiir ein Wort w € ¥* innerhalb eines Schrittes
entscheiden kann, ob w € A gilt. Mit NP bezeichnen wir fiir eine Komple-
xitdtsklasse C' die Menge aller Sprachen L, fiir die eine Sprache A € C' und
eine polynomiell zeitbeschréinkte, nichtdeterministische Orakel-Turingmaschine
M* existiert, sodass L(M A) = L gilt. Die Komplexitéitsklassen ¥} und I} sind
induktiv definiert als

so =105 =P
P = NP¥ > 1

2

F = coxt, i > 1.

3

Aussagenlogik

Fiir aussagenlogische Formeln verwenden wir in dieser Arbeit die Buchstaben
1, ¢ und 7. Die Wahrheitswerte wahr und falsch reprisentieren wir durch die
Konstanten 1 und 0. Mit Var(v¢) bezeichnen wir die Menge aller Variablen, die
in einer Formel ¢ vorkommen.

Als Literal bezeichnen wir eine Variable x oder ihre Negation —z, eine endli-
che Disjunktion L; V Ly V...V L, von Literalen Ly, ..., L, nennen wir Klausel.
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Eine Formel ¢ ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie von der Form
CiNCyA...ANC,, mit Klauseln C,...,C,, ist, und in 3-KNF, wenn jede dieser
Klauseln aus genau 3 Literalen besteht.

Wir nennen eine Formel, die mindestens einen der Quantoren 3 und V
enthélt, quantifiziert. Ist eine quantifizierte Formel ¢ von der Form

Y= lel""Qn'rn'd)a Qz € {37v}7 1<i<n

und ist ¢ eine quantorenfreie Formel mit Var(¢) C {xy,...,z,}, so bezeichnen
wir 1 als geschlossen.

Fiir « € {0, 1} bezeichnen wir mit ¢,_, die Formel, die aus ) entsteht, indem
jedes Vorkommen von x durch a ersetzt wird. Gibt es fiir eine quantorenfreie
Formel ¢ mit Var(y) = {z,...,z,} mindestens eine Variablenbelegung =, =
1y ooy Ty = Ay, ; €{0,1}, 1 <4 < n, sodass die Formel ¢, —o . 5 —a, 20
1 evaluiert wird, so sagen wir, diese Variablenbelegung erfiillt 1 und wir nennen
¥ erfillbar. Wird eine Formel durch jede Variablenbelegung erfiillt, nennen wir
sie allgemeingiiltig. Alle quantorenfreien, erfiillbaren Formeln fassen wir zu der
Menge SAT zusammen. Sind diese Formeln zusitzlich in 3-KNF, so liegen sie
auerdem in der Menge 3-SAT. Ob eine Formel in SAT bzw. 3-SAT liegt, ist
jeweils ein NP-vollstdndiges Entscheidungsproblem.
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3 Membrane Computing

In diesem Kapitel werden wir uns mit einem Berechnungsmodell befassen, das
von der Struktur und Funktionsweise lebender Zellen inspiriert ist: mit soge-
nannten P-Systemen. Strukturgebend fiir lebende Zellen sind biologische Mem-
branen, die sie als Trennschichten in mehrere Regionen unterteilen. In jeder
dieser Regionen kénnen sich verschiedene Stoffe befinden, bei denen es sich um
einfache Ionen oder komplexere Molekiile wie lange DNA-Strénge handeln kann.
Neben ihrer Funktion als Trennschicht sind Membranen auch dafiir zusténdig,
zu steuern, wie diese Stoffe zwischen verschiedenen Regionen transportiert wer-
den konnen. Entsprechend spielen Membranen in einem Berechnungsmodell,
das auf der Funktionsweise lebender Zellen aufbaut, eine zentrale Rolle — man
spricht daher auch vom membranbasierten Rechnen (Membrane Computing).
Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir das unserem Berechnungsmo-
dell zugrunde liegende Geriist, die Membranstruktur, formal definieren, bevor
wir anschliefend das vollstdndige Berechnungsmodell betrachten. Dabei gibt es
eine grofie Zahl verschiedener Auspriagungen von P-Systemen, die nur schwer
auf einen gemeinsamen Nenner zu bringen sind. Wir werden daher zun#chst ein
allgemeines P-System betrachten und uns anschlieend auf einen Spezialfall, so-
genannte P-Systeme mit aktiven Membranen, beschrinken, die wir fiir die Kon-
struktion unseres hybriden Systems bendtigen. Einen umfassenden Uberblick
iiber weitere P-Systeme bieten [Pau02] und [CP01], denen auch die Definitionen
der hier vorgestellten Varianten und der Membranstruktur entnommen sind.

3.1 Die Membranstruktur

Eine Membranstruktur bildet eine hierarchische Anordnung von Membranen, die
alle von einer einzigen, &uleren Membran umgeben sind — der Haut. Den Bereich
auflerhalb dieser Haut bezeichnen wir als Umgebung der Membranstruktur. Ei-
ne solche Anordnung kann beispielsweise als Venn-Diagramm veranschaulicht
werden, wobei jede Membran durch eine Menge dargestellt wird. Dabei gibt es
keine Uberschneidungen und alle Mengen sind in einer Obermenge, der Haut,
enthalten (siehe Abbildung 1).

Um die von den Membranen begrenzten Regionen eindeutig referenzieren zu
konnen, beschriften wir sie mit sogenannten Labels [ € N, wobei mit einem sol-
chen Label im Folgenden sowohl die Membran selbst, als auch ihre innere Region
bezeichnet wird. Innere Region meint dabei den gesamten Bereich, der in der
Darstellung als Venn-Diagramm unmittelbar von dieser Membran eingeschlos-
sen wird — also ohne, dass sich eine weitere Membran zwischen der betrachteten
Membran und dem zugehérigen Bereich befindet. Analog bezeichnen wir fiir
1,7 € N die Region i, die eine Membran j unmittelbar umgibt, als deren dufere
Region und sagen, dass Region i adjazent zu Membran j ist. Membranen, die
selbst keine weiteren Membranen enthalten, bezeichnen wir als elementar.

Wir formalisieren diese Darstellung durch Betrachtung der Sprache LMS,
der Labelled Membrane Structures, iiber dem Alphabet ¥ = {[;,]; | i € N}, die
wir wie folgt rekursiv definieren:

14



Haut elementare Membran

(1\ \ )
(. N (. N
2 3
6
g \
Regionen k— Membranen
4 5
7
Umgebung ™ Umgebung
- J
| J

Abbildung 1: Membranstruktur als Venn-Diagramm

(2) pyeeospty ELMS, n>1= [juq ... py); €ELMS, i €N

Die Worter p € LMS bezeichnen wir als Membranstruktur'. Dabei stellt
jedes zusammengehorige Paar von Klammern [;, |; eine Membran dar. In dieser
Darstellung sind in einer Membranstruktur 1 genau die Membranen elementar,
die in der Form [;]; vorkommen. Die in Abbildung 1 gezeigte Membranstruktur
entspricht beispielsweise dem Wort p = [;[2[s]s]sls[7]7]2[3)3]4)al5])5]1-

3.2 P-Systeme

Um ein vollstdndiges Berechnungsmodell zu erhalten, erweitern wir unsere Mem-
branstruktur um Multimengen von Objekten, die sich in den einzelnen Regionen
befinden, und um FEntfaltungsregeln, nach denen sich diese Objekte entwickeln
und zwischen den Regionen transportiert werden kénnen. Das so erhaltene P-
System werden wir héufig als Venn-Diagramm wie in Abbildung 1 darstellen,
wobei wir zu jeder Region die Multimenge der darin befindlichen Objekte und
die mit ihr assoziierten Entfaltungsregeln hinzufiigen.

Definition 3.1 Ein allgemeines P-System vom Grad m, m > 1, ist ein Tupel
M= (0,p,wy,...,wy,Ry,...,R,1,), wobei gilt:

(1) O ist ein Alphabet, dessen Elemente wir als Objekte bezeichnen,

'Weil die Reihenfolge der Membranen in derselben Hierarchiestufe irrelevant ist, werden
gelegentlich anstelle der Worter iiber LMS deren Aquivalenzklassen beziiglich der reflexiv-
transitiven Hiille der Relation ~ mit & ~ y < & = pqpopuz g ANy = piq o ey fiir pqpy € LMS,
o, ng € LMS als Membranstruktur bezeichnet.
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(2) p ist eine Membranstruktur, die aus genau m Membranen mit den Labels
1,...,m besteht,

(3) w;, 1 <i < m sind Worter iiber O, die die Multimengen an Objekten in
den Regionen 1, ..., m repréisentieren,

(4) R;, 1 < i < m sind endliche Mengen von Entfaltungsregeln iiber O, die
jeweils in der Region ¢ angewandt werden kénnen und von der Form v — v
sind, wobei u ein Wort iber O ist und v ein Wort iiber O,,, = O x TAR
(dabei bezeichnet TAR := {here,out} U {in; | 1 < j < m} die Menge der

Zielinformationen),
(5) i, €1,...,mist das Label einer elementaren Membran, der Ergebnismem-
bran.
Jedes Tupel der Form (wj,...,w,,), w; € O, 1 < i < m nennen wir eine
Konfiguration von II. Das Tupel (wy,...,w,,) bezeichnen wir als seine initiale
Konfiguration.

Fiir zwei Konfigurationen C; und Cy schreiben wir C; = C, und wir sagen,
es gibt eine Transition von C; zu Csy, falls es durch synchrone, nichtdetermi-
nistische und mazimal parallele Anwendung der Entfaltungsregeln Ry,..., R,
in den jeweils zugehorigen Regionen 1,...,m moglich ist, von C; zu Cs zu
gelangen. Wie genau diese Anwendung der Entfaltungsregeln ablauft, soll im
Folgenden beschrieben werden.

Dazu betrachten wir zunéchst die in einer gegebenen Konfiguration zu Mem-
bran i zugehorige Multimenge w; sowie eine einzelne Entfaltungsregel der Form
u — v aus der Menge R;. Die Anwendung einer solchen Regel bedeutet, die
durch u bestimmte Multimenge von der Multimenge w; abzuziehen, und dafiir
die durch v spezifizierten Objekte in den Regionen hinzuzufiigen, die durch die
Zielinformationen der Regel bestimmt werden. Fiir jedes Zeichen v;, € O x TAR,
1<k<nausv=uv;...v, verfahren wir wie folgt:

(1) Wenn v, = (o, here), o € O, so wird das Objekt o der Multimenge w;
hinzugefiigt, also genau der Region, in der die Regel angewandt wird.
Zur vereinfachten Darstellung werden wir auf die Zielinformation here
zukiinftig verzichten, also fiir (o, here) kurz o schreiben.

(2) Wenn v, = (o,0ut), o € O, so wird das Objekt o der zur Membran 3
adjazenten Region hinzugefiigt, also zu der Region, in der sich Membran
i unmittelbar befindet. Insbesondere bedeutet dies, dass Objekte auch in
die Umgebung abgegeben werden kénnen, falls Membran ¢ die Haut ist.

(3) Wenn vy, = (0,in;), 0 € O, 1 < j < m, wird das Objekt o der Region mit
Label j hinzugefiigt, falls Membran j unmittelbar innerhalb der Region 4
liegt, also falls sie adjazent zur Region i ist. Gibt es keine Membran j, die
diese Bedingung erfiillt, so kann die entsprechende Regel nicht angewandt
werden.
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Eine Regel ©u — v aus R; kann nur dann angewandt werden, wenn die Mul-
timenge u eine Teilmenge der Multimenge w/ ist, da die Anwendung der Regel
die Objekte aus u ,,verbraucht®.

Wir erweitern unsere Betrachtung nun von einer einzelnen Entfaltungsregel
auf eine einzelne Membran i und die zugehorige Menge an Entfaltungsregeln
R;. Die Regeln aus R;, nach welchen sich die Objekte aus w; in einem Zeit-
schritt entwickeln, werden nichtdeterministisch ausgew#hlt. Auflerdem laufen
alle Regeln, die in einem Schritt angewandt werden, synchron ab, sie benttigen
also alle dieselbe Zeitspanne und beginnen zum exakt selben Zeitpunkt. Die
Anwendung dieser Regeln findet maximal parallel statt — das heifit, es werden
in jedem Schritt so lange Regeln auf die noch nicht verbrauchten Objekte aus
w; angewandt, bis auf die verbleibenden Objekte keine Regel mehr angewandt
werden kann. Diese iibrigen Objekte verbleiben unverindert in der Membran
i, wahrend alle anderen Objekte sich gemé&f der auf sie angewandten Regeln
entwickeln. Maximale Parallelitit bedeutet also nicht, dass die Anzahl zugleich
angewandter Regeln oder die Anzahl beteiligter Objekte zwangsldufig maximal
sein muss.

Sei beispielsweise w; = aaaabbb, R; = {r;,r5} und r; = ab — ¢, 7y =
aaaa — aa. Es ist im folgenden Schritt sowohl die dreifache Anwendung von
r1, als auch eine einfache Anwendung von r4 zuléissig. Im ersteren Fall bliebe
nur ein a unverindert, im letzteren bbb. Nicht zuldssig ist hingegen die nur ein-
oder zweifache Anwendung von r;, weil dann die Eigenschaft der maximalen
Parallelitdt nicht erfiillt wére: auf die unverbrauchten Objekte kénnten noch
weitere Regeln angewandt werden.

Nochmals erweitern wir unsere Betrachtung und analysieren nun nicht mehr
eine einzelne Membran des Systems, sondern das komplette System. Indem wir
fiir jede Membran gleichzeitig, wie eben beschrieben, verfahren, also gleichzeitig
in allen Membranen 4 von II die Regeln aus R; synchron, nichtdeterministisch
und maximal parallel anwenden, erhalten wir eine Transition von einer Konfi-
guration C] zu einer neuen Konfiguration Cy. Die Parallelitiat und Synchronitét
findet also auf gleich zwei Ebenen statt: zum einen werden in jeder Membran
parallel und synchron Regeln angewandt, zum anderen geschieht dies parallel
und synchron in allen Membranen des Systems.

Eine Folge C; = ... = (), n € N von mehreren solcher Transitionen,
beginnend mit der initialen Konfiguration, bezeichnen wir als Berechnung. Eine
Berechnung ist erfolgreich, falls in der letzten Konfiguration C,, keine weiteren
Regeln mehr angewandt werden koénnen. Eine solche Konfiguration bezeichnen
wir als Haltekonfiguration. Das Ergebnis einer erfolgreichen Berechnung ist die
Anzahl an Objekten, die sich in der Haltekonfiguration in der Ergebnismembran
befinden.

Beispiel 3.2 Das P-System II; = ({a}, [1[2]2]1,a,€,{r1,72},0,2) mit
r1 =a — ala,ing)(a,ing)

ry = a — (a,out)
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berechnet nichtdeterministisch eine beliebige gerade Zahl. In jedem Schritt kann
in Membran 1 genau eine der Regeln r;, r, genau einmal angewandt werden.
Sobald Regel r, angewandt wird, erreicht das System eine Haltekonfiguration
und die Berechnung endet. Wird zuvor n mal r; angewandt, dann ist w = a®"
die Multimenge in Region 2, also ist das Ergebnis der Berechnung die Zahl 2n.
Abbildung 2 zeigt das P-System in seiner initialen Konfiguration.

a 2

a — a(a,ing)(a,ing)
a — (a,out)

Abbildung 2: II; in der initialen Konfiguration

Es gibt eine Vielzahl von Moglichkeiten, das vorgestellte, allgemeine P-
System zu erweitern. Hiufige Modifikationen sind beispielsweise der Verzicht
auf eine Ausgabemembran, die Hinzunahme von Prioritdten unter den Ent-
faltungsregeln, die Beschrénkung und Modifikation ebendieser Regeln oder die
Einfiithrung von Mechanismen, die das Auflésen von Membranen erméglichen
(siehe [P&u02]).

3.3 P-Systeme mit aktiven Membranen

Wiéhrend in unserem bisherigen P-System die Entfaltungsregeln nur die Objek-
te, nicht aber die Membranen selbst beeinflusst haben, betrachten wir nun ein
Modell, in dem auch die Membranstruktur wiahrend der Berechnung verédndert
werden kann. Wir erweitern unsere Regeln dazu um solche, die das Auflésen von
Membranen und das Entstehen neuer Membranen durch Teilung ermdéglichen.
Allerdings beschrinken wir uns in dem hier betrachteten System auf die Teilung
elementarer Membranen.

Neben dieser Erweiterung nehmen wir noch zwei weitere Modifikationen vor.
Zum einen teilen wir allen Membranen eine Polarisation zu, die entweder positiv
(4), negativ (—) oder neutral (0) sein kann, zum anderen verzichten wir auf
eine Ausgabemembran i, und betrachten stattdessen die Objekte, die in die
Umgebung abgegeben werden, als Ausgabe.

Definition 3.3 Ein P-System mit aktiven Membranen (ohne nicht-elementare
Division) ist ein Tupel Il = (O, H, p, wy, . . ., w,,, R). Dabei gilt:

(1) m >1 ist die Anzahl an Membranen in der initialen Konfiguration,
(2) O ist wie im allgemeinen P-System das Alphabet der Objekte,

(3) H C N ist eine endliche Menge von Labels fiir die Membranen,
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(4)

1 ist eine Membranstruktur aus genau m Membranen, wobei das Label je-
der dieser Membranen Element von H ist® und alle Membranen zu Beginn
eine neutrale Polarisation aufweisen,

Wy, ..., w,, sind die Multimengen von Objekten, die sich anfangs in den
m Regionen aus p befinden,

R ist eine endliche Menge aus Entwicklungsregeln, wobei jede diese Regeln
eine der folgenden fiinf Formen (a) bis (e) annehmen kann. Wir ergénzen
in Klammern eine Erklarung der jeweiligen Regel:

(a) [pa =]y firhe H, a € {+,—,0},a€0,ve 0"
(Diese Regeln kénnen angewandt werden auf ein Objekt a, das sich in
der Region einer Membran mit Label h und Polarisation o befindet.
Durch Anwendung der Regel wird dieses Vorkommen von a durch v
ersetzt.)

(b) al,)y — [nb]n fir h€ H, a,a’ € {+,—,0}, a,b € O
(Diese Regeln koénnen auf Membranen mit Label & und Polarisation o
angewandt werden, wenn die adjazente Region das Objekt a enthélt.
Dieses Objekt a wird durch Anwendung der Regel in die zur Membran
h gehorende Region geschickt und dabei zu b veréndert. Gleichzeitig
dndert sich dadurch die Polarisation der Membran von « zu «’.)

() [naly — [n]n b fir h € H, a,a’ € {+,—,0}, a,b€ O
(Wenn eine Membran mit Label h und Polarisation o das Objekt a
enthélt, kann a durch eine solche Regel in die diese Membran umge-
bende Region geschickt werden, wobei sich a zu b und die Polarisation
der Membran zu o #ndert.)

(d) [palp = bfirhe H, a € {+,—,0}, a,b€ O
(Eine Membran mit Label h und Polarisation «, die das Objekt a
enthiélt, wird durch Anwendung dieser Regel aufgelést, wobei a durch
b ersetzt und der komplette Inhalt der Membran in die sie umgebende
Region geschickt wird.)

(e) [palp — [;Lb]‘f{/ [hc]ﬁ” fir h € H, a,a’,a" € {+,—,0}, a,b,c € O
(Eine solche Regel kann angewandt werden auf eine elementare Mem-
bran mit Label h und Polarisation «, wodurch diese in zwei Membra-
nen aufgespalten wird, die beide dasselbe Label wie die urspriingliche
Membran, aber gegebenenfalls davon abweichende, unterschiedliche
Polarisationen o’ und o' erhalten. Das Objekt a wird in den neuen

2Es ist in P-Systemen mit aktiven Membranen durchaus moglich, mehreren Membranen
dasselbe Label zuzuteilen, insbesondere muss also nicht |H| = m gelten. Eine solche Zuteilung
erschwert allerdings die eindeutige Referenzierung von Regionen, sodass wir uns im Rahmen
dieser Arbeit auf solche Systeme beschrinken, die in der initialen Konfiguration jeder Region
injektiv ein Label aus H zuteilen.
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Membranen durch b beziehungsweise ¢ ersetzt, alle anderen Objek-
te aus der Membran werden in beide neu entstandenen Membranen
kopiert.)

Offensichtlich kann in einem solchen System eine Konfiguration nicht wie im
allgemeinen Fall angegeben werden; der Zustand des Systems wird nicht mehr
nur durch die Multimengen in den Regionen, sondern auch durch die Membran-
struktur an sich bestimmt. Auflerdem veréindert sich wihrend einer Berechnung
die Anzahl an Regionen und damit auch an Multimengen, die zu beriicksichtigen
sind, und nicht zuletzt erschwert die Moglichkeit, mehrere Membranen mit dem-
selben Label zu erzeugen, die eindeutige Referenzierung von Regionen.

Abhilfe schafft die Darstellung einer Konfiguration als Membranstruktur,
wobei unmittelbar nach einer éffnenden Klammer [; alle Objekte angegeben
werden, die sich in der zur Membran gehtérenden Region befinden. Ist die Po-
larisation einer Membran a # 0, so schreiben wir die zugehorige schlieende
Klammer in der Form ];'. Eine Konfiguration, in der u = [[3]3]1, w, = ab,
w3 = aaa gilt und «; = + die Polarisation von Membran 1, a3 = 0 die Polari-
sation von Membran 3 ist, wird also beispielsweise als [;ab[3aaals]] dargestellt.
Die Verwendung von Venn-Diagramm ist ebenfalls zur Darstellung der Konfigu-
rationen eines P-Systems mit aktiven Membranen geeignet — hier ergéinzen wir
Polarisationen # 0 gegebenenfalls in der oberen rechten Ecke der zugehorigen
Membran.

Wieder bezeichnen wir Ubergiinge zwischen Konfigurationen als Transitio-
nen. Diese erhalten wir durch Anwendung der Regeln (a) bis (e) in der be-
schriebenen Weise, wobei diese Anwendung wieder nichtdeterministisch, syn-
chron und maximal parallel erfolgt. Es sind einige Festlegungen zu treffen, um
trotz Auflésung und Teilung von Membranen bei gleichzeitiger maximaler Pa-
rallelitit Widerspriiche zu vermeiden:

(1) In einem Schritt kann auf jede Membran h hochstens eine Regel vom
Typ (b) - (e) angewandt werden. Diese Einschréinkung ist notwendig, um
etwa die gleichzeitige Teilung und Auflésung derselben Membran oder die
gleichzeitige Uberschreibung ihrer Polarisation durch mehrere Regeln zu
vermeiden.

(2) Wenn eine Membran gleichzeitig durch eine Regel der Form (e) geteilt
und ihre Objekte durch Regeln der Form (a) verdndert werden, gehen wir
davon aus, dass innerhalb des einen Zeitschrittes, den die Anwendung der
Regeln benétigt, zuerst die Regeln vom Typ (a) durchgefiihrt werden und
anschliefend die Teilung.

(3) Auf die Haut diirfen keine Regeln vom Typ (b), (d) oder (e) angewandt
werden. Es konnen also keine Objekte aus der Umgebung in die Haut
geschickt werden, aulerdem darf sie weder geteilt, noch aufgelost werden.

(Erfolgreiche) Berechnungen und Haltekonfigurationen lassen sich fiir P-
Systeme mit aktiven Membranen in gleicher Weise wie fiir allgemeine P-Systeme
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definieren. Als Ergebnis einer erfolgreichen Berechnung betrachten wir allerdings
nicht mehr die Anzahl an Objekten, die sich in einer bestimmten Membran befin-
den, sondern alle Objekte, die in die Umgebung abgegeben wurden. Wir fiigen
alle diese Objekte in der Reihenfolge, in der sie in die Umgebung abgegeben
wurden, zu einem Wort zusammen; verlassen mehrere Objekte zum selben Zeit-
punkt das System, so wihlen wir fiir diese eine beliebige Reihenfolge. Auf diese
Weise erzeugt das System eine Menge von Wortern iiber O, die wir zur Sprache
L(II) zusammenfassen und wir sagen, L(II) wird von II generiert.

Um P-Systeme nicht nur zur Generierung von Sprachen, sondern auch als
Entscheidungsverfahren nutzen zu kénnen, fithren wir nun den Begriff der Ein-
gabe ein.

Definition 3.4 Ein P-System mit aktiven Membranen und Fingabe ist ein
Tupel 11, = (O, X, H, g, wy, . .., Wy, R, 1;,), wobei gilt:

(1) Die Komponenten O, H, u, wy, ..., w,, und R sind festgelegt wie in
Definition 3.3,

(2) £ C O ist ein Alphabet, das wir als Eingabealphabet bezeichnen,

(3) 4;, € H ist das Label der Eingabemembran, von der wir fordern, dass sie
in der initialen Membranstruktur p enthalten ist.

Die Berechnung eines solchen P-Systems wird erst durch Eingabe einer Mul-
timenge w € X initiiert. Dabei wird w noch vor der ersten Regelanwendung
der Multimenge w;, ~hinzugefiigt.

Mit einer geeigneten Codierung ist es moglich, P-Systeme mit aktiven Mem-
branen und Eingabe zu konstruieren, die NP-vollstdndige Probleme wie 3-SAT
in linearer Zeit entscheiden. Intuitiv liegt das daran, dass die Teilung von Mem-
branen es erlaubt, in n Zeitschritten 2" Membranen zu erzeugen — durch ge-
schickte Auswahl der Entwicklungsregeln ist es so moglich, fiir eine Formel 1
mit n Variablen in n Zeitschritten alle 2" mdoglichen Variablenbelegungen zu
erzeugen und fiir all diese Variablenbelegungen anschliefend parallel zu testen,
ob sie 1 erfiillen. Um aus dieser Berechnung eine Ausgabe zu erhalten, fithren
wir ein neues Objekt Ja ein, das als einziges Objekt das System verlassen kann
und genau dann in die Umgebung abgegeben wird, wenn die Formel erfiillbar
ist. Somit gilt:

L(II) = {Ja} wenn 7 erfiillbar ist,
“ |0 andernfalls.

Um zu entscheiden, ob eine Formel erfiillbar ist, geniigt es also, zu untersuchen,
ob die Sprache L(II) bei Eingabe v leer ist, also ob wihrend der Berechnung
ein Objekt das System verldsst. Diese Vorgehensweise ermoglicht es, das P-
System als Entscheidungsverfahren einzusetzen. Ist die Anzahl an benétigten
Rechenschritten nicht bekannt, kann analog zu Ja die zusétzliche Einfithrung
eines Objekts Nein sinnvoll sein.
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Abbildung 3: Transition von C; zu Cy im System I,

Aufgrund des groflen Umfangs an verschiedenen Regeln und Objekten, die
fiir die Realisierung eines P-Systems zur Entscheidung von 3-SAT notwendig
sind, verzichten wir an dieser Stelle auf eine explizite Angabe. Eine mogliche
Realisierung samt Erkldrung der gewiihlten Regeln findet sich in [P&u02]. Wir
beschrianken uns hier auf die Untersuchung eines kleineren Beispiels, um uns
mit den Berechnungen eines P-Systems mit aktiven Membranen vertraut zu
machen.

Beispiel 3.5 Wir betrachten das P-System mit aktiven Membranen und Ein-
gabe Ily, = (O, %, H, p,e,ad,&,b,{r,r5,73},3), wobei gilt:

0O=XY= {avbacvd} H= {1727374} n= [1[2]2[3[4]4]3}1
T = [206](2) - [Qb];bC]Q_ ro = [3“]% —b r3 = [10](1) - [1](1)66-

Eingabe sei das Wort ac € ©*. Eine giiltige Transition von der mit dieser Ein-
gabe entstandenen, initialen Konfiguration C; erhalten wir durch Anwendung
der Regeln r; und ry, also die Teilung von Membran 2 und die gleichzeitige
Auflésung von Membran 3. Das Resultat dieser Regelanwendung ist die neue
Konfiguration Cy, in der nur Regel r3 angewandt werden kann und somit a in
die Umgebung abgegeben wird. Anschlieend erreicht das System eine Halte-
konfiguration, in der keine der Regeln r;, 9 und r3 mehr angewandt werden
kann: die Berechnung ist abgeschlossen. Abbildung 3 veranschaulicht die erste
Transition und die beiden Konfigurationen C; und Cy, wobei zu jeder Membran
ihre Polarisation angegeben ist, sofern diese # 0 ist.

Wie leicht nachzupriifen ist, gibt es in diesem System keine anderen moglichen

Berechnungen als die gezeigte, somit ist fiir Eingabe ac die von II, generierte
Sprache L(I1,) = {a}.
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4 Quantum Computing

Das Berechnungsmodell, dem wir uns in diesem Kapitel widmen, basiert auf den
Prinzipien der Quantenphysik — wir bezeichnen es entsprechend als Quanten-
rechnen (Quantum Computing). Im Rahmen dieser Arbeit werden wir physikali-
sche Grundlagen nur sehr oberflachlich und vereinfachend betrachten, gelegent-
lich auch als gegeben hinnehmen, und uns ausschliefflich mit den Moglichkeiten
beschiéiftigen, die diese Prinzipien fiir unser Berechnungsmodell bieten. Einen
tieferen Einblick in die Problemstellungen und Maoglichkeiten des Quantum
Computing bietet beispielsweise [Hom13], dem einige Ausfithrungen dieses Ka-
pitels entnommen sind.

Wir beginnen zunéchst mit einer Einfithrung in die Begriffe Qubit und Quan-
tenregister. In Abschnitt 4.2 werden wir uns anschliefend mit den Moglichkeiten
beschéftigen, auf diesen Quantenregistern zu rechnen, ehe wir in Abschnitt 4.3
das vollstéandige Berechnungsmodell, sogenannte Quantenschaltkreise, betrach-
ten. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels untersuchen wir schliefSlich den Grover-
Algorithmus, der die effiziente Suche in einer unsortierten Datenbank ermdglicht
und Grundlage einiger Quantenalgorithmen ist.

4.1 Qubits und Quantenregister
Qubits

Als Qubit bezeichnen wir, analog zu den Bits eines klassischen Computers,
die kleinstmogliche Berechnungseinheit eines Quantencomputers. Ein klassisches
Bit befindet sich stets entweder im Zustand 0 oder 1. Auch fiir ein Qubit gibt
es nur diese beiden sogenannten Basiszustinde, allerdings kann es sich in einer
beliebigen Uberlagerung beider Zusténde befinden — man spricht von einer Su-
perposition. Mogliche Zusténde notieren wir zukiinftig in der Dirac-Notation als
|¢p), die beiden Zusténde eines klassischen Bits schreiben wir also als |0) und |1).
Damit 1&sst sich jeder Zustand |¢) eines Qubits schreiben als |¢) = «|0) + 5 ]1)
mit a, 3 € C, wobei wir fordern, dass stets |a|® + [3]° = 1 gilt. Die beiden
Zahlen a und B bezeichnen wir als Amplituden, sie driicken jeweils den Anteil
der beiden Zusténde |0) und |1) am Zustand des Qubits aus.

Um den Wert eines Qubits zu erfahren, miissen wir es messen. Durch eine
solche Messung wird die Superposition zerstort, wodurch das Qubit in einen
nicht-iiberlagerten Zustand iibergeht, ndmlich genau einen der Basiszustédnde
|0) und |1). Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Messung von |0) ist dabei genau
la|?, fiir eine Messung von |1) entsprechend |3]%.

Der Zustand eines Qubits ldsst sich auch als Vektor eines zweidimensionalen
Vektorraums iiber den komplexen Zahlen auffassen. Wir werden diese Darstel-
lung zukiinftig gelegentlich verwenden und den Zustand « |0)+ /3 |1) eines Qubits

3Tatséchlich ist es auch moglich, beziiglich anderer Basen als [0) und |1) zu messen und
entsprechend einen anderen nicht-iiberlagerten Zustand zu erhalten, wir beschranken uns hier
aber auf die Messung beziiglich dieser Standardbasis.
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als Zustandsvektor in der Form (c, B)T schreiben. Die Menge

5= (5) 0= (7))

bildet die Standardbasis dieses Vektorraums. Jeder Zustandsvektor kann als Li-
nearkombination der Vektoren dieser Standardbasis geschrieben werden:

(Z) :“(é)w((ﬁ) = al0) +5]1).

Analog zum klassischen Register erhalten wir ein Quantenregister, indem wir
mehrere Qubits miteinander verkniipfen. Diese Verkniipfung realisiert das Ten-
sorprodukt ®. Durch (n—1)-fache Anwendung des Tensorprodukts erhalten wir
aus n Qubits |x,_1),...,|z1),|z) das Register R = |,_1) ®...® |z1) ® |z0).
Eine solche Verkniipfung schreiben wir kompakter als R = |z,_;) ... |z1) |zo),
gelegentlich auch als R = |z,,_1, ...z, 2g). Gilt 2; € {0, 1} fiir alle ¢, so hat sich
auch die Notation des Registers in der Form R = |x,,_; ...z x() etabliert.

Quantenregister

Beispiel 4.1 Verkniipfen wir zwei Qubits, so erhalten wir einen Zustandsvek-
tor iiber einem vierdimensionalen Vektorraum, fiir den sich aus der Standard-
basis B = {|0),|1)} fiir einzelne Qubits die neue Basis
B ={l0)®[0),[0)®[1),[1) ®0),[1) ® 1)}
= {/00),101),]10) , [11)}

ergibt. Fiir zwei Qubits |z1) = ag|0) + aq |1) und |zg) = S |0) + 51 (1) in
beliebigen Zustinden erhalten wir als Zustand des Registers R = |2, z() eine
Superposition aus den vier Basiszustdnden dieses Vektorraumes:

R = (ag|0) +a; |1)) ® (By |0) + 51 [1))
= apfp(10) ® [0)) + aB1(10) ® [1)) + a1 By (1) @ [0)) + a1 B1(|1) @ [1))
= o |00) + By [01) + a1 8y [10) + a1 By [11) .

Allgemein sind die Zusténde, in denen sich ein Quantenregister aus n Bit
befinden kann, alle von der Form

2’7l_1 2’71_1
R= Z a; |b;) , wobei gilt: Z la,|* = 1.
=0 i=0

Dabei ist a; € C und b; das n-stellige Wort iiber {0, 1}, welches der Binérdarstel-
lung des zugehorigen Index i (gegebenenfalls mit fithrenden Nullen) entspricht.
Auch der Zustand eines solchen Registers ldsst sich als Zustandsvektor in der
Form (ay ... azn_l)T angeben. Beim Messen des Registers erhalten wir jeden
der Zusténde b; mit der Wahrscheinlichkeit |a;|?.

In den folgenden Abschnitten werden wir hiufig kurz von Bits und Regis-
tern reden, meinen damit aber stets Qubits und Quantenregister, wenn nicht
ausdriicklich von klassischen Bits und Registern gesprochen wird.
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4.2 Unitare Transformationen

Wir betrachten nun Moglichkeiten, mit Qubits und Quantenregistern zu rech-
nen. Diese Berechnungen unterliegen einigen der Quantenphysik inhérenten Ein-
schrankungen. Die Rechenschritte auf einem Register, die diesen Einschrank-
ungen geniigen, sind genau die, die sich als Multiplikation einer unitdren Matrix
mit dem Zustandsvektor des Registers darstellen lassen. Einen solchen Rechen-
schritt bezeichnen wir als unitdre Transformation. Aus dieser Tatsache geht als
eine der erwidhnten Beschréinkungen sofort hervor, dass alle Berechnungen, die
auf Quantenregistern ausgefiihrt werden, umkehrbar sein miissen, denn zu jeder
unitéiren Matrix A existiert eine (leicht zu bestimmende) inverse Matrix AL

Wir betrachten im Folgenden beispielhaft zwei unitidre Transformationen,
die fiir viele Quantenalgorithmen von Bedeutung sind.

Definition 4.2 Die unitare Transformation CNOT ist als die zur Matrix

1 0 0 0
01 00
¢= 0 0 01
0 010

zugehorige Abbildung definiert. Auf ein Quantenregister mit 2 Qubits ange-
wandt, bewirkt CNOT : |z,y) — |z,2 ®y) die ,kontrollierte Negation“ des
zweiten Bits; letzteres wird genau dann negiert, wenn das erste Bit gleich 1 ist,
andernfalls bleibt es unverandert.

Diese Funktion ldsst sich erweitern auf Register |z) = |z, ...zq), |y) =
|Yn, - - - yo) beliebiger, aber gleicher Grofle, indem die CNOT-Operation auf jedes
Paar von Qubits |z;), |y;), 0 < i < n einzeln angewandt wird. Die so erhaltene
Transformation bezeichnen wir als C,,.

Definition 4.3 Die 2 x 2-Matrix

(1)

heifit Hadamard-Matriz. Die zugehorige unitire Transformation, die auf ein ein-
zelnes Qubit angewandt werden kann, nennen wir Hadamard-Transformation.

Auch diese Transformation auf einzelne Qubits lisst sich erweitern zu einer
Transformation H, auf ein Quantenregister mit n Qubits. Die Matrizen H,,
konnen rekursiv wie folgt bestimmt werden:

(1) H =H

H H
_ 1 n—1 n—1
(2) hrn—ﬂ(m_1 N ),n22

Die Anwendung von H,, auf das gesamte Register entspricht der Anwendung
von H auf jedes einzelne Qubit des Registers.
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Im Hinblick auf den am Ende dieses Kapitels iiber Quantum Computing vor-
gestellten Grover-Algorithmus lohnt es sich, schon jetzt einen genaueren Blick
auf die Hadamard-Transformation und ihre Wirkung auf ein Register R zu wer-
fen. Wir betrachten dazu zunéchst ihre Wirkung auf ein einzelnes Bit.

Ein Qubit im Zustand |0) wird durch die Hadamard-Transformation H in
eine Superposition versetzt, in der das Messen beider Basiszustédnde gleich wahr-
scheinlich ist. Es gilt:

HI0)= =0+ = 1) =

= (10) + 1)
V2 V2 V2 '
Analog verhélt es sich offensichtlich mit der Anwendung von H,,, n > 2 auf
das Register R =0...0) aus n Qubits, denn sie entspricht der Anwendung von
H auf jedes einzelne Qubit:

Hn|o...o>:\/% S .

ye{0,1}

Den so erhaltenen Zustand bezeichnen wir als gleichgewichtete Superposition.
Wir betrachten abschliefend das Ergebnis der Anwendung auf ein Quanten-
register der Grofle n in beliebigem Basiszustand |z), z € {0,1}":

1 o
H, |r) = —= Z (=) |y).
V2T oy

Dabei bezeichne x o y das Skalarprodukt der beiden Dualzahlen x und y. Auch
hier erhalten wir eine gleichgewichtete Superposition, denn bis auf das Vorzei-
chen sind die Amplituden aller Basiszustédnde identisch.

Verschrinkung

Ein quantenphysikalisches Phénomen, das fiir uns nur eine untergeordnete Rol-
le spielt, aber dennoch einer kurzen Betrachtung lohnt, ist die Verschrinkung
zweier oder mehrerer Qubits. In einem verschrinkten Zustand beeinflusst die
Manipulation eines Bits das Ergebnis der Messung eines anderen. Eine solche
Verschrankung kann beispielsweise erreicht werden, indem auf das erste Bit eines
Zwei-Bit-Registers R im Zustand |00) die Hadamard-Transformation angewandt
wird, und anschlieend die Operation CNOT auf beide Bits. Wie in [Hom13] ge-
zeigt, ist der anschlieBende Zustand des Registers R = %OOO) +|11)). Wéhrend
vor der Messung beide Bits mit gleicher Wahrscheinlichkeit als 0 oder 1 gemessen
werden konnen, steht nach Messung eines der beiden Bits sofort das Ergebnis bei
Messung des anderen Bits fest: Wird x € {0, 1} gemessen, so muss die Messung
des anderen Bits auch z ergeben.

Wir werden diese Verschrénkungen im Weiteren nicht ausnutzen (wie es
etwa die Quantenteleportation tut, sieche [Hom13]), miissen sie allerdings bei
der Konstruktion des Quantenteils unseres hybriden Systems beriicksichtigen.
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4.3 Quantenschaltkreise

Wir betrachten nun auf Basis der vorangegangenen Uberlegungen ein vollstéin-
diges Berechnungsmodell fiir einen Quantenrechner: die Quantenschaltkreise.
Analog zu klassischen Schaltkreisen sind solche Quantenschaltkreise aus mehre-
ren Gattern aufgebaut. Jedes dieser Quantengatter realisiert eine unitére Trans-
formation T. Soll eine solche Transformation T" auf ein Register |x) der Grofie N
angewandt werden, stellen wir dies wie in Abbildung 4 als Quantengatter dar,
wobei |y) y = T'|z)y gilt. Durch den Index N geben wir fiir N # 1 die Grofle
des jeweiligen Registers an. Da Quantentransformationen stets umkehrbar sind,
miissen |z) und |y) aus derselben Anzahl an Qubits bestehen.

&) )

Abbildung 4: Gatter zur unitéren Transformation T

Sind an einer Transformation n Register |x4),...|z,) der jeweiligen Grofie
N;, 1 <i <n beteiligt, und besteht die Ausgabe aus m Registern |y;), ... |y)
der Grofle M;, 1 < i < m, so stellen wir das zugehorige Gatter wie in Abbil-
dung 5 gezeigt dar.

1) N, Y1) 0,
T

|xn>N |ym>Mm

n L

Abbildung 5: Gatter mit mehreren Ein- und Ausgéngen

Dabei muss es nicht zwangslaufig gleich viele Eingéinge wie Ausgénge geben,
allerdings muss die aufsummierte Anzahl an Qubits in den Registern |21) , ... |z,)
stets gleich der Anzahl in den Registern |y),...|y,,) sein, es muss also die Glei-
chung 331" | N; = 377" | M; erfiillt sein, weil die Anzahl an Qubits durch unitére
Transformationen nicht beeinflusst werden kann.

Die Transformation SWAP : |z)|y) — |y)|x), welche die Position zwei-
er Qubits |z) und |y) vertauscht, und die bereits vorgestellte Transformation
CNOT erhalten jeweils eine von obigem Schema abweichende Darstellung, die
in Abbildung 6 gezeigt wird.

|z) —¢— |2) ) ly)
ly) —— lz@y) ly) |z)
Abbildung 6: Gatter fiir CNOT (links) und SWAP (rechts)

Ein weiteres bedeutendes Gatter ist das Fredkin-Gatter FG, das auf drei
Qubits angewandt die unitédre Transformation

FG:10) [y) [2) = [0) [y) [2)
D ly) 12) = 1) [2) ly)
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realisiert. Bei FG handelt es sich um ein universelles Gatter: jede logische und
mathematische Operation kann unter ausschliellicher Verwendung von Fredkin-
Gattern — durch Zuhilfenahme einiger auf |0) oder |1) initialisierter Hilfsbits —
realisiert werden. Beispielsweise ldsst sich mit FG und einem zusétzlichen Bit im
Zustand |1) das logische Oder zweier boolescher Variabler x und y berechnen:
FGlz)y) 1) = |z) |z Vy) [ Vy).

Die Existenz universeller Quantengatter hat zur Konsequenz, dass es zu jeder
berechenbaren Funktion f : {0,1}" — {0,1}", n,m € N einen Quantenschalt-
kreis V gibt, der unter Verwendung von k € N Hilfsbits genau diese Funktion
berechnet.

Wie schon erwihnt, spielt das Messen in der Quantenphysik eine bedeutende
Rolle. Obwohl eine Messung wegen ihrer Unumkehrbarkeit keine unitére Trans-
formation ist, stellen wir sie aufgrund ihrer grofien Bedeutung in Form eines
eigenen Gatters dar (sieche Abbildung 7). Ein solches Gatter bedeutet, dass der
aktuelle Zustand von Register |z) gemessen wird. Dadurch wird die Superposi-
tion zerstort, im Register befindet sich anschliefend das Ergebnis der Messung,
der Basiszustand |y) mit y € {0,1}".

|$>N |y>N

Abbildung 7: Messung als Quantengatter

Durch Zusammenschaltung mehrerer Quantengatter in derselben Weise, wie
sie bei einem gewohnlichen Schaltkreis erfolgt, erhalten wir einen Quantenschalt-
kreis. Zu beachten ist, dass der Schaltkreis keine Verzweigungen aufweisen darf.
Ein wichtiges Resultat der Quantenphysik, das No-Cloning- Theorem, besagt,
dass es nicht moglich ist, ein Qubit in beliebigem Zustand zu kopieren. Daher
stellen wir grundsétzlich jedes Qubit durch eine eigene, von links nach rechts
durchgehend gezeichnete Linie dar; allerdings werden wir, wie in den obigen Gat-
tern, haufig mehrere Qubits zu einem Register zusammenfassen. Um trotz des
No-Cloning-Theorems beliebige klassische Schaltkreise simulieren zu kénnen,
kann das Fredkin-Gatter eingesetzt werden, welches das Kopieren von Bits in
den Basiszusténden |0) und |1) ermdoglicht.

Wir verzichten an dieser Stelle auf die formale Beschreibung des Ablaufs
einer Berechnung auf einem Quantenschaltkreis und verweisen stattdessen auf
die Analogie zu einem klassischen Schaltkreis: von links nach rechts werden
schrittweise alle durch die Gatter représentierten Transformationen ausgefiihrt.
Ein ausfiihrliches Beispiel fiir einen Quantenalgorithmus findet sich im folgenden
Abschnitt.

4.4 Grover-Algorithmus

Viele Quantenalgorithmen nutzen den 1996 in [Gro96] verdffentlichten Grover-
Algorithmus — auch wir werden in der Anwendung unseres hybriden Systems da-
von Gebrauch machen. Der Algorithmus ermdoglicht es einem Quantencomputer,
eine unsortierte Datenbank der GroBe N in O(v/N) zu durchsuchen, wihrend
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jeder Algorithmus auf einem klassischen Computer dafiir im ungiinstigsten Fall
O(N) Schritte bendtigt.

Aufgabenstellung

Gegeben sei eine unsortierte Datenbank mit N = 2" Eintriigen fiir ein n € N
und ein Suchkriterium C, dessen charakteristische Funktion fo wir als

1 wenn z das Suchkriterium C' erfiillt,
folz) =
0 andernfalls

gegeben haben. Die N Eintriage der Datenbank représentieren wir durch Worter
der Lénge n iiber {0,1}. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass die gegebene
Datenbank genau einen Eintrag # € {0,1}" enthélt, der unserem Suchkriteri-
um C' entspricht, fiir den also f-(#) = 1 gilt. Alle anderen Eintréige entsprechen
diesem Suchkriterium nicht, es gilt also fo(z) = 0 fiir alle x € {0,1}"\{Z}. Auf-
gabenstellung des Algorithmus ist es, eben diesen Eintrag & unter den gegebenen
N Eintrégen zu finden.

Weil die Funktion fo im Allgemeinen nicht der Anforderung einer unitéren
Transformation geniigt, invertierbar zu sein, gehen wir davon aus, dass sie uns
als Quantenorakel — also als unitdre Transformation mit vernachlédssigbarer Be-
rechnungszeit — in der Form Uy, : |z,y) — |z, fo(z) @y) fir z € {0,1}",
y € {0,1} gegeben ist.

Grundlegender Ablauf

Das dem Algorithmus zugrundeliegende Prinzip ist wesentlich fiir viele Quan-
tenalgorithmen, der genaue Ablauf lédsst sich in drei Schritte untergliedern:

(1) Das Register R im Zustand |0),, wird durch Anwendung der Hadamard-
Transformation in eine gleichgewichtete Superposition aller moglichen Zu-
stinde — und damit aller moglichen Datenbankeintrédge — gebracht. Das
zusitzliche Bit |y) wird in den Zustand |1) versetzt, anschlieBend wird
darauf ebenfalls die Hadamard-Transformation angewandt. Es befindet
sich danach im Zustand H |1) = %(|O> —|1)).

(2) Um die Wahrscheinlichkeit einer Messung des gesuchten Zustandes & zu
vergroflern, wird in dieser Superposition der Betrag der Amplitude von &
schrittweise vergroflert, bis er sein Maximum erreicht hat. Dieser als Am-
plitudenverstirkung (Amplitude Amplification) bezeichnete Schritt wird
durch mehrfache Anwendung der sogenannten Grover-Iteration erreicht.
Dem Ablauf und der Wirkungsweise dieser Iteration widmen wir uns
gleich.

(3) Register R wird gemessen. Der gemessene Zustand ist fiir grofle N mit
Wahrscheinlichkeit anndhernd 1 gleich dem gesuchten Eintrag 2. Die Feh-
lerwahrscheinlichkeit kann durch mehrmalige Anwendung des Algorithmus
beliebig reduziert werden.
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Grover-Iteration

Der erste Schritt der Grover-Iteration ist die Anwendung des Quantenorakels
Uy,, auf das Register R und das zusitzliche Qubit [y). Wir betrachten die Wir-
kung von Uy, auf einen der Basiszusténde |x) der gleichverteilten Superposition

1
|s) = mwe{zo;l}“ |z)
und auf das Bit |y). Es gilt:
x
V2
(lfe(@)) =1 & fe(z)))

Uy (l2) @ ly) = Uy (Jz) ® —=(10) — [1)))
S
2
— e Loy
= 1) © (1)) (10) = 1)
1

ﬁ(m) — 1))
I |z) @ ly) wenn z = Z,

lz) @ |y) andernfalls.

= |z) ®

5

= (1))@

Die Auswirkung der Transformation Uy, angewandt auf [s) @ |y) ist also,
dass das Vorzeichen der Amplitude des gesuchten Zustandes |#) negiert wird,
wihrend die Vorzeichen aller anderen Amplituden unveréndert bleiben. Register
R befindet sich damit im Zustand

1
|s) = ﬁ(_ &)+ Y [2).
z€{0,1}"
TH#T

Der zweite Schritt der Grover-Iteration ist die Spiegelung jeder Amplitude
am Mittelwert aller Amplituden. Wir bezeichnen mit a,, z € {0,1}" im Fol-
genden die Amplitude des Zustands z im Register R. Der Mittelwert A dieser
Amplituden nach Anwendung von Uy, .. auf die gleichverteilte Superposition ist

AZL(E_L):M
N'VN VN NVN

und die Spiegelung einer Amplitude entspricht der Abbildung s : a, — 2-A—a,,.
Vor Ausfiithrung der Spiegelung gilt a; = *ﬁ und a, = \/% fir x # z, alle
Amplituden haben also noch denselben Betrag. Wir betrachten die Auswirkung

der Spiegelung auf die Amplituden:

(0) =2 22— () = 2
THTTNN T VN NN
N

-2 1 N —4
= —— firz#2.

‘NVN VN NN
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Durch die Spiegelung vergroflert sich also der Betrag der Amplitude von z,
wihrend die Betrdge aller anderen Amplituden kleiner werden® — die Wahr-
scheinlichkeit, bei einer Messung des Registers R den gesuchten Wert & zu er-
halten, hat sich erhoht. Damit ist das Ziel der Grover-Iteration erreicht.

Offensichtlich muss die beschriebene Spiegelung eine unitéire Transformation
sein, damit die Grover-Iteration mit einem Quantenschaltkreis realisierbar ist.
Wir verzichten an dieser Stelle auf eine ausfiihrliche Herleitung und beschrénken
uns darauf zu erwiahnen, dass die Spiegelung der Hintereinanderausfithrung der
unitdren Transformationen H,,, —Ry und H,, mit

10 .0
Ry=| Y b [erY
P ()

0 ... 0 1

entspricht. Eine ausfiihrliche Herleitung und die konkrete Realisierung von Ry
finden sich beispielsweise in [Hom13].

Grover-Algorithmus

Durch mehrmalige Ausfithrung der Grover-Iteration kann die Amplitude von &
schrittweise maximiert werden. Wird die Iteration allerdings zu oft angewandt,
so kann sich a; wieder verringern — die genaue Zahl r(N) an Iterationen, die
in Abhéngigkeit der Gréfle N der Datenbank durchgefiithrt werden, ist fiir den
Algorithmus daher von entscheidender Bedeutung. Es gilt r(N) = %\/N €
O(V'N), an dieser Stelle verzichten wir auf eine Herleitung.

Wir ergénzen die Grover-Iterationen um die Vorbereitung der Register und
die abschlieBende Messung. Der so erhaltene Grover-Algorithmus ldsst sich durch
den in Abbildung 8 gezeigten Quantenschaltkreis darstellen; dabei wird die
umrahmte Grover-Iteration genau r(N)-mal hintereinander ausgefiihrt. Mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit p > % gilt fiir N > 4, dass der gemessene Zustand
2’ € {0,1}" der gesuchte Eintrag ist, also dass ' = &, fiir N > 1 erreicht p
anndhernd den Wert 1.

Durch wiederholte Anwendung des Grover-Algorithmus kann die Wahrschein-
lichkeit, das korrekte Ergebnis zu erhalten, beliebig erhht werden.

Varianten

Der Grover-Algorithmus kann leicht modifiziert werden, um fiir die Suche in
einer unsortierten Datenbank, in der entweder genau ein Element, oder kein
Element dem Suchkriterium entspricht, geeignet zu sein. Dazu wird nach der

“Im Fall einer Datenbank mit nur N = 2 Eintragen bewirkt die Spiegelung keine Ampli-
tudenverstirkung des gesuchten Zustandes, fiir eine solche Datenbank ist die Suche nach &
mit gegebenem Ufc aber trivial. Daher gehen wir bei unseren Betrachtungen stets von N > 4
Eintridgen aus.
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Abbildung 8: Grover-Algorithmus als Quantenschaltkreis

Messung auf den gemessenen Zustand &’ nochmals die Transformation U . ange-
wandt. Gilt fo(z') =1, so ist 2" offensichtlich der gesuchte Eintrag, andernfalls
gibt es mit Wahrscheinlichkeit p wie oben keinen solchen Eintrag.

Wie in [Hom13] beschrieben, lidsst sich der Grover-Algorithmus durch ge-
eignete Wahl von r(N) auch auf Datenbanken anwenden, in denen mehrere
Elemente dem Suchkriterium entsprechen — selbst dann, wenn die Anzahl die-
ser Elemente nicht bekannt ist — und findet auch hier in O(v/N) eine Losung.
Wir werden auf diese Variationen nicht weiter eingehen, merken jedoch an, dass
der Grover-Algorithmus so auch zum Losen NP-vollstdndiger Probleme geeig-
net ist. Um beispielsweise SAT zu 16sen, betrachten wir fiir eine aussagenlogi-

sche Formel ¢, in der 0.B.d.A. genau die Variablen z4,...,z,, n € N vorkom-
men, die unsortierte Datenbank mit N = 2" Eintriigen, in der jeder Eintrag
(.- 1) € {0,1}" genau der Variablenbelegung =, = ay,...,z, = «a, ent-

spricht. Als Suchkriterium verwenden wir die Funktion f, die eine gegebene
Variablenbelegung genau dann auf 1 abbildet, wenn sie ¢ erfiillt, andernfalls auf
0. Zu dieser Funktion lésst sich leicht ein Quantenschaltkreis Uy, konstruieren.
Durch Anwendung des Grover-Algorithmus erhalten wir eine Variablenbelegung,
fiir die wir testen, ob sie ¢ tatséchlich erfiillt. Ist dies der Fall, so gilt offensicht-
lich ¢ € SAT, andernfalls gilt mit Wahrscheinlichkeit p wie oben ¢ ¢ SAT.

Es bleibt zu erwihnen, dass der Zeitaufwand des beschriebenen Algorithmus
trotz deutlicher Beschleunigung gegeniiber dem naiven Testen aller 2" Lésungen
auf einem klassischen Computer immer noch von der GréBenordnung v N = on/2
ist. Durch weitere Modifikationen, die in dieser Arbeit nicht weiter vertieft wer-
den sollen, lassen sich Quantenalgorithmen konstruieren, die SAT weitaus effi-
zienter als der oben beschriebene Ansatz 16sen, siehe etwa [Amb04].
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5 Membrane-Quantum Computing

Wir kombinieren nun die beiden in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten
Berechnungsmodelle zu einem hybriden System, dessen Berechnungen wir ent-
sprechend als Membrane-Quantum Computing bezeichnen. Dabei verfolgen wir
den in [RAB"14a] und [RAB"14b] beschriebenen Ansatz, in dem das Grund-
geriist des hybriden Systems ein P-System bildet, wobei manche Membranen
— sogenannte Quantenmembranen — zusitzlich mit einem Quantenrechner aus-
gestattet werden. In diesen Membranen kann mittels bestimmter Ausloser zwi-
schen zwei Ebenen umgeschaltet werden: der Membran-Ebene und der Quanten-
Ebene. In erstgenannter Ebene funktioniert die Quantenmembran wie eine ge-
wohnliche Membran des P-Systems. Findet ein Wechsel in die Quanten-Ebene
statt, so beginnt der in der Membran enthaltene Quantenrechner seine Berech-
nung. Wihrend dieser Berechnung kann die Membran nicht durch Regeln des
zugehorigen P-Systems beeinflusst werden.

Im Folgenden werden wir die beiden Ebenen, auf denen die Berechnung
ablduft, zunéchst kurz einzeln betrachten, um auf Besonderheiten und notwen-
dige Modifikationen einzugehen, die sich durch die Kombination der Systeme
ergeben. Anschliefend werden wir die Erkenntnisse aus diesen Betrachtungen
zusammenfassen und daraus das hybride System konstruieren.

5.1 Membran-Ebene

Den Rahmen eines hybriden Systems bildet ein P-System II, wobei wir an dieser
Stelle keine Einschrénkung beziiglich der genauen Art des P-Systems machen.
Je nach Anwendung sind also sowohl klassische P-Systeme denkbar, als auch
solche mit aktiven Membranen. Auch treffen wir keine allgemeine Festlegung
beziiglich der Ein- und Ausgabe dieses P-Systems.

Wir erweitern das bisherige Modell eines solchen Systems und fithren, zu-
sétzlich zu den klassischen Membranen, die eingangs erwahnten Quantenmem-
branen ein, in denen sich ein Quantenschaltkreis befindet. In der Darstellung
als Venn-Diagramm ergénzen wir, wie in Abbildung 9 gezeigt, das Label dieser
Membranen um den Index ¢ und kennzeichnen so ihre spezielle Funktion. Wir
legen fest, dass nur elementare Membranen um diese Quantenfunktion erwei-
tert werden kénnen. Wird eine Quantenmembran geteilt, so erhalten die daraus
entstandenen Membranen beide den in der urspriinglichen Membran enthalte-
nen Quantenschaltkreis; bei der Auflésung einer Quantenmembran verschwindet
auch der zugehérige Schaltkreis. Mit Hg = {h4, ..., h,} bezeichnen wir im Fol-
genden die Menge der Labels aller Quantenmembranen. Fiir jedes Label h;,
1 < i < n fordern wir, dass in der initialen Membranstruktur g von II mindes-
tens eine Membran mit ebendiesem Label h; enthalten ist.

Wir unterscheiden zwischen zwei verschiedenen Zustéinden, die eine Quan-
tenmembran h; annehmen kann. Zu Beginn einer Berechnung des hybriden Sys-
tems ist jede Quantenmembran aktiv: die Regeln aus der Regelmenge R des
P-Systems wirken in gewohnter Weise — also nichtdeterministisch, synchron und
maximal parallel — auf h; ein. Durch einen bestimmten Mechanismus, den wir
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Abbildung 9: P-System mit aktiver und inaktiver Quantenmembran

spater genauer beschreiben, ist es méglich, die Berechnung des zu h; zugehérigen
Quantenschaltkreises in Gang zu setzen. Dadurch wechselt die Membran fiir ei-
ne durch den Quantenschaltkreis festgelegte Anzahl an Zeitschritten in den Zu-
stand inaktiv. In diesem Zustand kénnen auf die Membran und die darin enthal-
tenen Objekte keine Regeln aus R angewandt werden. Eine solche Beschriinkung
ist notwendig, um beispielsweise das Teilen einer inaktiven Membran und der
darin enthaltenen Qubits, das dem No-Cloning-Theorem widersprechen wiirde,
zu verhindern. Erst nach Abschluss der Quantenberechnung wird die Membran
wieder aktiv. In der grafischen Représentation eines P-Systems stellen wir in-
aktive Membranen zukiinftig grau hinterlegt dar (siehe Abbildung 9).

5.2 Quanten-Ebene

In jeder Quantenmembran mit Label h € Hg befindet sich ein zugehoriger
Quantenschaltkreis qh5, dessen Aufgabe die Berechnung einer Funktion f : N —
N ist. Jede solche Berechnung lasst sich grob in drei Phasen untergliedern: die
Initialisierung der Register, die eigentliche Berechnung und die anschliefende
Riickgabe des gemessenen Ergebnisses an die Membran-Ebene. Sowohl die In-
itialisierung, als auch die Riickgabe sind wesentliche Bestandteile der Kommu-
nikation zwischen den beiden Ebenen des Systems und sollen in Abschnitt 5.3
gesondert betrachtet werden.

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns daher nur mit der eigentlichen Be-
rechnung des Quantenschaltkreises. Den genauen Schaltkreis werden wir dabei
je nach zu lésendem Problem bestimmen, wir beschreiben hier daher nur die
allgemeine Struktur, die all diesen Quantenschaltkreisen zugrunde liegen wird.
Ein- und Ausgabe der Funktion f werden wir stets als Bindrzahlen darstellen,
die Eingabe zerlegen wir in zwei Teilworter der Lingen K und N iiber {0, 1},
K, N € N. Wir betrachten also die Funktion f : {0,1}* ™" — {0,1}* mit
M € N und die zugehérige unitire Transformation Vy, die der Schaltkreis aus
Abbildung 10 realisiert.

Die Ergebnisse aus Abschnitt 4.3 stellen sicher, dass sich zu jeder berechenba-
ren Funktion f, gegebenenfalls durch Erginzung eines Registers |w) aus R € N
Hilfsbits, ein solcher Schaltkreis konstruieren lidsst. Die Eingabe ist dabei auf die

5Besitzen mehrere Membranen dasselbe Label h, so bezeichnet ¢;, keinen konkreten Quan-
tenschaltkreis, sondern den Typ der Quantenschaltkreise, die in all diesen Membranen enthal-
ten sind.
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[ |wz,m>K+N+R,M

|x>N — Vi

Abbildung 10: Quantenschaltkreis zur Berechnung von f

Register |z) und |z) aufgeteilt; nach Anwendung von V} enthalten die unteren
M Qubits das Ergebnis |f(z,x)),,. Um die Invertierbarkeit der Transformation
zu gewihrleisten, ist im Allgemeinen ein zusétzliches Ausgaberegister der Grofie
K + N + R — M notwendig, dessen Zustand wir mit [+, ,) kennzeichnen.
Dieser erste Schaltkreis zur Realisierung von f hat den zumeist unerwiinsch-
ten Nebeneffekt, dass die Qubits aus den beiden Registern |4, ,) und |f(z,z))
nach abgeschlossener Berechnung gegebenenfalls miteinander verschréankt sind.
Wir modifizieren ihn daher unter Anwendung der zu V; inversen Transforma-

tion V; und der kontrollierten Negation C), fiir M Qubits, ergéinzen ein Re-
gister |y),, und konstruieren einen neuen Schaltkreis, der die Verschrankung
der Qubits nach abgeschlossener Berechnung ausschliefft. Die Darstellung dieses
Schaltkreises in Abbildung 11 ist aus [RAB™ 14b] {ibernommen.

|2) x —] Y20 ks Nt — |2)

|x>N ] Vf 1 (2,2)) g V; . ‘x>N

W) p — — |w

b c. )

‘ZU)M ‘y®f(z7x)>M

Abbildung 11: Modifizierter Quantenschaltkreis zur Berechnung von f

Die Bedeutung der einzelnen Register dieses modifizierten Schaltkreises er-
gibt sich wie folgt:

e Die Qubits aus Register |z) stellen den Teil der Eingabe dar, der durch
das P-System II initialisiert wird. Sie bieten der Quantenmembran in der
Membran-Ebene damit die Moglichkeit, Einfluss auf den Quantenschalt-
kreis zu nehmen und so die Berechnung der Quanten-Ebene zu steuern.

e Das Register |z) bildet den zweiten Teil der Eingabe. Es enthilt die
Bits, auf welche die von |z) ,gesteuerte® Transformation V; angewandt
wird. Zu Beginn der Quantenrechnung befindet sich |z) im Zustand |0) .
Héufig wird allerdings der erste Schritt von V; sein, |z) durch Anwendung
der Hadamard-Transformation in eine gleichgewichtete Superposition aller
Basiszusténde zu versetzen, um — wie etwa im Fall des Grover-Algorithmus
— fiir alle méglichen Werte von |z) zeitgleich Berechnungen durchzufiihren.
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e Das mit |0),, initialisierte Register |y) enthélt nach abgeschlossener Quan-
tenrechnung das Ergebnis f(z,xz). Dieses Register wird abschlieBend ge-
messen, das Ergebnis der Messung wird — in geeigneter Weise codiert — an
die Membran-Ebene zuriickgegeben.

e Das Register |w) enthiilt Hilfsbits, die sich zu Beginn der Quantenrechnung
alle im Zustand |0) befinden. Sie stellen sicher, dass die Funktion f als
unitére Transformation V; realisiert werden kann. Diese Hilfsbits werden
wir in unseren weiteren Betrachtungen vernachlissigen.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass jeder Quantenschaltkreis des hy-
briden Systems genau die in Abbildung 11 gezeigte Struktur aufweist. Bei der
Spezifizierung eines hybriden Systems ist es daher ausreichend, anstelle der ge-
samten Quantenschaltkreise q;, nur den jeweiligen Quantenschaltkreis zur Rea-
lisierung von V; sowie die Gréfien der zugehdrigen Register anzugeben.

5.3 Hybrides System

In einem System, in dem zwei verschiedene Berechnungsmodelle kombiniert wer-
den, spielt die Synchronisation zwischen diesen beiden Modellen eine entschei-
dende Rolle — die Dauer einer Quantenberechnung muss aus Sicht des P-Systems
beschrieben werden konnen. Daher fithren wir den Begriff des Zeitschritts eines
hybriden Systems ein und wir legen fest, dass eine Transition des P-Systems
genau einen solchen Zeitschritt bené6tigt. Die Dauer einer Quantenberechnung
werden wir fiir jeden Quantenschaltkreis einzeln festlegen.

Wir fassen nach dieser Voriiberlegung die Erkenntnisse aus den beiden vor-
hergehenden Abschnitten zusammen und konstruieren damit das hybride Sys-
tem. Schwerpunkt dieses Abschnitts soll neben einer formalen Definition des
Systems die Beschreibung des Mechanismus zum Wechsel zwischen Membran-
und Quanten-Ebene sein.

Definition 5.1 Ein hybrides System ist ein Tupel

/B = (H’Ta Tla HQ7 QK7 Q]\/I7Inp7 OUtp7t7 dp,s- -+ 7th)a
wobei gilt:

(1) IIist ein P-System mit Membranstruktur u, Objektalphabet O und Regel-
menge R, das, wie in Abschnitt 5.1 beschrieben, iiber Quantenmembranen
verfiigt,

(2) T, T" € O sind zwei spezielle Symbole aus dem Objektalphabet des P-
Systems, wobei wir im Folgenden T als Trigger und T" als Signal bezeich-
nen,

(3) Hg = {hy,...,hy,} ist die Menge der Labels aller Quantenmembranen
und damit Teilmenge der Labels aller Membranen aus g,
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(4) Qg : Hy — Nund Q, : Hy — N sind Funktionen, die zu jeder Quanten-
membran h € Hg die GroBlen K und M der jeweils zugehorigen Register
|2) - und |y),, angeben,

(6) Inp: Hg — P(O) und Outp : Hy — P(O) sind Funktionen fiir die Kom-
munikation zwischen den Ebenen des Systems, wobei wir Inp zukiinftig
Eingabefunktion und Outp entsprechend Ausgabefunktion nennen,

(6) t: Hy — N ist die Zeitfunktion, welche fiir jede Quantenmembran die
Dauer einer Quantenberechnung in Zeitschritten des hybriden Systems
angibt,

(7) qn,, 1 < i < n ist ein mit Membran h, assoziierter Quantenschaltkreis,
welcher von der im Abschnitt 5.2 beschriebenen Struktur ist.

Wir betrachten zunéchst die Bedeutung der beiden Symbole 7' und 7”. Auf-
gabe des Triggers T ist es, die Quantenberechnung einer Quantenmembran zu
initiieren, wihrend das Signal 7" der Membran mitteilt, dass eine solche Berech-
nung abgeschlossen wurde. Damit sind diese beiden Symbole fiir den Wechsel
zwischen Membran- und Quanten-Ebene von entscheidender Bedeutung. Abbil-
dung 12 veranschaulicht diesen Zusammenhang.

T

h aktiv h inaktiv

qp, inaktiv qn aktiv

T/
Abbildung 12: Wechsel zwischen Membran- und Quanten-Ebene

Den durch T ausgelosten Wechsel von der Membran- in die Quanten-Ebene
bezeichnen wir im Folgenden als Initialisierung, weil zentraler Bestandteil die-
ses Schritts die Initialisierung der Quantenregister ist. Analog nennen wir den
Wechsel von der Quanten-Ebene zuriick in die Membran-Ebene Riickgabe. Den
Ablauf dieser beiden Uberginge betrachten wir jeweils getrennt fiir eine einzelne
Quantenmembran h.

Initialisierung

Wir definieren die Eingabefunktion Inp : Hy — P(O) fiir alle Anwendungen,
die in dieser Arbeit gezeigt werden, in der gleichen Weise:

Inp(h) == {I;, |0 <k < Qg(h) =1, be {0,1}} U{T} fiir alle h € Hy,.

Insbesondere fordern wir also, dass alle Symbole der Form I}, ;, im Objektalpha-
bet O des P-Systems enthalten sind. Die Bedeutung eines Vorkommens von Iy ;
in Membran h zum Zeitpunkt der Initialisierung ist, dass im Quantenschaltkreis
qp, das k-te Bit des Steuerregisters |z) auf den Wert b gesetzt werden soll.
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Wenn durch eine der Regeln aus R in einem Zeitschritt ¢ € N der Trigger
T zu Membran h hinzugefiigt wird, beginnt die Initialisierung; nach Abschluss
der zugehorigen Transition von II, also nach Anwendung samtlicher Regeln in
Zeitschritt ¢, aber noch vor Beginn der folgenden Transition, also des (¢+1)-ten
Zeitschritts, werden folgende Modifikationen vorgenommen, wobei w), die in der
betrachteten Konfiguration zur Membran zugehorige Multimenge sei:

(1) Der Zustand der Membran h wird auf inaktiv gesetzt. Damit konnen in
den Zeitschritten c+1,. .., c+1t(h) keine Regeln aus R auf diese Membran
und die darin enthaltenen Objekte angewandt werden.

(2) Aus wy, = vy ...v;, wird jedes Objekt v;,1 < i < k entfernt, wenn v; €
Inp(h) gilt, alle anderen Objekte bleiben unberiihrt.

(3) Der Quantenschaltkreis ¢, wird in den initialen Zustand |z) |z) |w) |y) =
lzk—1---20) ¢ |0) 5y [0) g [0) ; mit

1 wenn |wp|; =1
Z; = “
0 andernfalls

fiir 0 < i < K —1 versetzt. Durch diese Definition sind auch die Randfille
abgedeckt, in denen keine oder mehrere Instanzen von Iy o und I ; in
w;, vorkommen. Wie in [RAB+14a] gezeigt, lasst sich auch ein System
konstruieren, das in solchen Fillen das Qubit |z;) in eine Superposition
beider Basiszustinde versetzt, die sich mit s = |wy,| I, undt = [wp| 1, fir
s+t>02zu|z) = ﬁ(s |0) + 1)) ergibt. Wir werden diesen Ansatz

hier allerdings nicht weiter verfolgen.

Im Zeitschritt c+1 beginnt der Quantenrechner seine Berechnung, die genau
t(h) Schritte andauert und somit nach Zeitschritt ¢ + ¢(h) abgeschlossen ist.

Riickgabe

Besteht das Ausgaberegister |y) aus mehreren Qubits, so definieren wir die Aus-
gabefunktion Outp : Hy — P(O) analog zur Eingabefunktion Inp als

Outp(h) :== {044 | 0 <k < Qpr(h) — 1, b€ {0,1}} U{T"} fiir alle h € Hy,

wobei wir wieder voraussetzen, dass die Objekte Oy, ; in O enthalten sind.

In vielen Fillen werden wir das Quantensystem g, als Entscheidungssystem
nutzen und nur ein einziges Ausgabebit bendtigen. In diesen Féllen definieren
wir Outp als

Outp(h) := {Ja,Nein, T"} fiir alle h € Hy,.

Wurde nach dem c-ten Zeitschritt eine Quantenberechnung initialisiert, ist
diese nach Zeitschritt ¢ + ¢(h) abgeschlossen. Noch vor dem (¢ + t(h) + 1)-ten
Zeitschritt werden folgende Modifikationen vorgenommen:
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(1) Das Register |y) des Quantenschaltkreises ¢, wird gemessen. Anschlieflend
befindet das Register sich in einem Basiszustand der Form |yu;_1, ..., ¥o),
yr €{0,1},0<kE< M —1.

(2) Der Quantenmembran werden, falls M > 1 gilt, simtliche Objekte aus
der Menge {Oy,, |0 <k <M —1} U{T'} hinzugefiigt. Besteht Register
|y) hingegen aus nur einem einzelnen Qubit, so wird zur Multimenge der
Membran das Signal 7’ hinzugenommen und im Fall |y) = |1) das Symbol
Ja, andernfalls das Symbol Nein.

(3) Membran h wird aktiv gesetzt und kann im Zeitschritt ¢+ t(h) + 1 wieder
von Regeln aus R beeinflusst werden.

Bestimmung der Zeitfunktion

In den Definitionen von Initialisierung und Riickgabe spielt die Zeitfunktion ¢
eine entscheidende Rolle — um die Synchronitéit der Berechnung des hybriden
Systems zu gewéhrleisten, muss mit Hilfe von ¢ die Dauer einer Quantenrech-
nung in Zeitschritten von 3 ausgedriickt werden. Es muss also bekannt sein, wie
viele Transitionen II wihrend der Quantenrechnung durchfiihren kann.

Auf die grundsétzliche Frage, wie dieser Zeitparameter bestimmt werden
kann, geht auch [RAB+14b] ein; dort wird als Abschéitzung fiir jede Quan-
tenrechnung der Wert 3 angegeben — damit werden der Initialisierung und
Riickgabe, die in der obigen Beschreibung aus Sicht des hybriden Systems zwi-
schen zwei Zeitschritten stattfinden, und der eigentlichen Rechnung jeweils ein
Zeitschritt zugeteilt.

Wir werden diese Abschétzung in der Konstruktion unseres hybriden Sys-
tems in Abschnitt 6.1 {ibernehmen. Um die Funktion des Systems unabhéingig
von der Wahl der Zeitfunktion zu garantieren, werden wir dort zusétzlich dafiir
sorgen, dass sich das P-System wéhrend der Quantenberechnung in einer Halte-
konfiguration befinden. Erst die Objekte der Riickgabe stoflen die Berechnung
des P-Systems wieder an. So hiingt die Korrektheit des Ergebnisses nicht von
einer exakten Synchronisierung zwischen den beiden Ebenen ab.

Berechnungen

Wir ergéinzen die Ausfiihrungen aus [RAB'14a] und [RABT14b], denen die
vorhergehende Beschreibung des hybriden Systems entnommen ist, um Betrach-
tungen der Begriffe Konfiguration, Transition und Berechnung eines hybriden
Systems, die wir fiir P-Systeme bereits definiert haben.

Eine Berechnung des hybriden Systems f setzt sich offensichtlich aus der Be-
rechnung des zugehorigen P-Systems II und denen der darin enthaltenen Quan-
tenschaltkreise g, h € Hg zusammen. Die Begriffe Konfiguration und Tran-
sition konnen wir mit geringfiigigen Modifikationen wie im Fall des entspre-
chenden P-Systems behandeln. Jede Konfiguration muss allerdings um einige
Komponenten erweitert werden: um die seit Beginn der Berechnung vergange-
nen Zeitschritte, den Zustand jeder Quantenmembran h € Hg, den aktuellen
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Zustand |z) |z) |w) |y) des zugehorigen Quantenschaltkreises g;, sowie die bishe-
rige Dauer jeder aktiven Quantenberechnung in Zeitschritten.

Wir verzichten an dieser Stelle auf die formale Definition und Darstellung ei-
ner so erhaltenen Konfiguration. Eine Transition von einer Konfiguration C; des
hybriden Systems zu einer neuen Konfiguration C, erhalten wir durch Inkremen-
tierung aller Zeitparameter, Aktualisierung des Zustandes aller Quantenmem-
branen und — sofern sich II in keiner Haltekonfiguration befindet — Anwendung
einer giiltigen Transition auf die aktuelle Konfiguration von II.

Zu beachten ist, dass der Begriff der Haltekonfiguration fiir hybride Systeme
neu definiert werden muss, denn es ist durchaus mdoglich, dass sich II in einer
Haltekonfiguration befindet, wihrend 5 noch aktiv ist: Ein hybrides System be-
findet sich genau dann in einer Haltekonfiguration, wenn sich das zugehorige
P-System II in einer Haltekonfiguration befindet und keiner der Quantenschalt-
kreise g, ,...,q,, eine Berechnung durchfiihrt, also keine Quantenmembran
inaktiv ist.

Die Fingabe und das Ergebnis der Berechnung eines hybriden Systems sind
fiir uns gleichbedeutend mit Eingabe und Ergebnis des zugehorigen P-Systems.
Erreicht das hybride System f eine Haltekonfiguration, so entspricht daher das
Ergebnis der Berechnung von  dem Ergebnis von II — also je nach Definiti-
on entweder den Objekten in einer ausgewéhlten Ergebnismembran oder den
Objekten, die an die Umgebung abgegeben wurden. Betrachten wir hybride
Systeme, deren P-System II iiber eine Eingabe verfiigt, so bezeichnen wir diese
auch als Eingabe von .

FEin ausfiihrliches Beispiel, das den Ablauf der Berechnung eines hybriden
Systems detailliert aufzeigt, findet sich am Ende von Abschnitt 6.1.
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6 Anwendung hybrider Systeme

Wir zeigen nun, wie zwei ausgewéhlte Probleme aus den Komplexitatsklassen
Zg und Hg mittels hybrider Systeme gelost werden kénnen. Bei diesen fiir ihre
jeweilige Komplexitétsklasse vollstdandigen Problemen handelt es sich um abge-
schwiichte Versionen des Problems QBFSAT, das nach der Erfiillbarkeit quanti-
fizierter aussagenlogischer Formeln fragt. Fiir beide Probleme findet sich in der
Literatur keine einheitliche Bezeichnung, wir nennen sie daher der zugehorigen
Komplexitéitsklasse entsprechend HQP—QBFSAT und EQP—QBFSAT . Erstgenann-
tes Problem findet sich gelegentlich auch unter dem Namen V33-SAT, letztge-
nanntes unter den Namen QBF, und QSAT,.

6.1 II}-QBFSAT

Problembeschreibung

Gegeben seien zwei Zahlen m,l € N und die quantifizierte aussagenlogische
Formel
Y =Vry. Ve, dr,,q. - FT,.0, 0 <n <m,

wobei ¢ geschlossen und ¢ eine quantorenfreie Formel in 3-KNF® mit genau [
Klauseln, also von der Form ¢ = C; ACy A.. . ANCy fiir C; = (L; 1V L; 5V L; 3),

Die Menge aller Formeln dieser Art bezeichnen wir als Hg—QBF. Eine solche
Formel liegt genau dann in Hg—QBFSAT7 wenn sie erfiillbar ist.
Hybrides System

Das hybride System g, das HQP—QBFSAT fiir eine Formel ¢ der obigen Form mit
festem [ und m, aber beliebigem n < m entscheidet, ist das Tupel

ﬁ = (H’Ta T/a {2}a QK) Q]V[)Inpa Outpat7q2)7

wobei gilt:
Qr(2) =31 (1 + [logy(m +1)])
Qu(2) =1
Inp(2) =TU{l;;, |0<k<Qg(2)—1,b€{0,1}}
Outp(2) = {T", Ja,Nein}
t(2) =3

Das P-System II und das Quantensystem ¢, werden in den folgenden Ab-
schnitten genauer beschrieben. Ist ¢ erfiillbar, so gibt das hybride System Ja
aus, andernfalls Nein.

SMittels Tseitin- Transformation kann jede Formel V.-V, 3%, 1. - - 32,,.90,0 <n <
m in linearer Zeit in eine erfiillbarkeitséquivalente Formel V. - - -V, .32, 1. - 3z .d)/, m <
tiberfithrt werden, wobei d)/ in 3-KNF vorliegt.
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Der prinzipielle Ablauf der Berechnung von 3 lidsst sich in drei Schritte
gliedern:

(1) Die Membran-Ebene erzeugt in linearer Zeit alle 2" mdglichen Belegungen
fiir die allquantifizierten Variablen z,...,z,,.

(2) Fiir jede dieser moglichen Belegungen (ay,,...,a1) € {0,1}" betrachten
wir die Formel ¢ = 3Ty 3T 00 —a) .2, —a, - Diese Formel wird an
die Quanten-Ebene weitergegeben, die sie auf Erfiillbarkeit testet. Ist die
Formel erfiillbar, wird Ja an die Membran-Ebene zuriickgegeben, andern-

falls Nein.

(3) Erreicht mindestens eine Instanz von Nein die Membran-Ebene, dann gibt
es mindestens eine Belegung fiir 1, . .., z,,, mit der ¢’ unerfiillbar ist. Da-
mit ist auch ¢ unerfiillbar, die Membran-Ebene gibt Nein aus. Andernfalls
gibt es fiir jede Belegung der allquantifizierten Variablen eine erfiillende
Belegung der existenziell quantifizierten Variablen, die Ausgabe ist Ja.

Membran-Ebene

Wir verwenden fiir die Membran-Ebene des hybriden Systems ein P-System mit
aktiven Membranen und erweitern es, wie in Definition 3.4 eingefiihrt, um ein
Eingabealphabet ¥ und eine Eingabemembran i,,. Aufgabe dieses P-Systems
ist es, alle moglichen Variablenbelegungen fiir x, ..., z, zu erzeugen, anschlie-
Bend die Eingabe fiir die Quanten-Ebene vorzubereiten, nach abgeschlossener
Quantenrechnung das Ergebnis auszuwerten und schliellich Ja oder Nein in die
Umgebung abzugeben.

Wir betrachten zunéchst eine geeignete Codierung von ¢ fiir das P-System.
Dazu nutzen wir das Eingabealphabet

ZZ{Vz|OSZSm}U{x%Lk’O,i‘LLk,O|1§Z§m,1§]§l,1§k§3}

Dabei hat ein Vorkommen von x; ; ;, o in der Eingabe die Bedeutung, dass x; in
Klausel C; an k-ter Stelle vorkommt. Entsprechend meint 7, ; . o, dass C; an
k-ter Stelle das Literal —x; enthélt. Das Zeichen V,; bedeutet, dass alle Variablen
Zq,...x; allquantifiziert sind. Aufgrund der Geschlossenheit von ¢ ist es nicht
notig zu codieren, welche Variablen existenziell quantifiziert sind. Beispielsweise
codieren wir die Formel ¢ = Va,.Vay.3xs. 3z (-2 Vs V) A(z V -z V —xg)
als die Multimenge Vo@1 1,1,0%3,1,2,024,1,3,071,2,1,072,2,2,073,2,30 € 2 -

Mit dieser Voriiberlegung kénnen wir nun das vollstéindige P-System angeben
als

Im= (Oa Ev {17 2}7 [1 [2]2]17€7€a R) 2)
mit dem Objektalphabet
O = XU Inp(2) UOutp(2) U {o, Ja'}
U{Oj7k,1j7k |1<i<l,1<k<3}
UA{@s e Tijen | 1<i<m, 1< <1, 1<k <3, 1<t<m}.
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Die Zeichen 0, ;, und 1; ;, haben dabei jeweils die Bedeutung, dass in Klausel j
an k-ter Stelle die entsprechende Konstante 0 oder 1 steht.

Die Menge der Entwicklungsregeln R ldsst sich in die vier verschiedenen
Aufgabenbereiche Teilung, Variablenersetzung, Bindrcodierung und Auswertung
unterteilen. Wir betrachten im Folgenden einige Regelmengen und einzelne Re-
geln gruppiert nach ihrer Funktion, wobei wir zu jedem Aufgabenbereich und
den jeweils zugehorigen Regeln eine Erkldrung geben:

e Teilung: Membran 2 wird n-mal geteilt, wobei nach jeder Teilung eine
der allquantifizierten Variablen auf 0 oder 1 gesetzt werden soll.

— Ty ={Vs = Vimals Viala [ 1<i<m, e €{0,+,-}}
Bei jeder Teilung wird die Variable V; dekrementiert. Damit ent-
spricht der Index ¢ der Anzahl allquantifizierter Variablen, denen
noch kein Wert zugewiesen wurde. Sobald i = 0 gilt, wird nicht mehr
weiter geteilt. Positive Polarisation (+) entspricht der Festlegung,
dass die néchste allquantifizierte Variable mit 1 belegt wird, negative
Polarisation (—) bedeutet entsprechend eine Belegung mit 0.

e Variablenersetzung: Der letzte Index jedes Objekts x; ; ., und T; ; 1.,
z&hlt die Anzahl vollzogener Teilungen, wir bezeichnen diesen Index daher
als Teilungsindex. Nach der i-ten Teilung, also wenn ¢ = t gilt, muss jedes
Vorkommen von x; durch 0 oder 1 ersetzt werden.

0 _
= Vi=AlLijro = Lijrile | Lijke € {Zijre Tijret, 0 < e <1,
1<i<m,1<j<[1<k<3
Der Teilungsindex aller Literale wird im ersten Schritt auf 1 gesetzt.
~ Vo=A[Lijkt = Lijres1lo | Lijre €% j e Tijpetr t < e <t+l,
t<i<m,1<j<[1<k<3,0<t<m-1,ee{+,-}}
Ist der Index i des Literals L; grofler als Teilungsindex ¢, bleibt das
Literal unverdndert und der Teilungsindex wird weitergezihlt.
~ Va={[@ijpi = Ll [1<i<m,1<j<1,1<k<3}
Nach der i-ten Teilung wird in der Membran mit Polarisation + jedes
Vorkommen von z; auf 1 gesetzt. Dabei muss die Information, in
welcher Klausel und an welcher Stelle z; vorkam, erhalten bleiben.
— Vi={Zijpi =043 |1<i<m, 1<j<1,1<k<3}
Analog zu V3 wird durch diese Regel —z; nach der i-ten Teilung auf
0 gesetzt.
—Ve={l2ijk: = 0kla [1<i<m|1<j <] 1<k<3}
Negative Polarisation (—) nach der i-ten Teilung entspricht der Fest-
legung z; = 0.
Analog zu Vz wird —z; durch 1 ersetzt.
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e Binircodierung: Im Anschluss an die n Teilungen miissen die Multimen-
gen bindr codiert werden, um an die Quanten-Ebene weitergegeben wer-
den zu konnen. Fiir die Codierung einer einzelnen Variable z,;, 1 <i <m
oder der Konstanten 0 benétigen wir genau s,,,, = [log,(m + 1)] Qubits.
Ein zusétzliches Qubit ist notwendig, um anzugeben, ob die Variable oder
Konstante negiert ist, womit sich fiir die Codierung eines Literals oder
der Konstanten 0 bzw. 1 genau s;;; = S,4r + 1 Qubits ergeben. Fiir die
Codierung einer Klausel benétigen wir folglich sy;, = 3 * s;;; Qubits. Da-
mit ergibt sich folgende Codierungsfunktion, wobei b; € {0,1}" die
Binérdarstellung der Zahl ¢ (gegebenenfalls mit fiithrenden Nullen) und -
die Konkatenation zweier Worter iiber {0,1} sei:

0+ 0-0%er
1+ 1-0%er
x;—0-b
Z;—>1-b;

Uber den Index j und k der Zeichen Tiikts Tigkt 0jp und 1, lésst
sich auflerdem die genaue Position der Codierung jedes Literals und jeder
Konstanten bestimmen. Wir verwenden dazu eine Funktion p : N? & N,
die wir definieren als

P, K) = sk % (J — 1) + s % (k= 1), j,k €N,

Diese Funktion liefert zur Position eines Literals oder einer Konstanten
innerhalb der Formel ¢ die zugehorige Startposition innerhalb des binéiren
Wortes, das der Quanten-Ebene iibergeben wird.

Die Positionsbestimmung und Codierung geschieht durch die Regelmen-
gen By, ..., Bs. Dabei benotigen alle diese Regeln die Polarisation 0. Diese
wird erst durch eine der Regeln aus By erzeugt, wenn die Teilung und Va-
riablenersetzung abgeschlossen ist und die Binédrcodierung beginnen kann.
Damit nicht bereits vor der ersten Teilung codiert wird, obwohl auch dann
die Polarisation 0 ist, fordern wir fiir den Teilungsindex ¢ > 1. Im Folgen-
den bezeichne b;(j) = i + 2’| mod 2 fiir 4, € N das j-te Zeichen der
Binérdarstellung von 1.

0
= By =gkt Lok 4500, 050G ) 4800104 (500 1) - TGk by ()2 |
1<i<m, 1<j<[,1<k<3, 1<t<m}
Jedes Vorkommen von z; ; 1, wird als 0- b, codiert. Diese Codierung
erfolgt an den Positionen p(j, k)+Syqrs - - - , P(J, k) und benétigt genau
spi¢ Qubits.

_ 0
= By = [Tkt = Lo k) 4500, 1B ) F 800 =10, (500 1) - Tk i (0))2 |
1<i<m, 1<j<I, 1<k<3, 1<t<m}

Jedes Vorkommen von 7, ; ;. , wird analog zu Regel By als 1-b; co-
diert.
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— By ={[0;6 = Lyjryre,n 0+ Tomyols | 1< <1, 1<k <3}
Jedes Vorkommen von 0; ;, wird als 0-0°**" = 0°* codiert und belegt
die Qubits p(4,k) + Syar, - - -, P4, k).

— By = {{Lix = LjmyrsyuntToGk)tssn—10 - ogaol2 | 1 <4 <1,
1<k<3}

Jedes Vorkommen von 1;; wird analog zu Regel Bg als 1 - Q¥ver
codiert.

— Bs = {[Volz = [l20| e € {+,-}}

Damit die bindre Codierung beginnen kann, wird die Polarisation
jeder Membran mit Label 2 auf 0 gesetzt, sobald alle Teilungen ab-
geschlossen sind.

— bg = [J20 — [T,

Einen Zeitschritt nach Anwendung von Bs wurde die Formel durch
Anwendung der Regeln aus By, ..., B, binir codiert, daher kann der
Trigger T nun die Quantenberechnung starten.

o Auswertung: Die Ergebnisse der Quanten-Ebene miissen verarbeitet wer-
den, um schliefllich Ja oder Nein an die Umgebung abzugeben.

— A, ={[E]3 - [3E | E € {Ja,Nein}}
Die Ergebnisse der abgeschlossenen Quantenberechnungen werden
aus Membran 2 in Membran 1 geschickt.

— ay = [Nein]{ — [J] Nein
Wurde durch eine der Regeln aus A; mindestens eine Instanz von
Nein in Membran 1 geschickt, wird diese an die Umgebung abge-
geben. Durch Anderung der Polarisation von Membran 1 sind die
Regeln ay, a3 und a4 anschliefend nicht mehr anwendbar. Das Sys-
tem befindet sich damit in einer Haltekonfiguration, die Berechnung
ist beendet.

— a3 = [Ja— Ja']}
Zeitgleich zur Regel a, wird Regel a; angewandt, die Ja in Ja' um-
wandelt. Diese Regel verzogert die Ausgabe von Ja um einen Zeit-
schritt, sodass es nur dann, wenn keine Instanz von Nein erzeugt
wurde, tatsdchlich ausgegeben wird.

—ay=[1]] = [[{Ja
Wenn nach der Erzeugung von Ja' die Polarisation immer noch 0
ist, hatte offensichtlich keine der Quantenberechnungen das Ergebnis
Nein. Daher kann nun Ja in die Umgebung abgegeben werden und
das System erreicht eine Haltekonfiguration.

Die Regelmenge R des P-Systems ergibt sich damit zu

R=T,UA, U{ay,a3,a4,bs} U U ViU U B;.

1<i<6 1<i<5
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Quanten-Ebene

Aus dem Zustand des Registers |z) = |zx_1, - - -, 29) nach der Initialisierung lisst
sich leicht die zu untersuchende Formel rekonstruieren. Wir erldutern diesen
Vorgang am Beispiel der folgenden Konfiguration:

=2, m=4
|z) = |000010101011100000110100)
Es folgt sofort s,q, = [logs(m + 1)] = [logy(5)] = 3 und s = 4, Spiq =

3x sy, = 12. Daher lésst sich das Bindrwort, dem der Zustand von |z) entspricht,
in zwei Klauseln unterteilen, die jeweils mit 12 Bit codiert sind:

0000 1 010 1 011 1,000 0011 0100
\0,./ (NP N g = v\g./ ~— =~
- Tq - T3 - T3 Ty

Damit ergibt sich die gesamte Formel zu
¢ = (0V —xyV—wg) A(1V gV ay,).

Aufgrund der durch die Regelmengen By, ..., B, festgelegten Struktur der
gewahlten Binércodierung miissten Reihenfolge der Klauseln und der Literale
innerhalb dieser Klauseln noch vertauscht werden, wegen der Kommutativitét
von V und A ist diese Umformung aber nicht notwendig. Aus der Tatsache, dass
die urspriingliche Formel 1 geschlossen ist und alle allquantifizierten Variablen
durch die Membran-Ebene bereits mit 0 oder 1 belegt wurden, folgt sofort,
dass x4, x3 und x, in 1 existenziell quantifiziert sind. Weil aber die Formeln
¢ und Jz,y.Ir5.32,.¢" erfiillbarkeitsiquivalent sind, ist es ausreichend, ¢’ auf
Erfiillbarkeit zu untersuchen.

Aufgabe der Quanten-Ebene ist es also, die Erfiillbarkeit einer durch ein
Bindrwort gegebenen Formel in 3-KNF mit genau m — n Variablen zu priifen.

Diese Aufgabe kann, wie in Abschnitt 4.4 beschrieben, mit dem Grover-
Algorithmus gelost werden, indem gepriift wird, ob es in einer unsortierten
Datenbank mindestens einen Eintrag gibt, der ein gegebenes Suchkriterium C'
erfiillt. Wir betrachten dazu als Eintrédge dieser unsortierten Datenbank alle

moglichen Variablenbelegungen (v, _p_1,--.,a9) € {0,1}™" fiir die Varia-
blen z,,1,...,2,,, formulieren das Suchkriterium C iiber die charakteristische
Funktion

/
1 wenn ¢x,b+1=a07m 1,

— T = —n—1
Jel@m-n-1;--+100)) = {O andernfalls
und nutzen Grovers Algorithmus, um herauszufinden, ob es mindestens einen
Eintrag & gibt, fiir den f (&) = 1 gilt. Dazu benétigen wir einen Quantenschalt-
kreis, der die unitdre Transformation Uy, : |z,y) = |7,y © fo (7)) realisiert.
Mittels der universellen Gatter, die in Abschnitt 4.2 vorgestellt wurden, ldsst
sich zunéichst ein Quantenschaltkreis konstruieren, der eine gegebene Formel
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0— 10) — — [zs,)
1 — — x; ‘$1> [ |$1>
Ty — k |
=2 72) — ouux [~ 172
3 7 a_Mux |z3) — — |z3)
“p(4,k)+1 — |Z (3,k)+ 1> — |Zp(j,k)+1>
#p(j,k)+2 |2p(i.)+2) — — [2p(i.k)+2)

Abbildung 13: Klassischer Multiplexer (links) und Quantenmultiplexer (rechts)

in 3-KNF aus [ Klauseln auswertet. Dieser Schaltkreis muss in Abhéngigkeit
von |z) mit den richtigen Eingangsvariablen und Konstanten beschaltet und in
die geforderte Form Uy gebracht werden. Der resultierende Schaltkreis ist von
enormem Umfang, sodass wir auf eine vollstdndige Angabe verzichten. Dennoch
sollen die notwendigen Schritte beispielhaft aufgezeigt werden.

Fiir die i-te Klausel C; = (L; 1 V L; o V L; 3), L; j, € {w;,,~x;, } U{0,1} mit
n+1<i <m,1<k<3 1<1i<] erhalten wir die Variable an k-ter Stelle
x; (oder 0, falls an dieser Stelle eine Konstante steht) durch Auswertung von
Register |z) mittels einer klassischen Multiplexer-Schaltung, die sich mit den
Erkenntnissen aus Abschnitt 4.3 leicht in einen Quantenschaltkreis transformie-
ren ldsst. Fiir m = 3 etwa hat der klassische Schaltkreis zur Bestimmung von
z;, die in Abbildung 13 links aufgezeigte Form, wéhrend rechts die Struktur
eines denkbaren, dquivalenten Quantenschaltkreises dargestellt ist.

Anschliefend muss z;_ gegebenenfalls noch negiert werden, um L; j zu er-
halten. Die Information dariiber, ob diese Negation durchgefiihrt werden muss,
findet sich im Bit |zp;k)): Im Fall |z, ) = |1) muss negiert werden, an-
dernfalls nicht. Um diese kontrollierte Negation durchzufiihren, nutzen wir das
bereits bekannte CNOT-Gatter (siche Abbildung 14).

|2p(j,6)) —— 2p(j.8))

|z;,) —D— [Lik)
Abbildung 14: CNOT zur Berechnung von L, j,

Die Auswertung von C; liasst sich dann, wie Abbildung 15 zeigt, mittels uni-
verseller Fredkin-Gatter unter Zuhilfenahme zweier Hilfsbits leicht realisieren.
In gleicher Weise konnen Fredkin-Gatter eingesetzt werden, um die Konjunktion
CiNCyN...NCp = (... (CLANCy) A...AC,,) auszuwerten, denn Beschaltung von
FG mit |z)|0) |y) realisiert fiir zweil boolesche Variable z, y im zweiten Qubit
die Verkniipfung x A y.

So kann fiir bekanntes m und [ ein Quantenschaltkreis EVAL konstruiert
werden, der eine gegebene Formel in 3-KNF' evaluiert. Unter Anwendung von
CNOT und EVAL' lasst sich daraus — analog zur Konstruktion aus V; in Ab-
schnitt 5.2 — die unitire Transformation Uy, realisieren.

Mit diesem Schaltkreis kann nun Grovers Algorithmus in der Variante mit
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Abbildung 15: Auswertung einer Klausel durch Fredkin-Gatter

unbekannt vielen Losungen auf das Register |z) angewandt werden. Wir mes-
sen anschlieBend den Zustand der relevanten Bits |z, 1) ,...,|z,,) des Registers
und erhalten mit hoher Wahrscheinlichkeit p eine erfiillende Variablenbelegung
fir x,,41,..., Ty, wenn ¢’ erfiillbar ist, und eine beliebige Variablenbelegung an-
dernfalls. Das Ergebnis dieser Messung wird anschlieBend durch erneute Anwen-
dung von Uy, auf |z,0) {iberpriift. Gilt Uy |x,0) = |z, 1), so ist die gefundene
Losung offensichtlich korrekt, andernfalls gibt es mit Wahrscheinlichkeit p keine
Losung. Der Wert des letzten Bits wird gemessen und in die Membran-Ebene
zuriickgegeben, wobei 1 als Ja codiert wird, 0 entsprechend als Nein.

Um die Funktionsweise des Systems [ zu verdeutlichen, vollziechen wir nun
anhand eines ausfiihrlichen Beispiels mit zahlreichen Illustrationen eine voll-
stédndige Berechnung nach.

Beispiel 6.1 Wir nutzen das hybride System [, um die Erfiillbarkeit der
I15-QBF-Formel ¢ = Va;.Vay.323.32,.¢ mit

¢ = (xl V Ty \Y 1'4) A\ (1’1 V Ty \Y _|£L'3) A\ (1’2 \Y T3 V _|.T4) A\ (_‘1'2 \Y T3 V _|x4)

zu untersuchen. Zur iibersichtlichen Darstellung fithren wir eine Funktion code
ein, die als Parameter eine aussagenlogische Formel 7 = C; A... A C,, in 3-KNF
und eine natiirliche Zahl ¢ iibernimmt, und daraus wie folgt eine Multimenge
erzeugt:

e Jedes Literal x; oder —z;, das in einer Klausel C; von m an k-ter Stelle
vorkommt, wird auf z; ; . . bzw. T, ; ;. . abgebildet.

e Jede Konstante 0 oder 1, die in einer Klausel C; von m an k-ter Stelle
vorkommt, wird auf 0, , bzw. 1; ;. abgebildet.

Damit gilt:
code(¢,0) = 21.1.1,0T2.12,0%4,1,3.0%1.2,1,072,2,2,073.2.3.0
%2,3,1,073,3,2,074,3,3,022,4,1,073,4,2,0%4,4,3,0

Die Eingabe, die der Membran-Ebene iibergeben wird, entspricht genau der
Multimenge V,code(¢, 0). Daraus ergibt sich die in Abbildung 16 links gezeigte,
kompakte Darstellung der initialen Konfiguration C4.
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2, 2, - 24 +

Vycode(¢, 0) = V,code(¢, 1) V,code(o,1)

Abbildung 16: Transition von C; zu Cy

Im ersten Zeitschritt konnen nur Regeln aus Regelmenge V; sowie eine der
Teilungsregeln aus T} angewandt werden, wodurch sich anschliefend die Konfi-
guration Cy in Abbildung 16 ergibt. In dieser Konfiguration kénnen erneut nur
Variablenersetzung und Teilung angewandt werden. Durch Anwendung von V3
und V5 wird in der Membran mit negativer Polarisation x; = 0 festgelegt, in
der anderen Membran entsprechend z; = 1. Aulerdem wird durch die Regeln
aus V5 der Teilungsindex inkrementiert, bevor erneut durch eine Regel aus T}
geteilt wird. Es entsteht die in Abbildung 17 gezeigte Konfiguration Cj.

fl N
/2q _\ /Zq +\
VOCOde(¢x1:01 2) VOCOde(QSch:m 2)

. J . J
/2(1 _\ /Zq +\
VOCOde(¢11:1’ 2) V0C0d6(¢z1:1,2)

. J . J
_ J

Abbildung 17: Konfiguration Cy

Damit sind die n Teilungen der Membran-Ebene abgeschlossen, die Regeln
aus T} konnen nicht mehr angewandt werden. Im folgenden Schritt wird durch
Vs, ...,V in den linken Membranen x5 = 0, in den rechten Membranen z4 = 1
festgelegt. Der Teilungsindex wird nochmals um 1 erhoht, gleichzeitig verlassen
alle Objekte V, durch Anwendung von Regeln aus Bs Membran 2, dndern de-
ren Polarisation zu 0 und gelangen als Objekt o in Membran 1 — es entsteht
Konfiguration C; (siehe Abbildung 18).

Aufgrund der Polarisation 0 kann nun in keiner der Membranen mehr eine
der Regeln V; mehr angewandt werden, die Variablenersetzung ist abgeschlossen.
Im folgenden Schritt wird durch die Regeln aus By, ..., B, die Bindrdarstellung
der Formeln vorgenommen. Zeitgleich gelangen die Objekte o durch Regel bg
wieder in die Membranen mit Label 2 und werden dort zum Trigger 7', der die
Quantenberechnung in Gang setzt. Die Multimenge jeder Membran mit Label 2
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1 0000
(. N (. 7
2(1 2(1
COde(d)ccl:O,zZ:Ov 3) COde(¢11:0,12:17 3)
. J . J
(. N (. 7
2‘1 2q
COde(¢11:1,12:073) COde(d)zl:l,zQ:hg)
. J . J
(. J

Abbildung 18: Konfiguration Cy

besteht nun aus genau
Que(2) +1 =3 %1% (1+ [logy(m + 1)]) + 1 = 49

Objekten. Wir verzichten aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die Angabe all
dieser Objekte und betrachten nur beispielhaft die Auswirkung der Anwendung
von By, ..., By auf die Objekte der Multimenge code(¢,, —g,z,=1,3), die zu der
neuen Multimenge

Lyz 1 a6 1 La5,0104,0 La3,0142,0101,1 1001 I39,0138, 003701360 < (0V a3V —ay)

T4,4,3,3 T3.4,23 04,1

Isg 11341133.0032,0 I31.0130,0020,1128,1 12711260125 01240 ¢ (1VagV-zy)

T4,3,3,3 T3.3,2,3 13

Ing 1155 0151 1120,1 T19,0118,0117,0016,0 [15,0114,0013,01120 < (0V OV —x3)

Z3,2,3,3 02,2 02,1

Ly olio1 19,0180 L7,016,015,014,0 I3,012,011,0l0,0 ¢ (OVOVazy)

T4,1,3,3 01,2 01,1

fithrt (rechts angegeben sind in jeder Zeile die jeweils codierten Klauseln). Jedes
Symbol aus code(¢$1:0,12:1,3) wird also mit genau s;;; = 4 Qubits codiert,
wobei das in der obigen Darstellung vorderste Qubit angibt, ob eine Negation
durchzufithren ist, wiahrend die folgenden 3 Qubits den Index der jeweiligen Va-
riablen (oder 000 fiir eine Konstante) codieren. Die Reihenfolge der so codierten
Klauseln und Literale ist dabei, verglichen mit der urspriinglichen Formel, ge-
nau umgekehrt. Diese Verdnderung ist aber aufgrund der Kommutativitit von
A und V unerheblich.

Im Folgenden bezeichne die Abbildung bin die eben beispielhaft aufgezeig-
te Binéirdarstellung einer Formel mittels der Objekte I, ;. Damit ldsst sich die
nach der Codierung entstandene Konfiguration Cs kompakt darstellen, wie Ab-
bildung 19 zeigt.
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(. N (. 7
2(1 2(1
bin(¢z1:0,12:0)T bin(¢E1:0,z2:1)T
. J . J
(. N (. 7
2q 2(1
bin(¢z1:1,12:O)T bin(¢z1:1,z2:1)T
. J . J
. J

Abbildung 19: Konfiguration Cjy

Noch vor Beginn des néchsten Zeitschritts werden die jeweiligen Quanten-
schaltkreise initialisiert und alle Objekte des Eingabealphabets aus den Mem-
branen entfernt. Auflerdem werden alle Quantenmembranen in den Zustand
inaktiv versetzt, wodurch II eine (temporire) Haltekonfiguration Cy erreicht,
die in Abbildung 20 links zu sehen ist.

'd )\
fl N 1 i .
2‘7 2‘7 2q ’ 2q ’
JaT NeinT
N - N J
=
e N
2, 24 24 24
JaT’ JaT’
— — N J
|\ J
|\ J

Abbildung 20: Transition von Cg zu C;

In den folgenden drei Zeitschritten ruht die Membran-Ebene, wihrend in der
Quanten-Ebene die entstandenen Formeln ¢ := ¢, —0 2,—0, @1 = @5, —1,2,—0
G2 1= Gy —0,5,=1 Und @3 = ¢, —y , 1 auf Erfiillbarkeit gepriift werden. Dies
geschieht mittels universeller Fredkin-Gatter und unter Anwendung von Grovers
Algorithmus. Aufgrund des grofien Umfangs des nétigen Schaltkreises verzichten
wir an dieser Stelle auf eine explizite Darstellung. Das Ergebnis der Berechnung
ist

fiir ¢g: Ja, eine erfiillende Variablenbelegung ist x5 =1, x4, =0,

fiir ¢: Ja, eine erfiillende Variablenbelegung ist x5 =1, x4, =0,

flir ¢o: Nein, es gibt keine erfiillende Variablenbelegung,

flir ¢5: Ja, eine erfiillende Variablenbelegung ist 3 =1, x, = 0.
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Abbildung 21: Transition von Cyg zur Haltekonfiguration Cq

Daraus ergibt sich fiir das hybride System nach Abschluss der Quantenrech-
nung die in Abbildung 20 rechts gezeigte Konfiguration C,. Unter Anwendung
der Regeln aus A; erhalten wir von diesem Zustand aus zunichst die in Abbil-
dung 21 links gezeigte Konfiguration, von der aus durch Anwendung von a, und
as eine Haltekonfiguration (rechts) erreicht wird.

Damit ist die Berechnung abgeschlossen, die Ausgabe des hybriden Systems
ist Nein.

6.2 Yr-QBFSAT
Problembeschreibung

Gegeben seien m € N und die quantifizierte aussagenlogische Formel
Y =3y T, Vr,0q. 0 VT,.0,0<n <m,

wobei 9 geschlossen und ¢ quantorenfrei ist”. Die Menge aller Formeln die-
ser Art bezeichnen wir als Eg—QBF. Eine solche Formel liegt genau dann in
ZE—QBFSAT, wenn sie erfiillbar ist.

Hybrides System

Um ¢ auf Erfiillbarkeit zu testen, werden wir kein neues hybrides System
einfithren, sondern das in Abschnitt 6.1 definierte System [ wiederverwenden
und Ein- sowie Ausgabe geringfiigig modifizieren. Dazu formen wir ¢ zunéchst
geeignet um:

(4

(=) = (= (Fzy. - - 32, VT g VE,.0)
~(Vay. -V, 3, .- 3y, 00) = )

"Wir fordern an dieser Stelle nicht, dass ¢ in KNF vorliegt, denn die Umformung von 1
mittels Tseitin-Transformation in eine erfiillbarkeitsiquivalente Formel in KNF ist im Allge-
meinen nur mit einem zusétzlichen Quantorenwechsel moglich.
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AuBlerdem nutzen wir folgende Zusammenhénge:

¥ erfiillbar g ) erfiillbar g —)’ allgemeingiiltig g " unerfiillbar

Die Erfiillbarkeitséiquivalenz (1) von v und —)’ folgt sofort aus den obigen
Umformungen. Weil —1)’ eine geschlossene Formel ist, wird sie entweder fiir
jede, oder fiir keine Variablenbelegung zu 1 evaluiert — Erfiillbarkeit und Allge-
meingiiltigkeit von —)’ sind daher gleichbedeutend (2). Eine Variablenbelegung
kann niemals sowohl eine Formel, als auch deren Negation erfiillen; folglich ist
die Allgemeingiiltigkeit von —)’ dquivalent zur Unerfiillbarkeit von 1’ (3).

Die Formel ¢’ kann leicht mittels Tseitin-Transformation in KNF gebracht
und anschliefend von 8 auf Erfiillbarkeit getestet werden. Ist das Ergebnis der
Berechnung Nein, so ist ¢" unerfiillbar, woraus mit den obigen Aquivalenzen
sofort die Erfiillbarkeit von v folgt — die Ausgabe des neuen Systems ist fiir
diesen Fall also Ja. Andernfalls ist ¢ unerfiillbar, das hybride System gibt Nein
aus.
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7 Schlussbetrachtung

Die abschlielende Betrachtung dieser Arbeit soll zweierlei leisten: zum einen
soll sie eine Zusammenfassung der Ergebnisse aus den vorhergehenden Kapiteln
sein, zum anderen einen Uberblick geben, welche offenen Fragen sich daraus
ergeben haben und welche Aspekte des Membrane-Quantum Computing weitere
Forschung erfordern.

Wir erinnern uns zunéchst an das Ziel, das wir in der Einfiihrung dieser Ar-
beit formuliert hatten: die sinnvolle Konstruktion eines hybriden Systems aus
Membran- und Quantenrechner, das inhdrente Nachteile beider Berechnungs-
modelle kompensiert, ohne sie in ihrer jeweiligen Funktionalitét einzuschrénken.
Um dieses Ziel zu erreichen, haben wir ein Modell eingefiihrt, das auf zwei ver-
schiedenen Ebenen, einer Membran- und einer Quanten-Ebene, Berechnungen
durchfiihrt. Als Grundgeriist unseres Modells haben wir ein P-System gew#hlt
und dieses um spezielle Quantenmembranen ergénzt, innerhalb derer der Wech-
sel zwischen den genannten Ebenen vollzogen werden kann. Mit diesem An-
satz bleibt einerseits in der Membran-Ebene die komplette Ausdrucksstéirke
und Zeiteffizienz des P-Systems erhalten — so kénnen etwa auch im hybriden
System durch den Mechanismus der Membranteilung innerhalb von n Schritten
2" Membranen erzeugt werden —, andererseits kann dessen oftmals exponenti-
eller Platzbedarf begrenzt werden durch einen Wechsel in die Quanten-Ebene,
in der geeignete Quantenschaltkreise die Berechnung fortfithren. Wesentliche
Aspekte in der Konstruktion des hybriden Systems waren die Gewéhrleistung
der Synchronitit beider Ebenen und die Bereitstellung eines Mechanismus zur
Kommunikation. Ersteres haben wir durch Spezifikation einer Zeitfunktion ¢
erreicht, die es ermdglicht, die Dauer einer Quantenberechnung in Zeitschrit-
ten des hybriden Systems auszudriicken. Die Kommunikation beider Ebenen
miteinander haben wir realisiert, indem wir das Objektalphabet des P-Systems
um bestimmte Objekte wie den Trigger T und das Signal T" erweitert und im
Quantenschaltkreis ein spezielles Steuerregister |z) bereitgestellt haben.

Unsere theoretischen Uberlegungen haben wir in Kapitel 6 schlieflich ange-
wandt und ein hybrides System angegeben, das mit HE—QBFSAT ein praxis-
relevantes Problem 16sen kann. Indem wir eine geeignete Darstellung fiir die
Konfigurationen hybrider Systeme eingefiihrt haben, konnten wir eine beispiel-
hafte Berechnung schrittweise nachvollziehen und uns davon iiberzeugen, dass
in unserem Ansatz tatséchlich die gewiinschten Eigenschaften beider Model-
le erhalten bleiben. Das Schema der gezeigten Anwendung — die Erzeugung
moglicher Losungskandidaten in der Membran-Ebene und deren anschlieSende
Validierung in der Quanten-Ebene — kann ohne grofle Miihe auf weitere Pro-
bleme iibertragen werden, wie wir an den Beispielen Circuit Minimization und
ZE—QBFSAT gesehen haben.

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir manche Probleme bei der Definition
hybrider Systeme nur im Ansatz diskutiert, auch sind wir einige formale Defi-
nitionen schuldig geblieben. Dies soll uns Anlass sein, zum Abschluss wie an-
gekiindigt auf einige offene Fragen und Problemstellungen im Bereich des hy-
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briden Membrane-Quantum Computing einzugehen.

An erster Stelle sei erwdhnt, dass wir bei der Einfithrung hybrider Syste-
me darauf verzichtet haben, die Begriffe Konfiguration, Transition und Be-
rechnung formal zu definieren; als Begriindung hierfiir ist anzufiihren, dass
ihre vollstdndige Definition von groffem Umfang gewesen wire und kaum zu
einem tiefer gehenden Versténdnis hybrider Systeme beigetragen hétte. Aller-
dings haben wir in Kapitel 5 ausfiihrlich dargelegt, welche Besonderheiten sich
aus der Kombination von Membran- und Quantenrechnern ergeben und somit
die Grundlage fiir eine formal korrekte Einfiihrung der genannten Begriffe ge-
schaffen.

Auch einer exakten Bestimmung der Zeitfunktion ¢, die von entscheidender
Bedeutung war, um die Synchronitit des hybriden Systems zu gewihrleisten,
haben wir uns in dieser Arbeit nicht gewidmet, und sie stattdessen vereinfa-
chend als konstante Funktion angenommen. Wir haben jedoch eine Méglichkeit
aufgezeigt, die Korrektheit der Berechnung eines hybriden Systems durch Her-
beifiihrung temporirer Haltekonfigurationen der Membran-Ebene auch ohne
Kenntnis von ¢ sicherzustellen. Um korrekte Ergebnisse bei uneingeschréankt pa-
ralleler Berechnung beider Ebenen zu gewéhrleisten, ist eine exakte Bestimmung
der Zeitfunktion allerdings unerlésslich. Auf welche Weise sie sinnvoll ermittelt
werden kann, ist eine offene Frage.

Wir haben hybride Systeme als einen Kompromiss zwischen Platz- und
Zeiteffizienz kennengelernt. Dabei haben wir uns, wie auch schon [RAB™14a]
und [RAB14b)], in der Quanten-Ebene auf Variationen des in Abschnitt 4.4
eingefithrten Grover-Algorithmus mit Laufzeit O(v/N) beschriinkt. Es wiire
fiir zukiinftige Untersuchungen interessant, nach sinnvollen Anwendungen un-
ter Verwendung anderer — moglicherweise auch bislang unbekannter — Quan-
tenalgorithmen zu forschen. Wie zeiteffizient solche Algorithmen bestenfalls sein
konnen, ist bisher nicht bekannt. So ist etwa bis heute ungeklirt, ob quan-
tenbasierte Algorithmen existieren, mittels derer NP-vollstéindige Probleme in
polynomieller Zeit gelést werden kénnen.

Motivation fiir unsere Beschéftigung mit hybriden Systemen war nicht zu-
letzt, dass sich daraus neue Perspektiven hinsichtlich der Realisierbarkeit beider
Modelle ergeben konnen. Daher sei abschlieend erwéihnt, dass die praktische
Konstruktion hybrider Systeme eine grofle Herausforderung darstellt, die hier
nicht thematisiert wurde und weiterer Forschungsarbeit bedarf — ebenso wie die
getrennte Realisierung von Membran- und Quantenrechnern. Als notwendige
Grundlage fiir eine solche Realisierung letztgenannter Berechnungsmodelle ist
deren Theorie bereits in Werken wie [Pau02] bzw. [Wil08] umfassend behandelt
worden. Mit der vorliegenden Arbeit ist nun auch fiir die praktische Umsetzung
hybrider Systeme ein theoretisches Fundament gelegt.
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