Modal Logic

Carsten Lutz

Summer semester 2003: 13 lectures

Contents

1 A Semantic Introduction 1 1.1 Basic Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Relation to First-Order Logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Modal Expressivity 6 2.1 Invariance Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 2.1.1 Disjoint Unions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2.1.2 Generated Submodels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 2.1.3 Bounded Morphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.2 Bisimulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3 The Syntactic View 14 3.1 Modal Logics and Normal Modal Logics . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 3.2 Canonical Models for K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 3.3 Strong Completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 3.4 Other Classes of Frames . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 3.5 Limitative Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4 Decidability and Complexity 29 4.1 Finite Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 4.1.1 Filtration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 4.1.2 Selection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.2 NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 4.3 PSpace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 4.3.1 Size of Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 4.3.2 PSpace-hardness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 4.3.3 PSpace Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 4.4 ExpTime . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 4.4.1 ExpTime-hardness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 4.4.2 An ExpTime algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 4.5 Decidability of KvB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51