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Motivation und Einordnung

Im Bereich Automatentheorie und formale Sprachen interessiert man sich fiir
Klassen von Sprachen und deren Eigenschaften. Eine formale Sprache (oder
kurz Sprache) ist eine Menge L C ¥* d.h. eine Menge von Wortern iiber
einem Alphabet ¥. Dabei ist X meist endlich. Eine Klasse formaler Sprachen
K ordnet jedem endlichen Alphabet ¥ eine Menge Ky C 2% zu, d.h. eine
Menge von Sprachen iiber X.

Fiir eine gegebene Klasse I interessiert man sich fiir die folgenden drei Fra-
gestellungen:

Charakterisierungen Wie kann man die zur Klasse gehorenden Sprachen
charakterisieren?

Gesucht sind also Eigenschaften E, die erfiillen:
LeKy gdw L CX und L hat Eigenschaft E.

Man will dabei meist verschiedene dquivalente Charakterisierungen (Au-
tomaten, Grammatiken, ... ) finden, da einige Charakterisierungen fiir
gewisse Zwecke besser geeignet sind als andere.

Abschlufleigenschaften Unter welchen Operationen auf Sprachen (Durch-
schnitt, Vereinigung, Komplement, homomorphe Bilder, ... ) ist die
Klasse abgeschlossen?

Kenntnisse der Abschlufleigenschaften einer Klasse KC erleichtern oft die
Entscheidung von Fragen wie “L € Kg?” oder “Sind die Eigenschaften
E; und FE, dquivalent?”
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MOTIVATION UND EINORDNUNG

Entscheidbarkeit Welche Fragestellungen sind fiir gegebene Sprachen der
Klasse entscheidbar?

Dabei geht man davon aus, daf§ die (im allgemeinen unendlichen) Spra-
chen durch eine der oben angesprochenen Charakterisierungen endlich
beschrieben sind.

Die wichtigsten Sprachklassen sind in der Chomsky-Hierarchie zusammen-

gefafit:
Klasse Charakterisierung
allgemeine Chomsky-Grammatiken (Regeln u — v, u
Typ 0 enthilt mindestens ein Nicht-Terminal)
akzeptiert von Turingmaschinen
kontextsensitive Grammatiken (Regeln v — v, 1 < |u| <
Typ 1 [v])
kontext-
sensitiv akzeptiert von Turingmaschinen mit linearer Bandbe-
schrankung
Typ 2 kontextfreie Grammatiken (Regeln X — v, X Nicht-
kontext- Terminal)
frei akzeptierte von Kellerautomaten
rechtslineare Grammatiken (Regeln X — uY, X — u, u
Typ 3 Terminalwort)
regulér

akzeptiert von endlichen Automaten

Beispiel fiir Charakterisierung

Liefern deterministische Automaten (Maschinen) bereits die gesamte Sprach-

klasse?
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MOTIVATION UND EINORDNUNG

Typ 0 Ja
Typ 1 Offen
Typ 2 Nein
Typ 3 Ja

Beispiel fiir Abschluf3eigenschaft

Ist die Klasse unter Komplementbildung abgeschlossen, d.h. L € Ky, ~ 3* \
L e Ky?

Typ 0 Nein, da das Komplement einer rekursiv aufzihlbaren
Menge im allgemeinen nicht rekursiv aufzihlbar ist.

Typ 1 Ja (dies ist ein Resultat von 1987).

Typ 2 Nein (daraus folgt das “Nein” in der vorherigen
Frage).

Typ 3 Ja (dies folgt aus dem “Ja” in der vorherigen Frage).

Beispiele fiir Entscheidungsprobleme

Sind das Elementproblem und das Aquivalenzproblem entscheidbar?

Klasse weL? Li=1y7
Typ 0 unentscheidbar unentscheidbar
Typ 1  entscheidbar  unentscheidbar
Typ 2  entscheidbar  unentscheidbar
Typ 3  entscheidbar entscheidbar

Dieses Skript wird sich meist auf Typ 3 (regulére) Sprachen konzentrieren.
Dabei werden Unterklassen, andere Charakterisierungen und Verallgemeine-
rungen auf unendliche Worter und Bidume betrachtet. Das Skript gliedert
sich in drei Teile:

1. Regulédre Sprachen endlicher Worter
Als alternative Charakterisierungen werden betrachtet:
e Algebraische Charakterisierung
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MOTIVATION UND EINORDNUNG

— Jeder Sprache kann ein Monoid (das syntaktische Monoid) zuge-
ordnet werden.

— Regulédre Sprachen sind genau die mit endlichem syntaktischen
Monoid.

e Logische Charakterisierung

— Logische Formeln kénnen Sprachen definieren.

— Es gibt eine Logik (Monadische Logik zweiter Stufe), deren For-
meln genau die regulidren Sprachen definieren.

Mit Hilfe dieser Charakterisierungen kann man Unterklassen der Klasse der
reguldren Sprachen beschreiben. Die wohl bekannteste Unterklasse ist die der
sternfreien Sprachen:

e Diese werden genau durch Formeln der Logik erster Stufe definiert.

e [hre syntaktischen Monoide sind genau die aperiodischen Monoide.

2. Sprachen unendlicher Wérter

Statt endlicher Worter (endliche Folgen von Elementen des Alphabets) kann
man auch unendliche Worter (unendliche Folgen) als Eingabe fiir endliche
Automaten verwenden. Dazu muf lediglich die Akzeptanzbedingung gedndert
werden. Wahrend bei endlichen Wortern nach Lesen des Wortes ein Endzu-
stand erreicht sein muf}, werden bei unendlichen Wortern Bedingungen an
die Menge der unendlich oft durchlaufenen Zusténde gestellt.

Hier werden Abschlufleigenschaften, Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems
und der Zusammenhang zur Logik betrachtet. Daraus lassen sich fiir die
Logik wichtige Entscheidbarkeitsresultate ableiten.

3. Baumsprachen

Wérter kann man als beschriftete Baume mit Verzweigungsgrad 1 auffassen.
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MOTIVATION UND EINORDNUNG

(@)
abaa = ®
(@)

@

Man kann nun den Begriff des endlichen Automaten zu Baumautomaten
verallgemeinern, die auch Bidume mit Verzweigungszahl gréfler als eins als
Eingabe zulassen. Viele Resultate fiir regulidre Sprachen lassen sich auf den
Fall von Baumsprachen iibertragen. Auch hier ist der Zusammenhang zur
Logik sehr interessant. Es werden sowohl endliche als auch unendliche Baume
betrachtet.

Hauptmotivation in allen drei Teilen ist die Anwendung in der Logik, ins-
besondere die sich aus der Automatentheorie fiir die Logik ergebenden Ent-
scheidbarkeitsresultate. Dabei sind die Methoden, mit denen man zu diesen
Resultaten gelangt, mindestens genauso wichtig wie die Resultate selbst. Es
wird daher sehr viel Gewicht auf vollstindige Beweise gelegt, auch wenn diese
manchmal aufwendig sind.
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Kapitel 1

Regulare Sprachen, endliche
Monoide und logische Formeln

Ziel dieses Kapitels ist es, einige Definitionen und Resultate {iber regulére
Sprachen aus der Vorlesung ,,Grundziige der Theoretischen Informatik“ zu
wiederholen und anschliefend den Zusammenhang zu Monoiden und Formeln
herzustellen.

1.1 Regulidre Sprachen und endliche Auto-
maten

Die Notation ist hier weitgehend an das GTI-Skriptum [Tho90b] angelehnt.

Definition 1.1 Fiir ein endliches Alphabet ¥ ist die Klasse der reguldren
Sprachen Regs, iiber ¥ die kleinste Klasse mit

e (), {€} und {a} fiir a € ¥ sind in Regy (wobei e das leere Wort, ist),

e sind L,Ll,Lg € R@gz, so auch L1UL2, Ll'Lg = {U,'U | u < L1 und v €
Ly}, L* ={uy---uy, | n>0und u; € L}.
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1.1. REGULARE SPRACHEN UND ENDLICHE AUTOMATEN

Wie iiblich beschreiben wir regulére Sprachen durch regulire Ausdricke, bei
denen die Mengenklammern (und héufig auch der Konkatenationspunkt)
wegfallen. Z.B.: (ab)*a beschreibt ({a} - {b})* - {a}, d.h. die Sprache aller
Worter, die mit a beginnen und enden und bei denen sich a und b abwech-
seln.

Aus der Definition ergibt sich offenbar, dafl regulidre Sprachen unter Verei-
nigung, Konkatenation und Kleene-Stern abgeschlossen sind. Um Abschlufl
unter Durchschnitt und Komplement zu zeigen, ist die Charakterisierung
durch endliche Automaten besser geeignet.

Definition 1.2 Ein (nicht-deterministischer) endlicher Automat A = (@Q,
¥, I, A, F) besteht aus

einer endlichen Menge () von Zustédnden,

einem endlichen Alphabet X,

einer Menge von Anfangszustéinden I C @),
e einer Ubergangsrelation A C Q x ¥ x Q,

e ciner Menge von Endzustinden F' C Q).

Wie {iblich kann man derartige Automaten graphisch darstellen.

Z.B.: @ z

Q={1.2},L={ab}, I={1} (ausgedriickt durch —(1))

A={(1,a,2);(2,0,1)}, F = {2} (ausgedriickt durch )

Ein Pfad in dem Automaten ist eine Folge qoaiqias . .. a,q,, so daf fir 1 <

i < ngilt: (g1, a;,q;) € A. Abkiirzend schreiben wir dafiir gy M>Aqn. Der
Pfad ist erfolgreich, wenn ¢y € I und ¢, € F' gilt.
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KAPITEL 1. REGULARE SPRACHEN, ENDLICHE MONOIDE ...

Die von A akzeptierte Sprache ist
L(A) = {w € ¥ | ¢y =4 ¢, ist erfolgreicher Pfad in A}.

Eine Sprache L C ¥* heifit erkennbar, falls es einen endlichen Automaten A
gibt mit L(A) = L.

Der Satz von Kleene besagt, dafl eine Sprache L C ¥* genau dann erkennbar
ist, wenn sie regulédr ist. Als Beispiel verwenden wir diese alternative Cha-
rakterisierung reguldrer Sprachen, um deren Abschlufl unter Durchschnitt zu
zeigen.

Satz 1.3 Sind L, Ly € Regs, so auch Ly N Ls.

Beweis: Es seien Al = (Ql,E,Il,Al,Fl) und AQ = (QQ,E,IQ,AQ,FQ) Au-
tomaten mit L, = L(A;) und L, = L(Ay). Wir definieren A := (@ X
Q2, 5, 11 x Iy, A, Fy X F5), wobei

A = {((QIJQQ)JG’J (QQJq;)) | (qlaa’a qll) € AI und (q?;a’a qé) € AQ}

Man sieht leicht, daf} gilt:

(01,02) =4 (4, q5)  gdw g1 =>4, ¢; und g2 —> 4, G-

Nach Definition der Anfangs— und Endzustandsmengen in A ist daher w €
L(A) gdw w € L(A;) N L(Ay). .

Um den Abschlul unter Komplement zu zeigen, sind nicht—deterministische
Automaten nicht sehr gut geeignet.

Beachte: Es sei A = (Q,%,I,A, F) ein nicht—deterministischer endlicher
Automat. Dann gilt fir A := (Q, %, I, A, Q\ F) im allgemeinen nicht L(A) =
Y5\ L(A).

Damit eine derartige Konstruktion funktioniert, benttigt man deterministi-
sche Automaten.
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1.1. REGULARE SPRACHEN UND ENDLICHE AUTOMATEN

Definition 1.4 Der Automat A = (Q, 3, I, A, F) heifit deterministisch, falls
gilt:
e |I|=1,dh. I ={q},
e A ist funktional, d.h. fiir ¢ € Q und a € ¥ existiert genau ein ¢’ € Q
mit (q,a,q') € A.!
Statt der Ubergangsrelation A verwendet man gewohnlich bei deterministi-
schen Automaten die zugehorige (totale) Ubergangsfunktion

5: QxY — Q
0: (g,a) = ¢ gdw (¢,a,q) € A.

Die Funktion § kann man auf Worter erweitern durch §(g, w) := ¢, wobei ¢’
der (eindeutig bestimmte) Zustand ist, fiir den es einen Pfad ¢ — 4 ¢’ gibt.
Es ist L(A) = {w € £* | §(qo, w) € F}.

Durch die sogenannte Potenzmengenkonstruktion kann man jedem nicht—de-
terministischen Automaten effektiv einen deterministischen Automaten zu-
ordnen, der dieselbe Sprache akzeptiert:

Es sei A = (Q, %, I, A, F) nicht-deterministisch. Wir definieren P(A) :=
(29,3, ¢y, &', F') durch:

° q:=1,
e §(P,a):={qe€ Q]| Esgibt pe P mit (p,a,q) € A},
o F''={PCQ|PNF #0}.

Man zeigt leicht, dal L(A) = L(P(A)).

Satz 1.5 Ist L € Regs, so auch L =X*\ L.

Beweis: Zu L existiert ein deterministischer Automat A = (Q, %, o, 0, F),
fiir den gilt: w € L gdw 0(qo, w) € F. Offenbar ist damit w € L gdw §(qo, w)
Q \ F. Daher ist A= (Q,X,q,d,Q \ F) ein Automat fiir L. .

m

!Die deterministischen Automaten sind in diesem Skriptum also auch immer
vollsténdig. In nicht—vollstindigen deterministischen Automaten gibt es fiir alle ¢ € Q,a €
Y hochstens ein ¢' € Q mit (g,a,q') € A.
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KAPITEL 1. REGULARE SPRACHEN, ENDLICHE MONOIDE ...

Zu jeder regulidren Sprache L existiert ein (bis auf Zustandsumbenennung)
eindeutiger deterministischer Automat .4 minimaler Zustandsanzahl mit L =
L(A). Dieser minimale Automat kann wie folgt effektiv konstruiert werden.
Es sei A = (Q, %, o, d, F') ein deterministischer Automat fiir L.

1. Entferne unerreichbare Zustinde, d.h. Zustédnde ¢, fiir die es kein w €
¥* gibt mit §(q,, w) = q.
2. Identifiziere dquivalente Zustinde.
Fiir ¢ € Q sei L,(A) := {w € ¥* | §(¢,w) € F}. Man definiert nun
g ~aq gdw Lg(A) = Ly (A).

Die Relation ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation.? Fait man #quivalente
Zustdnde zu einem Zustand zusammen, so erhdlt man den minimalen
Automaten Aj.

Alternativ kann man den minimalen Automaten mit Hilfe der Nerode—Rechts-
kongruenz beschreiben. Fiir eine Sprache L C ¥* definieren wir
uppv gdw fiir alle w € ¥* gilt (uw € L gdw vw € L).
Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation und es gilt:
UPLU ~ UWPLVW (Rechtskongruenz).
Der Satz von Nerode sagt aus, daBl L genau dann regulér ist, wenn p;, end-

lichen Index hat (d.h. nur endlich viele Aquivalenzklassen besitzt). Diese
Klassen konnen nun als Zustdnde eines Automaten aufgefalit werden. Fiir

u € ¥* bezeichne [u] = {v | upyv} die p,—Klasse von u. Wir definieren
A, = (Q,%, qo, 6, F) mit

o Q:={[u] [ueX,

* qo =[],

* ([u], @) := [ua],

e Fl:={[u]|uelL}.

Fiir eine regulére Sprache L ist A, der minimale Automat fiir L.

2In Beispiel 1.14 wird gezeigt, wie diese Relation berechnet werden kann.
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1.2. REGULARE SPRACHEN UND ENDLICHE MONOIDE

1.2 Regulidre Sprachen und endliche Monoide

Ein Monoid (M, ey, 1)) besteht aus einer nicht—leeren Trigermenge M, ei-
ner assoziativen, binfdren Operation e,; und einem Einselement 1,, € M,
d.h. es gilt:

fiir alle z,y,z € M gilt (z ey y) ey z=1x0y (yey z) (Assoziativitit),
fiir alle x € M gilt lyoeyrz=xeyly=1a (Einselement).

Wir schreiben meist einfach M fiir das Monoid (M, ey, 1/). Der Index M
wird ebenfalls meist weggelassen. Sind M, N Monoide, so heif}t eine Abbil-
dung ¢ : M — N Homomorphismus, falls gilt:

o p(r oy y)=d(z)en o(y),

o ¢(1y) = 1y.

Ein Monoid (M, ey, 157) heifit endlich, falls die Trégermenge M endlich ist.

Beispiel 1.6 Fiir ein Alphabet X ist die Menge >* aller Worter iiber ¥
zusammen mit Konkatenation als Operation e und mit dem leeren Wort ¢
als Einselement ein Monoid.

Man nennt ¥* freies Monoid iiber ¥, da es folgende universelle Eigenschaft
besitzt: Fiir jedes Monoid M und jede Abbildung f : ¥ — M gibt es genau
einen Homomorphismus ¢ : X* — M mit @[y, = f.

Homomorphismen von »* in ein Monoid M kénnen verwendet werden, um
Sprachen (d.h. Teilmengen von ¥*) zu definieren.

Definition 1.7 Es sei M ein Monoid, ¥ ein Alphabet und ¢ : ¥* — M
ein Homomorphismus. Jede Teilmenge N von M definiert eine Teilmenge
¢~ (N) := {w € ¥* | ¢(w) € N}, das Urbild von N unter ¢. Die Sprache
L C ¥* wird von M akzeptiert, wenn es N C M und ¢ : ¥* — M gibt mit

L=¢ L(N).
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KAPITEL 1. REGULARE SPRACHEN, ENDLICHE MONOIDE ...

Satz 1.8 Fiir eine Sprache L C ¥* sind dquivalent:

1. L wird von einem endlichen Monoid akzeptiert.

2. L ist regular.

Beweis:

“1 ~ 2” Wir fassen hierzu M als endlichen Automaten auf. Es sei also

M ein endliches Monoid und ¢ : ¥* — M ein Homomorphismus mit
L =¢ YN) fir N C M. Um zu zeigen, da L regulir ist, konstruieren
wir einen deterministischen endlichen Automaten AM, der L akzep-
tiert. Wir definieren Ay, := (M, ¥, 1,8, N) mit der Ubergangsfunktion
d(m, o) :=m e ¢(o). Wir zeigen zunéchst:

Fiir alle w € ¥* und alle m € M ist 6(m,w) = m e ¢(w).

Beweis durch Induktion iiber |wl:
w=c¢: d(m,e) =m=mel

~ e o(o)
w=wvo: §(m,vo)=0(5(m,v), )_6(m0¢( ),0)

= (mep(v)) e (o) =me(p(v) e $(0))

=m e ¢(vo)
Damit ergibt sich §(1,w) =1 e ¢p(w) = ¢(w). Also gilt

weL=¢ ' (N) gdw o¢(w)eN
gdw 0(1,w) e N
gdw w e L(Ay).

“2~» 17: Es sei A = (Q,%, q,0, F) ein deterministischer endlicher Au-

12

tomat mit L = L(A). Offenbar definiert jedes w € ¥* eine Funk-
tion 8, : Q@ — Q : ¢ — d(qg,w). BEs sei M = Q9 die Menge der
Funktionen von () nach (). Da () endlich ist, ist auch M endlich. Mit
Komposition von Funktionen als bindrer Operation und der Identitéts-
funktion id als Einselement ist M ein Monoid. Die Komposition ist
als (07 0 93)(q) = 02(d1(q)) definiert (beachte die Reihenfolge). Man
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1.2. REGULARE SPRACHEN UND ENDLICHE MONOIDE

sieht leicht, dal ¢ : ¥* — M : w — ¢, ein Homomorphismus ist:
d(wv) = Gy = 0y 00y = P(w) o ¢(v) und ¢(e) = id. Wir definieren
N := {6, € Q9| 0u(q0) € F}. Dann gilt

we L(A) gdw (g0, w) = duw(qo) € F
gdw 40, € N
gdw ¢(w) € N
gdw we ¢ '(N),

d.h. L(A) wird von M = Q9 akzeptiert. .

Das Bild des im Beweis von “2 ~ 17 definierten Homomorphismus ¢ be-
zeichnen wir als Ubergangsmonoid von A:

Definition 1.9 Fiir einen endlichen deterministischen Automaten A = (Q, %,
o, 0, F) ist das Ubergangsmonoid von A das Untermonoid M4 := {d, € Q9 |
w € X*} von M = Q9.

Das Ubergangsmonoid des minimalen Automaten ist besonders interessant:

Definition 1.10 Fiir eine regulire Sprache L heifit das Ubergangsmonoid
des minimalen Automaten fiir L syntaktisches Monoid von L. Wir bezeichnen
dieses mit Mj,.

Da der minimale Automat eindeutig durch die Sprache bestimmt ist, héngt
My, also nur von L ab. Es kann auch direkt, d.h. ohne Bezugnahme auf
Automaten, von L ausgehend definiert werden.

Definition 1.11 Fiir eine (beliebige) Sprache L C ¥* ist die syntaktische
Kongruenz ~, auf ¥* definiert durch:

Fiir alle u,v € X" gilt u ~7 v gdw fiir alle x,y € ¥* gilt
ruy € L gdw xvy € L.
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KAPITEL 1. REGULARE SPRACHEN, ENDLICHE MONOIDE ...

Man zeigt leicht, dal ~;, eine Kongruenzrelation ist, d.h. eine Aquivalenzre-
lation, die zusétzlich erfiillt:

Fiir alle u, v,z € ¥* gilt (u ~1 v ~ (ux ~r v und zu ~p zv)).

Daher kann man das Quotientenmonoid ¥*/ ., bilden mit

e Trigermenge {[w]., | w € ¥*}, wobei [w]., := {w' | w ~p w'} ist,

e Operation [u]., ® [v]., := [uv]., (Die Reprisentantenunabhéngigkeit
folgt aus der Kongruenzeigenschaft von ~y.),

e Einselement [€]., .

Satz 1.12 Sei L C X* reguldr. Dann gilt M, ~ ¥*/.,, d.h. ¥*/_, ist iso-
morph zum syntaktischen Monoid Mj,.

Beweis: Sei L reguldr und A = (Q, 3, qo, 0, F') der minimale Automat fiir L.
Wir definieren:

w:E*/NL — M
[ul~, = du

Im folgenden zeigen wir, daf ¢ ein Isomorphismus ist, indem wir zeigen, dafl

1. 1 reprisentantenunabhingig (und damit wohldefiniert) ist,
2. 1) ein Homomorphismus ist,

3. 1 injektiv ist und

4. 1 surjektiv ist.

1. Zu zeigen: Diese Definition ist repriasentantenunabhéngig, d.h. aus u ~p v

folgt ¥ (u) = ¢(v), d.h. §, = 0,.
Angenommen, u ~;, v und d, # d,. Dann gibt es ¢ € ) mit

0u(q) = 0(q,u) = 1 # q2 = 6(q,v) = du(q)-
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Da A minimal ist, ist ¢ erreichbar, d.h. es gibt ein x € ¥* mit ¢ =
d(qo, ).
Wegen u ~, v gilt nun aber fiir alle y € ¥*

zuy € L gdw zvy € L.
Das bedeutet, fiir alle y € ¥* gilt
o(q1,y) = 0(qo,zuy) € F gdw
(g0, zvy) = (g2, y) € F.

Das bedeutet aber, da§ L, (A) = L,,(A) ist, und da A minimal ist,
folgt daraus ¢; = ¢ im Widerspruch zur Annahme.

2. Zu zeigen: ¢ ist ein Monoid-Homomorphismus, d.h.
Fiir alle [u].,, [v]., € 7/, gilt ¥([u]o ov].,) = ¥([u),)ov([v]., ).
Durch Nachrechnen sieht man leicht, daf
P([u~y @ [v]0) = P([uv]e,) = 0wy = 0y 00, = P([ul~,) 0 ¥([v]~,)-

3. Zu zeigen: v ist injektiv, d.h. aus 4, = 4, folgt [u]., = [v]~,.

Es sei 0, = §, und z,y € X* beliebig. Wir zeigen, zuy € L impliziert
zvy € L (Aus Symmetriegriinden folgt dann automatisch die andere
Richtung und wir haben u ~p v). Sei nun also zuy € L. Dann ist
d(qo, zuy) € F. Fiir ¢ := d(qo, x) gilt:

(g0, zuy) = 0(qu, uy)
= 0y(du(qr))
3y (64(q1)
)

q
y(0u(gq1)) mit 9§, =9,
(qla vy
d(qo, zvy).

Wegen 6(qo, xvy) € F folgt zvy € L.

4. Zu zeigen: v ist surjektiv. Da jedes 6, € M} Bild von [u]., ist, ist ¢
trivialerweise surjektiv. .
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Fiir regulére Sprachen haben wir also den Zusammenhang zwischen syntak-
tischer Kongruenz und syntaktischem Monoid hergestellt. Daraus folgt das
néchste Korollar:

Korollar 1.13 L ist regulir gdw ~ hat endlichen Index?.

Beweis:

“~»” Einfach, da M, ~ ¥*/_, als Ubergangsmonoid eines endlichen Auto-
maten endlich ist.

“«~” Wir zeigen, da§ L von ¥*/., akzeptiert wird (und somit regulir ist,
falls ¥* /., endlich ist — siehe Satz 1.8). Dazu definieren wir

p:X — X/,
u = [|u]e,,

und zeigen ¢ 1 (¢(L)) = L. Damit dies gilt, mufl aus u € L und ¢(u) =
¢(v) folgen, daBl v € L ist. ¢p(u) = ¢(v) gilt aber genau dann, wenn fiir
alle x,y € ¥* gilt: xuy € L gdw zvy € L. Insbesondere fiir xt =€ =y
folgt u € L gdw v € L. .

Beispiel 1.14 Es sei L = Y*o7X* fiir ¥ = {0, 7}. Offensichtlich ist A; in
Abbildung 1.1 ein nicht-deterministischer Automat fiir L. Die Potenzmen-
genkonstruktion (bei der wir uns auf die erreichbaren Mengen beschrinken
konnen) liefert uns mit A einen deterministischen Automaten fiir L, der
aber noch nicht minimal sein muf}. Dafiir muf} er noch minimiert werden.
Man berechnet dazu die Aquivalenzklassen der folgenden Relation auf den
Zustdnden und fafit hinterher dquivalente Zustinde zu einem neuen zusam-

men: ¢ ~4 ¢ gdw L,(A) = Ly (A).

Zur Bestimmung dieser Aquivalenzklassen berechnen wir zunichst ~,, fiir
n > 0.

g~oq gdw (g€ Fundq¢ € F)oder (¢ ¢ Fund ¢ € F),
q~np1 ¢ gdw g~y ¢ und fiir alle o € ¥ gilt §(q,0) ~, §(¢', 0).

3Der Index einer Aquivalenzrelation ist die Anzahl ihrer Aquivalenzklassen
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Ay
0
o, T o, T
Az
q = {1} o ={1,2} ¢ = {1,3} g3 ={1,2,3}
7 | % | %\ | "@
-
T ag T o
A3z
T | % | %
T o g, T

Abbildung 1.1: Die Automaten A;, A und A3
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Da @ endlich ist, existiert ein k mit ~, = ~,; und man zeigt leicht, daf}
~p = oy ist. In ~y bestehen die Aquivalenzklassen aus den Endzustinden
{q2, ¢3} und den Nicht-Endzustéinden {go, ¢ }. Beziiglich ~, gibt es drei Aqui-
valenzklassen: Die Endzustinde {q¢2, ¢3}, der erste Zustand {qp} und der zwei-
te Zustand {¢;}. Da ~y = ~q gilt, folgt, daBl der minimale Automat drei
Zustande hat, die wir mit A, B und C' in A3 bezeichnet haben.

Wir betrachten nun das zu Aj zugehdrige Ubergangsmonoid:

ABC ABC ABC
6E_ABC’ 5U_BBC_6M’ 6T_AC’C’_6TT’
ABC
= = = fiir all >
Ogr cCC Orgr = Ogry TUr alle w €
ABC
670— BOC —57'00-

Es ist also M4, = {0, s, 7,057, 0:5}, wobei die oben genannten Identitéten
die Multiplikationstafel liefern. Z.B. gilt §,, 0 6, = d,.

Beispiel 1.15 Nicht jedes endliche Monoid ist syntaktisches Monoid einer
reguldren Sprache: Sei M = {1, a,b, ¢} mit der durch die folgende Multipli-
kationstafel gegebenen Operation.

b a, b, ¢ sind sogenannte Rechtsnullen, d.h. fiir alle = €

Mgltz-a=a,z-b=0>b,x-c=c.

o T o Yo
o T
SN R
oo T T

o o o aolo

Wir werden nun zeigen, dal M kein syntaktisches Monoid ist:

Angenommen, M ist syntaktisches Monoid von L. Dann gibt es einen Iso-
morphismus ¢ : M — ¥*/.,. Von ~, wissen wir:

vwel ~ Jul., CL,
ug L ~ [u]l., CL.
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Daher mu8 fiir m € {a, b, c} gelten:

Es gibt also zwei Elemente in {a, b, ¢}, die beide in L oder beide in L liegen.
Wir betrachten nun exemplarisch den Fall ¢(a) € L und ¢(b) C L. Alle
anderen Fille (wie z.B. ¢(b) C L, ¢(c) C L) konnen entsprechend behandelt
werden.

Behauptung: ¢(a) C L und ¢(b) C L ~ ¢(a) = ¢(b) im Widerspruch zur
Injektivitdt von ¢.

Sei nun ¢(a) = [u|~,, ¢(b) = [v]~,. Wir miissen also zeigen, dafl u ~ v gilt
(das heifit ¢(a) = ¢(b)). Seien dazu z,y € X* gegeben.

1. Fall [y]., # [€]~, ([y]~, ist also nicht das Einselement von ¥*/_, ). Dann
gilt

¢ (vuyle,) = o (2o, [ul-,ly],)
= ¢71([$]NL)¢71([U]NL)qﬁfl([y]NL)
¢~ ([y]~.)

(da ¢~'([y]~,) nicht Einselement ist, ist es
Rechtsnull, d.h. es “frifit” alles links von sich)

= ¢~ ([]~)7 (0]~ ([y]s)
= Qbil([xvy]NL)'

Daraus folgt [zuy|., = [zrvy]~,, d.h. zuy ~p rvy und insbesondere gilt
ruy € L gdw xvy € L.

2. Fall [y]., = [d].,.
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Dann gilt

¢ (vuyle,) = o ([l luley)er)
= ¢ ([e]~)07 ([u]+,)
(da ¢~ '([y]~,) Einselement ist)

)
= ¢ ([U]NL) =a
( )

¢ ovyle,) = ¢ (ol lv]vs W)

Da ¢(a) € L und ¢(b) C
xvy € L.

Fassen wir die beiden Fille zusammen, so folgt, daf} fiir beliebige z,y € ¥*
gilt: zuy € L gdw xvy € L. Aus der Vervollstindigung des Beweises um die
anderen Fille folgt dann, daf}, egal wie ¢ sich verhilt, es nie injektiv sein
kein. [ ]

Der Zusammenhang zwischen reguléren Sprachen und endlichen Monoiden
148t sich ausnutzen, um bestimmte Teilklassen der Klasse der regulédren Spra-
chen iiber bestimmte Klassen endlicher Monoide zu definieren.

Definition 1.16 Es sei V eine Klasse endlicher Monoide. Wir definieren die
zugehorige Klasse L(V) von Sprachen durch

L(V)s = {LCS [T/, eV}

Eine Sprache L C ¥* ist also in L(V)y, falls ihr syntaktisches Monoid in V'
ist. Mit Korollar 1.13 sind alle Sprachen aus L(V)y reguldr. Um “verniinf-
tige” Klassen von Sprachen zu erhalten (mit “verniinftigen” Abschlufleigen-
schaften), mufl man von Klassen endlicher Monoide ausgehen, die verniinftige
Abschlufeigenschaften haben — und iiberpriifen, dafl sich diese Eigenschaf-
ten auf die Sprachklassen iibertragen. Als besonders interessant haben sich
die sogenannten M—Varietédten erwiesen:
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Definition 1.17 FEine nicht-leere Klasse endlicher Monoide, die abgeschlos-
sen ist unter Bildung von Untermonoiden, bindrem direkten Produkt und
homomorphen Bildern, heifit M—Varietdt.

Erkldrung zu den Abschlufeigenschaften:

Untermonoid: N C M heiit Untermonoid von (M, e, 1), falls gilt: 1 € N
und n,n' € N ~ nen' € N. Ein Klasse V' von Monoiden ist abgeschlossen

unter Bildung von Untermonoiden, wenn gilt M € V und N Untermonoid
von M ~ N eV.

Homomorphes Bild: Ist ¢ : M; — M, ein surjektiver Homomorphismus, so
ist M5 homomorphes Bild von M. Ein Klasse V' von Monoiden ist abgeschlos-
sen unter homomorphen Bildern, wenn aus M; € V und M, homomorphes
Bild von M, folgt, dal auch M, € V.

Direktes Produkt: M; x My, = {(m,n) | m € M; und n € M,} ist das
direkte Produkt zweier Monoide M;, My mit (m, n) ey, xar, (M, n') := (meyy,
m',n ey, n') und 1apwan = (agy, 1ag). Ein Klasse V' von Monoiden ist
abgeschlossen unter direktem Produkt, wenn gilt M, My € V ~» My X My €
V.

Beispiel 1.18 Sei V; die Klasse aller endlichen Gruppen. Wir werden zei-
gen, dafl Vi eine M—Varietét ist.

Daf§ das homomorphe Bild einer endlichen Gruppe wieder eine endliche Grup-
pe ist und das direkte Produkt zweier endlicher Gruppen wiederum eine
endliche Gruppe ist, 1483t sich leicht nachpriifen. Interessant ist der Abschluf}
unter Untermonoidbildung (Wir benétigen dazu die Endlichkeit: so ist z.B.
(N, +,0) Untermonoid von (Z, +,0), aber keine Gruppe!).

Sei also G eine endliche Gruppe und M ein Untermonoid von G. Wir zei-
gen, dal M auch eine Gruppe ist, d.h. fiir alle n € M gilt n=* € M. Dazu
betrachten wir zu n € M folgende Abbildung:

b M — M

m +— men.

Da G Gruppe ist, kann man kiirzen, d.h. men = m’ en ~ m = m' und
daraus folgt, daf3 ¢, injektiv ist. Da M endlich ist, ist ¢, auch surjektiv.
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Deshalb gibt es ein 7 € M mit ¢,(72) = 1, d.h. n e 7 = 1. Die Konstruktion
von ¢, zeigt also, dafl das Inverse zu beliebigen n € M ebenfalls in M ist,
also ist M Untergruppe von G und Vg eine M—Varietit.

M-—Varietéten sind unter anderem deshalb interessant, weil sie “durch Glei-
chungen schliefllich definiert” werden konnen (Erkldrung folgt). Es sei X ein
abzéhlbares Alphabet. Eine Gleichung ist von der Form v = v mit u,v € X*
(statt e schreiben wir meist 1 in Gleichungen). Ein Monoid M erfillt eine
Gleichung u = v, falls ¢(u) = ¢(v) fiir jeden Homomorphismus ¢ : X* — M
gilt. Z.B. ist zy = yx eine Gleichung (z,y € X), die von allen kommutati-
ven Monoiden erfiillt wird: Sei M kommutatives Monoid und ¢ : X* — M
Homomorphismus mit ¢(z) = m, ¢(y) = n. Dann gilt:

d(ay) = d(z) e p(y) =men =nem = p(y) e ¢(x) = p(yx).

Definition 1.19 Es sei U = (u,, = v,,),>1 eine Folge von Gleichungen. Eine
Klasse V' von endlichen Monoiden wird schliefSlich definiert durch diese Folge
U, falls fiir jedes endliche Monoid M gilt: M € V genau dann, wenn es fiir
M ein ky € N gibt, so dafl M alle Gleichungen (u,, = vy,)n>g,, erfillt.

Diese Folge U von Gleichungen muf} natiirlich nicht aus paarweise verschie-
denen Gleichungen bestehen, sie kann z.B. auch aus einer einzigen bestehen.
Der folgende Satz (ohne Beweis) beschreibt den oben genannten Zusammen-
hang zwischen M—Varietidten und Folgen von Gleichungen.

Satz 1.20 [Eilenberg, Schiitzenberger] Jede M-Varietit kann durch Glei-
chungen schliellich definiert werden und umgekehrt ist jede durch Gleichun-
gen schliefllich definierte Klasse endlicher Monoide eine M—Varietit.

Fortsetzung Beispiel 1.18 Die M—Varietdt Vi aller endlichen Gruppen
wird schliellich definiert durch

(2" =1)(u>1)  Wobei ni=kgV(1,...,n).
Beweis:
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1. Sei G € V. Wir wissen: Fiir k = |G| und alle g € G gilt: ¢* = 1. Fiir
alle n > k ist k natiirlich ein Teiler von 17 = kgV'(1,...,n). Deshalb
erfiillt G also ¢" = 1 fiir alle n > k.

2. Erfiillt ein endliches Monoid G die Gleichung ¢* = 1, so ist G eine
endliche Gruppe, da es zu jedem g € G ein Inverses g ! = g* ! gibt.

Aus den Abschlufleigenschaften einer M—Varietdt V' ergeben sich auch Ab-
schluBeigenschaften fiir die Klasse regulérer Sprachen L(V'). Im folgenden
werden wir exemplarisch den Abschlufl unter Booleschen Operationen zei-
gen. Dazu benétigen wir zunédchst folgendes Lemma.

Lemma 1.21 Sei V eine M—Varietidt und L C ¥* eine Sprache, die von
einem M € V akzeptiert wird. Dann ist auch M, =%*/.,, € V.

Beweis: Da M die Sprache L akzeptiert, gibt es einen Homomorphismus
¢ : X* — M und eine Menge N C M mit L = ¢~'(N).

Ohne Einschrinkung sei ¢ surjektiv (wenn es das nicht ist, dann nehmen wir
das Untermonoid M’ = ¢(X*) C M, das ja auch in V' ist, und N' = NN M").
Zu ¢ definieren wir nun die Aquivalenzrelation ~, auf ¥* durch

U g v gdw B(u) = 6(v)

und priifen nach, daff ~, tatsichlich eine Verfeinerung von ~, ist (~y C ~).
Das wird uns erlauben, einen surjektiven Homomorphismus von M nach M,
zu definieren, aus dessen Existenz dann folgt, dafl M, € V gilt.

Behauptung: ~; C ~.

Sei u ~4 v und z,y € X* beliebig und gelte zuy € L. Dann ist ¢(zuy) € N
und auflerdem gilt:

d(zvy) = o(x)o(v)o(y)
= ¢(@)p(u)e(y) (wegen u ~y v)
= ¢(xuy) € N.
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Damit ist dann auch zvy € L. Das heiflt, gilt u ~, v, dann auch u ~p, v.
Deshalb kénnen wir nun folgenden Homomorphismus definieren:
v M — ¥/,
m — |u]., falls ¢p(u) = m.
Da ~, C ~p gilt, ist 1 reprisentantenunabhingig. Wegen der Surjekti-
vitdt von ¢ gibt es zu jedem m ein u mit ¢(u) = m, also ist ¢ wohlde-
finiert. Offensichtlich ist ¢ ebenfalls surjektiv. Also folgt aus M € V und

der Abgeschlossenheit von M—Varietidten unter homomorphen Bildern auch
ML = E*/NL eV. =

Nun also der versprochene Satz.

Satz 1.22 Sei V' eine M—Varietét. Dann ist L(V)y, abgeschlossen unter Ver-
einigung, Durchschnitt und Komplement.

Beweis: Es gentigt natiirlich, Abschluff unter Durchschnitt und Komplement
zu zeigen.

Komplement: Man sieht leicht, dafi eine Sprache und ihr Komplement das-
selbe syntaktische Momnoid haben: M; = Msy-\1, da die Aussage ruy €
L gdw xzvy € L dquivalent ist zu zuy ¢ L gdw zvy ¢ L. Das heifit, daf}
u ~p v gdw u ~ye\ 1, v und deshalb My = X%/, = E*/NE*\L = My, ist.

Durchschnitt: Seien L, L € L(V)y, d.h. ¥*/_ X%/, € V. Seien
p:X — X/,
u = [l
X = X/,

u o [u]e
die kanonischen Homomorphismen. Wir wissen (siche Beweis von Korol-
lar 1.13), daB fiir N = ¢(L) und N’ = ¢'(L') gilt: L = ¢~"(N) und L' =
¢ 1(N'). Definieren wir

¢ = T/, xT/.,

w o= ([uleg, fuley,),
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dann sehen wir:

¢ '(NxN') = {ue>*|¢(u) € Nund ¢'(u) € N'}
= ¢7'(N)n¢ (V)
= LnL.

Also akzeptiert M = ¥*/., x ¥*/.,, die Sprache L N L' und wegen der
Abgeschlossenheit von V' unter direktem Produkt ist M € V. Lemma 1.21
liefert dann, dafl das syntaktische Monoid M ebenfalls in V' ist. "

Manchmal ist es giinstiger, Halbgruppen statt Monoide zu betrachten (Erin-
nerung: In Halbgruppen fordert man nur eine assoziative bindre Operation,
aber kein Einselement). Die bisher betrachteten Begriffe und Ergebnisse las-
sen sich auf (akzeptierende) Halbgruppen iibertragen.

Die syntaktische Kongruenz ~ ist auch eine Kongruenz auf der freien Halb-
gruppe Xt = ¥* \ {e}. Fiir eine Sprache L ist die syntaktische Halbgruppe
S, (das S kommt von “semigroup”) definiert durch %/, . Diese erhilt man
ebenfalls iiber die Betrachtung des minimalen Automaten und dessen Uber-
gangshalbgruppe {d,, € Q¢ | w € ¥},

Eine S-Varietdt ist eine unter (binéren) direkten Produkten, homomorphen
Bildern und Unterhalbgruppenbildung abgeschlossene Klasse endlicher Halb-

gruppen.
S—Varietdten konnen ebenfalls durch Gleichungen schliefilich definiert wer-
den, d.h. Satz 1.20 gilt auch in einer Halbgruppenvariante 1.20s, die dadurch
entsteht, dafl man in ihm “Monoide” durch “Halbgruppen” und “M-Va-
rietdten” durch “S—Varietédten” ersetzt.

S—Varietdten werden betrachtet, da sie oft eine feinere Aufteilung liefern als
M-—Varietéten. Zum Beispiel wird die Gleichung zy = y nur von dem trivialen
Monoid erfiillt (1 = 1 e m = m fiir alle m € M). Aber es gibt nicht-triviale
Halbgruppen, die diese Gleichung erfiillen.

Fiir eine S—Varietdt V ist

LV)s={LCX"|S,eV}
die zugehorige Sprachklasse. Lemma 1.21 und Satz 1.22 gelten ebenfalls in
ihren Halbgruppenvarianten 1.21s und 1.22s.
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1.3 Regulidre Sprachen und logische Formeln

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Begriffe fiir die folgenden zwei
Kapitel eingefiihrt, in denen wir den Zusammenhang herstellen zwischen einer
bestimmte Teilklasse von Formeln der Logik erster und zweiter Stufe und
den von ihnen beschriebenen Sprachklassen. Sollten Begriffe aus der Logik
unbekannt sein, so findet man sie in [Sch92] erliutert.*

Wir verwenden Logik mit Gleichheit, d.h. es gibt ein binéres Priadikat “=",
das immer als Identitdt interpretiert wird. Als nicht-logische Symbole ver-
wenden wir zuniichst nur eine binire Relation “<” und endlich viele ein-
stellige Priadikatssymbole Py, ... , P,. Auflerdem betrachten wir nur endliche
Interpretationen, in denen “<” als totale Ordnung < interpretiert wird.

Solche Interpretationen konnen als Worter iiber ¥ = {0, 1}* aufgefafit wer-
den:

e dom(I) ={dy,...,d,} wobei d; < dy < --- < d,.

e Fiir 1 <i<nseio;=(by,...,bx) €2, wobei

I
] 0 sonst.
Dann entspricht I dem Wort o,05 - --0,. Umgekehrt liefert jedes Wort der
Lange m > 1 iiber ¥ (bis auf Isomorphie) genau eine Interpretation mit
einem Interpretationsbereich der Méchtigkeit m.

Beispiel 1.23 Sei £ = 1, d.h. ¥ = {0,1} und es gebe nur ein einstelli-
ges Priadikatssymbol P;. Dem Wort 010 entspricht eine Interpretation I mit
dom([) = {dl, dg, d3}, d; < ds < dz und P1[ = {dg}

4Wie iiblich lassen wir in logischen Formeln die Klammern héufig weg. Es gelten dann
die folgenden Klammerungsregeln: Die logischen Junktoren <, =, V, A, = binden (in
dieser Reihenfolge) mit zunehmender Stirke; der Skopus der Quantoren Jz. und Vy. reicht
bis zur niichsten umgebenden schlielenden Klammer (oder bis zum Ende der Formel). Die
vollstindige Klammerung der Formel Vz. (3y.¢ V¢) & x V£ A0 = (A Jy. ¢ V ¥ ist also

Vo ((Fy- (o V) & (X V (=§) AB)) = (CA (Fy-(¢V¥)))))-
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Anstelle von Interpretationen werden wir daher im folgenden stets Worter
iiber ¥ = {0, 1}* verwenden. Es macht daher Sinn, ein Wort w € ¥* Modell
einer Formel ¢ zu nennen (w = ¢).

Definition 1.24 Sei ¢ eine geschlossene Formel der Logik erster Stufe, die
die nicht-logischen Symbole <, Py, ..., P, verwendet. Sei ¥ = {0, 1}*. Dann
definiert ¢ die Sprache

L(¢) ={w € X" | w = ¢}.

Da Interpretationen stets nicht—leeren Bereich haben, entspricht keine In-
terpretation dem leeren Wort e. Deshalb enthilt kein L(¢) das leere Wort.
Diese Einschréankung ist aber unwesentlich, da z.B. eine Sprache L genau
dann regulir ist, wenn L\ {€} regulér ist.

Beispiel 1.25 Sei k = 1, d.h. ¥ = {0, 1}. Die Sprache 11*0* wird definiert

durch die Formel
dx. P (x)A

(Vy.y <z = P (y))A
(Vy.x <y = —Pi(y)),

wobei z < y eine Abkiirzung fiir (x < y V z = y) ist.

Satz 1.26 Boolesche Operatoren in Formeln entsprechen Booleschen Ope-
ratoren auf Sprachen. Mit anderen Worten gilt fiir geschlossene Formeln ¢, 6:

L(~¢) = S*\L(9),
L6AY) = L($)NL),
L6VO) = L($)UL).

Der Beweis ergibt sich direkt durch Einsetzen der Definitionen.

Bei der Beschreibung von Formeln sind folgende Abkiirzungen hilfreich:

Q. (x) Fiir jedes 0 € ¥ kiirzt man mit Q,(z) ab, da§ an der Stelle = das
Symbol o steht. Fiir £ = 2,5 = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} iibersetzt

man zum Beispiel Q(11)(x) mit Py (z) A Py(x), und Q1,0y(x) mit P (z) A
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min(xz) Durch die Formel min(x) driickt man aus, da§  der Wortanfang
ist: min(z) entspricht —=Jy.y < z.

max(z) Die Formel max(z) definiert entsprechend das Wortende: max(z)
entspricht Vy.y < x.

succ(x,y) Die nichste Stelle nach x im Wort ist y: succ(x,y) entspricht
r<yA-Jzrz<zAz<uy.

s(x) Anstelle der Formel succ(z, y) kann man auch eine Nachfolgerfunktion
verwenden: Die Aussage s(x) = y entspricht succ(z, y) V (max(z) Az =

y).

min, max Entsprechend kann man auch statt der Pridikate min(x), max(x)
Konstanten min, max einfiihren.

pred(zx,y) Der Vorginger 148t sich wie der Nachfolger definieren: pred(z, y)
entspricht y < . A —-Jz.y < z Az < .

p(x) Anstelle der Nachfolgerfunktion kann man wieder die Vorgéngerfunk-
tion verwenden: Die Aussage p(x) = y entspricht pred(z,y)V (min(z) A
T =y).

Den Gewinn an Ubersichtlichkeit durch diese Abkiirzungen illustriert das
néchste Beispiel:

Beispiel 1.27 Die regulire Sprache a(ba)* kann beschrieben werden durch:

Q. (min)A
(V. Vy.Qu(z) Asuce(z,y) = Qu(y)) A
g’x( Vy. C))b(x) A suce(z,y) = Qu(y)) A

Uns interessiert nun, welche Sprachen man durch Formeln der Logik erster
Stufe beschreiben kann. Wir werden sehen, dafl man nur reguldre Sprachen
durch Formeln der Logik erster Stufe beschreiben kann — aber kann man
jede regulidre Sprache durch Formeln der Logik erster Stufe beschreiben?
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Beispiel 1.28 Die regulire Sprache L = a(aa)* kann nicht durch eine For-
mel der Logik erster Stufe beschrieben werden. Wir werden spéter sehen, wie
man das zeigt.

Erlaubt man Quantifizierung iiber einstellige Pridikate (und verlifit also die
Logik erster Stufe), so kann man L durch folgende Formel definieren. Als
Variablen fiir einstellige Pradikate verwenden wir im folgenden grofle Buch-
staben und als Variablen fiir Objekte (Stellen im Wort) wie bisher kleine.

L = a(aa)* wird beschrieben durch:

3X.3Y. X (min) A X (max) A
(Va.Vy. X (z) A suce(z,y) = Y(y)) A
(V. Vy. Y (z) Asuce(z,y) = X(y)) A
(Vo. X (z) & Y (2))
(V2. Qa(2)).

Dabei steht X fiir die ungeraden Positionen im Wort und Y fiir die geraden.
X (min), X(max) garantiert, da§ das Wort mit derselben Paritét aufhort,
mit der es angefangen hat.

Wir werden spéter sehen, da} man durch Formeln, die derartige Quantifi-
zierungen zweiter Stufe zulassen, genau die reguléren Sprachen beschreiben
kann. In Kapitel 3 werden wir die Klasse von Sprachen untersuchen, die genau
durch Formeln der Logik erster Stufe (in denen also keine Quantifizierungen
zweiter Stufe erlaubt sind) beschrieben werden konnen. Zum Aufwéirmen be-
trachten wir in Kapitel 2 eine kleinere Klasse von Sprachen: Diejenigen, die
durch quantorenfreie Formeln beschrieben werden kénnen.
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Kapitel 2

Verallgemeinert—definite
Sprachen und quantorenfreie
Formeln

Wir fiihren zunéchst die Sprachklasse direkt ein und zeigen dann, wie man
sie mit Hilfe von Halbgruppen und Formeln charakterisieren kann.

2.1 Verallgemeinert—definite Sprachen

Informell sind dies Sprachen, bei denen nur die ersten und letzten k& Buch-
staben eine Wortes interessant sind.

Definition 2.1 Die Klasse By der verallgemeinert—definiten Sprachen ist wie
folgt definiert: L C ¥* gehort zu (Bp)y genau dann, wenn es ein k£ > 0 gibt,
so daB fiir alle w € L gilt:

Ist w =wv =v'u mit |u| = |u'| =k, so ist uX* NE*u C L.

Dabei bezeichnen u¥* und X*u' die Worter, die mit u beginnen bzw. mit u’
aufhoren.
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Ob ein Wort w zu L gehort, hingt also nur von den ersten und letzten k
Buchstaben ab.

Lemma 2.2 Fiir jedes endliche Alphabet X ist (Bpy)y der Boolesche Ab-
schlu8 der Sprachen {uX* | u € ¥*} U {X*u' | u' € X*}.

Beweis: Wir bezeichnen den Booleschen Abschlufi der Sprachen {uX* | u €
Y PuU{X | v € £} mit Bf und zeigen also (By)s = B%.

“C” Essei L € (By)y und k die in Definition 2.1 geforderte Zahl.

1. k=0:
Dann ist entweder L = () oder L = X*. Es gilt ) € B, da () =
uX* NuX* € B fiir beliebiges u, und es gilt ¥* € BY, da ¥* =

eX* € BS.
2. k>0
Wir zeigen
L= U wE'nZw'u{vel]|k> |}
|u|=k=[u'|
uE NS/ CL

“D” st trivial.

“C” Es sei w € L. Der Fall |w| < k ist trivial. Sei also |w| >
k. Damit existieren u,u’,v,v" mit |u| = |v/| = k und w =
uv = v'u’. Aus w € L folgt nach Definition von (Bj)y bereits
uX* N Y*u C L.

Es bleibt zu zeigen, dal {v € L | k > |v|} im Booleschen Abschluf}

By, ist. Es gilt aber

{v} ==\ vEZ" = vZ*\ (| vol*) € Bs.

oeX

“>” Wir miissen zeigen, dafl w¥* ¥*w € (By)y und daf (By)x abgeschlos-
sen ist unter den Booleschen Operationen.
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1. Wir zeigen w¥* € (By)y. Wir wihlen dazu k£ = |w|. Offenbar gilt
fiir alle w' = wv = v'u’ (mit |u| = |u'| = k) v’ € WE* gdw u = w.
Es ist daher uX*NY*u’ C w¥*, d.h. die Bedingung in Definition 2.1
ist erfiillt und w¥* € (By)y.

2. Der Fall X*w kann entsprechend behandelt werden.

3. Wir zeigen, dafl (Bj)sx unter Vereinigung abgeschlossen ist. Es
sei L; € (BO)E; Ly € (BO)E mit Zahlen I{Il,kQ. Wir wéahlen £ =
max{ky, ko }. Beachte: Ist u = ujus, so ist u; X* D uX* und X*uy O
¥*u. Damit folgt leicht, dal k£ das Gewiinschte leistet.

4. Wir zeigen, dal (By)s unter Komplementbildung abgeschlossen
ist. Es sei L € (By)y und k die entsprechende Zahl. Diese ist auch
passend fiir L. Es sei w = uv = v'v’ € L, |u| = |u'| = k. Wire
uX* NY*u' ¢ L, so gibe es w' € uX* N Y*u' mit w' € L. Daraus
wiirde aber uX* N Y*u’ C L folgen, im Widerspruch zu w € L.

5. Dasich der Durchschnitt durch Vereinigung und Komplement aus-
driicken 148t, folgt die Abgeschlossenheit von (By)y unter Durch-
schnitt unmittelbar. .

2.2 Die zugehorige S—Varietat

Um die S—Varietit fiir verallgemeinert—definite Sprachen zu definieren, benéti-
gen wir zunéchst den Begriff der idempotenten Elemente einer Halbgruppe.

Definition 2.3 Es sei S eine Halbgruppe. Ein Element e € S heif3t idempo-
tent, falls e @ e = e gilt.

Offenbar ist ein Einselement idempotent. Es kann aber noch weitere Idem-
potente geben.

Satz 2.4 Es sei S eine endliche Halbgruppe und m € S. Dann enthilt die
Menge {m, m? m3,...} ein Idempotentes.
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Beweis: Da S endlich ist, existieren 7, k > 1 mit m? = m***:

mz+k71

- s v .

m m? mi/
\

mi—l—l mi+2

Offenbar existiert ein ¢ mit

o i </(<i+k(seil=1i+p),

e (! mod k) =0, d.h. es gibt ein ¢ mit ¢ = k('

Nun kann man zeigen, dafl m¢ ein idempotentes Element ist:

14 14

mtemt=m""" em ¢

U ; U N
kL :mz-i-ké .mp:mz.mp:m.

Beachte: Sind mf, m*tl ... m*=! alle verschieden (d.h. k ist minimal
gewihlt), so ist {m?,m*! ... mi*k=1} eine zyklische Gruppe mit Einsele-
ment, m?.

Korollar 2.5 Es sei S eine endliche Halbgruppe, |S| < n. Dann gilt fiir
n=kgV(l,...,n)und alle m € S: m™ ist idempotent.

Beweis: Offenbar findet man im Beweis des Satzes 2.4 1 und k mit i+k—1 <
n. Es ist daher £ < n und somit ist ¢ ein Teiler von 7, d.h. m = ¢ ¢'. Es folgt
m™ = (m")" = m’. .
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Definition 2.6 Die Klasse D besteht aus allen endlichen Halbgruppen, fiir
die gilt: Fiir alle Idempotenten e € S ist eSe = e (d.h. {eme | m € S} = {e}).
Satz 2.7 D ist eine S—Varietét, die schliellich definiert ist durch

(%) a"ya" = 2" (n>1).

Beweis:

1. Es sei S € D. Mit Korollar 2.5 ist fir n > S| und m € S stets m™
idempotent. Aus der Definition von D folgt fiir alle m’ € S: m™m'm™ =
m”™, also erfiillt S die Gleichungen (*) schlieflich.

2. Gilt in S die Gleichung (x) fiir ein n, so gilt fiir alle Idempotenten e
und alle m € S: eme = e"me™ = €" = e, also ist eSe = e. .

Lemma 2.8 Es sei S € D.

1. Fir n > |S| und my,... ,m, € S ist m; - -- @ m,, idempotent.

2. Sind e, f € S idempotent und ist m € S, so gilt emf =ef.

Beweis:

1. Betrachte my, mymsy, mymoms, ... ,my---m,. Wegen n > |S| gibt es
¢ < jmit my---m; = my--mymgy - -my. Mit Satz 2.4 gibt es ein ¢
mit (m;yq - --m;)* =: e idempotent. Damit ist

My My = Mg Mg T - Ty,
= my o ma(mig s mg) g
m1---mi(mm---mj)llnjﬂ---mnmy--mi'

vl
e

~
e inS

(mi+1"'m])lm]+1 ---mn
—_—
— ml...;nnml...mn_
2. e(mf) = efe(mf) = e(femf) = ef. Wir haben zuerst e = efe und
dann f(em)f = f angewendet. Beide Gleichungen gelten nach Defini-
tion 2.6. .
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Wir koénnen jetzt den Zusammenhang zwischen D und B, zeigen.

Satz 2.9

o~

L(D) = By,
d.h. fiir beliebige L C X* gilt: S, = X/, e D & L € (By)s.
Beweis:

“2” Sei L € By, d.h. mit Lemma 2.2 ist L im Booleschen Abschluf} der
Sprachen {uX* | v € ¥*} U{EX*u' | v’ € ¥*}. Da nach Satz 1.22s L(ID)
unter Booleschen Operationen abgeschlossen ist, geniigt es fir uX* und

Y*u' zu zeigen, dafl sie in L(ID) liegen. Wir beschrinken uns hier auf
den Fall L = uX*, der andere ist symmetrisch.

Sei also L = uX*, |u| = n.

1. Fall n =0, d.h. L = ¥*. Dann ist ~;,= ¥* x ¥* d.h. S}, besteht
aus einem einzigen Element, das folglich idempotent ist. Offenbar
ist damit S;, € D.

2. Fall n > 0. Wir behaupten, da8 fiir alle w € ¥* mit |w| > n und
alle v € X* gilt:

wv ~p w, (2.1)

denn fiir alle x,y € ¥* gilt offenbar
zwvy € L =uX* gdw zwvy beginnt mit einem u
gdw rw beginnt mit einem wu
(da |w] = |uf = n)
gdw  zwy beginnt mit einem u
gdw  zwy € L = uX™.
Nun nehmen wir ein beliebiges idempotentes Element e € S,
und betrachten ein z € ¥* mit e = [z]., € S, = X1 /... Wegen
|z| > 1 ist |2"| > n und z erfiillt die Voraussetzung zu obiger
Behauptung. Also gilt fiir beliebige m = [y]., € St

em = e"m = [1"]., o [yl., = [2"yl., = [2"]., =" =
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Insbesondere folgt daraus fiir idempotente e: eme = ee = e, wor-
aus schlieflich Sy, € D folgt.

“C” Sei nun S, € D, n =|S.| + 1. Mit Lemma 2.8 (1) gilt fiir alle Worter
u der Linge n, dafi [u]., idempotent ist:

[U]NL = [01 - 'Un]NL = [Ul]NL o---0 [UH]NL'

Es sei nun € L mit || > 2n. Dann ist x = wou' mit |u] = |[v/| = n
und [u].,, [u']~, sind idempotent. Mit Lemma 2.8 (2) gilt dann fiir alle
Worter w € X7 :

ey o [0y o [)ey = [uley o],
= [ule, ool o),

Also ist wwu' ~p wou', und da © = wvu' € L vorausgesetzt war, gilt
uwu' € L fiir alle w € ¥*. D.h. uX*u' C L. Damit 148t sich L schreiben

als:
L= |J uwvu{wel]|w <2n}
uX*u'CL
ful=lu’/=n

Fiir jedes Wort w ist das Singleton {w} € (By)s , da {w} = w¥*\
Uges woX*. Bleibt zu zeigen, daf sich jedes der (endlich vielen!) uX*u’
mit Hilfe Boolescher Operatoren aus uX* und ¥*u darstellen 148t:

uX v = (uX* N Z*) N\ {w | |w| < 2n}.

Damit ist also L € (By)s. .

Korollar 2.10 Sei L C X* eine regulidre Sprache (gegeben durch einen re-
guldren Ausdruck, endlichen Automaten, etc.). Dann kann man effektiv ent-
scheiden, ob L € (By)y gilt oder nicht.

Beweis: Wir wissen, dafl zu L effektiv die syntaktische Halbgruppe S, kon-
struiert werden kann. (Nimm die Ubergangshalbgruppe {6, | u € %} des
minimalen Automaten.) Es bleibt zu priifen: fiir alle Idempotente e € S,
gilt eSpe = e. Da Sy laut Voraussetzung endlich ist, ist auch dies effektiv
moglich. .
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2.3 Quantorenfreie Formeln

In diesem Abschnitt betrachten wir Formeln, die als nicht-logische Sym-
bole wiederum die biniren Relationen “<”,“=” und die uniren Relatio-
nen Py,..., P, verwenden. Zusitzlich erlauben wir die Verwendung der im
ersten Kapitel definierten Konstanten min, max und der Vorgéinger— bzw.
Nachfolgerfunktionen s(z),p(z). Die Interpretation der Symbole sei wie in
Kapitel 1.3 eingeschrinkt. Interpretationen werden wieder als Worter iiber
¥ = {0,1}* betrachtet, und fiir 0 € ¥ verwenden wir wieder die Formel

(), () als Abkiirzung dafiir, dafl o an der Stelle = steht.

Bemerkung: Wir beschiftigen uns mit quantorenfreien Formeln, in de-
nen aber die Symbole min, max, s(z), p(z) auftauchen diirfen. In Kapitel 1.3
hatten wir diese Symbole durch Formeln beschrieben, in denen Quantoren
auftauchen. Daher ist es duflerst wichtig, dafl wir diese Symbole explizit zur
Verfiigung haben. Die hier betrachteten Formeln bezeichnen wir als quan-
torenfrei, da wir diese oben erwihnten Symbole nicht als Abkiirzungen (fiir
Formeln mit Quantoren) auffassen.

Satz 2.11 Essei ¥ = {0,1}*. Fiir L C ¥* sind #quivalent:

1. L € (By)s.

2. L\ {e} = L(¢) fiir eine quantorenfreie geschlossene Formel iiber den
nicht-logischen Symbolen “<”, “=” P, ..., Py, min, max, s, p.

Bemerkung: In quantorenfreien geschlossenen Formeln kommen keine Varia-
blen vor! Da {e} € (By)y ist, gilt L € (By)y genau dann, wenn L\ {e} €
(By)s.

Beweis:

“l ~ 2”7 Da Disjunktion von Formeln der Vereinigung von Sprachen ent-
spricht und Negation dem Komplement, geniigt es mit Lemma 2.2 Sprachen
der Form uX*, ¥*u’ zu betrachten.

Fiir u3* konstruieren wir die zugehorige Formel wie folgt:
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Sei u = oy -0, mit n > 1. Dann ist
Qo, (min) A Qy, (s(min)) A Qu, (s(s(min))) A ...
. A Qy, (5" '(min)) A 5" *(min) < max.

Das letzte Literal ist notig, um eine Interpretation der Kardinalitit n oder
grofer zu erzwingen (da s(max) = max). Es entféllt fiir n = 1.

Fiir ¥*u mit v wie oben sieht die zugehérige Formel so aus:

Qo, (max) A Q,, ,(p(max)) A ... A Qqy, (p"*(max)) A min < p"?(max)

Sei u = e. Dann ist uX* = ¥* = ¥*u und ¥* \ {e¢} = X*. Daher beschreibt
eine beliebige, stets wahre Formel (Tautologie) L, z.B. min = min.

“2 ~» 1”7 Sei ¢ eine quantorenfreie geschlossene Formel {iber den zur Verfiigung
stehenden Symbolen (ohne Variablen!). Alle Terme sind also aufgebaut aus
min, max, s, p.

Behauptung: Diese konnen so normalisiert werden, daf} sie nur noch von
der Gestalt

s"(min) fir ein  n > 0 oder

p"(max) firein n>0
sind. Dazu verwendet man, dafl wir s, p so konstruiert haben, da§ s(max) =
max und p(min) = min gilt und mit Ausnahme der Extremalpunkte max, min
stets s(p(d)) = d und p(s(d)) = d gilt. Wir kénnen daher ohne Einschréinkung
sagen, daf} die Formel ¢ Boolesche Kombination von atomaren Formeln der
folgenden Gestalt ist:

Pi(t), —P(t), t=t, t<t, t<t

fiir normalisierte Terme ¢,¢ (Beachte: =(t = ') = t < ¢ V' < t und
<ty =t <t)
e Eine atomare Formel der Form P;(s"(min)) wird erfiillt von

— bestimmten Wortern w der Lénge |w| < n. Da aber endliche Men-
gen von Wortern in (By)y sind, machen uns diese “kurzen” Worter
kein Problem.
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— Wortern der Lange > n. Da es sich hier nicht mehr zwangsléufig
um eine endliche Wortmenge handelt, muf§ sie genauer betrachtet
werden: Ein Wort w = oy ...0y,, m > n erfillt P;(s"(min)) gdw
sein (n + 1)ter Buchstabe o,,; € {0,1}* an der iten Komponente
eine 1 hat. Die Menge von Wértern mit dieser Eigenschaft 148t
sich beschreiben durch:

U wox* (2.2)
juf =7
o hat ite Komp. 1

Da jede der Mengen uoX* in (By)y ist, ist auch ihre endliche
Vereinigung in (By)s.

e Entsprechendes gilt fiir atomare Formeln der Form —F;(s™(min)): erset-
ze im Ausdruck 2.2 “hat ite Komponente 1”7 durch “hat ite Komponente
0”.

e Fiir atomare Formeln der Form P;(p™(max)) gilt ebenfalls beziiglich
Wortern der Lange < n das oben gesagte, und die Menge der Wérter
mit Linge > n 148t sich beschreiben durch:

U Yrou. (2.3)
juf =7
o hat ite Komp. 1

e Fiir =P;(p"(max)) ersetze im Ausdruck 2.3 “hat ite Komponente 1”
durch “hat 7te Komponente 0”.

e Formeln der Form ¢t = ¢/, ¢t < t/, t = t' sind entweder von allen
Wortern erfiillt, oder sie schrianken lediglich die Linge der sie erfiillen-
den Worter ein. Die Abbildung 2.1 illustriert die aufgefiihrten Fille.
(Zur Erinnerung: s(max) = max, p(min) = min.) Die atomare Formel

— s"(min) = s"(min) mit n < m erzwingt, daf alle sie erfiillende

Worter w Liange |w| < n + 1 haben. Die Menge dieser Worter ist
endlich, und endliche Wortmengen sind in (Bp)s.
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— s"(min) < $™(min) mit n < m erzwingt, daf alle sie erfiillende
Worter w Linge |w| > n + 1 haben. Diese Wortmenge ist zwar
unendlich, aber trotzdem in (By)s;, da ihr Komplement endlich ist
(dieses ist dann in (By)y, und damit auch die Menge selbst).

— p"(max) < s™(min) wird von Wértern w erfiillt, deren Linge
|lw| < n+m+ 1 ist. Endliche Wortmengen sind in (By)s.

Alle anderen Fille konnen entsprechend behandelt werden. .
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min s"(min)

min s™(min) s™(min)
s s s s s
p"(max) 5™ (min)
min s s max
p p

Abbildung 2.1: Beschréinkung der Wortlingen durch Formeln s"(min) =
§™(min), s"(min) < s™(min), p"(max) < s™(min)
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Kapitel 3

Sternfreie Sprachen

In diesem Kapitel betrachten wir die Sprachen, die genau durch Formeln der
Logik erster Stufe beschrieben werden koénnen.

3.1 Die Sprachklassen

Die Klasse der regulidren Sprachen erhilt man, indem man mit den endlichen
Sprachen beginnt und dann den Abschlufl unter

e Vereinigung (L; U L),

e Konkatenation (L; - Ly) und

e Stern' (L*)

bildet.

Wiirde man hier den Stern verbieten, so konnte man keine unendlichen Men-
gen erzeugen. Wir haben gesehen, dafl reguldre Sprachen auch unter den
Booleschen Operatoren Komplement und Durchschnitt abgeschlossen sind.
Das Komplement endlicher Sprachen ist offenbar unendlich. Wir nehmen nun

IMit “Stern” meinen wir im folgenden immer den Kleene-Stern.
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Komplement und Durchschnitt als Abschlufloperatoren hinzu und verbieten
dafiir den Stern.

Definition 3.1 Fiir ein endliches Alphabet X ist die Klasse der sternfreien
Sprachen SFy iiber ¥ die kleinste Klasse mit

e alle endlichen Sprachen iiber ¥ sind in SF¥;

e sind L,Ll,LQ € SFE, so auch L1 'LQ, L1 ULQ, L1 ﬂLg und f =X \L

Beispiel 3.2

1. ©* ist offensichtlich sternfrei, da ©* = 0.

2. Ist A C X, soist A* € SFy;, da

A* =\ (2 (Z\A)-2)=0nh-(ZNA)-D.

3. Fir ¥ = {a, b} ist a(ba)* € SFy, da
a-(ba)" =a-(X°\ (aX"UXDU X aaX” U X bbX"))

und wir in 1. gesehen haben, dafl ¥* € SFY,.

Das dritte Beispiel zeigt, dafy auch Sprachen, bei denen die offensichtliche Be-
schreibung den Stern verwendet, trotzdem sternfrei sein kénnen. Kann man
einer reguléren Sprache (gegeben durch einen reguléren Ausdruck mit Stern
oder einen Automaten) ansehen, ob sie sternfrei ist? Konkreter: Wie zeigt
man, dafl a(aa)* nicht sternfrei ist? Man kann dazu die Charakterisierung
der sternfreien Sprachen durch endliche Monoide verwenden.
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3.2 Aperiodische Monoide

In Kapitel 2 haben wir gesehen, daf} fiir ein Element m einer endlichen Halb-
gruppe die Menge {m, m? m?,...} stets ein Idempotentes enthilt:

mi-l—k—l

-« s v e

i+1 mi+2

m

Bei aperiodischen Monoiden kann hier stets £ = 1 gew#hlt werden.

Definition 3.3 Ein endliches Monoid M heif3t aperiodisch, falls es ein n > 1
gibt mit m™*t = m" fiir alle m € M.

Die Klasse der aperiodischen Monoide Ap wird also schliellich definiert durch
die Folge von Gleichungen (z"*' = z"),>,. (Beachte dazu: Ist m"™t = m",
so gilt fiir alle n’ > n auch m™*' = m™.) Wir wissen daher, daf8 die Klasse

der aperiodischen Monoide eine M—Varietét bildet.

Ist m* = m'** und sind m‘,m*,... m*1 paarweise verschieden, so

ist {m?,m*, ... mith=1} beziiglich der Monoidoperation eine (zyklische)
Gruppe. Das Einselement dieser Gruppe ist aber im allgemeinen nicht das
Einselement des Monoids.

Definition 3.4 Es sei (M,e,1) ein Monoid. Eine Teilmenge G C M heif3t
Gruppe in M, falls G eine Unterhalbgruppe von M ist (d.h. m,m’ € G ~
mem' € G), die beziiglich der Operation e in M eine Gruppe ist.

Das Einselement dieser Gruppe ist ein I[dempotentes von M, kann aber ver-
schieden vom Einselement 1 von M sein. Bei aperiodischen Monoiden M
sind die zyklischen Gruppen {m?, ... ,m*=1} stets trivial, d.h. sie haben
Kardinalitédt 1. Dies gilt fiir alle Gruppen in M:

Satz 3.5 Ein endliches Monoid M ist genau dann aperiodisch, wenn es nur
triviale Gruppen enthélt.
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Beweis:

“” Es sei M aperiodisch und n so, da m"t' = m" fiir alle m € M
gilt. Angenommen, G C M ist eine nicht—triviale Gruppe in M, d.h.
|G| > 1. Dann enthilt G neben seinem Einselement e noch ein g mit
g # e. Aus g"tt = ¢" folgt aber ¢ = e, da man in Gruppen kiirzen
kann.

«~" Es sei m € M. Wir betrachten wieder {m,m?,...}. Es sei k& > 1 mini-
mal, so daB es ein ¢ > 1 gibt mit m*** = m?. Da {m*, m**t ... mi*tk-1}
eine Gruppe in M ist, folgt £ = 1. Es gibt also fiir jedes m € M ein
i > 1 mit mmtt = min. Offenbar folgt fiir alle j > i,,, dai m/™! = m/
gilt. Daher liefert n := maxz{i,, | m € M} die gewiinschte Zahl mit
m™t = m™ fiir alle m € M. .

Unser Interesse fiir aperiodische Monoide riihrt daher, dafl diese genau den
sternfreien Sprachen entsprechen:

Satz 3.6 [Schiitzenberger| L(Ap) = SF, d.h. fiir L C ¥* gilt:

M, € Ap gdw L € SFy.

Der Beweis (insbesondere von “~»”) ist sehr aufwendig (siehe z.B. [Eil76,
Vol. B]) und wird hier nicht gefiihrt.

Korollar 3.7 Essei L C X* eine regulére Sprache (gegeben durch reguléren
Ausdruck, endlichen Automaten, ... ). Dann kann man effektiv entscheiden,
ob L € SFy, gilt oder nicht.

Beweis: Konstruiere das syntaktische Monoid und iiberpriife, ob dieses ape-
riodisch ist. .
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Beispiel 3.8 Es sei ¥ = {a}. Dann ist a(aa)* ¢ SFx.

Beweis: Der minimale Automat fiiv L = a(aa)* ist Ag:

O —)

Offenbar ist A;, deterministisch und die Zustdnde 1 und 2 sind nicht dqui-
valent. Die Trigermenge des Ubergangsmonoids besteht aus den Funktio-
nen 6 = {1 — 1;2 +— 2}, 6, = {1 — 2;2 +— 1} (04a = 0¢). Damit ist
My = {6, 0.} mit §, 0 0, = &, d.h. M ist eine (zyklische) Gruppe der Ord-
nung 2. Damit ist M, selbst eine nicht—triviale Gruppe in M. .

3.3 Formeln der Logik erster Stufe

Nachdem wir eben gesehen haben, daf§ sternfreie Sprachen den aperiodischen
Monoiden entsprechen, werden wir nun zeigen, daf} die sternfreien Sprachen
genau durch Formeln der Logik erster Stufe definiert werden koénnen.

Satz 3.9 Fiir L C ¥* sind dquivalent:

1. L € SFy.

2. L = L(¢) fiir eine geschlossene Formel ¢ der Logik erster Stufe iiber
den nicht-logischen Symbolen =, <, @, (a € X).

Beachte: An Stelle von Py, ..., P, verwenden wir hier (ohne Einschréinkung)
direkt @, fiir a € ¥ als Pradikatssymbole.

Der Beweis von “1 ~» 2”7 ist relativ einfach, wihrend die andere Richtung
sehr aufwendig ist.

3.3.1 Beweis von “l ~» 2” des Satzes 3.9

Sternfreie Sprachen entstehen aus endlichen Sprachen durch Anwendung der
Booleschen Operationen und der Konkatenation.
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Endliche Sprachen

Offenbar geniigt es, Einermengen {w} fiir w € ¥ zu betrachten. Fiir w =
ap---a, € 2 sei

G =3y ...3xn Qo () Aot AQy, (z,) A

n—1

/\ (:rj <zjpAN-TJzx; <zAz< :rj+1) A
Jj=1

—(Fz.z <z Vo, <2).

Offensichtlich ist L(¢,) = {w}.

Boolesche Operatoren

Boolesche Operatoren auf Sprachen entsprechen nach Satz 1.26 den logischen
Junktoren A, V, —.

Konkatenation

Die Konkatenation L; - Ly entspricht im Prinzip dem existentiellen Quan-
tor (“es gibt eine Trennstelle, so da8 vor ihr ¢, gilt und hinter ihr ¢,”).
Betrachten wir hier zunéchst ein Beispiel:

Ly :=at und Ly := b" werden beschrieben durch ¢; = Vz.Q,(x) und ¢y =
V. Qp(x). Die Sprache L; - Ly wird beschrieben durch
Jz. ((‘v’x:r < 2= Qo)A (Vow > 2= Quln)) AJy.z < y) :

Der Quantor in ¢, wird also auf die Elemente < z “relativiert” und der in
¢, auf die Elemente > z. Allgemein gelten fiir die Relativierung ¢=* einer
Formel ¢ auf Elemente < z die folgenden Gleichungen:

% _ = :E!x.xiz/\(w(:r))éf,
(1 V2) S = ¥F Vs®,  (Va9p(2))™ = Voo < 2 = ($(2)%,
() = )
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Dabei komme ohne Einschrinkung z nicht in den Formeln vor. Entsprechend
ist =7 definiert. Dann gilt: Ist L, = L(¢1) und Ly = L(¢s), so ist Ly - Ly =
L3z ¢5" A5 Ay.z < 9).

Das schliefit den Beweis von “1 ~ 2” ab.

3.3.2 Beweis von “2~»1” des Satzes 3.9

Um zu zeigen, dafl jede geschlossene Formel der Logik erster Stufe eine stern-
freie Sprache definiert, betrachten wir die Quantorentiefe der Formel, d.h. die
maximale Schachtelungstiefe von Quantoren in der Formel. Offenbar enthilt
jede geschlossene Formel mindestens einen Quantor (da es keine Terme ohne
Variablen in unserer Sprache gibt). Da Negation vorhanden ist, konnen wir
ohne Einschrinkung davon ausgehen, dafl alle Quantoren existentiell sind. Da
die Junktoren A, V, = den Booleschen Operatoren auf Sprachen entsprechen,
geniigt es, sich auf Formeln der Form Jz. ¢(x) zu konzentrieren.

Induktionsanfang: Jz. ¢(z) hat Quantorentiefe 1

Dann enthélt ¢ keine Quantoren (und damit keine anderen Variablen), d.h.
¢ ist Boolesche Kombination von Formeln

e Q,(x) oder =Q,(x),
e r <z oder ~(z < x),

e r =z oder =(z = x).

Ohne Einschrinkung sei diese Kombination in disjunktiver Normalform. Die-
se kann noch weiter normalisiert werden:

e Ersetze < z, =(x = ) durch false, d.h. 16sche das Disjunkt.

e Ersetze =(r < x),x = x durch true, d.h. entferne sie aus jedem Dis-
junkt.
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Bleibt nach dieser Normalisierung true (oder false) iibrig, so ist die definierte
Sprache ¥* (oder () und damit insbesondere sternfrei.

Ansonsten kommen nur noch Q,(x) bzw. =Q,(x) in der normalisierten For-
mel vor. Dann kann man weiter normalisieren:

Enthélt ein Disjunkt Q,(z), so

e losche dieses Disjunkt, falls es auch —Q,(z) oder Qy(z) fir a # b
enthilt,

e sonst 16sche alle =Q,(x) fiir a # b aus dem Disjunkt.

Damit haben wir nur noch Disjunkte

* Qu(2),
o Qu (T) AN ... ANQq, ().

Wegen der Aquivalenz von (3z.¢ V ¢) und (3. ¢) V (I7.¢) brauchen wir nur
Formeln der Form 3z.Q,(z) und 3z.=Q,, (z) A ... A =Q,, (z) zu betrachten.

Die zugehorigen Sprachen L(3z.Q,(z)) = X*aX* und L(Ix. ~Qqu, (z) A ... A
“Qq, (7)) =X (X \{a1,...,a;}) - ¥* sind sternfrei.

Damit ist die Quantorentiefe 1 abgehandelt.

Induktionsschritt

Es sei dz. ¢(z) von Quantorentiefe n+ 1. Wir benotigen einige Notation und
zwei Sétze, bevor wir weitermachen kénnen.

Definition 3.10 Mit Ly, bezeichnen wir die Formeln der Logik erster Stufe
(iiber den nicht—logischen Symbolen =, <, @, fiir a € X)), die k freie Variable
und Quantorentiefe < n haben.
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Zum Beispiel gehort ¢ = 3.y < xAx < 2AQ4 () zu Loy. Um diese Formel zu
interpretieren, geniigt ein Wort (z.B. baa) nicht. Man muf} auch angeben, wie
die freien Variablen y und z zu interpretieren sind (z.B. y durch 1 und z durch
3, d.h. durch die erste bzw. dritte Position in baa). Wir sagen (baa, 1 3) erfiillt
die Formel ¢. Allgemein werden also Formeln aus Ly, durch Tupel (w, 5)
interpretiert, wobei w € X" und §=s; -5, mit s; € {1,..., |w|}. (w,3) E
¢ (“(w,5) erfiillt ¢ € Li,”) ist in der offensichtlichen Weise definiert. Fiir
k = 0 lat man die leere Sequenz im allgemeinen weg.

Definition 3.11 Fiir n > 0 und k& > 0 definieren wir

(w,5) =g (v,1)  gdw  fiir alle ¢ € Ly, gilt
(w,5) [ ¢ gdw (v,7) £ ¢.

Offenbar ist =, eine Aquivalenzrelation. Fiir k£ = 0 schreiben wir statt ="
einfach =, und {e} definieren wir als eine eigene Eoynf/&quivalenzklasse. Um
den Beweis von “2 ~» 1”7 des Satzes abzuschlieen, benotigen wir zwei Séitze,
die wir spéter in Unterabschnitt 3.3.3 beweisen werden.

Satz 3.12 Fiir alle n > 0 und £ > 0 gibt es eine endliche Teilmenge I'; ),
von Ly ,, so dafi gilt: Jedes Element von Ly, ist logisch dquivalent zu einem
Element von I'y ,,.

Logisch dquivalent heifit, dafl die Formeln durch genau dieselben Tupel (w, )
erfiillt werden. Eine einfache Folgerung aus dem Satz ist, dafl jede Relation
=i endlichen Index hat.

Korollar 3.13 Fiir alle n > 0 und k£ > 0 hat =, nur endlich viele Aquiva-
lenzklassen.

Beweis: Die Klasse von (w, §) ist eindeutig bestimmt durch die Teilmenge
I CTyy, mit I' ={¢ € I'y, | (w,5) = ¢}. Da es mit Satz 3.12 nur endlich
viele solche Teilmengen gibt, existieren nur endlich viele Klassen. .
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Der Begriff der durch eine Formel definierten Sprache kann auf den Fall £ > 0
wie folgt ausgedehnt werden: Fiir ¢ € Ly, ist L(¢) := {(w, 5) | (w, ) = ¢}.

Korollar 3.14 Fiir alle n > 0 und £ > 0 und alle = ,—Klassen W gibt es
dw € Li, mit W = L(¢w).

Beweis:

W= [(wa g)]Ek,n = L( /\ ¢ N /\ _‘77b)

d’erkz,n ¢€Fk,n
(w,5) =9 (w,5)

Wie man sich leicht klarmachen kann, gilt diese Gleichung wegen der Defini-
tion von =, und Satz 3.12. "

Korollar 3.15 Fiir alle n > 0 und £ > 0 und alle ¢ € Ly, ist ¢ dquivalent
zu einer endlichen Disjunktion von Formeln ¢y fiir =5, Klassen W.

Beweis:
¢ ist logisch dquivalent zu \/ Ow.
wW=[(w,9)]=, ,
(w,5)E¢
Diese Disjunktion ist endlich, da =, endlichen Index hat. "

Der zweite wichtige Satz sagt etwas iiber die Beziehung zwischen =;, und
=1, aus und wird uns den Induktionsschritt ermdéglichen:

Satz 3.16 Sei n > 0, u,v,u’,v" € ¥* und a € ¥. Dann folgt aus u =, v’
und v =, v" auch
(uav, lu] + 1) =1, (War', |u'] + 1).

Mit diesem Satz, der in Abschnitt 3.3.3 bewiesen wird, konnen wir nun den
Induktionsschritt abschlieflen.

Sei also Jz. ¢(x) von Quantorentiefe n + 1. Damit hat ¢(x) Quantorentiefe n
und eine freie Variable, ist also in L, ,. Mit Korollar 3.15 wissen wir, daf} es
eine endliche Menge W von = ,,~Klassen gibt mit

¢(x) ist logisch dquivalent zu \/ ¢w(z).
wew
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Daher sind auch die folgenden drei Formeln logisch dquivalent:

Jr.¢(z) = T \/ ow(z) = V Foow(z)

wew wew

Wir betrachten daher jede einzelne Teilformel der Form Jz.¢y (z) separat
und behandeln erst hinterher die Disjunktion durch Vereinigung.

Das folgende Lemma liefert uns die Sprache zu einer Formel der Form ¢y (z)
als endliche Vereinigung von Konkatenationen sternfreier Sprachen.

Lemma 3.17
L(3z.¢w(x)) = U UaV
UZ[UO]EO’,“ V:[UO}EO,TL
a€X mit(uopavo,|ug|+1)EW
Beweis:

“C” Es gilt

w € L(3z.dw(x)) gdw w =uav und (vav, |u|+ 1) E ¢w(z)
gdw w = wav und (uav, |u| + 1) € W.

Damit ist w = uav € [u]z,,alv]=,,, also ist w in der rechten Seite
enthalten.

“2” Aus (ugavo, |ug| + 1) € W = L(éw(z)) folgt upavy € L(Ix. pw(x)). Es
bleibt zu zeigen, daf} fiir alle v =, uo und alle v =, vy gilt:

uav € L(3x. pw (2)).
Mit Satz 3.16 gilt
(upavo, |uo| + 1) =1, (vav, |u| + 1),
was uns (uav, [u| +1) € W liefert. D.h. (uav, |u| + 1) = ¢w (x). Daraus

folgt uav = Iz dy (). .
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Mit Korollar 3.14 sind die =, Klassen U,V aus Lemma 3.17 von der Form
U = L(¢v), V = L(¢y) fiir ¢y, ¢y € Loy Die Induktion liefert U,V € SFy.?
und damit ist jedes UaV € SFy;. Da =, endlichen Index hat und ¥ endlich
ist, 148t sich also L(3z. gy (x)) als endliche Vereinigung sternfreier Sprachen
darstellen.

Dies schlie3t den Beweis von Satz 3.9 ab. "

Nun miissen noch die verwendeten Sitze bewiesen werden.

3.3.3 Beweis der Satze 3.12 und 3.16

Wir werden zunéchst Satz 3.12 beweisen.

Satz 3.12 Fiir alle n > 0 und k£ > 0 gibt es eine endliche Teilmenge I' ,
von Ly ,, so dafi gilt: Jedes Element von Ly, ist logisch dquivalent zu einem
Element von I'y, ,,.

Beweis: Sei ¢ € Ly ,,. Ohne Einschrinkung konnen wir davon ausgehen, daf
¢ Boolesche Kombination ist von

e Elementen aus Lj,_; (Falls in einer dieser Teilformeln 7 weniger als
k freie Variablen vorkommen, kénnen wir durch Anhédngen von z.B.
A(z = x) fiir diejenigen z, die nicht in 7, aber in ¢ frei vorkommen,
eine logisch dquivalente Teilformel finden, die in Ly, ist.) und von

e Formeln der Form 3z.¢(x, vy, ... ,yx), wobel ¥(z, y1, ... ,Yk) € Lkt1n1
gilt (auch hier ist gegebenenfalls wieder das ,, Auffiillen“ fehlender freier
Variablen no6tig). Durch die Quantifizierung Jz. ist die gesamte Formel
dann natiirlich in Ly ,.

Wir verwenden nun eine Induktion iiber die Quantorentiefe n.

2Oder U = {0} bzw. V = {0}. In diesem Fall kann U bzw. V in der Konkatenation
einfach weggelassen werden.
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Induktionsanfang (n = 0): Sei k > 0 beliebig. Dann ist jede Formel ¢ (y,
., Uk) € Ly o Boolesche Kombination von Formeln der Form

Qa(y:) fiira € 3, y; < yj, yi = yj. (3.1)

Ohne Einschrankung geniigt es offenbar, Formeln mit diesen freien Va-
riablen zu betrachten (andere erhilt man durch Umbenennung). Da
Y endlich ist, gibt es nur endlich viele Formeln der Form 3.1 und da-
her auch nur endlich viele Boolesche Kombinationen dieser Formeln,
die nicht dquivalent sind. Diese bilden dann die endliche Teilmenge
Lio C L.

Induktionsschritt (n —1 — n): Eine Formel ¢ € Ly, ist Boolesche Kom-
bination von Elementen aus Ly ,—; und Formeln der Form 3. (z, 1,

Sy Yk) mit Y(x,yr, ..., yk) € Lgyipn—1. Also ist ¢ dquivalent zu ei-

ner Booleschen Kombination von Elementen aus I'y,_; und Formeln
Ax.y(x, y1, .-, ye) mit (2,1, .-, Yk) € et1.n-1- Nach Induktionsan-
nahme wissen wir bereits, dafl die Mengen 'y, und I'x,_; endlich

sind. [ ]

Zum Beweis des Satzes 3.16 verwenden wir eine spieltheoretische Charakte-
risierung der Relation = ,,.

Definition 3.18 [Ehrenfeucht—Fraissé Spiele] Es sei ¥ ein endliches Alpha-
bet. Wir betrachten zwei Spieler I und II, die auf zwei Wortern w,v € X+
spielen. Ein Zug besteht darin, eine Position in u oder v zu wéahlen. Der
Spieler I fingt an, dann wird abwechselnd gezogen. Macht I einen Zug in u,
so muf} IT seinen néchsten Zug in v machen. Zieht I in v, muf II in u ziehen
(I hat bei jedem seiner Ziige die Wahl, in welchem Wort er ziehen mochte, IT
hat nie die Wahl. Es ist nicht verboten, bereits gezogene Positionen nochmals
zu ziehen, aber dies ist fiir keinen der Spieler sinnvoll, falls er gewinnen will
und es noch nicht gezogene Positionen gibt).

Ein Spiel der Ldinge n besteht aus n Ziigen von I und den n Antwortziigen
von II. Es seien (i1, 71),.-. , (in, jn) die gezogenen Positionen eines solchen
Spiels, wobei 4, ein Zug in u ist und j, einer in v, unabhéngig davon, wer
gezogen hat.
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Spieler 11 hat gewonnen, wenn fiir u = u; - - -u, und v = vy - - - vy Mit w;, v; €
Y gilt:

o u;, =vj firv=1,...,n, dh in jedem Antwortzug v von II wurde
dasselbe Symbol aus ¥ gezogen wie durch I.

e i, <1y gdw j, < ju, d.h. die relative Lage der Ziige ist gleich. Wurde
also von I im (v + 1)ten Zug eine Position links von der im vten Zug
gewéhlt, dann wurde auch von II im (v + 1)ten Zug eine Position links
von der im vten Zug gewihlt.

Sonst hat Spieler II verloren und Spieler I gewonnen.

Fiir das Verhalten der Spieler bedeutet dies, dafl Spieler I versucht, seine
Ziige so zu machen, dafl zwischen u und v unterschieden werden kann, und
Spieler II versucht, das zu verhindern.

Beispiel 3.19 Sei ¥ = {a} (d.h. nur die Ordnung zwischen den gezogenen
Positionen ist relevant), n = 3, v = a® und v = a’. Die ersten beiden
Zugpaare seien folgendermaflen abgelaufen:

U= a a a a a a
12 Il

V= a a a a a a a
2 Il

Spieler II hat den ersten Zug von I mit Position 4 beantwortet; hitte er
stattdessen Position 5 oder 6 genommen, konnte er auf Ziige von I in v auf
6 und 7 ndmlich nicht mehr entsprechend reagieren.

Den zweiten Zug von Spieler I mufite er mit Position 2 beantworten um seine
Gewinnchance zu erhalten. Man sieht leicht, dafl nun Spieler II gewinnen
kann: Egal, was Spieler I im dritten und letzten Zug macht, Spieler II kann
entsprechend reagieren. Allerdings kann Spieler I immer in 3 Ziigen siegen:
Beginnt I wieder mit Position 4 in v, so mufl IT diesen mit 3 oder 4 in u
beantworten. Macht er dann seinen zweiten Zug in der rechten Hilfte von
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v, so kann dieser zwar noch korrekt von II beantwortet werden, aber den

dritten konnte er dann immer so ziehen, dafl Spieler II verliert, also z.B.
(4,4),(6,6),(7,7) oder (4,4),(6,5),(5,7).

Beispiel 3.20 Sei ¥ = {a,b}, n =3

1 2 3 4
u= b b a b
2 I1
v= b a b b
I,2 II,1

Spieler I zieht im ersten Zug auf Position 3 in u; Spieler II muf} auf 2 in v
ziehen. Danach zieht I auf 2 in u; Spieler II mufl in v auf Position 1 ziehen.
Wenn nun I auf Position 1 in u zieht, kann II keinen geeigneten Zug mehr
finden und hat verloren.

Definition 3.21 Es sein > 1 und u,v € X*. Wir sagen, daf} Spieler II eine
Gewinnstrategie fiir Spiele der Lange n auf u,v hat, wenn II alle moglichen
Ziige von [ stets so beantworten kann, daf IT gewinnt.

Um Induktionsargumente einsetzen zu konnen, betrachtet man auch Spiele,
die schon ein Stiick angefangen haben: Es seien u,v € ¥, § = s1---5; €
{1,...,Jul}* und £ = t;---t, € {1,...,|v|}*. Dann beschreibt das Paar
(u, 5) und (v, ) ein Spiel, indem schon k Ziige gezogen wurden. Ein Spiel der
Liange n darauf ist eine Fortsetzung um n weitere Ziige. Spieler II hat dieses
Fortsetzungsspiel gewonnen, wenn er das Gesamtspiel gewonnen hat.

Definition 3.22 Es seien (u,3), (v,f) mit u,v € $F, § € {1,...,|u|}",
te{l,...,|v|}* gegeben.

(u,8) ~gn (v,1)  gdw  Spieler IT hat fiir das Fortsetzungsspiel
der Linge n auf (u,3) und (v,?) eine
Gewinnstrategie.

Fir £ = 0 erweitern wir wieder ~y, auf ¥*, indem wir {e} zu einer ~y ,—
Klasse machen.

56 10. Dezember 2001



3.3. FORMELN DER LOGIK ERSTER STUFE

Lemma 3.23 Die Relation ~y , ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Wir betrachten die drei Bedingungen fiir eine Aquivalenzrelation.

Reflexivitdt (u,5) ~jn (u,5), weil Spieler II auf die gleiche Position wie I
im jeweils anderen Wort ziehen kann und dadurch gewinnt.

Symmetrie Aus (u,5) ~g, (v,1) folgt (v,1) ~pn (u,5), da (u,5) und (v, 1)
im Spiel symmetrisch verwendet werden.

Transitivitit Es ist zu zeigen: Aus (u,5) ~p, (v, 1) und (v,1) ~p, (w,7)
folgt (u, §) ~kn (w, 7). Es sei GS1 die Gewinnstrategie, die (u, §) ~.p
(v,1) liefert und GS2 diejenige, die (v,f) ~pn (w,7) liefert. Die Ge-
winnstrategie fiir I auf (u, §) und (w, 7¥) sieht wie folgt aus:

e Zieht I in u, so iiberlegt sich II zunéchst mit GS1 seinen entspre-
chenden Zug in v und wéahlt auf diesen Zug hin mit GS2 seinen
tatsidchlichen Zug in w.

e Zieht I in w, wird entsprechend zuerst mit GS2 in v und dann mit
GS1 in u gezogen.

Man kann sich leicht iiberlegen, daf dies tatsichlich eine Gewinnstra-
tegie fiir IT auf (u, §) und (w, 7) ist. .

Fiir die Relationen ~y , kann man nun eine Aussage, die der von Satz 3.16
fir =, entspricht, sehr leicht zeigen.

Lemma 3.24 Sei n > 0 und u,v,u’,v" € ¥* und ¢ € ¥. Dann folgt aus
U ~pp v und v ~g,, v auch (vav, |u| + 1) ~p, (Wad’, |u'] +1).

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall v # ¢ # v. Es sei GS1 die Ge-
winnstrategie fiir v ~g, v’ und GS2 fiir v ~g, v'. Zieht Spieler I in u (bzw.
u'), so antwortet II mit GS1 in «’ (bzw. u). Zieht Spieler I in v (bzw. v'), so
antwortet II mit GS2 in v’ (bzw. v). Zieht I auf |u| + 1 in uav (bzw. |u'|+1
in v'av’), so antwortet IT mit |u'|+1 in v'av’ (bzw. |u|+1 in uav). Man sieht
leicht, daf dies eine Gewinnstrategie fiir II liefert. Die Félle mit u = € = o/
oder v = ¢ = v’ kénnen entsprechend behandelt werden. .
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Um Satz 3.16 zu beweisen, geniigt es nun zu zeigen, dafl die Relationen ~y, ,,
und =, iibereinstimmen. Wir geben zunéchst ein intuitives Argument fiir
diese Ubereinstimmung: Offenbar sind die Chancen fiir II, bei einem Spiel
auf u, v zu gewinnen um so gréfler, je dhnlicher v und v sind. Wenn v =, v
gilt, bedeutet das, dafl man » und v nicht durch Formeln der Quantorentiefe
n unterscheiden kann. Der Zusammenhang zwischen Quantorentiefe und An-
zahl der Ziige ist auch einleuchtend: Jz. ¢(x) sagt aus, daBl es eine Position
mit bestimmten Eigenschaften gibt. Ein Zug wihlt eine Position.

Lemma 3.25 Fiir alle n, k£ > 0 gilt:

~en = =kn,

d.h. (u,5) ~pp (0,1) gdw (u, 5) =g (v, 1).

Beweis: durch Induktion iiber n.

Induktionsanfang n = 0: Es seien (u, 5) und (v, ) gegeben.

“D>” s gelte also (u, §) = (v,1). Ohne Einschriinkung seien die erlaubten
freien Variablen aus {y,...,yx}. Fir ¢ = 1,...,k entsprechen s;,¢;
den Variablen y;. Sei w = a;---a, und v = by - - - b,. Fiir alle atomaren

Formeln y; < y;, y; = y; und Qq () gilt wegen (u, 5) = (v,1)

(w,3) E w<y gdw (0,1) E <y
(v, E yi=y; gdw (1) E y=y ()
(u7§) ): Qa(yi) gdW (,07{) ): Qa(yi)

Das heifit aber
S; < 85 gdW t; <
si=s; gdw ¢
as, =a gdw by =a

12

Dies bedeutet, daf II das Spiel (mit 0 zusétzlichen Ziigen) gewonnen
hat.

“C” Aus (u,5) ~po (v,1) folgt (++) (die mittlere Zeile folgt aus der ersten, da
< eine totale Ordnung ist). Damit gilt auch (x). Also erfiillen (u, §) und
(v,t) dieselben atomaren Formeln und damit auch dieselben Booleschen
Kombinationen dieser atomaren Formeln.
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Induktionsschritt n — n + 1:

“C”

“D”

Es gelte also (u,5) ~gni1 (v,7). Bs sei ¢(yi,...,yx) € Lpny1 mit
(u,5) = ¢ gegeben. Es geniigt zu zeigen, daf daraus (v,f) = ¢ folgt.
Da Boolesche Operatoren unproblematisch sind, geniigt es, Formeln ¢
der Form ¢ = Jy41. (Y1, - - -, Yk, Yp+1) flir ¢ € Liiy, zu betrachten.

Wegen (u,5) ~gn1 (v,f) kann II den ersten Zug von I geeignet be-
antworten. Daher gibt es zu jedem sxy1 € {1,...,|u|} ein t;4 €
{1,...,|v|} mit

(U, §8k+1) ~k+1,n (U, ﬁk+1)-

Induktion liefert, daf es fiir alle sy, ein ¢, gibt mit

(t, 5k41) Zktin (0, tigr). (*)

Wegen (u, 5) F 31 90(Y1, - - - Yk, Ye+1) gibt es ein spq € {1,..., [ul}
mit

(ua §3k+1) ): 77b(y17 v Yk, yk+1)- (**)

Da 1) € L1, konnen wir (x) auf (xx) anwenden, d.h. es gibt ein ¢4,
so daf} gilt:

(vat_%kH»l) ): "/)(yla <o Yk, yk+1)-

Daraus folgt nun
(0,8) = Byksr(yr, - 5 Uk i)

Es gelte (u,5) opny1 (v,1). Wir miissen (u,5) Zgni1 (v,1) zeigen.
Gesucht ist also eine Formel ¢ € Lj,41, die von einem der beiden
Tupel (u, 5), (v,t) erfiillt wird, aber nicht von dem anderen.

Wegen (u, 3) #pni1 (v,f) gibt es einen ersten Zug von I, den II nicht
so beantworten kann, daf§ II danach eine Gewinnstrategie hat. Ohne
Einschréinkung sei dieser von I in u (der andere Fall kann entsprechend

behandelt werden). Es gibt also ein si41 € {1,...,|ul}, so daB fiir alle
terr € {1,...,|v|} gilt:

(U; §3k+1) 76k+1,n (U, Ftkﬂ)-
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Mit der Induktionsvoraussetzung gilt

(U; §3k+1) 7_ék+1,n (U, Ftkﬂ)-

Fiirallet,q € {1,...,|v|} gibt es daher eine Formel ¢y, ., (y1,... ,Yrs1) €
L1, mit
(U’J §8k+1) ): wtm—l und (*)
(U, ﬁk-l-l) b& wtk—H' (**)

Aus (x) folgt, daB fiir ¢y, = Jypi1. vy, gilt (u,5) = ¢y, wobei
offenbar ¢y,,, € Ly pny1. Aus (%) kann man aber leider nicht folgern,
daB (v,1) W Pt~ Wir wissen nur, dafl ¢, nicht fiir 1 in 9y,
eingesetzt werden kann. Uber andere ¢ € {1,...,|v|} ist aber nichts
bekannt.

Wir betrachten daher statt ¢y, die Formel

¢ =k N\ U (3.2)

1<t<ol

Wegen (x) folgt nun (u, §) = ¢, und wegen (xx) gibt es fiir jedes t ein
Konjunkt, das nicht erfiillt ist, also (v,7) f& ¢. Da ¢ € Ly, folgt
(U’J 5') §ék,n+1 (U,E). u

Beachte: Lemma 3.25 gilt auch fiir unendliche Worter. Um das zu beweisen,
muf} aber die Konjunktion in Gleichung 3.2 trotz unendlicher Léange von v
endlich sein. Dazu kann man Satz 3.12 verwenden, der ja alle Formeln mit
Quantorentiefe n und k freien Variablen auf eine endliche Menge dquivalenter
Formeln reduziert.

Mit Lemma 3.25 und Lemma 3.24 ist nun Satz 3.16 bewiesen, und damit ist
der Beweis des Satzes 3.9 abgeschlossen: Die sternfreien Sprachen sind also
genau die durch Logik erster Stufe® beschreibbaren Sprachen.

3Wie immer in diesem Kapitel meinen wir damit Logik erster Stufe mit Gleichheit
iiber den nicht-logischen Symbolen < (ein zweistelliges Relationssymbol) und Py, ... , P
(einstellige Relationssymbole).
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Da nicht alle reguldren Sprachen sternfrei sind, zeigt dies, daf} es regulére
Sprachen gibt, die nicht durch Logik erster Stufe beschrieben werden koénnen.
Ein Beispiel fiir eine solche Sprache wurde bereits erwihnt: a(aa)*. Wenn man
zusétzlich noch Quantifizierung iiber einstellige Priadikate zuldft, kann man
alle reguléren Sprachen beschreiben (siehe Beispiel 1.28). Wir zeigen diesen
Zusammenhang hier nicht, da wir spéter den entsprechenden fiir Sprachen
unendlicher Worter zeigen werden.

Aus der Sicht der Logik ist Satz 3.9 interessant, da er ein Entscheidbarkeits-
resultat fiir die Theorie der totalen Ordnungen 7OT liefert. TOT beschreibt
eine transitive, irreflexive, totale Ordnung <

TOT = {VaVyVzao<yAy<z=uz<z,
V.= (z < x),
VeVyr<yVe=yVy<z}

Satz 3.26 Sei ¢ eine geschlossene Formel der Logik erster Stufe mit Gleich-
heit, die hochstens die nicht-logischen Symbole <, P, ... P, enthilt (wobei
P; einstellige Priadikatsymbole sind). Dann ist es entscheidbar, ob TOT U{¢}
ein endliches Modell hat.

Beweis: Wir haben gesehen, dafl L(¢) eine sternfreie Sprache ist. Der Beweis
von Satz 3.9 ist konstruktiv, d.h. man kann zu ¢ effektiv eine Beschreibung
durch einen sternfreien Ausdruck (der Boolesche Operatoren und Konkate-
nation verwendet) fiir L(¢) angeben. Das liegt im wesentlichen daran, dafl
man die endlichen Mengen Iy, in Satz 3.12 effektiv berechnen kann und
dadurch die Relationen = ,, entscheidbar werden.

TOT U {¢} hat ein endliches Modell genau dann, wenn die Sprache L(¢)
nicht leer ist (TOT beschreibt ja gerade die von uns vorausgesetzte Ordnung
< auf dem Interpretationsbereich). Man kann den sternfreien Ausdruck ef-
fektiv in einen reguliren Ausdruck umwandeln, und fiir regulére Ausdriicke
ist entscheidbar, ob sie die leere Sprache beschreiben oder nicht. .

Héufig mochte man aber auch wissen, ob eine solche Formel ein Modell hat,
bei dem < als die gewohnliche Ordnung auf den natiirlichen Zahlen inter-
pretiert wird (also ob sie insbesondere ein unendliches Modell hat). Daher
werden wir im folgenden Kapitel Teilmengen unendlicher Worter und Auto-
maten auf unendlichen Wortern betrachten.
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Kapitel 4

Unendliche Worter und Biichi—
Automaten

Bevor wir unendliche Worter formal einfiithren, betrachten wir nochmals end-
liche Worter. Es sei ¥ ein endliches Alphabet. Ein endliches Wort v € X+
ist eine Folge u = agpaias - --ax von Elementen a; € ¥. Man kann daher u
auffassen als eine Abbildung v : {0,...,k} — ¥ mit u(i) = a;. Das heifit
also: endliche Warter iiber ¥ sind Abbildungen von einem Anfangssegment
{0,...,k} der natiirlichen Zahlen nach 3. Da wir uns bei den natiirlichen
Zahlen nur fiir die Ordnung interessieren und nicht fiir arithmetische Opera-
tionen, schreiben wir dafiir w (= Ordnungstyp der natiirlichen Zahlen, siehe
[Ros82], 1. Kapitel).

Definition 4.1

1. Ein unendliches Wort diber ¥ ist eine Abbildung o : w — X.
2. Mit ¥“ bezeichnen wir die Menge aller unendlichen Wérter iiber X.

3. Mengen unendlicher Worter heiflen w-Sprachen.

Wir schreiben derartige Worter hiufig als o = agajaqgas - - - wobei a(i) = a;.
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Beispiel 4.2 Fiir ¥ = {a, b} konnen wir o mit

ali) = a falls ¢ ungerade
| b falls i gerade

als a = ababab - - - schreiben.
Wir betrachten nun einige Operationen fiir unendliche Worter und Mengen
von unendlichen Woértern.

Segmente: Fiir o : w — X bezeichne

e a(m,n) das endliche Wort a(m) - --a(n) (m < n),

e a(m,w) das unendliche Wort a(m)a(m +1)---.

Konkatenation: Die Konkatenation eines endlichen mit einem unendlichen
Wort: Ist w = ag - - - a,, ein endliches Wort und o = a(0)a(1l)(2) - -
ein unendliches Wort, so ist w - a das unendliche Wort

ap - apa(0)a(l)a(2) - --

Beachte: Ein unendliches Wort auf der linken Seite des Konkatenati-
onssymbols macht keinen Sinn. Wie iiblich wird Konkatenation auch
auf Mengen von Wortern erweitert.

Unendliche Iteration: Es sei L C X* eine Menge endlicher Worter:
LY :={a e X’ | a=wywwy--- mit w; € L\ {e}}.

Beispiel: L = {ab}: L¥ = {abababab---}. Wir schreiben dann hiufig
LY = (ab)“.

Limes: Es sei L C ¥* eine Menge endlicher Worter.
lim L := {a € ¥¥ | es gibt unendlich viele n mit «(0,n) € L}.
Beispiel 4.3 Im folgenden sei ¥ = {a, b}.

10. Dezember 2001 63



KAPITEL 4. UNENDLICHE WORTER UND BUCHI-AUTOMATEN

1. Sei L = a*b, dann ist lim L = (), da ein unendliches Wort hdchstens
ein Element von L als Anfangssegment haben kann. Dies liegt daran,
daf3 L ein Prifix—Code ist, d.h. kein Wort in L ist Anfangsstiick eines
anderen Wortes in L.

2. Sei L = ba*, dann ist lim L = {baaa - - - }.

3. Sei L = (a*bb*)*, dann ist lim L = {« € ¥ | nach jedem Vorkommen
von a in o kommt noch ein b}.

4.1 Biichi-Automaten und w-regulire Spra-
chen

Als Automaten zum Akzeptieren von Mengen unendlicher Worter (w—Spra-
chen) betrachten wir “normale” endliche Automaten. Der Unterschied liegt
in der Akzeptanzbedingung.

Definition 4.4 Ein Biichi-Automat ist ein (nicht-deterministischer) endli-
cher Automat A = (Q,%,I,A,F), d.h.

@ ist eine nicht-leere, endliche Menge,

e Y ist ein endliches Alphabet,

I C (@ ist eine Menge von Anfangszusténden,

A C Q x ¥ x Q ist die Ubergangsrelation,

F C @Q ist eine Menge von Endzustidnden.

Da wir uns jetzt fiir unendliche Worter interessieren, betrachten wir unend-
liche Pfade im Automaten: gy —= 4 ¢1 —=4 @2 —354 @3 —54 q4--. Die
Beschriftung eines unendlichen Pfades ist ein unendliches Wort aga asas - - .
Da es bei unendlichen Pfaden keinen letzten Zustand gibt, miissen erfolg-
reiche Pfade anders definiert werden als in Definition 1.2. Der unendliche
Pfad gy =54 1 —5 4 @2 — 4 g5 —2 4 - - - heiBt erfolgreich, falls
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1. ¢o € I und

2. es gibt unendlich viele ¢ mit ¢; € F'.

Die von A akzeptierte w—Sprache ist
L,(A) == {a € ¥ | a ist Beschriftung eines erfolgreichen Pfades}.

Solche Sprachen nennen wir Biichi—erkennbar.
Beispiel 4.5 Im folgenden sei ¥ = {a, b, c}.

1. Ali

L,(A1) = {a € ¥ | nach jedem a in o kommt noch ein b},

denn ¢ fithrt in Zustand 2 iiber und der akzeptierende Zustand 1 wird
nur durch Lesen eines b wieder erreicht: Wenn nach irgendeinem a kein
b mehr auftritt, kann Zustand 1 nur endlich oft durchlaufen werden.

2. Ay
2 b, c a

b, c

O—@_ =

b, c

L,(Ay) = {a € 3¢ | zwischen zwei a in « befindet sich eine
gerade Anzahl von b und ¢}

Um die von Biichi-Automaten akzeptierten Sprachen genauer zu untersu-
chen, verwenden wir die folgende Abkiirzung: Es sei A = (Q, %, I, A, F') ein
Biichi-Automat und p, ¢ € ). Dann ist

L,,:={w e X" | w ist Beschriftung eines (endlichen) Pfades von p nach ¢}.
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Offenbar sind die Sprachen L, , regulér. Im folgenden zeigen wir, wie sich eine
von einem Biichi-Automaten akzeptierte Sprache mit Hilfe dieser reguléren
Sprachen L, , darstellen 1a8t.

Lemma 4.6 Sei A = (Q,%,I,A, F) ein Biichi~Automat. Dann gilt

LoA) = U L L%,

el,feF

Beweis:

“C”

“D”

Es sei @ = apajasaz--- € L,(A). Nach Definition gibt es einen un-
endlichen Pfad qp =54 ¢1 —54 @2 —4 ¢35 —5 4 -+ mit ¢y € I und
unendlich vielen ¢ mit ¢; € F'. Da F endlich ist, gibt es ein f € F' und
i < dp < i3 < -+ mit ¢;, = f. Es gilt somit ag---a;; € Ly s und
Qi1 """ Gy € Lfyf, d.h. a € Li,f . L‘}if.

Es sei @ = wowywows -+ mit wy € Ly, w; € Lps \ {e} (2 > 1).
Damit ist der Pfad i =% 4 f =54 f —4 f —% 4 --- ein unendlicher,
erfolgreicher Pfad und a € L, (A). .

Das néchste Lemma beschreibt Abschlufleigenschaften Biichi—erkennbarer
Sprachen.

Lemma 4.7

. Ist U C X regulér, so ist U¥ Biichi-erkennbar.

. Ist U C ¥* reguldr und L C ¥ Biichi—erkennbar, dann ist auch U - L

Biichi—erkennbar.

Sind L;, Ly Biichi—erkennbar, so sind auch L; U Ly und L; N Ly Biichi—
erkennbar.

Beweis:
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1. Wir wissen: Ist U regulér, so auch U \ {€¢}. Zur Erinnerung:
U ={a€X¥|a=upuugug--- und u; € U\ {e}}

Wir werden nun einen endlichen Automaten fiir U etwas modifizieren
und dann daraus einen Biichi-Automaten B bauen, der U% akzeptiert.

Sei also A = (X,Q, I, A, F) ein endlicher Automat fiir U. Dann definie-
ren wir zunéchst A’, der U \ {€} akzeptiert und genau einen Anfangs-
zustand hat, der zudem von keinem anderen Zustand mehr erreicht
werden kann: Es sei ¢y ¢ @), definiere

A = E,QU{qw} {w},AF), wobei
A" = AU{(@,a,9) |Fiel: (i,a,q) € A}.
Den Biichi-Automaten B fiir U“ definieren wir dann wie folgt:

B = (£,QU{q} {a}, A" {qw}), wobel
A" = ANU{(¢g,a,q9)|3f € F: (ga,f)e A}

Der Nachweis, daf L, (B) = U“ gilt, bietet sich als Ubung an und wird
hier nicht gefiihrt.

2. Sei A ein endlicher Automat fiir U und B ein Biichi-Automat fiir L:
A = (QIJZJIIJAIJFI)J
B - (QQJZJIQJAQJFQ)'

Ohne Einschriankung sei Q1NQ2 = (). Ein Automat C mit L,(C) = U-L
ist dann definiert durch

C = (QUQuLYN, I A ),
A, — A1UA2U

{(Q7 a, ql) | Es gibt f € F} mit (Q7 a, f) € Ay und q' € 12}
F::hu{w falls I, N Fy =0, d.h. e ¢ L(A)

I, sonst.

Man sieht leicht: L,(C) =U - L.
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3. Sei A ein Biichi-Automat fiir L; und B ein Biichi-Automat fiir Ly, mit

A = (Ql;zallaAlaFl)v
B = (Q2,%,1, Ay, Fy),

wobei wir ohne Einschrinkung davon ausgehen, dal Q; N Q, = () ist.

Dann ist C = (Ql U QQ, E,Il U IQ, Al U AQ, F1 U FQ) ein (sicher nicht
deterministischer) Biichi-Automat fiir L; U Lo.

Ein Biichi-Automat, der L; N Ly akzeptiert, ist etwas aufwendiger: Sei
D= (Q1x Q2 x{0,1,2},5, I, x I x {0}, A, F)
und

A ={((q1,9,9),a, (pr,p2,9)) | (@1,a,p1) € Ay, (g2,0,p2) € Az und
j=1 fallsi=0und p; € F},
j=2 fallsi=1und py € F>,
j=0 fallst=2
j =1 sonst.}

Das heif3t, man beginnt in der dritten Komponente mit 0. Wenn man
das erste Mal ein f € F| durchlduft, wird die dritte Komponente auf 1
gesetzt. Wenn man dann ein f’ € F5 durchliuft, erh6ht man die dritte
Komponente auf 2 und setzt sie direkt im néchsten Schritt wieder auf
0. Durchlduft man nun unendlich oft Elemente aus F) in der ersten
Komponente und unendlich oft Elemente aus Fj in der zweiten, so
erreicht man auch unendlich oft einen Zustand mit 2 in der dritten
Komponente. Deshalb definieren wir F' := @1 X Q2 x {2}. .

Der néchste Satz gibt eine wichtige Charakterisierung Biichi-erkennbarer
Sprachen.

Satz 4.8 [Biichi, 1962]

1. Eine w—Sprache L C ¥¥ ist Biichi—erkennbar genau dann, wenn es
reguldre Sprachen Uy,...U,, Vi,...,V, C ¥* gibt mit

L=U;-Vv¥

=1
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2. Man kann dabei ohne Einschrinkung davon ausgehen, daf§ V;-V; C V;
gilt.

Beweis:

“~” Folgt fiir Teil 1 und 2 unmittelbar aus Lemma 4.6.

“«~” Folgt aus 4.7. .

Wegen dieses engen Zusammenhanges mit reguldren Sprachen nennt man
Biichi—erkennbare Sprachen auch w-reguldr. Sind die Sprachen U;, V; durch
regulére Ausdriicke gegeben, so nennt man die Darstellung L = U, U; - V.
der w-regulidren Sprache L einen w—reguldren Ausdruck fir L.

Beispiel 4.9 Betrachten wir den Automaten A, aus Beispiel 4.5:

b, c a

O——@_ =

Ll,l = (bUC)*,
Ll,g = (b @) C)* Q- L272,
Loy = (aU((bUc)-(bUC)))",

Lo(Ay) = Liy-L¥, ULyy- LY,
= L(f,1 ULy - L(ﬁ),2
= ((buce))?UUCc) - a-Lyy- Ly,
offenbar gilt (U*)* = U%, und U - U¥ = U¥ daher:
= (buc)U(Uc)-a- Ly,
(bUe)*UbUc) -a-((aU(bUc)- (buc))")”
= (bU)*UUe) -a-(aU(bUc)-(bUc))”.
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Eine weitere Konsequenz aus Lemma 4.6 ist, dafl man entscheiden kann,
ob ein Biichi-Automat eine nicht—leere Sprache akzeptiert: Dies ist genau
dann der Fall, wenn es ein ¢ € I und ein f € F gibt mit L;; # (0 und
Lir\{e} # 0. Da L; s, Ly \ {€} regulidre Sprachen sind, die durch den
gegebenen Automaten (bei passender Wahl der Anfangs— und Endzustéinde)
akzeptiert werden, ist deren Leerheit entscheidbar.

Satz 4.10

1. Das Leerheitsproblem fiir Biichi-Automaten ist entscheidbar.

2. Ist L eine Biichi—erkennbare w—Sprache, so enthélt L ein schliellich
periodisches Wort.

Beweis:

1. Ist bereits gezeigt, siehe oben.

2. Ist Ly # O und Lyp\ {e¢} # 0 mit i € I und f € F, so gibt es ein
uw € L;yund ein v € Ly \ {€} und es gilt

a=uwvvv--- € Ly (Lsys\ {€})” C L.

Das unendliche Wort « leistet dann das Gewiinschte. "

Fiir reguliire Sprachen kann man das Aquivalenzproblem (L(A;) = L(A)?)
auf das Leerheitsproblem reduzieren, da L, = Ls genau dann gilt, wenn
(L1 N Ly) U (Ly N Ly) = 0 gilt und da regulére Sprachen unter Booleschen
Operatoren abgeschlossen sind. Bei w-reguldre Sprachen fehlt uns fiir diese
Reduktion allerdings noch der Abschlufl unter Komplement. Schauen wir uns
deshalb an, wie wir diese Abschlufeigenschaft fiir regulidre Sprachen L gezeigt
haben:

1. Durch die Potenzmengenkonstruktion auf einem endlichen Automat fiir
L erhalten wir einen deterministischen (und vollstédndigen) Automaten,
der immer noch L erkennt.
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2. Durch Vertauschen von Endzustidnden mit Nicht—Endzustinden erhal-
ten wir einen Automaten, der L erkennt.

Bei Biichi-Automaten funktioniert weder Punkt 1 noch Punkt 2. Dazu ein
Beispiel einer w—Sprache, die zwar von einem Biichi-Automaten, aber nicht
von einem deterministischen Biichi-Automaten akzeptiert wird:

Beispiel 4.11 Sei ¥ = {a,b}. Der folgende nicht-deterministische Biichi—
Automat akzeptiert die Sprache (a U b)*b%.

Behauptung: (aUb)*b* kann nicht von einem deterministischen Automaten
erkannt werden.

Beweis: Angenommen, A = (Q,, qo, 0, F') ist ein deterministischer Biichi—
Automat mit L,(A) = (aUb)*v* = L. Alsoist 6 : @ X ¥ — @ eine Funktion.
Da ab” € L gilt, gibt es ein k; > 0 und f; € F' mit

abk1

g —a f1-

Nun ist aber auch ab**ab” € L und A deterministisch. Deshalb gibt es ky > 0
und fo € F' mit

b*1 bk2
Qo = f1 == fo

I[teriert man dieses Argument, so erhélt man ky, ko, k3, ... € Nund fi, fo, f3, ...
€ F' mit

bk1 b2 b3 b4
Qo “=afi Toafo o afs A fa

Damit ist dann aber auch o = ab*ab*?ab*ab* - -- € L,(A), aber o € L im
Widerspruch zur Annahme, daf§ L, (A) = L gilt. .
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Das néchste Beispiel zeigt, dafl auch bei deterministischen Biichi-Automaten
das Vertauschen von End— mit Nicht—Endzustdnden nicht dem Komplemen-
tieren der w—Sprachen entspricht.

Beispiel 4.12 Betrachte A; aus Beispiel 4.5.

A
' b, c

/_\
@
b

A, ist deterministisch. L, (A;) = {« | nach jedem a in o kommt noch ein b}.
A, entsteht aus A; durch Vertauschen von Endzustinden und Nicht—End-
zustinden.

A
' b, c

\—/
b

L,(Ay) N L,(Ay) ist nicht leer; z.B. ist (ab)® € L, (A;) N Ly, (Ay).

Wie Beispiel 4.11 zeigt, ist die Klasse der von deterministischen Biichi-Auto-
maten akzeptierten Sprachen kleiner als die Klasse der w-regulédren Sprachen
(also die Sprachen, die von nicht—deterministischen Biichi-Automaten akzep-
tiert werden). Der néichste Satz charakterisiert diese Klasse.

Satz 4.13 Fiir L C X% sind dquivalent:

1. L wird von einem deterministischen Biichi—-Automaten akzeptiert.

2. L =1limU fiir eine regulére Sprache U C ¥*.

Beweis: Es sei A = (Q, %, qo, 0, F') ein deterministischer endlicher Automat.
Fiir a € ¥ sind dquivalent:
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i) a € L,(A).

ii) Es gibt unendlich viele verschiedene Anfangsstiicke von «, die in L(.A)
liegen, d.h. a € lim L(A).

Denn:

i)~ii) Sei @ € L,(A). Dann gibt es fi, fa,... € F und ug, uy, ug,... € XF

mit qo —= 4 f1 —4 fo —5 4 f3 =254 ---. Es folgt
Ug, Upl1, UpUiUsg, Ul UgUg, . . . € L(A).

ii)~1) Es sei {ug, uouy, ugtiug, uguitaus, ...} € Xt u; € 3 die unendliche
Menge der Anfangsstiicke von o mit ug---u; € L(A). Da A determi-
nistisch ist, heiit das, daB es fi, fo,... € F gibt mit ¢y —=4 fi —=>4
fo 24 f3 254 -+ +. Daher ist a = ugujupus - - - € Ly, (A).

Beachte: Wiire A nicht deterministisch, so konnte es zwei verschiedene Pfade
mit Beschriftung uo geben: gy —=4 f1 und gy —4 ¢ —4 fo mit ¢ ¢ F
und f; 3 4 fo, wie in Beispiel 4.11.

Aus “i) gdw ii)” folgt offenbar “1. gdw 2.” des Satzes. .

Korollar 4.14 Die Klasse der von deterministischen Biichi-Automaten ak-
zeptierten Sprachen ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

Beweis: In Beispiel 4.11 haben wir gesehen, dal L = (a U b)*b* nicht von
einem deterministischen Biichi-Automaten akzeptiert wird. Man sieht leicht,
daB8 L = {a,b}* \ L die w-Sprache ist, welche alle unendlichen Wéorter iiber
{a,b} enthilt, die unendlich viele a enthalten. Daher ist L = lim(b*a)*, also
von einem deterministischen Biichi-Automat erkennbar. ]
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4.2 Abschlufl unter Komplement

Die von Biichi-Automaten erkennbaren Sprachen (d.h. die w-reguliren Spra-
chen) sind unter Komplement abgeschlossen. Der Beweis hierfiir ist aber viel
aufwendiger als im Fall der reguléren Sprachen.

Hauptsatz 4.15 Ist L C X* w-regulér, so auch ¢ \ L.

Um dies zu beweisen, stellen wir L und ¢\ L als endliche Vereinigung von w—
Sprachen U -V* fiir regulére Sprachen U, V' C ¥* dar. Diese Sprachen werden
die Klassen einer gewissen Kongruenzrelation ~ 4 von endlichem Index sein.
Es sei dazu A = (Q,%, I, A, F) ein Biichi-Automat mit L,(A) = L. Wir
schreiben p wl ¢ um auszudriicken, daf} es in A einen Pfad von p nach ¢ mit

Beschriftung w € ¥* gibt, der mindestens einen Zustand aus F' enthélt. Die
Mengen

F —— * va
L,,={weX |p—q}

sind offenbar regulédre Sprachen:

P
Lp,q = U Ly Lyg.
feFr

Definition 4.16 Die Aquivalenzrelation ~4 auf ¥* ist definiert durch

u~yqv gdw fiir alle p,q € @ gilt
l.piﬂj gdw p#q und
u,F v, F
2.p——q gdw p—q.

Lemma 4.17 Die Relation ~ 4 ist eine Kongruenzrelation, die endlichen In-
dex hat (d.h. nur endlich viele Klassen).

Beweis:
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1. Offenbar ist ~4 eine Aquivalenzrelation (da “gdw” reflexiv, transitiv
und symmetrisch ist). Damit ~ 4 eine Kongruenzrelation ist, miissen
Wir zeigen: u ~4 v~ TUuy ~ 4 TUY.

zuy,F .
Es gelte also u ~ 4 v. Es gelte auflerdem p —— ¢. Dann gibt es p/, ¢’

mit p—p' — ¢ L5 ¢. Es folgt eine Fallunterscheidung danach, in
welchem der drei Schritte Zustéinde aus F' benutzt werden.

1. Fall: p ﬂp’, d.h. f € F kommt im Pfad p —= p' vor. Wegen u ~ 4
v folgt aus p' — ¢’ auch p’ — ¢’ und daher pﬂp’ ¢ L,

. zvy,F
also gilt auch p ——¢.

2. Fall: Der Beweis fiir ¢' LN q erfolgt analog.
3. Fall: p/ LF)q’. Wegen u ~_4 v folgt p' LN ¢’ und damit
p-Sp g Log.

zuy,F zvy,F .
Also folgt stets aus p ——— ¢ auch p ——— ¢. Die anderen Fille kann

man entsprechend behandeln: Die Riickrichtung des zweiten Teils der
Definition ist symmetrisch zum bereits gezeigten, und der erste Teil ist
diesem zweiten Teil dhnlich.

2. Die ~ 4—Klasse eines Wortes w ist eindeutig bestimmt durch das Paar
von Mengen ({(p,q) | p—a}, {(p.@) | p> q}). Es gibt daher maxi-

mal 2/@%@Ql. 21@xQl yjele verschiedene ~ 4—Klassen.
Wie sieht nun die ~ 4—Klasse [w] eines Wortes w aus?

Lemma 4.18 Fiir w € ¥* gilt

o T F
L. [w] - ﬂ P,qEQ Lp,q A ﬂ P,q€Q Lp,q n ﬂ P,q€Q Lp,q N ﬂ P,9€Q Lzlj,q'

we€Lp,q wLp,q WELﬁq w¢L£q

2. Insbesondere ist daher [w] C X* eine regulére Sprache.

Beachte: Der Durchschnitt iiber eine leere Indexmenge wird hier als >*
angenommen, also
N Lr, =%, falls w & L} fiir alle p,q € Q.

p,qEFQ
wEL%q
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Beweis: 2. folgt unmittelbar aus 1. Wir zeigen im folgenden also nur 1.

LEF ) so folgt wegen

“C” Seiuw € [w], dh. u ~yq w. Ist w € Ly (Lyg, LY

p,q’°
T
u~4wauch u € Ly o(Lyg, Ly, LE,).

“D” Sei u in dem Durchschnitt auf der rechten Seite. Wir miissen u € [w]
. u w u,F w,F
zeigen, d.h. p — ¢ gdw p — ¢ und p — ¢ gdw p —q.
o Aus p—q folgt w € Ly, und damit u € L, 4, d.h. p—=>q.
o Aus p /= q folgt w € Ly, und damit u € L, 4, d.h. P+ q.

o Fiir 25 erfolgen die Beweise analog. n

Hauptsatz 4.15 ergibt sich sehr leicht aus dem folgenden Satz.

Satz 4.19 Es sei A ein Biichi-Automat.

1. Fiir jedes Paar U,V von ~ 4—Klassen gilt:
(a) Ist UV N L,(A) # 0, so ist UV* C L, (A),

(b) Ist UV¥ N L, (A) # 0, so ist UV¥ C L, (A).
2. Fiir jedes a € X% existieren ~ 4—Klassen U,V mit o € UVY.

Wir iiberlegen zuniichst, warum hieraus folgt, da§ L,(A) = X \ L,(A) w-
reguldr ist.

Aus 1. und 2. des Satzes folgt, daf3
Ly(A) = U uve

U,V~ 4—Klassen
UV¥CLy(A)
L(A) = Uy uve
U,V~ g—Klassen
UV¥CL,(A)

Da alle ~4—Klassen U,V regulér sind und ~ 4 endlichen Index hat, ist mit

Satz 4.8 L,(A) w-regulidr. Beachte: Der Punkt 2 dieses Satzes ist fiir “C”
notig!
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Man kann den Satz 4.19 durch ad-hoc-Argumente beweisen. Eleganter ist
aber die Verwendung eines kombinatorischen Resultats, das auch in anderen
Bereichen sehr niitzlich ist.

Definition 4.20 Fiir eine Menge M bezeichne [M]? die Menge aller 2-ele-
mentigen Teilmengen von M. Es sei nun

eine Zerlegung von [M]? in endlich viele disjunkte Mengen. Eine Teilmenge
X von M heifit homogen fiir die Partition, falls es ein ¢ gibt mit

[X])? C A, (1<i<n).

Beispiel: Sei [N]> = AU B mit

A = {{i,j}|i#jundi=jmod2} und

B = {{i,j}|i# jundi# j mod 2}.
Dann sind

G = {ieN|iist gerade} wund

U = {j€N|jist ungerade}

beide homogen fiir AU B, da [G]* C A und [U]* C A.

Satz 4.21 [Ramsey] Es sei [N]? = A; UA,U---UA, eine disjunkte Zerle-
gung von [IN]2. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge X C N, die homogen
fiir diese Zerlegung ist.

Beweis: Siehe z.B. Seite 111 und 112 in [Ros82].

Kommen wir nun zu Beweis von Satz 4.19.

1. Es sei « € UV¥ N L, (A). Das heift

(a) = uvjvgvg--- mit u € U und v; € V' \ {€}.
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(b) Es gibt einen erfolgreichen Pfad
do L>Q1 L>Q2£>Q:s£>"'
in A mit Beschriftung o = uvv9v3 -+ - und mit ¢g € 1.

Dieser Pfad ist erfolgreich, daher werden unendlich oft Zustédnde aus F’
durchlaufen, d.h. es gibt unendlich viele 7 > 1, so daf§

v, F
Qi — Git+1

gilt. Es sei nun # € UV* beliebig. Wir miissen zeigen, dafl dann auch
B € L,(A) gilt. Wir wissen, daf 3 sich schreiben ldfit als

N AN
B = u'viupuh

mit ' € U und v, € V. Da U und V ~ 4—Klassen sind, folgt u ~4 v’
und v; ~ 4 v;". Darum gibt es einen Pfad

u vy V) vg
qo——q1——>q2 ——=>q3—> """,

auf dem dann natiirlich auch fiir unendlich viele 7z > 1 gilt: ¢; £> Qi1
Dabher gilt auch g € L,(A). Damit ist 1.(a) von Satz 4.19 gezeigt. Teil
1.(b) folgt dann unmittelbar: Ist o € UV* N L, (A), so kann es kein
g mit 8 € UVY N L,(A) geben, da sonst mit Teil 1.(a) unmittelbar
a € L,(A) folgen wiirde.

. Hier werden wir nun den Satz von Ramsey verwenden. Es sei o € ¢,

Zusammen mit der Relation ~ 4 definiert « die folgende Zerlegung auf
[INJ?.

Es seien Uy, Us, ... , U, die (endlich vielen) ~ 4—Klassen. Wir definieren
A, ={{i,j}]i<jund a(i+1,5) € U,}.

Da ~4 eine Aquivalenzrelation auf ¥* ist, ist jedes endliche Wort in
genau einer ihrer Aquivalenzklassen, daher gilt
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Nach Ramsey (Satz 4.21) gibt es eine unendliche Teilmenge X von IN,
die homogen fiir diese Zerlegung ist. Es gibt also ein k,1 < k < n, so
daB [X]? C Ay, gilt, d.h. fiir alle i, j € X mit i < j gilt: a(i+1,7) € Uy.

Da X unendlich ist, gibt es eine unendliche Folge i, 72, 73,... in X mit
i;+1 < ij41. Damit wissen wir: a(i; +1,441) € Uy \ {€}. Es sei nun U
die ~ 4—Klasse von «(0, ;). Dann ld8t sich « schreiben als

o = a(O,il)a(il + l,ig)a(iQ + 1,7:3) ... € UUZJ

Korollar 4.22 Zu einem gegebenen Biichi-Automaten A kann man effektiv
einen Biichi-Automaten B konstruieren mit

Lw(B) = Lw(A)
Beweis:

1. Die ~ 4—Klassen konnen effektiv bestimmt werden: Lemma 4.18 zeigt,
wie man sie aus den Sprachen Ly, und L[ erhilt.

2. Fiir ein gegebenes Paar U,V von ~ 4—Klassen ist entscheidbar, ob
UVYNL,(A) =0
gilt (siehe Satz 4.10).

3. Fiir UV* kann man effektiv Biichi~Automaten konstruieren, also auch
fiir endliche Vereinigungen davon. .

Korollar 4.23 Das Aquivalenzproblem fiir Biichi-Automaten ist entscheid-
bar.

Beweis:
Lw(.Al) = Lw(Ag) gdw
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(Lo (A1) \ Ly (A2)) U (Lo (A2) \ Ly (A1)

0. (4.1)

Aus Lemma 4.7 wissen wir, dafl die Klasse der Biichi-erkennbaren Sprachen
effektiv unter Vereinigung abgeschlossen ist, und Korollar 4.22 liefert die ef-
fektive Abgeschlossenheit unter Komplementbildung. Daher kann man auch
einen Biichi-Automaten fiir die in der linken Seite von Gleichung 4.1 genann-
te Sprache konstruieren. Dieser akzeptiert die leere Sprache, falls kein End-
zustand auf einem erreichbaren Zyklus liegt (d.h. falls fiir allei € I, f € F
gilt L f =0 oder Ly, \ {e} =0). .

4.3 Muller—Automaten

Wir haben gesehen, dafl deterministische Biichi-Automaten nicht alle w—
reguldren Sprachen erkennen kénnen. Wir betrachten nun ein modifiziertes
Automatenmodell, bei dem bereits die deterministischen Automaten alle w—
reguldren Sprachen erkennen.

Definition 4.24 [Muller-Automat| Ein Muller-Automat ist ein determini-
stischer endlicher Automat A = (Q, X, qo, 0, F), wobei

e (),Y,qp,0 wie bei deterministischen Biichi-Automaten definiert sind
und

e F C 29 eine Menge von Mengen von Endzustinden ist.

Ein unendlicher Pfad py —%p; —% py —2 .-+ in einem Muller-Automaten
heift erfolgreich, falls gilt:

e er beginnt mit dem Anfangszustand, d.h. pg = ¢o und

e {p € Q| Es gibt unendlich viele ¢ mit p = p;} € F.

Fiir einen Muller-Automaten A ist L,(A) = {a € X¥ | v ist die Beschriftung
eines erfolgreichen Pfades} die von ihm akzeptierte Sprache.
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Beispiel 4.25 Betrachten wir wieder L = (a U b)*b¥. Wie bereits gesehen,
wird L nicht von einem deterministischen Biichi-Automaten akzeptiert (Bei-
spiel 4.11). Der folgende (deterministische) Muller—Automat akzeptiert L:

b
/_\
\/

a

wobei F = {{2}} ist. Denn: Ist die Menge aller unendlich oft durchlaufener
Zusténde eines Pfades {2} (d.h. Zustand 1 wird nur endlich oft durchlaufen),
so muf es offenbar eine Stelle in der Beschriftung dieses Pfades geben, ab der
nur noch b vorkommt.

Beachte: Ein Biichi-Automat mit F' = {2} akzeptiert z.B. auch (a U b)*.

Satz 4.26 Fiir eine w—Sprache L sind dquivalent:

1. L ist w-regulér.

2. L wird von einem Muller-Automaten akzeptiert.

Beweis:

“2~ 17 (relativ einfach) Es sei A = (Q, X, qo, 6, F) ein (deterministischer)
Muller-Automat. Dann gilt:

L = Ly(A
= U (ﬂthqO,q\ U 1iqu0,q)

FeF \qeF qEQ\F

FeF \qeF 1EQ\F

- U (mnquo,qn N m) (4.2)

Begriindung: Muller-Automaten akzeptieren ein w—Wort, falls es einen
Pfad beschriftet, der genau die Endzusténde einer Endzustandsmenge
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F € F unendlich oft durchlduft. Daher die grole Vereinigung iiber alle
diese F'. Da A deterministisch ist, enthélt lim L, , genau die Worter,
die einen unendlichen Pfad beschriften, der ¢ unendlich oft durchlauft.
Da A deterministisch ist, erhélt man mit dem Durchschnitt iiber alle
Zusténde in F' genau die Worter, deren Pfade jeden dieser Zustéinde
unendlich oft durchlaufen (es kann also nicht vorkommen, daf ein Wort
zwei verschiedene Pfade beschriftet, die unterschiedliche Endzustinde
unendlich oft durchlaufen). Pfade, die mit von A akzeptierten Wortern
beschriftet sind, durchlaufen Nicht—Endzusténde (d.h. Zustinde in @\
F) jedoch nur endlich oft, daher miissen wir diese Worter abziehen. Al-
so gilt Gleichung 4.2. Wir wissen, daf lim L,, , w-regulir ist (Satz 4.13).
Auflerdem sind die w-reguldren Sprachen nach Lemma 4.7 unter Verei-
nigung und Durchschnitt und nach Satz 4.15 auch unter Komplement
abgeschlossen. Also ist die Sprache in Gleichung 4.2 auch w-regulér.

“1 ~ 2” Dieser Teil des Beweises ist mindestens so aufwendig wie der Beweis

von Satz 4.15, da man leicht zeigen kann (sieche Satz 4.27), daf} (deter-
ministische) Muller-Automaten unter Komplement abgeschlossen sind.
Wir lassen den Beweis daher weg.

Satz 4.27 Wird L C ¥* von einem Muller—Automaten akzeptiert, so auch
L=3%“\L.

Beweis: Sei L = L,(A) fiir einen (deterministischen) Muller-Automaten
A= (Q,3,q, 6, F). Man sieht leicht, dafl B = (Q, S, qo, 5, 29\ F) die w-Spra-
che L akzeptiert (Ist die Menge aller unendlich oft durchlaufener Zustéinde
eines mit « beschrifteten Pfades nicht in F, d.h. a € L, so ist sie in 29 \ F
und « € L, (B)). .
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Kapitel 5

Unendliche Worter und
logische Formeln

5.1 Die Logik S1S und w-regulire Sprachen

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Formelklasse zu beschreiben, welche genau
die w-reguliren Sprachen akzeptiert. Wie im Fall endlicher Worter (regulérer
Sprachen) werden wir sehen, daf8 Pridikatenlogik erster Stufe nicht ausreicht.
Man muf} zusétzlich Quantifizierung iiber einstellige Priadikate zulassen.

Definition 5.1 (S1S) Formeln der Monadischen Logik zweiter Stufe eines
Nachfolgers (S1S steht fiir Second order logic of 1 Successor) sind aufgebaut
mit Hilfe von:

e n einstelligen Pradikatssymbolen P, Py, ... | P,
e cinem einstelligen Funktionssymbol s,

e cinem Konstantensymbol 0,

e cinem 2-stelligen Priidikatssymbol <,

e den Booleschen Operatoren A, V, -,
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e den Quantoren erster Stufe dz., V., wobei z fiir ein Element des Inter-
pretationsbereichs steht,

e den Quantoren zweiter Stufe 4.X., V.X., wobei X fiir eine Teilmenge des
Interpretationsbereichs steht.

Als Interpretationsbereich betrachten wir die natiirlichen Zahlen w, und wir
interpretieren

e 0als 0,
e s als natiirliche Nachfolgerfunktion m +— m + 1,

e < als die iibliche Ordnung < auf w.!

Wie im endlichen Fall sei 3 = {0, 1}". Eine gegebene Interpretation P/, P,
..., Pl der Symbole P, P, ... , P, entspricht dann einem unendlichen Wort

a=a(0)a(l)a(2)--- € X wobei

‘ 1 fallsm e P!
a(m) = (Bumys - »bm,) mit by, = { 0 fallsm ¢ P! -

Fiir eine geschlossene S1S—Formel ¢ schreiben wir wieder « = ¢, wenn die
Interpretation, die dem w—Wort « entspricht, ¢ wahr macht. Die von ¢ ak-
zeptierte w—Sprache ist definiert durch:

Ly(¢) ={a € X¥ |a = ¢}.

Beispiel 5.2 Es sei n = 1, also ist ¥ = {0, 1}.

L Gleichheit kann daher durch z =y & —=(z < y Vy < x) ausgedriickt werden, d.h. S1S
mit Gleichheit ist genauso ausdrucksstark ist wie S1S ohne Gleichheit.
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1. Betrachten wir zunéchst eine Formel ¢ und die von ihr akzeptierte w—
Sprache L, (o).
¢ = P(0)A
(Va. Py (x) = =Py (s(z))
(Va.~Pi(z) = Py(s(z))

L.(¢) = {10101010---} = (10)*

) A

)

2. Sei Lj = {a € ¥¥ | nach jeder 1 in o kommt noch eine 0}. Dann wird
L, offensichtlich durch die Formel

¢ =Va.P(x) = Jy.x <yA-Pi(y)
beschrieben, das heifit L, (¢) = L;.

3. Betrachte Ly = {«@ € ¥¥ | zwischen zwei Einsen in « befindet sich eine
gerade Anzahl von Nullen}. Um Ly durch eine Formel zu beschreiben,
betrachten wir Positionen z, y im Wort, an denen eine 1 steht und
zwischen denen nur Nullen vorkommen. Wir fiihren die Pradikate Y
und X ein, die fiir “gerade” und “ungerade” stehen, und sorgen dafiir,
dafl nur geradzahlig viele Nullen zwischen zwei Einsen stehen. Damit
gilt dann L, (¢) = L fiir:

¢ =VaVy. (r <yAPi(x) ANPi(y) AVzx < 2 Az <y = —P(2))
=3IX W Va(z<zAz<y) =
(=(X(2) AY(2))A
(X(2) = Y(s(2))) A (Y(2) = X(s(2)))A
X(s(z)) A X(y))-

Wie im endlichen Fall verwenden wir im folgenden wieder @Q,(x) als Abkiir-
zung fiir die Formel, die ausdriickt, dafl an der Position x das Symbol a € X
steht.

Wir zeigen als niichstes, dafl man auf die Symbole 0 und < verzichten kann,
ohne an Ausdrucksstéirke zu verlieren.

10. Dezember 2001 85



KAPITEL 5. UNENDLICHE WORTER UND LOGISCHE FORMELN

Lemma 5.3 Sowohl 0 als auch < kann in S1S mit Hilfe der iibrigen Symbole
definiert werden.

Beweis: © = 0 ist offensichtlich dquivalent zu —3Jy.(y < z) und = < y ist
dquivalent zu 3X. (- X (z) A X(y) AVz (X (2) = X (s(2)))). n

Nun also der Zusammenhang zwischen S1S-Formeln und w-reguléren Spra-
chen.

Satz 5.4 Fiir eine w—Sprache L sind dquivalent:

1. L ist w-regulér.

2. L = L,(¢) fiir eine geschlossene S1S-Formel ¢.

Beweis:

“l~2” Essei A= (Q,%,I,A F) ein Biichi-Automat mit L = L, (A). Wir
werden die Existenz eines erfolgreichen Pfades durch eine S1S—Formel
beschreiben. Es sei

@ = {q,--.,%n} und ohne Einschrinkung
I = {q,...,q} firein k < m.

Wir verwenden Variablen Yy, Y1, ..., Y, wobei Y;(z) als “der z—te Zu-
stand im Pfad ist ¢;” gelesen werden sollte.
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3o+ (Vo A ~(Yi(2) AYj(x))) A Die Mengen sind

0<i<j<mn disjunkt,
(YO(O) V-V Yk(O)) A man beginnt mit
einem Anfangszust.,
(V:E. V  Yi(2)AQu(2) an Position s(z)
(gira,q5)€A steht ein beziigl. A

/\Y](s(x))) A erlaubter Folgezust.,

( \ Vz.3y.z <y A Yi(y)) einer der Endzust.
GEF wird unendlich oft
angenommen.

Nach Konstruktion erfiillt o € ¥ diese Formel genau dann, wenn «
die Beschriftung eines erfolgreichen Pfades ist.

“2 ~» 1” Wir werden zunéichst S1S—Formeln in eine passende Normalform
bringen:

1. Es diirfen nur noch Variablen X; zweiter Stufe auftreten (kein x
erster Ordnung).
2. Atomare Formeln haben die Gestalt
e X; C X; (als Abkiirzung fiir Va. X;(z) = X;(z)),
e Succ(X;) = X; (mit Semantik: X = {n;}, X/ = {n;} und

n; +1=n;).
Dabei sind X, X; Variablen zweiter Ordnung oder Prédikatssym-
bole Py, ..., P,.

Formeln, die aus diesen atomaren Formeln mit Hilfe Boolescher Opera-
toren und Quantifizierung zweiter Stufe aufgebaut sind, heiflen S1Sy—
Formeln.

Behauptung: Jede S1S-Formel kann in eine dquivalente S1S,—Formel
iiberfithrt werden.

Denn:
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1. Wir haben bereits gesehen, daff 0 und < eliminiert werden kénnen.

2. Geschachtelte Anwendung der Nachfolgerfunktion kann wie folgt

eliminiert werden:

ist dquivalent zu

1o e yr = 8(@) Ay = 8(y1) Ao A S(Ym—1) = .

3. Wir haben damit ohne Einschridnkung nur noch atomare Formeln

der Gestalt
z =y, s(x) =y, P(x), X(z).

Im abschliefenden Schritt verwenden wir die folgenden Abkiirzun-
gen:

e X =Y firXCYAY CX,

e X £V fiir 2(X =Y),

e Einer(X) fiir “X hat genau eine echte Teilmenge”, d.h. X ist

Einermenge:

W (YCXAYZXAVZ(ZCX = (Z=XVZZEY))).

. Variablen erster Stufe kénnen nun wie im folgenden Beispiel eli-

miniert werden:

V. 3y s(x) =y AN Z(y)
wird zu
VX.Einer(X) = 3Y. (Einer(Y) A Succ(X) =Y AY C Z).

Dies schlief3t den Beweis der Behauptung ab.

Wir zeigen durch Induktion iiber den Aufbau von S1Sy~Formeln ¢, daf}
L, (¢) w-regulir ist. Wir betrachten dabei auch Formeln mit freien Va-
riablen (zweiter Stufe), wobei diese bei der Definition der akzeptierten
Sprache wie einstellige Priadikatssymbole behandelt werden. So liefert
2B. Y. (X C Y AP, CY) eine w-Sprache iiber ¥ = {0,1}?, da P,
und X frei vorkommen.
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Induktionsanfang: Atomare Formeln sind von der Gestalt X C Y
oder Succ(X) =Y und werden durch Worter iiber ¥ = {0, 1}? inter-
pretiert (Ohne Einschrinkung steht dabei die erste Komponente fiir X
und die zweite fiir V).

L, (X CY) = {a=ayay--|fir o; = (b, b;,) gilt:
bi1 :lew :]_}

Daher gilt, daB L,(X C Y) von folgendem Biichi-Automaten akzep-
tiert wird:

(0,0),(0,1),(1,1)

L,(Suce(X)=Y) = {a=apxay---|fir o; = (b;,, bs,) gilt:
es gibt ein £ mit
by, = 1 und b(x11), =1 und
bjl =0 fllI'] 7§ k

Daher wird L, (Succ(X) = Y') von folgendem Biichi-Automaten ak-
zeptiert:

(0,0) (0,0)

R O

(1,0) (0,1)

Induktionsschritt: Es geniigt, —, V, dX. zu betrachten.

1. L,(—¢) = X¥ \ L,(¢). Nach Induktionsannahme ist L, (¢) w—
reguldr und damit mit Satz 4.15 auch L, (¢) = X \ L,(¢).
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2.

“V” entspricht im Prinzip der Vereinigung, allerdings kénnen bei
¢ = ¢1V ¢ die in ¢; und ¢o vorkommenden Pridikatssymbole
und freien Variablen verschieden sein.

Beispiel:
¢(X1,X2,X3) — ¢1(X1, Xg) V ¢2(X2, X3)
N———

freie Var.

Man erweitert dann ¢; und ¢, um die fehlenden freien Variablen
oder Prédikatssymbole, indem man einfach trivial wahre Formeln
anfiigt, die diese enthalten (z.B. él(Xl,XQ,Xg) = ¢1(X1, X2) A
X3 = X3). Allgemein gilt fiir ¢ € {1, 2}: Ist A; ein Biichi-Automat
fir ¢;, so erhiilt man den Automaten A; fiir ¢; wie folgt: ¥ =
{0,1}™ von A; wird ersetzt durch ¥ = {0,1}™*% fiir ¢; freie
Variablensymbole von ¢s_;, die nicht in ¢; vorkommen. In A; gibt
es den Ubergang
(b1seee b te;)
¢ —— ¢

genau dann, wenn es n; Komponenten (bj,,...,b;, ) in (by,...,
bu;+e;) gibt, so daB X, ..., X, ~die in ¢; frei vorkommenden Va-

riablen sind und
(bjl ""’bj”i) ,
q — ¢q

ein Ubergang in A; ist. Dann ist
Ly(o(Xy, ..., X))

= Lu(01(Xpe oo X5V oKy, X))
e Lu(i(Xiye e, X)) V a(Xy e, X))

= Lu(o1(X1,. .., X)) U Lu(¢2(X1, ..., Xin))
= Lu(Ay) U L (Ay)

nach Induktionsvoraussetzung w-regulér.
Es sei

O( Xy, ..., X,) =Y. p(Y, Xq,...,X,).
Ist A ein Automat fiir L, (p(Y, X1, ..., X,)), so erhilt man einen
Automaten fir L, (¢(Xy, ..., X,)) wie folgt: Ersetze jeden Uber-
gang

(bo,bl,...,bn) . (bl,...,bn)
qg —— ¢ in Adurch ¢ —— ¢'. .
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Das folgende Beispiel veranschaulicht, wie man mit der in diesem Beweis
vorgestellten Konstruktion aus einer Formel einen Biichi—Automaten erhélt.

Beispiel 5.5 Es sei
¢=3Y. (X CY VSucc(Y) = Z).
Der Automat A; akzeptiert L, (X C Y):

(0,0),(0,1),(1,1)

und fll ist der um Z erweiterte Automat:

(0,0) (0,0)
o
! (1,0) Y, 0,1) O
und flg ist der um X erweiterte Automat:
(0,0,0) (0,0,0)
(1,0,0) (1,0,0)
o0
@ (0,1,0) w (0,0,1) @
(1,1,0) (1,0,1)
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Die disjunkte Vereinigung dieser beiden Automaten, fllUflg, akzeptiert
L,(X C Y V Succ(Y) = Z). Der folgende Automat akzeptiert dann
L,(3Y. (X € Y VSuce(Y) = Z)) und entsteht aus A, UA, durch “Her-
ausstreichen” der 2. Komponente (fiir Y):

(0,0),(1,0)
' (0,1, (1,1)
(0,0) (0,0)
(1,0) (1,0)
W
1 9
\_/ 0,0 \_/ 1) @
(1,0) ,1)

Das néchste Beispiel zeigt, wie die S1S-Formel zu einem gegebenen Biichi—-
Automaten aussieht.

Beispiel 5.6 Sei ¥ = {a,b}. Wir verwenden wie gewohnt die Abkiirzungen
Qq(z) fiir Py(z) und Q,(x) fiir =P (z).

A a

O ()

a

Es ist offensichtlich, dafi L,(A) = {a € {a,b}* | zwischen zwei b liegt eine
gerade Anzahl von a} gilt. Die Konstruktion aus dem Beweis des Satzes 5.4
liefert folgende Formel, die L, (A) akzeptiert:
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3Yp. Y1 3Ya (V. = (Yo(x) A Vi(@)) A
~(Yo(z) A Ya(z)) A
Y,

Y5(0) A

(V. (Yo(@) A Qu(w) A Yi(s(2))) v
(Yo(x) A Qp(x) AYi(s(x))) V
(Yi(2) A Qu(x) AYi(s(x))) V
(Yi(2) A Qu() A Ya(s(2))) V
(Ya(2) A Qulw) A Yi(s(x)))) A

((Vw. dy.x <y AYy(y)) V
(Vo. 3y < y AYi(y)))

Der Beweis des Satzes 5.4 zeigt, dafl man zu jeder S1S-Formel ¢ effektiv
einen Biichi-Automaten A konstruieren kann mit L, (A) = L, (¢). Daraus
folgt, dafl man von einer (geschlossenen) S1S—Formel ¢ entscheiden kann,
ob sie in der kanonischen Interpretation (w,<,+1,0) giiltig ist oder nicht.
Offenbar ist eine Formel ¢ genau dann giiltig (d.h. sie gilt in allen zulissigen
Interpretationen), wenn es keine Interpretation gibt, die =¢ wahr macht, also
wenn L, (—¢) = 0 gilt.

Korollar 5.7 Giiltigkeit in S1S ist entscheidbar.

Beweis: Es sei ¢ eine (ohne Einschrinkung geschlossene) S1S-Formel. Zu
—¢ kann man effektiv einen Biichi-Automaten A konstruieren mit L, (A) =
L, (¢). Das Leerheitsproblem fiir w-regulidre Sprachen ist mit Satz 4.10 ent-
scheidbar. .

Der Beweis von Satz 5.4 a8t sich leicht so abdndern, dafl er auch fiir regulire
Sprachen endlicher Worter funktioniert.

Korollar 5.8 Fiir eine Sprache L C ¥* sind dquivalent:

1. L ist regulér.
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2. L\ {e} = L(¢) fiir eine geschlossene S1S-Formel ¢.

Wie im Kapitel 1.3 eingefiihrt, falit man hier wieder endliche Worter als
endliche, total geordnete Interpretationen auf. Im Beweis von “1 ~» 27
muf} im wesentlichen nur die Akzeptanzbedingung geéndert werden:

V Va.Jya <y AYi(y)

GEF

wird ersetzt durch
\/ Va.max(z) = Yi(z).

GER

Im Beweis von “2 ~» 1” verwendet man die Abschlufleigenschaften re-
guldrer Sprachen. Beim Induktionsanfang mufl man die spezielle Semantik
von 8 beachten (auf Maxima und Minima) und mit der Akzeptanzbedingung
fiir endliche Worter auskommen.

Korollar 5.9 Fiir eine S1S—Formel ist es entscheidbar, ob sie in allen endli-
chen S1S-Interpretationen gilt.

Man beachte: es gibt S1S—Formeln, die zwar in allen endlichen S1S-Interpre-
tationen gelten, aber nicht in allen unendlichen.

Beispiel: Die Formel —=(Vx.Jy. (z < y)) gilt in allen endlichen S1S-Interpre-
tationen, aber in keiner unendlichen.

5.2 Schwichere Logiken und Presburger Arith-
metik

Biichi hat auch die schwache Logik WS1S (das W steht fiir weak) untersucht,
bei der Quantoren 3X., VY. zweiter Stufe nur iiber endliche Teilmengen von
w quantifizieren. Offenbar kann man WSI1S in S1S ausdriicken:
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Die Formel 3X.¢(X) in WS1S wird in S1S zu
X, (Jy.Va. (X () = z < y) A ¢(X)).

Damit ist gezeigt, dafl die Giiltigkeit in WS1S ebenfalls entscheidbar ist.
Umgekehrt kann man zeigen, dafl WS1S genauso ausdrucksstark ist wie S1S,
d.h. zu jeder w—Sprache L gibt es eine WS1S Formel ¢ mit L, (¢) = L. Wir
verwenden die Entscheidbarkeit von WS1S nun, um die Entscheidbarkeit der
Presburger—Arithmetik zu zeigen.

Definition 5.10 Presburger Arithmetik Man betrachtet hier Formeln
der Logik erster Stufe (mit Gleichheit), die als nicht—logische Symbole eine
Konstante 0 und ein zweistelliges Funktionssymbol + enthalten diirfen. Als
Interpretation verwendet man die natiirlichen Zahlen, wobei 0 als 0 und +
als Addition interpretiert werden.

Satz 5.11 Die Presburger Arithmetik ist entscheidbar, d.h. fiir eine Formel
der Logik erster Stufe, die als nicht-logische Symbole nur 0 und + enthilt,
ist es entscheidbar, ob sie in den natiirlichen Zahlen gilt.

Beweis: Um in WS1S “rechnen” zu kénnen, werden wir die natiirlichen Zah-
len in endliche Teilmengen natiirlicher Zahlen codieren. Dazu stellt man die
natiirlichen Zahlen in Binédrcodierung dar und interpretiert die resultieren-
de 0-1-Folge als endliche Teilmenge von w: Ist n = 21 + 22 4 ... 4 2% mit
ip <ig < -+ < ig, so wird n durch die Menge {iy, s, ... ,ix} codiert.

Beispiel:
13 = 1101, also wird 13 durch {0, 2,3} codiert.

20 = 10100, also wird 20 durch {2,4} codiert.

Die 0 der Presburger Arithmetik (die als 0 zu interpretieren ist), wird folg-
lich durch {} codiert und kann in WSIS durch ein einstelliges Pradikat Z
dargestellt werden, das durch Va. —~Z(z) definiert wird. Beachte: Die 0 in S1S
und WS1S bezeichnet die nullte Stelle eines Wortes, also den Summanden
2% in der oben beschriebenen Codierung. Diese codierten natiirlichen Zah-
len entsprechen den einstelligen Priidikaten in WS1S?, mit denen wir auch

27.B. entspricht die 13 einem Pridikat X mit Vz. X(z) & 2 =0V 2 = 5(s(0)) Vz =

s(s(s(0)))-
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“rechnen” konnen. Wir zeigen daher nun, dal man in WS1S die Addition
natiirlicher Zahlen ausdriicken kann:

Es gibt eine WS1S—Formel ¢, (X, Y, Z) mit den folgenden Eigenschaften: Ist
K Codierung von k, N Codierung von n und M Codierung von m, so gilt:

O+ (K,N, M) gdw k+n=m

Beispiel: 20 + 13 = 33

10100 = {2,4} X

+ 01101 = {0,2,3} Y
Ubertrag: 111000 = {3,4,5} R
100001 = {0,5} Z

Wir benétigen also eine Hilfsvariable R zweiter Stufe, die den Ubertrag be-
schreibt. Es mufl nun an jeder Position x gelten:

e = gehort zu Z (d.h. an Position z in der Bindrdarstellung der Summe
Z steht eine 1) genau dann, wenn eine oder alle drei Mengen XY, R
das z enthalten.

o z+1 gehirt zu R (d.h. 1 an Position = + 1 im Ubertrag) genau dann,
wenn x zu mindestens zwei der Mengen X, Y, R gehort.

Dies wird durch die folgende Formel beschrieben.

¢ (X,Y,Z) = 3R.( ~R(0) A “An Position 0 kein Ubertrag”
Va. (R(s(7)) & (X(z) ANY(2))V
(X(z) A R(z))V
(Y(z) A R(z)))A
Vo, (Z(z) & (X(x) AY(x) A R(x))V
(X (z) A=Y (2) A =R(z))V
(=X (2) AY(2) A =R(x))V
(=X (z) A=Y (2) A R(7))))
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Man kann damit beliebige Presburgerformeln als WS1S-Formel darstellen;
z.B. Vz.(x + 0 = z) durch

3Z. (V. (~Z(2)) AVX. 64 (X, Z, X)).
7={}=0

Dies schliefit den Beweis von Satz 5.11 ab. n

Man mufl im Beweis dieses Satzes WS1S an Stelle von S1S verwenden, da ja
die Codierung natiirlicher Zahlen endliche Mengen sind, also Quantoren Vz
in Presburger-Formeln den Quantoren VX iiber endliche Teilmengen von w
entsprechen.

5.3 Sternfreie Sprachen und unendliche Wo6r-
ter

Bei endlichen Wortern konnte die Klasse von Sprachen, die von Formeln
der Logik erster Stufe akzeptiert werden, sehr schon charakterisiert werden
(Satz 3.9).

Fir L C ¥* sind dquivalent:

1. L ist sternfrei.

2. L\ {e} = L(¢) fiir eine geschlossene Formel ¢ der Logik erster Stufe
iiber den nicht-logischen Symbolen <, Q,(a € ¥).

Bei w-Sprachen gibt es einen entsprechenden Zusammenhang.

Definition 5.12 Eine w-Sprache L C ¥¥ heif3t sternfrei genau dann, wenn
L =U;, U;V fiir sternfreie Sprachen U;, V; C *.

Satz 5.13 Fiir eine w-Sprache L C ¥* sind dquivalent:
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1. L ist sternfrei.

2. L = L,(¢) fiir eine geschlossene S1S—Formel ¢, welche keine Quanti-
fizierung iiber einstellige Prédikate enthélt, d.h. ¢ ist eine Formel der
Logik erster Stufe.

Wir erwihnen dieses und die folgenden Resultate ohne Beweis (Literaturhin-
weise finden sich bei [Tho90b]).

Man kann sternfreie w—Sprachen auch wieder mit Hilfe endlicher Monoide
charakterisieren.

Definition 5.14 Es sei L C 3 eine w—Sprache. Die Kongruenzrelation =~
auf 2* ist definiert durch

u~pv gdw Fir alle z,y,z € ¥* gilt
(zuyz* € L  gdw zwvyz* € L) und
(x(yuz)¥ € L gdw z(yvz)¥ € L).

Es ist leicht zu iiberpriifen, dafl ~ tatsichlich eine Kongruenzrelation ist.
Fiir w-reguldre Sprachen L hat = stets endlichen Index. Im Gegensatz zum
Fall endlicher Worter gilt aber die Umkehrung nicht, d.h. es gibt nicht—
reguldre w—Sprachen, fiir die &~ auch endlichen Index hat. Fiir eine Charak-
terisierung w-reguldrer Sprachen bendtigt man noch eine zusétzliche Bedin-

gung.

Definition 5.15 Es sei L C ¥ und ~ eine Kongruenzrelation auf *.
Die Relation ~ saturiert® L genau dann, wenn es endlich viele ~—Klassen
U, ..., Uy, Vi,...,V, gibt mit L =, U;V*.

Satz 5.16 Fiir eine w—Sprache L C > sind dquivalent:

1. L ist w-regulér.

2. =~ hat endlichen Index und saturiert L.

3Deutsch: sittigt
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Die sternfreien w—Sprachen entsprechen nun wieder den aperiodischen Mo-
noiden.

Satz 5.17 Fiir eine w-regulire Sprache L sind dquivalent:

1. L ist sternfrei.

2. ¥*/n, ist aperiodisch.

Satz 5.13 und Satz 5.17 ermoglichen es nun wieder, fiir eine gegebene w—
regulire Sprache zu iiberpriifen, ob sie von einer Formel der Logik erster
Stufe akzeptiert wird.

Beispiel 5.18 (Vergleiche Beispiel 4.5) Sei ¥ = {a,b,c} und L = {o € ¢ |
zwischen zwei a befindet sich eine gerade Anzahl von b und c}.

Die M—Varietét aller aperiodischen Monoide ist schliellich definiert durch
(2" = 2™),>1. Wir zeigen, daB = := [b]y, € ¥*/x, die Identitét 2" = 2"
fiir kein n erfiillt. Ohne Einschréinkung sei dazu n gerade und n+ 1 ungerade.
Aus 2" = z" wiirde folgen, daf b" ~ b"! gilt. Es ist aber ab"aa® € L (n
gerade) und ab""taa” ¢ L (n + 1 ungerade), also b" %, b+

Damit ist ¥*/,, nicht aperiodisch, also kann L nicht durch eine Formel der

Logik erster Stufe definiert werden.

5.4 Dynamische Logik

Zum Abschlufl dieses Kapitels betrachten wir eine weitere Logik, deren Ent-
scheidbarkeit man mit Hilfe von Biichi-Automaten zeigen kann. Diese Lo-
gik soll das FEingabe/Ausgabeverhalten eines deterministischen Programms
p beschreiben. Dieses Programm iiberfiihrt (deterministisch) eine gegebene
Konfiguration & in hochstens eine Folgekonfiguration £'. Gibt es ausgehend
von k keine Folgekonfiguration, so terminiert p nicht. Das Programm kann
mehrmals hintereinander ausgefiihrt werden und beliebig oft iteriert werden.
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Wir gehen davon aus, daf§ endlich viele (atomare) Eigenschaften A;,..., A4,
von Konfigurationen gegeben sind. Man sucht nun nach einer Logik, mit der
man Aussagen wie die folgenden ausdriicken kann:

al: “Gilt A in £k, so gilt A, in der Folgekonfiguration.”

a2: “Gilt Ay in k, so existiert keine Folgekonfiguration (d.h. p terminiert
nicht).”

a3: “Beginnend mit der Konfiguration k, in der A; gilt, kann man p endlich
oft hintereinander ausfiihren und erreicht dadurch eine Konfiguration,
in der A, gilt.”

Definition 5.19 Formeln der Logik 1IDPDL (propositionale dynamische Lo-
gik eines deterministischen Programms) sind wie folgt aufgebaut:

Programmformeln

e p und € sind Programmformeln.

e Sind 7; und 7y Programmformeln, so auch 7; 7o (Hintereinander-
ausfithrung), m U my (Alternative), 7} (Iteration).

Konfigurationsformeln

e Ay, ..., A, sind Konfigurationsformeln.

e Sind ¢, ¢ Konfigurationsformeln und ist 7 eine Programmformel,
so sind auch @1 V ¢a, @1 A ¢a, =1, (m) 1, [7]¢1 Konfigurationsfor-
meln.

Programmformeln beschreiben Programme, die man aus dem atomaren Pro-
gramm p aufbauen kann. (In 1IDPDL gibt es genau ein atomares Programm
p.) Zum Beispiel ist p U (p;p) ein (nicht-deterministisches) Programm, bei
dem entweder p einmal oder p zweimal ausgefiihrt wird.

()1 heiflt: es gibt eine m—Folgekonfiguration, in der ¢; gilt, d.h. durch
Ausfiihren von 7 kann eine Konfiguration erreicht werden, in der ¢, gilt.

[7]¢1 heifit: in allen 7—Folgekonfigurationen gilt ¢.
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Beachte: Da ein zusammengesetztes Programm nicht—deterministisch sein
kann (im Gegensatz zu dem atomaren Programm p), kann es mehrere 7-
Folgekonfigurationen geben.

Beispiel 5.20 Die Aussagen al, a2, a3 von oben kénnen nun wie folgt be-
schrieben werden (¢ = v sei wie iiblich eine Abkiirzung fiir —¢ V 9):

al: A1 = <p>A2
a2: A, = [p|(4A; A—A)) (keine Konfiguration kann A; A = A, erfiillen)

a3: A = (p")A,
Formal wird die Semantik von 1DPDL wie folgt definiert.

Definition 5.21 Eine Interpretation I besteht aus einer nicht-leeren Menge
A von Konfigurationen und einer Interpretationsfunktion -/, die

1. dem atomaren Programm p eine funktionale Relation p! C Al x Al
zuordnet. Funktional heifit dabei, daB fiir alle k, k1, ko gilt: Aus (k, k) €
p! und (k, k) € p’ folgt ky = k.

2. jeder atomaren Eigenschaft A; eine Menge A, C A’ zuordnet (die
Konfigurationen, in denen A; gilt).

Die Interpretationsfunktion kann auf Programmformeln und Konfigurations-
formeln erweitert werden. Dies geschieht induktiv iiber den Aufbau der For-
meln. Die Interpretation der atomaren Formeln p, Ay, ..., A, ist bereits de-
finiert.

Jeder Programmformel 7 wird eine Relation 7/ C A! x Al zugeordnet:

el = {(k,k) | ke A"}
(m;me)l i=mloml =
; {(];71, k2)1| Es glbt k mit (kl, k) S 71'1[ und (k, kQ) € 71'2[}
(my Umg)' i=m" Uy
(m*)" := Uiso(m")’, wobei (m 1)t =m'o...om! ist.
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Jeder Konfigurationsformel ¢ wird eine Menge ¢! C A! zugeordnet:

(¢1 A o)l i= 1" N !
(61 V o) =" Uy’
(_‘¢1)I Af \ ¢1I
((myp1)! := {k € AT | Es gibt k' mit (k, k') € 7/ und k' € ¢,}
([x]p1)" := {k € AT | Fiir alle &’ mit (k, k') € 7! gilt &' € ¢,'}

Beispiel 5.22 Wir betrachten die Interpretation I mit AT = {k; | i € IN}
und p! = {(ki, kiy1) | i € N}, Al = {k; | i € N und i ist ungerade}, die wir
wie folgt darstellen

I I I I I
I: ko 25k 25 ky 2 ky 2o ky 2o
_‘AII AII _‘AII AII _‘AII

und folgende Formel

¢ A A PT((A = (p)2A) A (A = (p)A)).
In dieser Interpretation I ist ¢! = {ko, ko, ka, ... }.

Definition 5.23

1. Die Konfigurationsformel ¢ heif3t erfillbar, falls es eine Interpretation
I und ein k € A! gibt mit k& € ¢!. I heifit dann Modell von ¢.

2. Die Konfigurationsformel ¢ heift giltig, falls fiir alle Interpretationen
I gilt ¢! = Al

3. ¢ und 9 sind dquivalent genau dann, wenn ¢ & v giiltig ist, d.h. fiir
alle Interpretationen I gilt ¢! = 1’.

Offenbar ist ¢ giiltig genau dann, wenn —¢ unerfiillbar ist.

Um Erfiillbarkeit (und damit auch Giiltigkeit und Aquivalenz) zu entschei-
den, ordnen wir jeder Konfigurationsformel ¢ einen Biichi-Automaten A,
zu, fiir den gilt:

¢ ist erfiillbar gdw L, (Ag) # 0.
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Bei S1S wurde das Alphabet des Automaten durch die vorhandenen einstel-
ligen Pridikatssymbole bestimmt (diese entsprechen den atomaren Eigen-
schaften). Fiir 1IDPDL geniigt dies nicht: Wir miissen alle “Unterformeln”
der gegebenen Formel betrachten.

Zunichst stellen wir dazu jede Programmformel als eine regulire Sprache
endlicher Worter (iiber dem Alphabet ¥ = {p}) dar:

o L(e) := {e},

o L(p) := {p},

o L(my;my) = L(m) - L(my),

o L(m Umy) = L(m) U L(m),
o L(m*):=L(m)".

Beispiel: L(p U (p;p)) = {p,pp}, L((p;p)*) = {€, pp, PPPP, PPPPPD, - .. }

Wir definieren fiir eine Sprache L(7) C p* und eine Interpretation I:

L(m)' == {(k,k') | esgibt m >0, ko,...,ky, € Al mit
p™ € L(w), ko = k, k,, = k' und
(i, kip1) € p' fiir 0 <i < m}.

Offensichtlich gilt (k, k") € L(m)! gdw (k, k') € 7!, also L(m)! = =l

Es sei B = (Q, {p}, -, A, F) ein endlicher Automat, bei dem die Anfangszu-
standsmenge noch nicht festgelegt ist. Fiir jedes ¢ € ) bezeichne B, den Au-
tomaten, der aus B entsteht, wenn man {¢} als Menge von Anfangszusténden
verwendet,.

Lemma 5.24 Es sei ¢y eine Konfigurationsformel, die (direkt zwischen ()
oder []) die Programmformeln 7y, ... , 7, enthélt (d.h. Teilformeln dieser Pro-
grammformeln werden nicht betrachtet). Dann gibt es einen endlichen Au-
tomaten B = (Q, {p}, -, A, F), dessen Grofe linear in der Grofle von ¢y ist,
so daf gilt: Fiir alle 4, 1 <7 <r, gibt es ¢; € @ mit L(m;) = L(By,).
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Die Programmformel 7; wird also eindeutig durch den Zustand ¢; beschrie-
ben. Wir gehen daher im folgenden davon aus, dafl in ¢, anstelle der 7; die
Zusténde ¢; des entsprechenden Automaten stehen.

Beispiel 5.25 ¢y = [(p;p)*]({(p U (p;p)) A1)

D

T
@__ =

D

L((p;p)*) = L(By,), L(p U (p;p)) = L(By,)

¢o kann daher als ¢y = [q1]({g3) A1) geschrieben werden.

Es sei nun ¢q eine Konfigurationsformel, B der zugehorige Automat und g75\0
die Formel, die aus ¢, entsteht, indem man jede Programmformel 7; in ¢y
durch den zugehorigen Zustand g; ersetzt.

Interpretationen kénnen auch auf Formeln mit Zustidnden angewendet wer-
den: Dazu definieren wir ¢/ := L(B,)! fiir alle Zustéinde ¢ von B. Offensicht-

lich ist damit ¢o! = g .

Wir konnen ohne Einschrinkung davon ausgehen, dafl ¢, und % in Ne-
gationsnormalform (NNF) sind, d.h. Negation kommt nur unmittelbar vor
atomaren Eigenschaften vor. Man schiebt dazu mit Hilfe der folgenden &qui-
valenzerhaltenden Regeln Negation soweit wie moglich nach innen:

(OVY) = P AT, (@A) = =PV ), —mh = g,
~(m)¢ = [x]=¢, —[r]p = (1)

Definition 5.26 Sei ¢, eine Konfigurationsformel und A die Ubergangsre-
lation des zugehorigen Automaten. Der Fischer—Ladner—Abschluff von ¢y ist
die kleinste Menge FL(¢y) von Konfigurationsformeln, fiir die gilt:
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o ¢y € FL(g),
® 1 A2 € FL(¢o) ~ ¢1, 92 € FL(¢ho),
® 41V ¢y € FL(¢o) ~ ¢1, 92 € FL(),
o —A;, € FL(¢g) gdw A; € FL(¢y),
* [4]¢ € FL(¢o) ~ ¢ € FL(¢h) und
[¢']¢ € FL(¢o) fiir alle ¢’ € Q mit (¢,p,¢) € A,

L4 <q>¢ S FL(¢0) ~r ¢ S FL(¢0) und
(¢')¢ € FL(¢o) fiir alle ¢’ € @ mit (¢,p,q') € A.
Beachte: |FL(¢p)| ist linear in der Gréfie von ¢y.

Beispiel 5.25 (Fortsetzung) ¢ = [¢1]((gs) A1) ist in NNF.

FL(¢) = {o, [a2]({g3) A1), {as) A, (@) Ar, {g5) Ar, A, = A}

Es sei nun ¢q eine Konfigurationsformel in NNF und I ein Modell von ¢y mit
ko € ¢01 . Beginnend mit ky wenden wir nun das Programm p iteriert an. Es
konnen zwei Félle eintreten.

1. p terminiert stets, d.h. es gibt eine unendliche Folge ko, ki, ka, ... € Al
mit (kl, ki+1) S pI fir 7 > 0.

2. p terminiert irgendwann nicht, d.h. es gibt eine endliche Folge kg, k1, . ..
km € A mit (ki ki) € p! fiir 0 <4 < m und (ky,, k) ¢ p! fiir alle
ke AL

Y

Fiir £k € A sei nun

S(k):={p € FL(¢o) | k € ¢'}.

Beachte: S(k) # 0, da fiir alle atomaren Eigenschaften A; gilt: A; € S(k)
oder =A; € S(k).
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Im ersten Fall definiert S ein unendliches Wort (ko) = S(ko)S(k1)S(ks) - - -
iiber dem Alphabet ¥ := 2FL(%0) Im zweiten Fall verlingern wir das endliche
Wort S(ko)S(ky1)---S(km) zu einem unendlichen Wort «(ky) € X¢ durch
Anfiigen von QPP ---. Man erhilt so ein Wort aus ¥, das Eigenschaften
hat, die sehr stark von der Struktur von ¢, abhidngen.

Definition 5.27 Das Wort o = agayay -+ - € X% ist ein Hintikka—Wort fiir
¢y, falls fiir alle m > 0 und fir alle Formeln ¢, v, (¢)¢, [¢]o, 0 V Y, 0 A €
FL(¢y) gilt:

1. % € Q.

2. apy, =0 oder A; € oy, gdw —A; ¢ «y, fiir alle atomaren Eigenschaften
A € FL(¢0)

3. pANY € ay, gdw ¢ € oy, und Y € .
4. ¢V Y € oy, gdw ¢ € yy, oder P € ayy,.
5. Ist [¢]¢ € auy, dann gilt

(a) falls e € L(B,), so ¢ € o, und
(b) @py1 = 0 oder fiir alle ¢’ mit (¢,p,q') € A gilt [¢']¢ € -

6. Ist (¢)¢ € ayy, dann gibt es ein r > 0 und Zustédnde ¢, ... ,q, in B,
wobei ¢, ein Endzustand ist, mit ¢ = qolngqling e L)qu (also
p" € L(B,)), ¢ € apsr und (gi)¢ € @ fiir 0 < i < 7.

7. Ist a,, = 0, so auch a,, 1 = 0.

Satz 5.28 Die Formel ¢, ist erfiillbar genau dann, wenn es ein Hintikka—
Wort fiir ¢, gibt.

Beweis:

“~»” Es sei I ein Modell fiir ¢y und kg so, daf kg € ¢’. Dann ist alky) =
S(ko)S(k1)S(ke) ... ein Hintikka—Wort fiir ¢y:
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1. Wegen ko € ¢o! = gy folgt do € S(ko) = {¢ € FL(¢0) | ko € ¢'}.
2.-4. sind trivial.
5. Sei [q]¢ € S(kwm), d.h. ky, € ([q]¢)!. Da I ein Modell ist, gilt fiir alle
p" € L(B,): ist (kn, k) € (p"), so ¢ € S(k).
5.(a) e=p" € L(By) ~ ¢ € S(kn), da (kp, k) € €.
5.(b) Es sei S(kmt1) # 0 und (¢,p,q¢') € A. Wir miissen [¢']¢ €
S(kmi1) zeigen, d.h. kpi € ([¢]¢)7, also fiir alle &' mit
(b1, k') € () und p” € L(By) gilt ¢ € S(K'). Aus
(ks kme1) € pf und (¢,p,¢) € A folgt (kn, k') € (p7 1!
und p"*! € L(B,). Daraus folgt k' € ¢, d.h. ¢ € S(k").

6. Sei ()¢ € S(kn), d.h. k,, € ({(¢)¢)’. Es gibt daher ein p" € L(B,)
mit (K, kmer) € (p7) und ¢ € S(kyyr). Wegen p™ € L(B,) gibt es
Q, ... ,q (wobei g, ein Endzustand ist) mit ¢ = go——pq1——5 - - -
25 5q,. Daraus folgt (g;)¢ € S(kpys) fiir 0 < i < r.

7. ist trivial

“«” Es sei @ = apajas--- ein Hintikka—Wort fiir ¢g. Wir definieren das
Modell I wie folgt:

AI — {ko,kl,kg,...},
p' = {(kikir1) | aipr # 0},
AjI = {kl | Aj S Oéi}.
Man zeigt nun:

() Fiir alle 7 > 0 und alle ¢ € FL(¢o) gilt: ¢ € o ~ k; € ¢T.

Wegen % € oy folgt daraus dann unmittelbar £y € 55\0[, d.h. ky € ¢y’
Beweis von (x): Induktion iiber den Formelaufbau
i) ¢ = A;: (*) gilt nach Definition von A;”.

ii) ¢ = —A;: wegen 2. in Definition 5.27 ist daher A; ¢ a; und somit
nach Definition von A;" auch k; ¢ A;', d.h. k; € (=4;)".

iii) ¢ = ¢1 A ¢o: wegen 3. gilt ¢; € «; und ¢ € «;. Die Indukti-
onsannahme liefert k; € ¢, und k; € ¢!, was k; € (b1 A p2)!
liefert.
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iv) ¢ = ¢ V ¢y entsprechend.
v) ¢ = [q]py: Esseip’ € L(B,) und (k;, k) € (p")!. Wir zeigen k € ¢’

durch Induktion iiber r:

r=0:p" =€ € L(B,) liefert mit 5.(a), daB ¢; € ;. Die duflere
Induktionsannahme (iiber den Formelaufbau von ¢) liefert daher
k=k €o¢l.

r— r+1:Ist p'tt € L(B,), so gibt es ein ¢’ mit (¢,p,q) € A
und p” € L(By). Wegen (k;, k) € (p"™1)! folgt (ki, kiv1) € p' und
damit ;41 # 0. Mit 5.(b) ist daher [¢'|¢1 € a;1. AuBerdem gilt
(kiy1,k) € (") und p" € L(B,). Mit Induktionsannahme fiir r
folgt k € ¢, .

vi) ¢ = (¢)¢1: mit 6. existiert p” € L(B,) und ¢ € apy,. Wegen 7. gilt

fiir 0 < j <7 @y # 0 und somit (ky,, kmir) € (p7)F. Induktion
liefert ki, € @1l .

Gesucht ist nun ein Biichi-Automat, der genau die Hintikka—Worter fiir ¢y
akzeptiert. Zuerst definieren wir den lokalen Automaten Ap(¢g), der eine
etwas groflere Menge von Wortern akzeptiert. Bei diesem ist die globale Be-
dingung 6. in Definition 5.27 ersetzt durch die lokale Bedingung

6’. (¢)¢ € ayy, dann gilt

(a) € € L(B,) und ¢ € a,y, oder
(b) es gibt ein ¢’ mit (¢,p,q") € A und (¢')p € apyi-

Definition 5.29 Der (nicht—deterministische) lokale Automat zu ¢ ist de-
finiert durch Ay (¢o) = (Qr, %, I, Ay, F1) mit

Qr
Y

I
Ap

Fy

108

= {a; € 29 | ; erfiillt 2., 3. und 4. von Definition 5.27},

QFL(%),

= {OéiGQLH/b\oEOéi},

= {(amJJJ am-i—l) | e o, =0 und

e o, und a4 erfiillen 5., 6’. und 7.},

= QL-
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Offenbar akzeptiert Ay (¢y) genau die Worter apaag - - - € X, die 1.-5. und
7. von Definition 5.27 sowie 6’. erfiillen.

Beispiel 5.30 Aus « € L,(AL(¢g)) folgt noch nicht, dal « ein Hintikka—
Wort fiir ¢0 ist: ¢0 = <p*>(A1 A\ _|A1)

Y @0

do = (0)(A1 A =Ay). Es gilt fiir ap = {¢o, A1}, daB af € L,(A(¢o)). Das
Wort af erfiillt zwar 6., aber nicht 6., d.h. es ist kein Hintikka—Wort fiir ¢,.

Das Problem ist hier, daf bei 6. stets die Alternative 6’.(b) gewéhlt wird. Da-
mit 6. erfiillt ist, muf} aber irgendwann einmal 6’.(a) gew#hlt werden. Um dies
zu erzwingen, wird der lokale Automat erweitert zum Hintikka—Automaten.
In diesem sind die Zustdnde Paare, die in der ersten Komponente den ge-
wohnten Zustand des lokalen Automaten enthalten und die in der zweiten
Komponente aus der Menge der noch zu erfiillenden ()-Formeln bestehen.

Definition 5.31 Der Hintikka—Automat zu ¢, ist definiert durch Ay (¢y) =
(Qu, %, Iy, Ay, F) mit

Qu = Qux 201 wobei FLy(¢o) = {{2)¢ | (¢)¢ € FL(¢0)},

D 2FL(¢>0)7
IH = IL X {@},
Fyp = Qux {0}
und ((am, ), 0, (Qmt1,t)) € Ag genau dann, wenn
entweder
e s=( und

s
e (am,0,0p41) € Ar und

e t enthilt fiir jedes ()¢ € o mit (e ¢ L(B,) oder ¢ ¢ o) ein
(¢')¢ € s mit (¢,p,¢) € A
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oder

e s # () und

e (m,0,041) € Ap und

e ¢ enthilt fiir jedes (¢)¢ € s mit (e ¢ L(B,) oder ¢ ¢ o) ein
(4)0 € amy1 mit (¢,p,¢") € A

Beachte: Nach Definition von Ay enthélt o, fiir € ¢ L(B,) oder ¢ ¢ o
auch stets ein geeignetes (¢')¢, da 6’., durch A erfiillt wird.

Ein Wort wird von Ay nur dann akzeptiert, wenn die zweite Komponen-
te der Zustinde immer wieder leer wird, d.h. alle auftretenden ()—Formeln
werden irgendwann abgearbeitet. Immer dann, wenn die zweite Komponente
leer ist, werden beim nichsten Ubergang alle ()-Formeln aus dem aktuellen
Buchstaben o in die zweite Komponente {ibernommen. Danach werden diese
Formeln dann nach und nach nur noch entfernt, bis die Menge wieder leer
ist.

Satz 5.32 Der Automat Ag(¢y) akzeptiert genau die Hintikka—Worter fiir
Po-

Beweis: Da der Hintikka—Automat auf dem lokalen Automat aufbaut und
somit 1. bis 5. und 7. von Definition 5.27 erfiillt sind, geniigt es, fiir alle
a € L,(AL(po)) zu zeigen:

a € L,(AL(¢o)) gdw « erfiillt 6.

Beachte, daf} das Eingabewort @ = «gajas... auch die Folge der ersten
Komponenten der Zustdnde beschreibt.

“~” Wir wissen aus der Definition, daf} immer, wenn s,, = () in einem

Zustand (o, sp,) gilt, alle Formeln der Form (¢)¢ € ay, in 8,41 iiber-
nommen werden. Da es wegen der Akzeptanzbedingung des Automaten
einen Folgezustand (v, 1k, Smak) mit Sy x = 0 gibt, gibt es dazwischen
fiir jede Formel (g)¢ € s, einen Zustand, in dem die Formel mit 6.”(a)
abschlieflend abgearbeitet wird, d.h. 6. wird erfiillt. Wir miissen nun
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aber noch darauf achten, da§ auch die ()-Formeln, die zwischendurch
in einem «,,;; auftreten, erfiillt werden. Diese werden wegen der Defini-
tion des lokalen Automaten entweder mit 6’.(a) auch vor dem Zustand
(Qmtk, Smix) abschlieBend abgearbeitet, oder sie treten in der Form
(¢")¢ in ayp4y auf und werden dann in s, ibernommen. Auch die-
se Formeln erfiillen also 6.

Formal beweisen wir dies wie folgt. Es sei (¢)¢ € a;,. Da a von
Ap (o) akzeptiert wird, gibt es ein £ > 1, sodaB beim Ubergang

Qo +k .
(Omks Smak) — (Cmtkt1s Smtkt1) Gilt: Spmpp = 0.

1. Fall Es gibt < k mit p” € L(B,) und ¢ € ap,. Dann ist 6. erfiillt.

2. Fall Fiir alle r < k ist p” & L(B,) oder ¢ ¢ cp,. Dann mufl bei
den A;—Ubergingen fiir (¢)¢ und die daraus abgeleiteten Formeln

stets 6’.(b) gelten. Es gibt daher ein ¢’ mit qp—kn;q’ und (¢')o €
Otk Da Spyx = 0 und laut Voraussetzung e ¢ L(B,) oder ¢ ¢
Qmik, gibt es wegen der Definition von Hintikka—Automaten ein
1 mit ¢'—=5q1, (1)) € Anirsr und (1)@ € Spmppr-

Nun bleibt noch zu zeigen, daf} alle Formeln in s, ;41 irgend-
wann mit 6’.(a) abschliefend abgearbeitet werden. Angenommen,
es gibt kein r > k mit p" € L(B,) und ¢ € a4, Dann muf
weiterhin stets Fall 6’.(b) auftreten. Es gibt daher einen Pfad
-5 ., s0 daB ()¢ € mikti (@) € Smikti
fiir alle ¢+ > 1. Damit kann aber s,,; nie leer werden, im Wider-
spruch dazu, dafl der Pfad « akzeptiert wird.

Kommt (¢')$ nach dem Lesen von a, in die zweite Komponente eines
Zustands von Ag (o), so ist (¢')¢ € 1. Wegen 6. gibt es p” € L(By)
mit ¢ € apy14,. Daher kann man den Pfad in Ay so wéhlen, dal nach
spétestens 7 Schritten keine aus (¢')¢ entstandene ()—Formel mehr in
der zweiten Komponente liegt.

Die endlich vielen ()~Formeln, die in einem Schritt in die zweite Kom-
ponente gekommen sind, werden also nach endlicher Zeit alle entfernt
(erst danach wird die zweite Komponente wieder gefiillt), d.h. die zwei-
te Komponente wird stets nach endlich vielen Schritten wieder leer.
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Satz 5.33 Erfiillbarkeit in 1DPDL ist in exponentieller Zeit entscheidbar.

Beweis: Der Automat Ay (¢p) ist exponentiell in der Grofie von ¢y (weil bei
der Konstruktion Teilmengen von FL(¢y) benutzt werden). Das Leerheits-
problem fiir Biichi—Automaten ist in linearer Zeit entscheidbar. .

Anders als bei S1S wurde bei 1DPDL der fiir Biichi-Automaten sehr auf-
wendige Abschlufl unter Komplement nicht verwendet (sehr aufwendig heif3t
hier schlimmer als exponentiell).

Héufig mochte man nicht nur ein atomares Programm zur Verfiigung haben,
sondern endlich viele Programme py, ... ,p,. Dann reicht die Betrachtung
von Wortern nicht aus. Stattdessen entsprechen die Modelle dann Hintikka—
Béumen.
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Kapitel 6

Automaten auf endlichen
Baumen

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, gibt es Entscheidbarkeitsfragen,
zu deren Beantwortung eine Reduktion auf Sprachen oder w—Sprachen nicht
ausreicht. Das sind z.B. Fragen nach der Erfiillbarkeit von Formeln der propo-
sitionalen dynamischen Logik, wenn wir mehr als ein atomares Programm zur
Bildung der Programmformeln zulassen. Daher betrachten wir nun Bdume
mit beschrifteten Knoten, bei denen die Anzahl der Nachfolgerknoten durch
die Stelligkeit der Knotenbeschriftung gegeben ist. Automaten werden nun
statt Wortern oder w—Wortern endliche oder unendliche Bdume akzeptieren.

6.1 Endliche Biume

Beispiel 6.1 ¥ = {+,:, —,z,y} sei das Alphabet der Knotenbeschriftung,
wobei + und - zweistellig, — einstellig und z, y nullstellig sind.
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Der nebenstehende Baum ¢ ist ein
endlicher, Y—beschrifteter Baum.
Man kann die Knoten des Baums
eindeutig durch Worter iiber dem
Alphabet {0, 1} ansprechen, da die
maximale Stelligkeit zwei ist. Da-
bei steht O fiir links und 1 fiir
rechts. Der Baum ¢ entspricht da-
her einer partiellen Funktion

t:{0,1}* > %

mit Definitionsbereich dom(t) =
{€,0,1,00,01,10}, und z.B. ist
t(0) = -.

Definition 6.2 Es sei X ein Alphabet und v : ¥ — w eine Funktion, die
jedem a € X eine Stelligkeit v(a) zuordnet. Fiir n € w sei ¥, = {a €
Y | v(a) = n}. Ein ¥-Baum ist eine partielle Funktion ¢ : w* — X, deren
Definitionsbereich dom(t) erfiillt:

1. € € dom(?),

2. fiir alle v € w* und 7 € w gilt:

ui € dom(t) gdw u € dom(t) und ¢ < v(t(u)).

Erkldrung: Die erste Bedingung bedeutet, dafl jeder Baum zumindest einen
Knoten hat. Die zweite fordert, dafl zu jedem Knoten # € in ¢ ein Vorgénger-
knoten existieren muf}; und daf§ der Knoten u mit v(¢(u)) = n die Nachfol-
gerknoten u0,ul,... ,u(n — 1) hat.

Ein Blatt von t ist ein Knoten u € dom(t) mit v(¢(u)) = 0, d.h. u hat
keine Nachfolgerknoten. Der Baum ist endlich, falls dom(¢) endlich ist. Mit
1%, bezeichnen wir die Menge aller endlichen ¥-B&ume. Teilmengen von 7%
heiflen dann Baumsprachen. Es sei < die Prdfizrelation auf w*, d.h.

u~<v gdw es gibt u' € w™ mit uu’ = v.
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Wegen 2. in Definition 6.2 gilt fiir jeden Baum ¢, dal dom(¢) unter Priifixbil-
dung abgeschlossen ist, d.h. ist v € dom(¢) und u < v, so ist auch u € dom(¢).

Definition 6.3 Es seit € T..

1. Ein Pfad durch t ist eine (beziiglich <) totalgeordnete, maximale Teil-
menge von dom(t).

2. Der Unterbaum von t an der Stelle u € dom(t) ist der Baum ¢, mit

e dom(t,) = {v | uv € dom(?)},
o t,(v) = t(uv).

Beispiel: In Beispiel 6.1 sind {¢,0,00}, {€,0,01}, {¢, 1, 10} alle Pfade. {¢,00}
ist nicht maximal, und {¢, 0,00, 01} ist nicht total geordnet.

. Ein Wort w € ¥* fiir ein endliches Alphabet X
m @ kann als endlicher Baum iiber & = YU{z} an-
gesehen werden, falls man v(a) =1 fiir a € ¥
und v(x) = 0 definiert. Zum Beispiel ent-

0 spricht abb € {a,b}* dann dem nebenstehen-
1 C’D den Baum. Das Zusatzsymbol x wird benétigt,
damit der Baum mit einem Blatt abgeschlos-
sen werden kann. Das Wort abb wird z.B. von

C) folgendem Automaten erkannt:
AN

b
a
000

Die Verarbeitung eines mit u € ¥* beschrifteten Pfades durch einen end-
lichen Automaten kann durch eine zusétzliche Markierung der Knoten mit
Zusténden des Automaten (hier ¢y und ¢;) in dem mit u assoziierten Baum
beschrieben werden. Die Markierung in dem mit abb assoziierten Baum be-
schreibt einen mit abb beschrifteten Pfad in dem oben gegebenen Automaten.
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Dies kann auch auf Bidume mit Verzweigungsgrad grofler als eins erweitert
werden.

Definition 6.4 Ein BW-Baumautomat' A= (Q,%, I, A, F) besteht aus

e ciner endlichen Zustandsmenge @,

e cinem endlichen Alphabet ¥ mit Stelligkeitsfunktion v (d.h. ¥ = X U
YiU...UX,),

e ciner Anfangszuweisung I : ¥y — 29,

e ciner Ubergangszuweisung A, die fiir n > 0 jedem a € ¥, eine Funktion
A, Q" — 29 zuweist,

e ciner Endzustandsmenge F' C Q.
Ein Lauf dieses Baumautomaten auf einem Baum ¢ € TY; ist eine Abbildung

¢ :dom(t) — @, d.h. eine Abbildung, die den Knoten des Baumes Zustéinde
des Automaten zuweist, mit

l(u) € Ag(L(u0),. .., l(u(n —1))) fir t(u) =a € Z,.
Der Lauf ist erfolgreich, falls

e ((u) € I(t(u)) fir alle Blétter v € dom(t),
e /(e) €F.

Die von A akzeptierte Baumsprache ist
L(A) ={t € T, | Es gibt einen erfolgreichen Lauf von A auf t}.

A heifit deterministisch, wenn fiir alle a € Xy gilt |I(a)] = 1 und fiir alle
n > 070’ € ETL und 41,492, - ,qn € Q gllt |Aa(QI;Q2;--- JQTL)| = 12' Wir
schreiben I und A, dann als Funktionen I : £y — @ und A, : Q*® — Q.

L“BW?” steht fiir “von Blatt zu Wurzel” und wird weggelassen, falls der Zusammenhang
klar ist.

2In diesem Skript sind deterministische Automaten auch immer vollstéindig. Bei nicht—
vollstéindigen Automaten gilt hier ... < 1 statt ... =1.
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Beispiel 6.5 Essei ¥ = S,USUS, mit 5 = {z,y},5, = {-}, % = {+,}
und A = (Q, %, I, A, F) mit

e Q=1{0,1,2},

o I(x)=1,1(y) =2,

e A_(¢g)=(3—¢) mod 3,
Ay(g,q') = (¢ +¢') mod 3,
A.(q,q") = (¢-¢') mod 3,

o FF={1}.

Nebenstehend ist ein erfolgreicher
Lauf von A auf dem Baum ¢ durch
die Zustandsmarkierung aus @ =
{0,1,2} links an den Knoten abge-
bildet. Es gilt t € L(A). L(.A) be-
steht aus den arithmetischen Aus-
driicken {iber —,+4,-,z,y, deren
Auswertung modulo 3 mit z = 1
und y = 2 als Ergebnis 1 liefert.

Wie bei Automaten fiir endliche Woérter kann man zu jedem nicht-determi-
nistischen BW-Automaten A durch Potenzmengenkonstruktion einen dqui-
valenten deterministischen BW—Automaten A’ konstruieren.

Satz 6.6 Fiir eine Baumsprache L C T%; sind dquivalent:

1. L wird von einem deterministischen BW—-Automaten akzeptiert.

2. L wird von einem BW—Automaten akzeptiert.

Anstatt Bidume von den Blittern zur Wurzel zu “verarbeiten” kann man
auch von der Wurzel zu den Blétter vorgehen.
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Definition 6.7 Ein WB-Baumautomat A= (Q,%,I, A, F') besteht aus

e ciner endlichen Zustandsmenge @,
e cinem endlichen Alphabet ¥ mit Stelligkeitsfunktion v,
e ciner Menge I von Anfangszustinden,

e ciner Ubergangszuweisung A, die fiir n > 0 jedem a € ¥,, eine Funktion
Ayt Q — 29" zuweist,

einer Endzuweisung F : ¥y — 29.

Ein Lauf eines WB-Baumautomaten A auf einem Baum t € T% ist eine
Abbildung ¢ : dom(t) — @ mit

(L(u0), ..., l(u(n—1))) € A (l(u)) fir t(u) =a € X,
Der Lauf ist erfolgreich, falls

o l(e) €1,

e ((u) € F(t(u)) fiir alle Blitter u € dom(t).

Die von A akzeptierte Baumsprache ist
L(A) ={t € T, | Es gibt einen erfolgreichen Lauf von A auf t}.

A heiBt deterministisch, wenn |I| = 1 gilt und fiir alle n > 0,a € X,,,q € Q
gilt: [Ag(q)| = 1.

Satz 6.8 Fiir eine Baumsprache L C 1% sind dquivalent:

1. L wird von einem BW—-Automaten akzeptiert.

2. L wird von einem WB—-Automaten akzeptiert.

Beweis:
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“1~ 2" Essei A =(Q,%,I,A, F) ein BW-Automat. Wir betrachten den
WB-Automaten B = (Q, X, F, A’, I), wobei

A ig={(g1,--- . qn) | € Aglq1,--. . qn)}

Man sieht leicht, dal jeder Lauf (bzw. erfolgreiche Lauf) von A auf ¢
auch ein Lauf (bzw. erfolgreicher Lauf) von B auf ¢ ist und umgekehrt.

“2~» 1”7 entsprechend. .

Beispiel 6.9 Es sei A der BW-Automat aus Beispiel 6.5. Der zugehorige
WB-Automat ist dann B = (Q, %, I', A, F') mit

4 Q - {07172}7 Y= {xay7_7+7'}7

e ' ={1} (die Endzustandsmenge von A),

e A(g) = {deQ|A({)=q}
= {d€Q|B-¢)mod3=¢q} ={¢ €Q|(3—¢) mod 3=}
o Av(g) ={(d,¢") € Q* | ¢ = (¢' +¢") mod 3},
o Afg) ={(¢,¢") € Q* | g=(¢"- ¢") mod 3},
e F'(x) =1, F'(y) =2 (die Anfangszuweisung von A).

Der Lauf von A auf ¢ in Beispiel 6.5 kann ebenso als erfolgreicher Lauf von
B betrachtet werden.

Beachte: Obwohl A deterministisch war, ist B nicht—deterministisch. So ist
z.B. Ay (1) ={(0,1), (1,0),(2,2)}. Das néchste Beispiel zeigt: Nicht jede von
einem nicht—deterministischen WB—Automaten akzeptierte Sprache wird von
einem deterministischen WB-Automaten akzeptiert.
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Beispiel 6.10 Sei ¥ = {z,y, f} und

L={ , }.

L wird von dem WB-Automaten
A = ({qOJ q1,Y4z, Qy}a EJ {qOJ ql}a AJ F)
—_—— —_————

Q I
akzeptiert mit
Ap() = {(¢:q)},
Ap(qr) = {(gy, @)},
Aplaz) = Aslgy) =0,
Fr) = {4},
Fly) = {ay}-

Angenommen, L wird von einem deterministischen WB—-Automaten B =
(Q', %, {i}, A, F') akzeptiert. Dann gilt fiir (¢, ¢") = A% (i) wegen

i

€L,

daB ¢' € F(z) ist. Wegen

€L

! "

q q
gilt aber auch ¢” € F(z). Daher akzeptiert B auch
i

¢ L.
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Deterministische und nicht—deterministische BW—-Automaten sowie nicht—
deterministische WB—Automaten akzeptieren also dieselbe Sprachklasse, wah-
rend deterministische WB—Automaten eine kleinere Klasse von Sprachen ak-
zeptieren.

Definition 6.11 Eine Baumsprache L C Ty heifit erkennbar, wenn sie von
einem BW—-Automaten akzeptiert wird.

Beispiel 6.12 Nicht jede Baumsprache ist erkennbar. Es sei dazu ¥ ein
Alphabet mit Stelligkeitsfunktion, fiir das |Xy| > 0 und f € ¥,. Offensichtlich
folgt daraus, daBl Ty, unendlich ist. Wir zeigen, L = {f(t,t) |t € T} = {t' €
Ty | t'(€) = f und ty = t}} ist nicht erkennbar.

Angenommen, A = (Q,X, I, A, F) ist ein (ohne Einschréinkung) determini-
stischer BW—Automat fiir L. Fiir jeden Baum ¢ € T, sei ¢; der (eindeutig be-
stimmte) Zustand aus @) fiir den gilt: Bei dem Lauf r auf ¢ mit I(¢(u)) = r(u)
fiir alle Blétter v wird die Wurzel mit ¢; beschriftet (d.h. r(¢) = ¢;). Da @
endlich und T% unendlich ist, gibt es t,t' € Q mit ¢t # t' und ¢, = qp.
Betrachte den Lauf von A auf

(a) (b)

Qt, Qt Qt; Qt'

BAS:

der mit I(-) an den Bléttern beginnt. Wegen (a) ist A¢(q;, ¢;) € F', wegen ¢, =
qu ist Ap(q, qv) = Af(q, @) € F, also wird auch f(t,t") von A akzeptiert. Da
aber f(t,t') ¢ L ist, wird L von keinem deterministischen BW—Automaten
akzeptiert und ist deshalb nicht erkennbar.

6.2 Regulire Baumsprachen

Bei Wortern kénnen erkennbare Sprachen durch regulire Ausdriicke beschrie-
ben werden. Bei erkennbaren Baumsprachen ist eine dhnliche Charakterisie-
rung moglich. Dazu miissen wir geeignete Operationen auf Baumsprachen
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einfilhren und zeigen, daf die erkennbaren Baumsprachen unter diesen Ope-
ratoren abgeschlossen sind.

Zur Erinnerung: Bei Wortern gilt: () € Regs, {a} € Regy fiir alle a € X,
Ll, Ly € Regz ~ L1 U LQ,LI . LQ, Ll* S Regg.

Satz 6.13

1. Die leere Baumsprache ist erkennbar.

2. Fiir a € ¥y ist der Baum (@) erkennbar.

Beweis:

1. Verwende BW-Automat mit F = ().

2. Der folgende BW-Automat leistet das Gewiinschte:

e )=1{0,1}

e I(a) =1, 1(b) =0 fiir alle b € Xy \ {a}
e Ai(qr,...,q,) =0 fiiralle feX,,n>0
o FF={1}

Satz 6.14 Die Klasse der erkennbaren Baumsprachen ist abgeschlossen un-
ter Vereinigung, Durchschnitt und Komplement.

Beweis: (Wie bei Wortern)

1. Vereinigung: vereinige zwei BW-Automaten (mit disjunkten Zustands-
mengen) zu einem nicht-deterministischen BW-Automaten. (Ubung)

2. Komplement: verwende deterministische BW—Automaten und mache
Endzustédnde zu Nicht-Endzustdnden und umgekehrt. n
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Anstelle der Konkatenation von Wortern verwenden wir Baumkonkatenation.
Einen Baum mit Wurzelbeschriftung f € X, und direkten Unterbdumen
t1,...,t, schreiben wir auch f(t1,...,t,).

Definition 6.15 Es sei X ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion und 7 =
(x1,...,x) ein k—Tupel verschiedener Elemente von Y.

1. Firt € Ty und Ly,... ,Ly C Ty wird ¢ -% (Ly,... , Ly) C Tx induktiv
definiert durch:
eteYy: fallst=@):

t
sonst (t # @) fiir alle ¢) : ¢ -7 (Ly,..., L) := {t}
ot =f(t,...,t,) fir feX, n>0:

£ (Lyy . L) = AF (. ) |t €t T (L., Ly)}
2. Fiir L, L, ..., Ly C T ist

L'E(Ll,... ,Lk) = Ut'E(Ll,... ,Lk)
teL

Ein Baum in L -% (L4, ..., L) entsteht aus einem Baum ¢ € L also dadurch,
dafl man jedes Blatt mit Beschriftung x; durch einen Baum aus L; ersetzt.

Beispiel: Seien a,b € ¥y und L = {a,b}. Dann gilt
{f(ll',l‘)} “ L= {f(aa a)a f(aa b)7 f(b7 a)a f(ba b)}

Beachte:

1. Verschiedene Vorkommen von x; konnen durch verschiedene Elemente
L; ersetzt werden. Insbesondere ist daher:

{f(@,2)} " T = {f(t,1) | t,1' € Tx}
# {f(1) [t €T}
2. Die Reihenfolge, mit der diese Konkatenationen ausgefiihrt werden, ist

wichtig! Dies wird an einem Beispiel (L; -* Ly) -¥ Ly # Ly -® (Ly ¥ L3)
klar, wenn in L; auch Blitter y vorkommen.
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Satz 6.16 Sind L, Ly, Lo, ... , Lj erkennbare Baumsprachen und 7 = (21, . ..
xy), so ist auch L -% (Ly,... , L) erkennbar.

Beweis:

Die Idee des Beweises ist, t € L-*(Ly, ..., L)
mit dem WB-Automaten fiir L solange zu ver-
arbeiten, bis wir an Blétter x; von t' € L ge-
langen. Die Entscheidung, wann dies der Fall
ist, wird nicht-deterministisch getroffen. Not-
wendige Bedingung ist, dafl ein ¢; € F(x;)
erreicht ist. Die daran héngenden Teilbdume
werden dann mit den Automaten fiir L; wei-
terverarbeitet.

Es sei A = (Q,%,1,A, F) ein WB-Automat fiir L und A; = (QW, %, 10,
AD F@) seien WB-Automaten fiir L; (1 < i < k). Ohne Einschriinkung
sind die Zustandsmengen Q,QW, ... Q" paarweise disjunkt. Betrachten
Wwir nun

= (QuUQEWYU...UQRW x I,A" F')

mit
e fiir a € ¥, mit n > 0:

— fiir g € QU (1 < j < k): Al(q) = AP (q),

— fiir g € Q: AY(q) =Adlg)U U {AP() |i € 1D},
1<j<k
q€F (z5)

e fiir a € Xg:
— fira & {z,... ,x}:

F'(a) = Fla)UFY(a)UFP@) u...uF®a)u
{¢€@Q g€ F(r;) mit1 <j<kund

FO)(a) N 10) £ 0},

(Die letzte Teilmenge ist fiir die aus L, angehéngten Teilb&dume,
die nur aus einer Wurzel bestehen.)
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- fﬁrae{xl,... ,.CCk}I
F'la) = FY@UF®@@u...uF® (@)U
{ge@Q|qe F(rj) mit 1 <j<kund
FU)(a) N IU) £ (}.

Man sieht leicht, dal B ein WB-Automat fiir L -* (L, ... , L) ist. .

Bei der Definition der reguldren Baumsprachen verwenden wir zwei Spezi-
alfille der allgemeinen Baumkonkatenation:

1. Das Anwenden eines f € ¥, k > 0 auf Baumsprachen Lq,..., L, ist
definiert durch

F(Lyy .o L) = foy, ... ap) @) (L L.
2. k=1, also L-*L', d.h. wir ersetzen die Bléatter z in ¢ € L durch Biume

aus L.

Auch der Sternoperator kann auf Baumsprachen erweitert werden: Intuitiv
ist dann ein Baum in L** wenn er sich in eine endliche Kette von Biumen
aus L zerlegen it (mit Blatt—Wurzelbindeglied z).

Definition 6.17 Es sei L C 1y, und = € Xy. Wir definieren den Sternopera-
tor auf Baumsprachen:

L% = {x},
L = Ly LT L (6.1)
L*,z — U Ln,a:‘
n>0

Man macht sich am Beispiel L = {f(z,z)} leicht klar, dal durch Weglassen
von “L™% U7 in Gleichung 6.1 eine andere Menge L** definiert wird: Die
so definierte Baumsprache wire die Menge aller Biume, bei denen auf allen
Pfaden von der Wurzel zu einem Blatt = dieselbe Anzahl von Bdumen aus L
durchlaufen wiirde.

Der néchste Satz vervollstindigt die Sétze iiber Abschlufleigenschaften er-
kennbarer Baumsprachen unter reguldren Operatoren.
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Satz 6.18 Ist L eine erkennbare Baumsprache, so auch L*7.

Beweis:

Es sei A = (Q,%,I,AF)
ein WB-Automat fiir L. Die
Idee des Beweises ist, dafl man
einen Automaten konstruiert,
der bei ¢; € F(z) entweder
aufhoren kann oder aber mit
einem Anfangszustand weiter-
macht.

Essei B = (QU{i}, X, I', A’, F') ein (nicht—deterministischer) WB-Automat
fiir L** mit {1} ¢ @ und

I'=T1uU{i},

fiir a € X, mit n > 0:

A;(Q)ZAa(Q)U{ g gk

fiir a € Xy, a # x:

F'(a) = F(a)U{q € Q | q€ F(x) und F(a) NI # 0},

fir a = x: F'(z) = F(x) U {i}.

Der zusitzliche Anfangs— und Endzustand 1 sorgt dafiir, dafl auch @) akzep-
tiert wird. Nach Konstruktion wird L** von B akzeptiert. .
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Definition 6.19 Es sei X ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion, Z eine Men-
ge null-stelliger Symbole, ¥NZ = () und ¥ = YU Z. Die Klasse der reguldren
Baumsprachen Reg(T,, Z) ist die kleinste Klasse von Baumsprachen iiber 3
mit:

1. 0 € Rey(Tx, Z),

2. {z} € Rey(Tx, Z) fiir alle x € ¥y U Z,

3. L1, Ly € Reg(Ts, Z) ~» L, U Ly € Reg(Tx, Z),

4. Ly, Ly € Reg(Ts, Z) und z € Z ~ Ly -* Ly € Rey(Tx, Z),
5. L € Reg(Ts, Z) und 2 € Z ~» L** € Reg(Ts, Z),

6. n> O,f S En;Lla ce ,Ln S R@g(TE,Z) s f(Ll, .. Ln) S R@g(TE,Z)

Eine Sprache L C T% heifit requldr, falls es ein Hilfsalphabet Z von nullstel-
ligen Symbolen gibt, so dall L € Reg(Tx, Z) gilt. *

Satz 6.20 Fiir L C Ty, sind dquivalent:

1. L ist regulér.

2. L ist erkennbar.

Beweis:

“l ~ 27 Ergibt sich unmittelbar aus den bereits gezeigten Abschlufleigen-
schaften erkennbarer Baumsprachen.

3Beachte: Reg(Tx,Z) € Tx. Zur Konstruktion der reguliiren Baumsprachen sind in
Reg(Ty:, Z) auch Sprachen mit den zusitzlichen Hilfssymbole Z enthalten, die nicht in X
enthalten sind.
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“2~ 1”7 Essei A= (Q,%,1,A, F) ein WB-Automat mit L = L(A). Ohne

128

Einschrinkung sei @ = {1,... .k} und @ N X = (). Wir definieren
Z := @ (und geben jedem ¢ € Z Stelligkeit 0). Wir definieren nun einen
WB-Automaten A, zu diesem eine endliche Menge von Baumsprachen
und werden zeigen, dafl L sich als Vereinigung dieser Baumsprachen
schreiben 1483t.

Essei A' = (Q,XUZ,I,A, F') mit F'(q) = {q} fir alle g € Z, F'(a) =
F(a) fir alle a € Xy. Fiir K C @, 7 € Q und 0 < h < k sei L(K, h, i)
die Menge aller Baume ¢ € Ty, fiir die es einen Lauf ¢ von A’ auf ¢
gibt mit:

h fiir alle u # €, die nicht Blatter sind,
F'(t(u)) fir alle Blitter u.

L(K, h, i) enthilt demnach Béume, die zusétzlich Blétter haben konnen,
die mit ¢ € K markiert sind. Ein Lauf von A’ darauf muf} mit 7 an der
Wurzel beginnen, an den Bléttern mit einem Zustand u € F'(¢(u)) en-
den und darf dazwischen nur Zustinde < h verwenden. Fiir t(u) = ¢
ist F'(t(u)) = {a}. Im Unterschied zu einem Lauf von A kann hier nun
“vorzeitig” abgebrochen werden. Offensichtlich gilt:

L(A) = J L0, k,7).
iel
Es geniigt also zu zeigen, dafl alle L(K, h,i) in Reg(Tx, Z) sind. Dies

zeigen wir durch Induktion iiber h.

Induktionsanfang h = 0: In L(K 0, ) sind also keine Bdume enthal-
ten, die einen Knoten u enthalten, der weder Blatt noch Wurzel ist
(Der wére sonst mit ¢ > 0 markiert). Da YUK endlich ist, ist auch
L(K,0,7) endlich. Man zeigt leicht, dafl jede endliche Teilmenge
von Ty,y in Reyg(Ty, Z) ist.

Induktionsschritt h > 0: Es gilt
L(K,h+1,i) = L(K, h,i)U
L(K U {h+1}, h,i) "
L(KU{h+1},h,h+ 1)~ LK b b+ 1),
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Den formalen Beweis dieser Gleichung lassen wir als Ubung. Es
sollte aber klar sein, dal L(K, h,i) C L(K, h+1,i) gilt. Der Term
der Form Ly P+ L3 .h+1 [ erkliirt sich intuitiv folgendermafen
(siehe auch nachfolgende Skizze): L, sind die Baume, deren Wurzel
mit ¢ markiert sind, deren innere Knoten nur mit 5 < h markiert
sind und die Bldtter aus K U {h + 1} haben kénnen. Die Blétter
h 4+ 1 werden dann durch Baum-Ketten aus L, ersetzt. Biume
aus Lo haben eine mit A + 1 markierte Wurzel und Blétter aus
K U{h+1}. Zum Schluff kommt dann noch ein letzter Baum mit
Wurzelmarkierung h+1, dessen innere Knoten aber nur mit 5 < h
markiert sind. Man sieht leicht, daf jeder Baum aus L(K, h+1,1)
in eine solche Kette von Baumen zerlegt werden kann.

Nach Induktion und wegen der Definition von Reg(Ty, Z) liefert die
obige Zerlegung von L(K, h,i), dal L(K, h,i) € Reg(Tx, Z) gilt. .

Eine weitere interessante Abschlueigenschaft erkennbarer Baumsprachen ist
der Abschlufl unter Alphabetumbenennung. Es seien (), 22 zwei Alphabe-
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te mit Stelligkeitsfunktionen und ¢ : (M — ¥ eine Abbildung, so daB
(X)) C BP fiir alle n > 0. Fiir einen Baum ¢ : dom(t) — X1 aus Ty
ist ¢(t) : dom(t) — X definiert durch ¢(t)(u) = ¢(t(u)), d.h. man ersetzt
einfach (da ¢ stelligkeitserhaltend ist) Knoten o durch Knoten ¢(o).

Satz 6.21 Ist L C Ty, erkennbar, so auch ¢(L) = {¢(t) |t € L} C Txo).

Beweis: Es sei A = (Q, X, I, A, F) ein BW-Automat fiir L. Wir definieren
A = (Q,5? I' A’ F), wobei

(2)

o fiira € Xy
I'e)= U 1),

a € Z[()l)
¢la) = a

o fiira € X? n > 0:

A;(Qla"' 7QTL): U Aa’((h)"' 7QTL)
a ey
¢(a) = a
Man sieht leicht, dafl L(A") = ¢(L) gilt. .

Als néchstes betrachten wir Entscheidbarkeitsprobleme fiir reguldre (d.h. er-
kennbare) Baumsprachen.

Satz 6.22 Fiir regulire Baumsprachen sind das Aquivalenzproblem und das
Leerheitsproblem entscheidbar.

Beweis: Da wir bereits wissen, dafl reguldre Baumsprachen unter Booleschen
Operationen abgeschlossen sind, kann man das Aquivalenzproblem auf das
Leerheitsproblem reduzieren. Es sei A = (Q, %, I, A, F) ein BW-Automat
mit |Q] = k Zusténden.
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Behauptung: L(A) # () genau dann, wenn es einen Baum ¢t € L(A) der
Tiefe < k gibt, wobei die Tiefe eines Baumes die Lénge des lingsten Pfades
ist.

Da es fiir ein endliches Alphabet ¥ nur endlich viele t € Ty, der Tiefe < k
gibt, kann man fiir alle diese Biume testen, ob sie von A akzeptiert werden.

Beweis der Behauptung:
Es sei t € L(A) ein Baum minimaler Grofie

(d.h. Gesamtzahl von Knoten). Angenommen, "

t hétte Tiefe grofler k. Betrachte einen erfolg-

reichen Lauf ¢ von A auf ¢. Auf jedem Pfad mit q
Linge > k gibt es zwei verschiedene Stellen

u,u' im Baum, die mit demselben Zustand ¢ q
markiert sind, d.h. ¢ := {(u) = £(u).

Ersetzt man in £ den Unterbaum ¢, durch den
kleineren Unterbaum t,/, so hat man auch auf t
dem so erhaltenen Baum ¢’ einen erfolgreichen

Lauf. Dies widerspricht der Minimalitét von ¢.

Es muf} also auch einen Baum ¢ € L(A) mit

Tiefe < k geben. .
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Kapitel 7

Automaten auf unendlichen
Baumen

Auch bei Baumsprachen interessieren wir uns, dhnlich wie bei Sprachen iiber
Wortern, nun auch fiir unendliche Objekte. Wir werden deshalb nun unend-
liche Baume definieren. Dies wird es uns unter anderem erlauben, Interpreta-
tionen der zugehorigen logischen Formeln mit unendlichem Interpretations-
bereich zu betrachten.

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur bindre unendliche Bdume,
d.h. wir gehen davon aus, dafl wir ein Alphabet ¥ mit Stelligkeitsfunktion
haben, fiir das ¥ = ¥, gilt. Alle Resultate lassen sich aber leicht auf den
allgemeinen Fall iibertragen.

Mit T bezeichnen wir die Menge der unendlichen bindren Baume. Eine Teil-
menge L von 1%, heifit w—-Baumsprache und ein t € Ty w-Baum. Man kann
w—Baumsprachen aus Baumsprachen durch unendliche Iteration erzeugen.

Definition 7.1 Es sei Z = {21,...,2;} eine Menge nullstelliger Symbole
und ¥ ein Alphabet binédrer Symbole. U, Uy, ... ,U, C Ty, seien Baumspra-
chen iiber dem Alphabet ¥ U Z. Die w—Baumsprache

U (21500 528) (Ub e Uk)w,(zl,...,zk)
besteht aus allen w-Bédumen ¢ € TY¥, fiir die es eine Folge to,%;,%2,... von

Béumen aus 7y, gibt mit:
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1. ty e U,

2. fiir alle i > 0 ist t;, € t; -Gr2) (Uy, ..., Up),

3. t ist Limes dieser Folge, d.h. fiir alle uw € {0,1}* gibt es m > 0 mit:
e u € dom(t,,) und u kein Blatt, d.h. ¢,,(u) € X,
o t(u) =tn(u).

Beispiel 7.2 Z = {21, 22}, U = {f(21,22)}, U1 = {g(21, 21) }, Us = {h(22, 22) }

7.1 Biichi— und Rabin—Baumautomaten

Da die betrachteten unendlichen Bdume keine Blédtter haben, macht es nur
Sinn, Baumautomaten zu betrachten, die bei der Wurzel beginnen. Es han-

delt sich daher um Verallgemeinerungen von WB-Automaten auf den un-
endlichen Fall.
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Definition 7.3

1. Ein Biichi-Baumautomat iiber dem Alphabet ¥ (mit ¥ = 3,) ist von
der Form A = (Q, %, I, A, F'). Dabei sind

e (), 1 und A wie bei WB—Automaten definiert und
e [ C (@ eine Menge von Endzusténden.

2. Ein Rabin—-Baumautomat iiber dem Alphabet ¥ (mit ¥ = ¥,) ist von
der Form A = (Q, %, I, A, Q). Dabei sind

e (),I und A wie bei WB-Automaten definiert und

e O ={(F,G),...,(F,,G,)} eine endliche Menge von Paaren mit

Ein Lauf ¢ eines (Biichi- oder Rabin—) Baumautomaten auf ¢ € T ist wie
im endlichen Fall definiert, d.h. ¢ : dom(t) — @ (dom(¢) = {0,1}*) mit
(0(u0),£(ul)) € Afp(l(u)), falls t(u) = f. Ein Lauf ¢ ist also ein unendlicher
Baum iiber dem Markierungsalphabet @ (wobei v(q) = 2 fiir alle ¢ € Q).

Ein Lauf ¢ eines Biichi—~Automaten heif3t erfolgreich, falls

e /(e) € I und

e jeder Pfad in ¢ enthélt mindestens einen Zustand aus F' unendlich oft.
Ein Lauf ¢ eines Rabin—Automaten heif3t erfolgreich, falls

e /(e) € I und
e ¢s fiir jeden Pfad in £ ein (F;, G;) € Q (1 <i < n) gibt, so daf

— der Pfad mindestens einen Zustand aus F; unendlich oft enthélt
und

— der Pfad keinen Zustand aus G; unendlich oft enthilt.
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Die Akzeptanzbedingung fiir Biichi— bzw. Rabin—Automaten auf unendlichen
Woértern wird hier also auf Pfade im Baum angewendet. Beachte: Jeder Pfad
in t € Ty liefert ein Wort aus X¢.

Die von einem (Biichi- oder Rabin—) Baumautomaten akzeptierte w—Baum-
sprache ist

L,(A) :={t € TY | Es gibt einen erfolgreichen Lauf von A auf ¢}.

L C T¢ hei3t Bichi-erkennbar (Rabin—erkennbar), falls L von einem Biichi—
(Rabin—) Baumautomaten akzeptiert wird.

Satz 7.4 Jede Biichi—erkennbare Sprache ist auch Rabin—erkennbar.

Beweis: Es sei A = (Q, %, I, A, F) ein Biichi-Automat mit L = L,(A). Wir
definieren den Rabin—Automaten A’ := (Q,%, I, A, {(F,0)}). Offensichtlich
gilt L,(A") = L,(A) = L. .

Die folgenden beiden Beispiele sollen die Funktionsweise von Biichi— und
Rabin—-Automaten illustrieren.

Beispiel 7.5 Sei ¥ = {a,b} und L, = {t € T¢ | Es gibt einen Pfad in ¢, der
unendlich viele a enthélt}.

Der folgende nicht-deterministische Biichi-Automat fiir L; w#hlt (nichtde-
terministisch) einen Pfad in ¢ und nimmt jedesmal, nachdem dort a vorge-
kommen ist, den Endzustand f an. Bei den nicht ausgewéhlten Pfaden wird
ein zweiter Endzustand O stets reproduziert.

Al — (QIJEJIIJAIJFI) mit Ql - {iafa D}JII = {Z}JFI - {fa D}J

Arg: i={(£,0), (B0} A i={(;0),(0,0)}
f=A(5,0), (B, 1)} f={(,8),(8,0)}

O—{(0,0)} O—{(0,0)}

Es gibt also genau einen Pfad, der nur mit Zustdnden aus {7, f} markiert
wird. Alle anderen Pfade werden ab einer Stelle stets mit O markiert. Der
Endzustand f tritt nur unmittelbar unter einem a auf.
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Gibt es einen Pfad mit un-
endlich vielen a, so kann man
diesen wiahlen und erhilt dar-
auf im Lauf unendlich oft f.
Alle anderen Pfade enthalten
unendlich oft O. Wahlt man
einen Pfad, der a nur endlich
oft enthilt, so entsteht im Lauf
ein Pfad, der nur endlich oft
f enthdlt und O {iberhaupt
nicht.

Beispiel 7.6 Betrachten wir nun ¥ = {a,b} und Ly = {t € T¢ | jeder
Pfad in t enthélt nur endlich viele a }. Offensichtlich ist Ly, = T¢ \ L; das
Komplement von L;. Wir geben einen Rabin—Baumautomaten fiir L, an:

A= ({7, [} 2.k, B, ({2 [}, (/) )}) mit

endlich

oft
Aoy i = {(f, )} Agy: i = {(4,4)}
fo= AN} fo= A{G 0}

Gibt es einen Pfad mit unendlich vielen a, so hat der zugehorige Pfad im
Lauf unendlich viele Markierungen f, ist also nicht erfolgreich. Daf} ein Zu-
stand aus {7, f} unendlich oft in jedem Pfad vorkommen mu8, ist keine Ein-
schriinkung, da {7, f} die gesamte Zustandsmenge ist.!

Satz 7.7 Die Sprache L, aus Beispiel 7.6 ist Rabin—erkennbar, aber nicht
Biichi—erkennbar.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dal L, Rabin—erkennbar ist. Angenom-
men, sie ist auch Biichi-erkennbar und wird von A = (Q, %, I, A, F) akzep-
tiert. Sei n > |F|. Definiere zu n den Baum ™ folgendermafen:

!Derselbe Automat mit der Endzustandsmenge Q2 = {({i}, {f})} erkennt aber eben-
falls L.
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U = {eU
{1™0 | m; >0} U

{1™101™20---1""0 | m; > 0 fiir alle 1 <7 < n}

= {du U ('),

1<i<n
t":{0,1}* — %
a uwelU
u
b ugU.

Der Baum ¢ hat unendlich viele Knoten a, aber jeder Pfad hat hichstens
n+1,dh. t"™ e L.

C@\ Allgemein gilt: Jeder Pfad beginnt
/QD\ mit a. Um ein weiteres a zu errei-

. chen, mufl man im Baum minde-

/@\ N - stens einmal nach rechts und dann
@ ! genau einmal nach links gehen.

1m1iQ @ Fiir das néichste a mufl man wie-

der mindestens einmal nach rechts

Q und dann genau einmal nach links

. gehen. Nachdem man n-mal nach

;@\ @ fmigqms links gegangen ist, hat man das

letzte a auf diesem Pfad erreicht.

1m101720 @ Da t™ ¢ L, ist, gibt es einen er-
folgreichen Lauf von A auf t(™).

Wir wihlen nun einen Pfad wie folgt:

e Wihle ein minimales m; mit £(1™') € F'. So ein m; gibt es, da auf dem
Pfad {¢,1,11,111,... } in £ unendlich oft ein Element aus F' vorkommyt.
Sei f1 = é(lml)
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e Esseien my, my, ..., m; (i < n) schon definiert. Wihle minimales m;
mit £(1™101™20 - - - 1M 01™i+1) € F. Sei fi4q = £(1™ 01720 - - - 10141,

Q ."\ €EF
1migqme
1miQ1m20 Q ‘

Dies definiert uns also my,... ,m, und einen Lauf wie in der linken Skizze.
Da n > |F| gewdhlt war, gibt es ein ¢ < j mit f; = f;. Wir haben daher
die Situation wie in der rechten Skizze. Setzt man in ¢ an der Stelle uv
den Baum ¢ (der Teilbaum von #™) mit Wurzel u) ein, so erhilt man einen
Baum, der ebenfalls einen erfolgreichen Lauf besitzt.

t(n)

Iteriert man dieses Vorgehen un-
endlich oft, so erhilt man einen
Baum ¢, der von A akzeptiert wird.
Dieser Baum enthélt aber auf ei-
nem Pfad unendlich viele a, da ja
zwischen v und wv mindestens ein
a vorkam. .
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Korollar 7.8 Die Klasse der Biichi—erkennbaren Sprachen ist nicht unter
Komplement abgeschlossen.

Beweis: L; ist Biichi—erkennbar, Ly, = T \ L; nicht. .

Satz 7.9 Die Klasse der Rabin—erkennbaren Baumsprachen ist unter Kom-
plement abgeschlossen.

Der Beweis dieses Satzes ist sehr aufwendig und wird hier nicht gefiihrt.
Es gibt verschiedene Beweisansitze (fiir Literaturhinweise, siehe [Tho90al).
Spieltheoretische Ansétze haben sich hier wieder als sehr hilfreich erwiesen.

Warum ist dieses Problem viel schwerer als das fiir Automaten auf unendli-
chen Wortern? Dies liegt an der Quantifizierung iiber Pfade in der Definition
eines erfolgreichen Laufes:

“Fiir alle Pfade ist die Akzeptanzbedingung erfillt.”
Negiert man diese Aussage, so erhélt man:
“Es gibt einen Pfad, der die Akzeptanzbedingung nicht erfillt.”

Man muf} im Beweis der Abgeschlossenheit unter Komplement also nicht nur
von “nicht erfillt” zu “erfillt” kommen, sondern auch noch von “es gibt einen
Pfad’ zu “fiir alle Pfade”.

7.2 Entscheidbarkeitsresultate

Da wir wieder logische Erfiillbarkeitsprobleme auf das Leerheitsproblem der
von Automaten akzeptierten Sprachen reduzieren mochten, interessieren wir
uns zundchst fiir die Entscheidbarkeit der von Biichi— und Rabin—-Baumauto-
maten akzeptierten w—Baumsprachen. Beginnen wir mit den Biichi-Baum-
automaten, da man hier eine zusétzliche Charakterisierung der von Biichi-
Baumautomaten akzeptierten w—-Baumsprachen erhélt.
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Satz 7.10 Das Leerheitsproblem ist fiir Biichi-erkennbare w—-Baumsprachen
entscheidbar.

Vorbereitung des Beweises: Es sei A = (Q, %, I, A, F') ein Biichi-Baum-
automat, wobei F' = {f1,..., fi,} ist. Es sei £ : {0,1}* — @ ein erfolgreicher
Lauf von A auf einem Baum t € 7. Der Baum ¢ wird nun zerlegt in end-
liche Teilbdume, die dann von Automaten auf endlichen Badumen akzeptiert
werden. Dies liefert uns eine Zerlegung von L, (A) C T¥, die wir dann fiir
den Beweis verwenden werden.

Es sei u € {0,1}*. Wir interessieren uns dafiir, wo man in ¢ nach u wieder
Endzustédnde erreicht:

D, :={w € {0,1}" | Fiir alle v mit € < v < w gilt {(uv) & F}.
Offensichtlich stellt D,, einen endlich verzweigten Baum dar, in dem es keine

unendlichen Pfade gibt (sonst wére ¢ ja nicht erfolgreich). Also ist D, endlich.
Es sei

D} :=D,U{wo |c€{0,1} und w € D, und wo & D, }.

Nach Definition von D, gilt {(w) € F fiir alle w € D} \ D,.

Beispiel: Betrachte einen Lauf des Biichi-Baumautomaten aus Beispiel 7.5
auf dem folgenden Baum:
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Dann gilt:

D. = {€0,00} D, = {¢}
Df\ D. {1,01,000,001} D\ D, = {o,1}.

Fiir u € {0, 1}* definieren wir nun den endlichen Baum

tu: Df — YUF
fiir alle w € Dy sei  £,: w = t(uw) (e X)
fiir alle w € D \ D, sei 1, w = L uw) (e F).

Offensichtlich ist t, € Ts,ux, wobei f € F die Stelligkeit 0 erhilt.

Beispiel:

3 (%) . f o
(D) OO
ofe

Fiir jedes ¢ € @ betrachten wir nun den WB-Baumautomaten
Aq = (QJZUFJ{Q}JAJﬁ)J

wobei A wie bei A definiert ist und fiir alle f € F gilt F(f) = f. Es sei nun
Ly = L(A,).
Es gilt: Ist ((u) = ¢, so ist t, € L,.

1
| @\@D
l Die nebenstehende Skizze zeigt
. D z.B. den erfolgreichen Lauf von A;
(o)

auf dem Baum 7,.
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Diese Konstruktion zeigt, da§ wir zu L = L,,(A) eine Baumsprache L defi-
nieren kénnen mit L O L, (A):

E = (U Lz) (s fm) (Lf17 e ,Lfm)w’(fl""’fm).
iel

Umgekehrt kann man leicht zeigen, daf} jedes Element von L auch in L ist,

d.h. L =1L.

Satz 7.11 Fiir eine Sprache L C T¥ sind dquivalent:

1. L wird von einem Biichi-Automaten mit Endzustandsmenge F' = {fi,
.y fm} erkannt.

2. Es gibt erkennbare Sprachen Ly, ... , L,, C Ty F fiir das Alphabet F' =
{f1,---, fm} von nullstelligen Symbolen, so daf gilt:

L e LO .(fla-":fm) (L17 . 7Lm)wa(f1""’fm)‘

Beweis:

“1 ~» 2” haben wir gerade gezeigt.

“2 ~» 1” Konstruiere aus WB—Automaten fiir Ly, ... , L,, einen Biichi-Baum-
automaten fiir L (Ubung). .

Beweis von Satz 7.10: Es sei A = (Q,X%, I, A, F) ein Biichi-Baumauto-
mat fir L C T¢. Die Sprachen L, = L(A,) seien wie oben definiert. Wir
eliminieren nun sukzessive Zustédnde, die nichts zu einem erfolgreichen Lauf
beitragen kénnen:

1. Der Automat A; = (Q1,%, [1, ¥, F1) entsteht aus A durch Entfernen
aller Zusténde ¢ € Q mit L, = (). Da L, eine erkennbare Baumsprache
(endlicher Biume) ist, kann man “L, = 0?7 entscheiden (Satz 6.22):

Q = Q\{ge@|L;=0},

Il = IﬂQla
A, 0 QL —=297% g = Ay(q) NQ1 X Qy,
F1 == FﬂQl
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Ist L, = (), so kann ¢ nicht in einem erfolgreichen Lauf ¢ vorkommen,
denn wir hatten ja gesehen, daB fiir £(u) = ¢ gilt: ¢, € L,. Daher ist
L,(Ay) = L,(A). Beachte, daf8 es in A, einen Zustand ¢’ mit L(A;,) =
0 und L(A,) # 0 geben kann.

. Iteriert man diese Vorgehensweise, so erhélt man eine Folge A;, As, ...
von Automaten mit L, (A;) = L, (A). Da Q endlich ist, muf} diese Folge
abbrechen, d.h. man erreicht A, mit L, (A) = L,(A,) und L, # 0 fiir
alle ¢ € Q,, (beachte: @, = ) ist moglich).

. Wir zeigen: L,(A,) # 0 gdw I,, # 0.

Wir wissen aus Satz 7.11:

L,(A,) = (U Li) (f1seee s fm) (Lf17 o ,Lfm)w’(fl"“’fm),
icl,

wobei {f1,..., fm} = F,. Wenn I,, = () ist, so ist der Ausdruck offen-
sichtlich leer. Ist umgekehrt I, # (), so folgt auch F, # 0 (da sonst
L, = 0 fiir alle ¢ € Q). Damit enthélt also der Ausdruck auf der
rechten Seite einen unendlichen Baum, denn fiir ¢t € L; mit ¢ € I,
t € Lfl" .oty € Lfm gilt

{to} ot ({11}, {tw )0 C Ly (Ay).

Beispiel: Automat aus Beispiel 7.5: Fiir alle Zustinde ¢ € @, = {4, f, O}
gilt L, # 0, denn a(f,0) € L;, b(0,0) € Lg, a(f,0) € Ly.

e {a(f, )} -UD) ({a(f, D)}, {b(O, D))=

i
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Betrachten wir nun noch Rabin—-Baumautomaten.

Satz 7.12 Das Leerheitsproblem ist fiir Rabin—erkennbare w-Baumsprachen
entscheidbar.

Beweis: Es sei A = (Q,%,1,A,Q) ein Rabin—Baumautomat. Ein Zustand
q € @ heif3t aktiv, falls er von einem Zustand aus erreichbar ist und nicht nur
sich selbst reproduziert, d.h. wenn es a,b € ¥ und Zustiande qq, q1, ¢2, ¢ € Q
gibt mit

* (¢,4") € Ap(qo) oder (¢',q) € Ap(qo),

® (q1,42) € Au(g) und

o {q1, ¢} # {a}.

Sonst heifit ¢ passiv. Passive Zustinde g erlauben also nur Ubergiinge A.(q) =
{(g,q)} oder sie kommen nur an der Wurzel eines Laufs vor. Man kann of-
fenbar sehr leicht feststellen, welche Zustidnde aktiv und welche passiv sind.

Die Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems wird durch Induktion iiber die
Anzahl der aktiven Zustéinde in A gezeigt.

Induktionsanfang: keine aktiven Zustéinde

Ein erfolgreicher Lauf ist also von der nebenstehenden
Form. Dabei sind i, ¢1, ¢o € ) Zustinde mit

e ¢, 0l a2

e es gibt a,b, ¢ € ¥ mit (¢, ¢2) € Au(d), (¢1,q1) €
Ap(q1), (g2, %) € Aclg2), SRR

e es gibt (F,G), (F',G") € Qmit ¢; € F und ¢; ¢
G, ¢ € F' und ¢, ¢ G'.

Man kann offensichtlich leicht feststellen, ob solche i, g1, g2 existieren.
Induktionsschritt: n > 0 aktive Zustinde
Fiir einen erfolgreichen Lauf ¢ : {0,1}* — @ gibt es drei Moglichkeiten.
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1. Fall: Einer der aktiven Zustédnde ¢ tritt nicht in ¢ auf.

Dann ist ¢ auch erfolgreicher Lauf fiir den Automaten A, der aus A durch
Streichen von ¢ entsteht, d.h. A7 = (Q', X, I N Q" A', Q') mit

Q' = Q\{q},
AQ:Q’—>2Q,XQI:
Al(q) = Adg)NQ?,
QO = {(F',G") |Esgibt (F,G) € Qund FF=FnNQ, G =GNNQ'Y}.

Das Auftreten dieses Falles kann also entschieden werden, indem man fiir je-
des aktive ¢ € @ den Automaten A~ betrachtet. Nach Induktionsvorausset-
zung konnen wir fiir diese Automaten A, das Leerheitsproblem entscheiden.

2. Fall: In 7 gibt es eine Stelle u, so daf {(u) = ¢ aktiv ist, und es gibt einen
aktiven Zustand ¢/, der in dem Unterbaum ¢, (auer an der Wurzel) nicht
vorkommt.

Es sei Zq der Baum, der aus ¢ entsteht, indem man jeweils nach dem ersten
q abschneidet.? Offensichtlich ist auch Zq -4 ¢, erfolgreich. Die Existenz eines
geeigneten Zq und 7, kann nun durch Betrachten von Automaten mit weniger
aktiven Zustdnden getestet werden:

1. ¢, wird zu , modifiziert, indem an den Bliittern (@) @
der nebenstehende unendliche Baum angehingt @ @
wird. Einen Automaten, der ¢, als erfolgreichen

Lauf hat, erhilt man aus A wie folgt: flq =
(Q,%,1,A",Q) mit

e AL(q) ={(g,9)} und AL (p) = Aq(p) fiir alle p # ¢,
o ' =0U{({g},0)}

Offensichtlich hat flq einen aktiven Zustand weniger, da ¢ nicht mehr
aktiv ist.

2Dies ist nach unserer Definition weder ein endlicher noch ein unendlicher Baum, da er
sowohl endliche als auch unendliche Pfade enthalten kann. Die nachfolgenden Konstruk-
tionen sind aber trotzdem sinnvoll.
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2. L, ist erfolgreicher Lauf des Automaten A_ , der aus A entsteht, indem
man ¢ aus A entfernt und ¢ zum einzigen Anfangszustand macht, d.h.
Apy = (Q)2, g}, A, Q) mit AL(p) = Ay(p) N (@ x Q) fir alle p € Q,
a€X,Q =Q\{¢} Auch A , hat einen aktiven Zustand weniger,
da ¢’ nicht mehr erreichbar, also nicht mehr aktiv ist. Beachte: Diese
Konstruktion ist auch fiir ¢ = ¢’ korrekt.

Man kann daher nach Induktion fiir alle Paare (g, q') aktiver Zusténde iiber-
priifen, ob A, und A_ , nicht-leere Sprachen akzeptieren. Ist dies der Fall,
so gibt es einen erfolgreichen Lauf, der unter diesen zweiten Fall fillt.

3. Fall: In diesem letzten Fall gibt es mindestens einen aktiven Zustand, und
unter jedem u mit ¢(u) = ¢ aktiv kommen alle aktiven Zusténde vor.

Man kann daher einen Pfad 7 in ¢ finden, auf dem jeder aktive Zustand
unendlich oft vorkommt. Aufler am Anfang kann offensichtlich kein passiver
Zustand auf dem Pfad 7 liegen. Es muf8 daher ein Paar (F,G) € Q geben,
das 7 akzeptiert. Damit enthélt F' einen aktiven Zustand und G enthélt nur
passive Zustinde. Sei ¢ € F' also so ein aktiver Zustand.

Der Baum /£, wird nun wie im zweiten Fall definiert. Es sei v € {0, 1}* mit
((u) = ¢q. Der Baum ¢, , entstehe aus ¢, indem man jeweils nach dem ersten
Vorkommen von ¢ in ¢, echt unterhalb von e abschneidet.

Beispiel:

Offensichtlich ist Zq -4 Zu,q‘“’q ein Lauf des Automaten 4. Warum ist er erfolg-
reich?

Es sel 7 ein Pfad in diesem Lauf.
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Fall a: 7 ist ein unendlicher Pfad in Zq oder ein unendliches Endstiick liegt
in einem ¢, ;. Dann kommt ein unendliches Endstiick des Pfades auch
in ¢ vor, wird also von einem Paar aus {2 akzeptiert.

Fall b: Sonst kommt ¢ unendlich oft im Pfad 7 vor. Auflerdem kann ein
passiver Zustand nur an erster Stelle in 7 vorkommen. Dann wird 7
von (F,G) akzeptiert, da ¢ € F' und G nur passive Zustinde enthélt.

Die Existenz eines Zq kann man wie im zweiten Fall mit Hilfe von ./Iq testen. Es
bleibt zu zeigen, dal man die Existenz eines geeigneten ZM entscheiden kann.
Da ¢ in Zuyq in zwei unterschiedlichen Funktionen vorkommt (an der Wurzel
und an den Blittern), miissen wir vor der Konstruktion eines Automaten
noch den Zustand an der Wurzel umbenennen: £, entsteht aus ¢, indem

die Wurzel mit dem neuen Zustand gy markiert wird. Konstruiere wie im Fall
2 aus (£, den Baum (% . Der Automat Ay, , = (QU{qo}, ¥, {qo}, A', ') mit

.QO¢Q,

o Al(qp) = Aulg),
AL () = {(g,9)},
Al (q) = Au(¢) fiir ¢ ¢ {q, 90},

o ' =0U{({¢},0)},

hat ngq als erfolgreichen Lauf. flqo,q enthélt einen aktiven Zustand weniger,
da g und ¢ passiv sind.

Zusammenfassung
Fiir einen Rabin-Baumautomaten A ist also L,(A) = () genau dann, wenn
das folgende gilt:

e Falls A keine aktiven Zustéinde enthilt, gibt es keine Zusténde i, q1, g2 €
( mit
— 4 € [ und
— €5 glbt a, b,C € E mlt (Q1aQ2) S Aa(i)a ((I1aQ1) € Ab(ql)a ((I2aQ2) S
A.(g2) und
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— es gibt (F,G),(F',G') € Qmit ¢y € F und ¢; ¢ G, ¢ € F' und

3 ¢ G';
e falls A mindestens einen aktiven Zustand enthilt, gilt fiir alle aktiven
Zustinde ¢
— L(A;) =0 und

— L(A,) = 0 oder fiir alle aktiven Zustéinde ¢ gilt L(A;’q,) = () und
— falls es ein Paar (F,G) € € gibt mit ¢ € F und G enthilt nur

passive Zustinde, gilt L(A,;) = 0 oder L( A, ,) = 0. -
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Kapitel 8

Baumautomaten und logische
Formeln

Wir werden nun Entscheidbarkeitsergebnisse fiir Baumsprachen auf entspre-
chende Erweiterungen der bisher behandelten Logiken S1S, WS1S und 1DPDL
iibertragen.

8.1 Die Logik S2S und ihre Varianten

Wir betrachten zunichst eine Logik, welche S1S dahingehend erweitert, dafl
zwei Nachfolgerfunktionen zur Verfiigung stehen. Anstelle des Interpretati-
onsbereichs IN verwendet man dafiir den (unendlichen) bindren Baum.

Definition 8.1

1. Formeln der Logik S2S sind wie Formeln von S1S aufgebaut. Der ein-
zige Unterschied ist, dafl man statt einer Nachfolgerfunktion s zwei
verschiedene Nachfolgerfunktionen sy und s; verwenden darf und daf
man statt 0 die Konstante € verwendet.

2. Als Interpretationsbereich betrachtet man die Menge {0, 1}* (Positio-
nen im unendlichen, bindren Baum), wobei
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e ¢ als e interpretiert wird,

® Sg:ur— u0, 81 :u+— ul,

e < als Prifixordnung auf {0,1}*, d.h. v < v gdw es gibt w €
{0, 1} mit uvw = v,

e P,...,P, als Teilmengen von {0, 1}*.

3. WS2S entsteht aus S2S dadurch, daffi Quantoren zweiter Stufe nur iiber
endliche Teilmengen von {0, 1}* quantifizieren diirfen.

S2S—Formeln kénnen dazu verwendet werden, w—Baumsprachen zu definie-
ren. Wie bei S1S verwenden wir als Alphabet ¥ = {0,1}" (wenn n die Anzahl
der vorhandenen einstelligen Pridikatssymbole ist) und benutzen @, (z) als
Abkiirzung, wenn an Position x das Symbol a € {0,1}" stehen soll. Jedes
Element dieses Alphabets erhélt Stelligkeit zwei. Eine S2S-Interpretation [
kann nun als ein w—Baum ¢; mit Beschriftung aus ¥ aufgefa3t werden:

t;:{0,1}* — %
1 uwe P!

u = (bl,,bn)mltbl:{o U,gé_PZI

Definition 8.2 Es sei ¢ eine geschlossene S2S-Formel. Die von ¢ charakte-
risierte w—Baumsprache ist definiert durch

Ly(¢) ={t: € T3 | I = ¢}.
Beispiele fiir S25—Formeln sind:

e Kette(X) beschreibt diejenigen Teilmengen X von {0, 1}*, in denen je
zwei Elemente prifixvergleichbar sind.

Kette(X) :=Va.Vy. X (2) AX(y) =z <yVae=yVy<ux

e UnendlicheKette(X) beschreibt unendlich grofie Teilmengen X, fiir die
auch Kette(X) gilt.

UnendlicheKette(X) := Kette(X) AVa. X(z) = Jy.z < y A X(y)
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e Pfade sind maximale Ketten, d.h. sie sind unendlich und ohne Zwi-
schenrdume. Dabei ist X C YV := Vo X(z) = Y(z) und X =Y =
V. X (z) & Y(x).

Pfad(X) := Kette(X) AVY. Kette(Y) AX CY = X =Y

e Um endliche Teilmengen zu beschreiben, verwenden wir in Endlich(X)
das Priadikat Z, das fiir den Prifixabschlufl von X steht (fiir x mit
X(x) enthilt Z alle Prifixe von z). Mit Hilfe des Lemmas von Konig
kann man zeigen: Ist X endliche Teilmenge von {0,1}*, so auch der
Préfixabschlufl Z von X, d.h. Z enthilt keine unendliche Kette.

Endlich(X) := -3Y.3Z.(Y € Z A UnendlicheKette(Y)A
V2. Z(z) & . X(x) AN (z <z Vz=u1))

Die letzte Formel zeigt, dal man wieder WS2S in S2S ausdriicken kann. Im
Gegensatz zum Fall mit einem Nachfolger gilt die Umkehrung aber nicht
(siehe Satz 8.6).

Beispiel 8.3 Sei n =1, d.h. ¥ = {0, 1}.

1. Ly = {t € TY¥ | es gibt einen Pfad in ¢, der unendlich viele 1 enthélt}
(vergleiche Beispiel 7.5) wird von ¢, beschrieben, d.h. L; = L, (¢;) mit

¢ =Y. Plad(Y) AVz.Y (z) = Ju.Y(y) Az < y A Pi(y).

2. Ly = L; = {t € T¢ | Jeder Pfad in ¢ enthilt nur endlich viele 1} wird
natiirlich von —¢; beschrieben, d.h. Ly = L, (—¢1).

Satz 8.4 [Rabin] Fiir eine w-Baumsprache L C Ty sind dquivalent:

1. L ist Rabin—erkennbar.

2. L = L,(¢) fiir eine geschlossene S2S-Formel ¢.

Beweis: Der Beweis ist sehr dhnlich zum Beweis von Satz 5.4.
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“l~2” Sei A= (Q,%,1,A,9) ein Rabin-Baumautomat mit Q) = {q, . ..

. yqm}- Fiir jedes ¢; filhren wir eine Variable Y; ein; dabei soll Y;(x)

gelten, wenn ¢; an Position x eines Laufs steht. Die Existenz eines
erfolgreichen Laufs wird beschrieben durch:

(W )

<V:r 1q<yiff<Qm Yi(x)/\Yj(x))>/\

(v V. 5ila) A Qula) A Yifan(e)) A Yo (o)) )
<vz Pfad(Z

\V ( \/ Vo Z(x) = . Z(y) ANz <y/\Yi(y))/\

(F,G)eN ¢EF

( N\ FaVyZ(y) Ne <y = _'Yz'(y))>>

q;€G

“2 ~» 1”7 Wie bei S1S reduziert man S2S—Formeln auf S2Sy—Formeln und ver-
wendet dann Induktion {iber den Aufbau von S2Sy—Formeln. Wichtig
ist hier: Abschlufl unter Booleschen Operationen und Alphabetumbe-
nennung von Rabin—erkennbaren Sprachen.

Das folgende Korollar ist direkte Konsequenz des Satzes 8.4.
Korollar 8.5 Giiltigkeit in S2S ist entscheidbar.

Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen Biichi—erkennbaren w—
Baumsprachen und WS2S.
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Satz 8.6 (Rabin)

1. L C T¥ ist Biichi-erkennbar genau dann, wenn L = L, (¢) fiir eine ge-
schlossene S2S—Formel der Gestalt 3Y;. ... 3. (Y1, ..., Y},) gilt, wo-
bei ¢ eine WS2S-Formel ist (d.h. nur die dufferen existentiellen Quan-
toren diirfen iiber unendliche Mengen quantifizieren).

2. L C T¢ kann durch eine WS2S-Formel charakterisiert werden genau
dann, wenn L und L Biichi-erkennbar sind.

Insbesondere sind also WS2S-Formeln ausdrucksschwécher als Biichi-Baum-
automaten, die wiederum schwicher als Rabin-Baumautomaten sind. Zum
Beispiel kann L; aus 8.3 nicht durch eine WS2S-Formel definiert werden, da
L, nicht Biichi-erkennbar ist (natiirlich ist L; Rabin—erkennbar). Wir haben
im Zusammenhang mit w—Sprachen gesehen, dafl S1S und WS1S die gleiche
Ausdrucksstirke haben, wiahrend S2S also echt ausdrucksstéirker als WS2S
ist. Der Beweis dieses Satzes wird hier nicht gefiihrt, Literaturhinweise finden
sich in [Tho90a].

8.2 Dynamische Logiken

Anstelle bindrer Baume kann man auch Bdume mit Verzweigungsgrad k£ > 1
betrachten. Es gelten die entsprechenden Resultate wie fiir den Fall £ = 2.
Insbesondere ist also SkS (k ist die Anzahl der Nachfolgerfunktionen) ent-
scheidbar. Man kann Biichi-Automaten fiir Biume vom Verzweigungsgrad k
dazu verwenden, Entscheidbarkeit der Logik DPDL zu zeigen (einer Verall-
gemeinerung von 1DPDL, mit £ atomaren Programmen py, ..., pg_1).

Definition 8.7 Die Formeln der Logik DPDL sind wie die bereits definierten
von 1DPDL, mit dem einzigen Unterschied, dafl man endlich viele atomare
Programme py, ... ,pr_1 zum Aufbau von Programmformeln zuldfit. Eine
Interpretation weist jedem Programm p; eine funktionale Relation' p! C
Al x Al zu.

IDas erste “D” von DPDL steht fiir “deterministisch”.
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Wie im Fall £ = 1 kann man Programmformeln als regulére Sprachen (nun
iiber dem Alphabet 3 = {py, ... ,pr_1}) beschreiben und damit wieder Pro-
grammformeln durch Zusténde eines geeigneten Automaten B ersetzen, wir
schreiben dann astatt ¢. Mit Hilfe dieses Automaten B = (Q, {po, ... ,Pk_1},
A, F) kann man dann den Fischer—-Ladner—Abschluff einer DPDL-Formel
¢o in Negationsnormalform (NNF) entsprechend zum Fall k£ = 1 definieren,
z.B.:

(@)p € FL(¢o) ~ ¢ € F'L(¢o) und
(¢")p € FL(¢y) fiir alle ¢ € @ mit (¢,pi,¢') € A
fir ein ¢ mit 0 < ¢ < k.

Die Rolle des Hintikka—Wortes im Fall ¥ = 1 ibernimmt fiir £ > 1 ein
Hintikka—Baum. Es sei ¥ = 2F'L(¢0),

Definition 8.8 Ein Baum t : {0,1,... ,k — 1}* — ¥ ist ein Hintikka—
Baum fiir ¢y, falls fiir alle w € {0,1,... ,k — 1}* und fiir alle ¢, ¢ A, 0 V

W, 4], (9)¢ € FL(¢y) gilt:
L. $0 S t(G),

2. t(u) = 0 oder A; € t(u) gdw —A; & t(u)
fiir alle atomaren Eigenschaften A;,

3. oA € t(u) gdw ¢ € t(u) und ¢ € t(u),
4. ¢V € t(u) gdw ¢ € t(u) oder ¢ € t(u),
5. [q)¢ € t(u) ~

(a) €€ L(By) ~ ¢ € t(u),

(b) fiir alle ¢ mit 0 < i < k gilt t(ui) = () oder
fiir alle ¢’ mit (¢, p;,¢") € A gilt
[¢']¢ € t(ui),

6. (¢)¢ € t(u) ~ esgibt w=p; ---p; € L(B,) und Zusténde ¢, ... , ¢
von B, mit ¢, € F' und qﬂmqlﬁm ce &)B%« und
(g;)p € t(uiy---i;) fir 1 < j <rund ¢ € t(uiy---i,),
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7. t(u) = 0~ t(ui) = 0 fiir alle ¢ mit 0 <14 < k.

Wie im Fall von 1DPDL entspricht ein Hintikka-Baum einem Modell fiir
DPDL-Formeln.

Satz 8.9 Eine DPDL-Formel ¢y ist genau dann erfiillbar, wenn es einen
Hintikka-Baum fiir ¢, gibt.

Vorbereitung des Beweises: Man betrachtet zunéchst wieder einen loka-
len Biichi-Baumautomaten Ay (¢y), in dem statt der globalen Bedingung 6.
die lokale Bedingung 6.’ iiberpriift wird:

6" (@)¢ € t(u) ~
6’.(a) €€ L(B,) und ¢ € t(u) oder
6’.(b) es gibt ein ¢ mit 0 <7 < k und ein ¢
mit (q,p;,¢") € A und (¢")¢ € t(ui).

Definition 8.10 Der lokale Biichi-Baumautomat Ar(¢o) = (Qr, %, I, Ay,
F) ist definiert durch

Qr = {a¢€2'M%) | q erfiillt 2, 3, 4 von Definition 8.8},

N QFL(¢>0),

I, = {aeQy| $0 € a} (Damit ist 1 von Definition 8.8 erfiillt),
FL = QL)

fiir alle 0 € ¥ und t(u) € Qy,

tu) # 0 ~ Ap(t(u)) =
tu) =0 ~ Apy(t(u)) = {(#(u0),... , t(u(k —1))) [ 5,6, 7 von
Definition 8.8 sind erfiillt}.

Nun haben wir also beinahe einen Biichi-Baumautomaten fiir eine DPDL—
Formel ¢, mit der Eigenschaft, dafl die von ihm akzeptierte Sprache nicht
leer ist, falls ¢y erfiillbar ist — wir miissen nur noch erzwingen, daf§ die ()—
Teilformeln tatséchlich irgendwann erfiillt werden (und ihre Erfiillung nicht
unendlich oft aufgeschoben wird). Deshalb erweitert man Ay (¢g) zu einem
Hintikka-Baumautomaten, ganz dhnlich wie bei der Konstruktion fiir w—
Sprachen.
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Definition 8.11 Der Hintikka—Baumautomat Ag(po) = (Qm, 2, Iy, Ag, Frr)
ist definiert durch:

Qu = Qp x 2FLo(®) it
FLy(do) = {{0)¥ | {(9)¢ € FL(¢o)},
Y o= 2FL(¢>0)7
IH = IL X {@},
Fg = FL X {@}

Apy((ays)) ist folgendermaBen definiert:

1. Fall: (s =10)
((Bos$0)s - - 5 (Br=1, k-1)) € Ay ((r,0)) gdw

e (Bo,.--y0k1) € Apy() und
e fiir jedes (¢)1) € o mit (e &€ L(B,) oder ¢ ¢ a) gibt es ein ¢ mit 0 <
i < kund ¢ mit (q,p;,q') € A und (¢')y € s; N G;.
2. Fall: (s #0)
Wie der erste Fall, wobei “(¢)1 € ¢” durch “(g)¢ € s” zu ersetzen ist.

Satz 8.12 Der Hintikka—Automat Ay (¢y) akzeptiert genau die Hintikka—
Baume fiir ¢q.

Der Beweis entfillt, da er sehr technisch ist und auflerdem die Konstruktion
der beiden Baumautomaten die Aussage dieses Satzes beinahe sofort liefert.
Als Konsequenz ergibt sich dann folgende Tatsache:

Satz 8.13 Erfiillbarkeit in DPDL ist entscheidbar.

Beachte: Man kann zeigen, dafl diese Entscheidung in exponentieller Zeit
moglich ist, da das Leerheitsproblem fiir Biichi-Baumautomaten polynomi-
ell entscheidbar ist. Dies ergibt sich allerdings nicht direkt aus dem vorne
beschriebenen Verfahren.
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Statt DPDL kann man auch PDL betrachten, hier kénnen nun auch atoma-
re Programme nicht—deterministisch sein. Die Formeln in PDL sind genauso
definiert wie in DPDL, allerdings dndert sich die Semantik: atomare Pro-
gramme kénnen nun auch durch nicht-funktionale Relationen p! C A x Al
interpretiert werden.

Satz 8.14 Erfiillbarkeit in PDL ist entscheidbar.

Beweis: Es seien py, ... ,pr_1 die in der PDL—Formel ¢ vorkommenden ato-
maren Programme. Fiir jedes ¢ fiihren wir zwei neue Programmsymbole f;, n;
fiir atomare deterministische Programme ein. Die DPDL—Formel 5 entsteht
aus ¢, indem man jedes Vorkommen von p; in ¢ durch n;; f ersetzt. Wir
zeigen:

¢ hat ein Modell genau dann, wenn QZ ein Modell hat.

“~»” Zu jedem Modell I von ¢ gibt es ein Modell T von QAS:

1. Es gilt: Gibt es ein Modell, so gibt es auch ein Baummodell. In
Baummodellen bilden die Relationen p! einen Baum und keinen
allgemeinen gerichteten Graphen, d.h.

e cs gibt eine Wurzel ko, fiir die fiir alle k¥ € AT und alle i gilt:
(ka kO) ¢ pzl und
o fiir alle & € AT\ {ko} gilt: es gibt genau ein &' € Al und
genau ein i mit (k', k) € p!.
2. Fiir ein Baummodell I' von ¢ definiert man das zugehorige Modell
I von ¢ wie folgt:
Es sei {ki,...,kn} = {K' | (k,k') € p!}. Dann setze (k, k) €
nlf und (k;, kiy1) € flf

I k
pi Pi
pi
fz fz
o e @ FE TR =0
kl k}z k}m kl kz km
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~

“ Ist T Modell von gg, so definiert man in I: p! = TlfAO (f).

Es ist also ¢ erfiillbar genau dann, wenn gg erfiillbar ist. .
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Schlufiwort

Wir haben nun verschiedene Klassen formaler Sprachen, w—Sprachen, Baum-
sprachen und w-Baumsprachen kennengelernt, sowie unterschiedliche Cha-
rakterisierungen dieser Klassen durch Ausdriicke, Automaten, Monoide, Halb-
gruppen und logische Formeln. Diese unterschiedlichen Charakterisierungen
erlauben uns, je nach Situation, unterschiedliche Techniken anzuwenden um
z.B. zu zeigen, daf} eine Sprache nicht in einer Klasse liegt, dafl eine Ab-
schlufleigenschaft fiir eine Klasse gilt oder daf ein Problem fiir eine Klasse
entscheidbar ist.

Insbesondere konnten wir durch die Charakterisierung durch logische For-
meln Entscheidbarkeitsresultate aus der Automatentheorie auf Logiken iibert-
ragen. Auflerdem haben wir dynamische Logiken betrachtet und konnten
zeigen, dafl diese entscheidbar sind, indem wir fiir Formeln dieser Logiken
entsprechende Automaten konstruiert haben. Mindestens ebenso wichtig wie
die Resultate war das Erlernen der verwendeten Methoden (wie Ehrenfeucht-
Fraissée-Spiele, Fischer-Ladner-Abschluf}, Ramsey-Theorem, etc.)
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Notationstabelle

L L,...
p.q

pq
L

lim L

162

Formale Sprachen

Endliches Alphabet

Die Menge aller endlichen Worter iiber ¥

Die Menge aller nicht-leeren endlichen Worter iiber X

Die Menge aller unendlichen Worter tiber X

Die Menge aller endlichen Biume {iber ¥

Die Menge aller unendlichen Baume iiber X

Formale Sprachen

Menge der Worter, die Pfadbeschriftung von p nach ¢ sind

Menge der Worter, die Pfadbeschriftung von p nach ¢ iiber
einen Zustand aus F' sind

Menge der unendlichen Wérter, fiir die es eine Zerlegung in
Faktoren aus L gibt

Menge aller unendlichen Worter mit unendlich vielen Préfixen
in L

Formeln Logik erster Stufe mit & freien Variablen,
Quantorentiefe n

Endliches Segment eines w—Wortes «

Unendliches Segment eines w—Wortes «

Syntaktische Kongruenz beziiglich L
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NOTATIONSTABELLE

A, B
Am

AL) AH

P—raq

Die Aquivalenzklasse von z beziiglich ~
Konkatenation von Wértern, oft weggelassen
Stelligkeit des Symbols a € ¥ (¥ Baumalphabet)

Der Unterbaum des Baumes ¢, der an Position u héngt
Der Baum, der nur aus der Wurzel x besteht
Konkatenation von Bdumen bzgl. den Bléittern &
n—fache Iteration von Badumen bzgl. den Blittern
Unendliche Iteration von Bdumen bzgl. den Blédttern &
Automaten

Automaten

Minimaler Automat

Automat mit Anfangszustand ¢

Lokaler Automat, Hintikka—Automat

Zustandsmenge eines Automaten

Endzustandsmenge eines Automaten, Endzuweisung eines
WB-Baumautomaten

Anfangszustandsmenge eines Automaten, Anfangszuweisung
eines BW-Baumautomaten

Menge von Tupeln (F, G) von Endzustandsmengen (in Rabin—
Automaten)

C @Q x X x @, Ubergangsrelation eines Automaten
: Q x ¥ — @Q Ubergangsfunktion eines Automaten

Ubergangszuweisung eines Baumautomaten, die fiir jedes
a € X ein A, enthalt

Ubergangsfunktion eines BW-Baumautomaten: Q" — 29,
eines WB-Baumautomaten: Q — 22" oder eines Rabin— oder
Biichi-Baumautomaten: Q — 2@°

In A gibt es einen mit w beschrifteten Pfad von p nach ¢
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Es gilt p % ¢, und dieser Pfad geht iiber einen Zustand in F'

Die von A akzeptierte Menge endlicher Worter oder Baume
Die von A akzeptierte Menge unendlicher Worter oder Bdume
Ubergangsmonoid des Automaten A

Syntaktisches Monoid von L, d.h. Ubergangsmonoid des
minimalen Automaten von L

Syntaktische Halbgruppe von L

Quotientenmonoid beziiglich der syntaktischen Kongruenz
Klassen

Klasse der verallgemeinert—definiten Sprachen

Klasse der sternfreien Sprachen

Klasse der regulédren, endlichen Bdume bzgl. ¥ und Z

Klasse der endlichen Halbgruppen S mit: e idempotent
~eSe=c¢e

Klasse der aperiodischen Monoide
Logik
Logische Konstante, zu interpretieren als 0

Logische Funktionskonstanten, zu interpretieren als
Nachfolgerfunktionen

Bindre Relation, zu interpretieren als iibliches “<” auf w oder
Préfixordnung auf Wortern

Gleichheit in logischen Formeln

Teilmengenbeziehung zwischen Pridikaten bzw. Variablen
zweiter Stufe in logischen Formeln

Gleichheit von Priadikaten bzw. Variablen zweiter Stufe in
logischen Formeln

Abkiirzung fiir “an der Stelle x steht das Symbol a € ¥”

Programmformeln
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Hintereinanderausfithren von Programmformeln

Alternative Ausfiihrung von Programmformeln

[teration von Programmformeln

Konfigurationsformel, “in allen m—Folgekonfigurationen gilt ¢”

Konfigurationsformel, “es gibt eine m—Folgekonfiguration, in
der ¢ gilt”

Interpretationsbereich und Interpretationsfunktion

Entsteht aus ¢ Konfigurationsformel, indem
Programmformeln in [| und () durch Zusténde des
zugehorigen Automaten ersetzt werden

Der Fischer—Ladner Abschlufl von ¢
Allgemeines

Komposition von Funktionen oder Relationen
Kartesisches Produkt

Monoidoperationen

Einselemente von Monoiden
Homomorphismen

Abkiirzung fiir das kleinste gemeinesame Vielfache
kgV (1,...,n)

Disjunkte Vereinigung
[somorphie
Metalogische Aquivalenz logischer Formeln in Ly

Aquivalenzrelation zu mit k Ziigen angefangenen
Ehrenfeucht—Fraissé Spielen der Linge n

Préfixrelation auf w*
Die Menge aller zweielementigen Teilmengen von M

Der Ordnungstyp der natiirlichen Zahlen
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~r, 98

<, 114

~ g, T4

(M2, 77

1DPDL, 100

w—Baumsprache, 132
Biichi—erkennbar, 135
Rabin—erkennbar, 135

w—Sprache
sternfrei, 97

w—Sprache, 62
w-regulére, 69
Biichi—erkennbar, 65

dquivalent, 102
akzeptierte w—Sprache

von einem Automat, 65
akzeptierte w—Sprache

von einer Formel, 84
akzeptierte Sprache

von Automaten, 8

von Monoiden, 11
Alphabet mit Stelligkeitsfunktion,

114

Alphabetumbenennung, 129
Ausdruck

w-regulér, 69

regulér, 7
Automat, siehe auch Baumautomat

Biichi-, 64

166

deterministisch, 9
endlich, 7
Hintikka-, 109
lokal, 108
minimal, 10
Muller-, 80

Biichi-Automat, 64
Baum
Y-, 114
endlich, 114
unendlich, 132
Baumautomat
Biichi-, 134
BW-Baumautomat, 116
deterministisch, 116, 118
Hintikka-, 156
lokal, 155
Rabin-, 134
WB-Baumautomat, 118
Baumkonkatenation, 123
Baumsprache, 114
erkennbar, 121
regulér, 127
Sternoperator, 125
von A akzeptiert, 116, 118
Blatt, 114

Direktes Produkt, 21
DPDL, 153
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Ehrenfeucht—Fraissé Spiele, 54
erfiillbar, 102

Fischer—Ladner—Abschluf}, 154
Fischer—Ladner—Abschluf}, 104
formale Sprache, 1

giiltig, 102
Gewinnstrategie, 56
Gleichung, 22
Gruppe in M, 44

Halbgruppe

frei, 25

syntaktisch, 25
Hintikka—Baum, 154
Hintikka—Baumautomat, 156
Hintikka—Automat, 109
Hintikka—Wort, 106
homogene Teilmenge fiir eine Par-

tition, 77

Homomorphes Bild, 21
Homomorphismus, 11

idempotent, 32
Index, endlich, 10
Interpretation, 101

Klasse formaler Sprachen, 1
Kleene, Satz von, 8
Konfigurationsformeln, 100
Kongruenz

syntaktisch, 13

Lauf, 116, 118, 134
erfolgreich, 116, 118, 134
Limes, 133

M-—Varietit, 21
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Modell, 102
Monadische Logik zweiter Stufe ei-
nes Nachfolgers, 83

Monoid

aperiodisch, 44

erfiillt Gleichung, 22

frei, 11

syntaktisch, 13
Muller—Automat, 80

Negationsnormalform, 104
Nerode, Satz von, 10
Nerode-Rechtskongruenz, 10
NNF, 104

PDL, 157
Pfad, 7

durch ¢, 115

erfolgreich, 7, 64

unendlich, 64
Potenzmengenkonstruktion, 9
Préfixrelation, 114
Presburger Arithmetik, 95
Programmformeln, 100

Quantorentiefe, 48

Rabin—Baumautomat, 134
Ramsey, Satz von, 77
Regy,, 6

Reyg(Ts, Z), 127

S—Varietéit, 25

S1S, 83

5285, 149

saturierte Relation, 98
schlie8lich definiert, 22
Segment, 63
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Sprache, siehe auch w—Sprache, Baum-
sprache, w—Baumsprache

erkennbar, 8
regulér, 6, 42
sternfrei, 4, 43

verallgemeinert—definit, 30
von Formel definiert, 27

Ty, 114
TY, 132
tu, 115

TOT, 61

Ubergangsfunktion, 9
Ubergangsmonoid, 13
Unterbaum, 115
Untermonoid, 21

Wort

unendlich, 62
WS1S, 94
WS2S, 150

Zug, 54
Zustand
aktiv, 144
passiv, 144
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