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Dies ist die Mits
hrift einer Vorlesung; sie sollte ni
ht mit einem Lehrbu
h

verwe
hselt werden. Zum vollst

�

andigen Verstehen des Inhalts ist der Be-

su
h der Vorlesung und das L

�

osen der

�

Ubungsaufgaben n

�

otig. Ohne die

m

�

undli
hen Erl

�

auterungen der Vorlesung bleiben viele Zusammenh

�

ange un-

erw

�

ahnt und die meisten Beweise l

�

u
kenhaft. Ohne das selbst

�

andige L

�

osen

der

�

Ubungsaufgaben ist ein tieferes Verst

�

andnis ni
ht m

�

ogli
h.

Obwohl dieses Skriptum gr

�

undli
h Korrektur gelesen wurde, kann keine Feh-

lerfreiheit garantiert werden. Hinweise auf Fehler, dunkle Formulierungen

und unverst

�

andli
he Bezei
hnungen werden deshalb gerne entgegengenom-

men, am besten pers

�

onli
h vorbeikommen oder per e-mail. Eine aktuelle Li-

ste der bisher entde
kten Fehler gibt es unter

http://www-lti.informatik.rwth-aa
hen.de/Lehre/AT-errata-96.html.

Ulrike Sattler, J

�

orn Ri
hts 10. Dezember 2001

s
ript�
antor.informatik.rwth-aa
hen.de
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Motivation und Einordnung

Im Berei
h Automatentheorie und formale Spra
hen interessiert man si
h f

�

ur

Klassen von Spra
hen und deren Eigens
haften. Eine formale Spra
he (oder

kurz Spra
he) ist eine Menge L � �

�

, d.h. eine Menge von W

�

ortern

�

uber

einem Alphabet �. Dabei ist � meist endli
h. Eine Klasse formaler Spra
hen

K ordnet jedem endli
hen Alphabet � eine Menge K

�

� 2

�

�

zu, d.h. eine

Menge von Spra
hen

�

uber �.

F

�

ur eine gegebene Klasse K interessiert man si
h f

�

ur die folgenden drei Fra-

gestellungen:

Charakterisierungen Wie kann man die zur Klasse geh

�

orenden Spra
hen


harakterisieren?

Gesu
ht sind also Eigens
haften E, die erf

�

ullen:

L 2 K

�

gdw L � �

�

und L hat Eigens
haft E:

Man will dabei meist vers
hiedene

�

aquivalente Charakterisierungen (Au-

tomaten, Grammatiken, : : : ) �nden, da einige Charakterisierungen f

�

ur

gewisse Zwe
ke besser geeignet sind als andere.

Abs
hlu�eigens
haften Unter wel
hen Operationen auf Spra
hen (Dur
h-

s
hnitt, Vereinigung, Komplement, homomorphe Bilder, : : : ) ist die

Klasse abges
hlossen?

Kenntnisse der Abs
hlu�eigens
haften einer Klasse K erlei
htern oft die

Ents
heidung von Fragen wie \L 2 K

�

?" oder \Sind die Eigens
haften

E

1

und E

2

�

aquivalent?"

10. Dezember 2001 1



MOTIVATION UND EINORDNUNG

Ents
heidbarkeit Wel
he Fragestellungen sind f

�

ur gegebene Spra
hen der

Klasse ents
heidbar?

Z.B.: w 2 L? L 6= ;? L

1

� L

2

?

Dabei geht man davon aus, da� die (im allgemeinen unendli
hen) Spra-


hen dur
h eine der oben angespro
henen Charakterisierungen endli
h

bes
hrieben sind.

Die wi
htigsten Spra
hklassen sind in der Chomsky{Hierar
hie zusammen-

gefa�t:

Klasse Charakterisierung

Typ 0

� allgemeine Chomsky{Grammatiken (Regeln u ! v, u

enth

�

alt mindestens ein Ni
ht{Terminal)

� akzeptiert von Turingmas
hinen

Typ 1

kontext-

sensitiv

� kontextsensitive Grammatiken (Regeln u ! v, 1 � juj �

jvj)

� akzeptiert von Turingmas
hinen mit linearer Bandbe-

s
hr

�

ankung

Typ 2

kontext-

frei

� kontextfreie Grammatiken (Regeln X ! v, X Ni
ht{

Terminal)

� akzeptierte von Kellerautomaten

Typ 3

regul

�

ar

� re
htslineare Grammatiken (Regeln X ! uY , X ! u, u

Terminalwort)

� akzeptiert von endli
hen Automaten

Beispiel f

�

ur Charakterisierung

Liefern deterministis
he Automaten (Mas
hinen) bereits die gesamte Spra
h-

klasse?

2 10. Dezember 2001



MOTIVATION UND EINORDNUNG

Typ 0 Ja

Typ 1 O�en

Typ 2 Nein

Typ 3 Ja

Beispiel f

�

ur Abs
hlu�eigens
haft

Ist die Klasse unter Komplementbildung abges
hlossen, d.h. L 2 K

�

; �

�

n

L 2 K

�

?

Typ 0 Nein, da das Komplement einer rekursiv aufz

�

ahlbaren

Menge im allgemeinen ni
ht rekursiv aufz

�

ahlbar ist.

Typ 1 Ja (dies ist ein Resultat von 1987).

Typ 2 Nein (daraus folgt das \Nein" in der vorherigen

Frage).

Typ 3 Ja (dies folgt aus dem \Ja" in der vorherigen Frage).

Beispiele f

�

ur Ents
heidungsprobleme

Sind das Elementproblem und das

�

Aquivalenzproblem ents
heidbar?

Klasse w 2 L ? L

1

= L

2

?

Typ 0 unents
heidbar unents
heidbar

Typ 1 ents
heidbar unents
heidbar

Typ 2 ents
heidbar unents
heidbar

Typ 3 ents
heidbar ents
heidbar

Dieses Skript wird si
h meist auf Typ 3 (regul

�

are) Spra
hen konzentrieren.

Dabei werden Unterklassen, andere Charakterisierungen und Verallgemeine-

rungen auf unendli
he W

�

orter und B

�

aume betra
htet. Das Skript gliedert

si
h in drei Teile:

1. Regul

�

are Spra
hen endli
her W

�

orter

Als alternative Charakterisierungen werden betra
htet:

� Algebrais
he Charakterisierung

10. Dezember 2001 3



MOTIVATION UND EINORDNUNG

{ Jeder Spra
he kann ein Monoid (das syntaktis
he Monoid) zuge-

ordnet werden.

{ Regul

�

are Spra
hen sind genau die mit endli
hem syntaktis
hen

Monoid.

� Logis
he Charakterisierung

{ Logis
he Formeln k

�

onnen Spra
hen de�nieren.

{ Es gibt eine Logik (Monadis
he Logik zweiter Stufe), deren For-

meln genau die regul

�

aren Spra
hen de�nieren.

Mit Hilfe dieser Charakterisierungen kann man Unterklassen der Klasse der

regul

�

aren Spra
hen bes
hreiben. Die wohl bekannteste Unterklasse ist die der

sternfreien Spra
hen:

� Diese werden genau dur
h Formeln der Logik erster Stufe de�niert.

� Ihre syntaktis
hen Monoide sind genau die aperiodis
hen Monoide.

2. Spra
hen unendli
her W

�

orter

Statt endli
her W

�

orter (endli
he Folgen von Elementen des Alphabets) kann

man au
h unendli
he W

�

orter (unendli
he Folgen) als Eingabe f

�

ur endli
he

Automaten verwenden. Dazu mu� ledigli
h die Akzeptanzbedingung ge

�

andert

werden. W

�

ahrend bei endli
hen W

�

ortern na
h Lesen des Wortes ein Endzu-

stand errei
ht sein mu�, werden bei unendli
hen W

�

ortern Bedingungen an

die Menge der unendli
h oft dur
hlaufenen Zust

�

ande gestellt.

Hier werden Abs
hlu�eigens
haften, Ents
heidbarkeit des Leerheitsproblems

und der Zusammenhang zur Logik betra
htet. Daraus lassen si
h f

�

ur die

Logik wi
htige Ents
heidbarkeitsresultate ableiten.

3. Baumspra
hen

W

�

orter kann man als bes
hriftete B

�

aume mit Verzweigungsgrad 1 au�assen.

4 10. Dezember 2001



MOTIVATION UND EINORDNUNG

abaa b=

a

a

b

a

Man kann nun den Begri� des endli
hen Automaten zu Baumautomaten

verallgemeinern, die au
h B

�

aume mit Verzweigungszahl gr

�

o�er als eins als

Eingabe zulassen. Viele Resultate f

�

ur regul

�

are Spra
hen lassen si
h auf den

Fall von Baumspra
hen

�

ubertragen. Au
h hier ist der Zusammenhang zur

Logik sehr interessant. Es werden sowohl endli
he als au
h unendli
he B

�

aume

betra
htet.

Hauptmotivation in allen drei Teilen ist die Anwendung in der Logik, ins-

besondere die si
h aus der Automatentheorie f

�

ur die Logik ergebenden Ent-

s
heidbarkeitsresultate. Dabei sind die Methoden, mit denen man zu diesen

Resultaten gelangt, mindestens genauso wi
htig wie die Resultate selbst. Es

wird daher sehr viel Gewi
ht auf vollst

�

andige Beweise gelegt, au
h wenn diese

man
hmal aufwendig sind.
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Kapitel 1

Regul

�

are Spra
hen, endli
he

Monoide und logis
he Formeln

Ziel dieses Kapitels ist es, einige De�nitionen und Resultate

�

uber regul

�

are

Spra
hen aus der Vorlesung

"

Grundz

�

uge der Theoretis
hen Informatik\ zu

wiederholen und ans
hlie�end den Zusammenhang zu Monoiden und Formeln

herzustellen.

1.1 Regul

�

are Spra
hen und endli
he Auto-

maten

Die Notation ist hier weitgehend an das GTI{Skriptum [Tho90b℄ angelehnt.

De�nition 1.1 F

�

ur ein endli
hes Alphabet � ist die Klasse der regul

�

aren

Spra
hen Reg

�

�

uber � die kleinste Klasse mit

� ;, f�g und fag f

�

ur a 2 � sind in Reg

�

(wobei � das leere Wort ist),

� sind L; L

1

; L

2

2 Reg

�

, so au
h L

1

[L

2

, L

1

�L

2

= fu �v j u 2 L

1

und v 2

L

2

g, L

�

= fu

1

� � �u

n

j n � 0 und u

i

2 Lg.

6 10. Dezember 2001



1.1. REGUL

�

ARE SPRACHEN UND ENDLICHE AUTOMATEN

Wie

�

ubli
h bes
hreiben wir regul

�

are Spra
hen dur
h regul

�

are Ausdr

�

u
ke, bei

denen die Mengenklammern (und h

�

au�g au
h der Konkatenationspunkt)

wegfallen. Z.B.: (ab)

�

a bes
hreibt (fag � fbg)

�

� fag, d.h. die Spra
he aller

W

�

orter, die mit a beginnen und enden und bei denen si
h a und b abwe
h-

seln.

Aus der De�nition ergibt si
h o�enbar, da� regul

�

are Spra
hen unter Verei-

nigung, Konkatenation und Kleene{Stern abges
hlossen sind. Um Abs
hlu�

unter Dur
hs
hnitt und Komplement zu zeigen, ist die Charakterisierung

dur
h endli
he Automaten besser geeignet.

De�nition 1.2 Ein (ni
ht{deterministis
her) endli
her Automat A = (Q;

�; I; �; F ) besteht aus

� einer endli
hen Menge Q von Zust

�

anden,

� einem endli
hen Alphabet �,

� einer Menge von Anfangszust

�

anden I � Q,

� einer

�

Ubergangsrelation � � Q� ��Q,

� einer Menge von Endzust

�

anden F � Q.

Wie

�

ubli
h kann man derartige Automaten graphis
h darstellen.

Z.B.:

-

1

-

a

�

b

2

Q = f1; 2g, � = fa; bg, I = f1g (ausgedr

�

u
kt dur
h

-

1

)

� = f(1; a; 2); (2; b; 1)g, F = f2g (ausgedr

�

u
kt dur
h

2

)

Ein Pfad in dem Automaten ist eine Folge q

0

a

1

q

1

a

2

: : : a

n

q

n

, so da� f

�

ur 1 �

i � n gilt: (q

i�1

; a

i

; q

i

) 2 �. Abk

�

urzend s
hreiben wir daf

�

ur q

0

a

1

:::a

n

���!

A

q

n

. Der

Pfad ist erfolgrei
h, wenn q

0

2 I und q

n

2 F gilt.

10. Dezember 2001 7



KAPITEL 1. REGUL

�

ARE SPRACHEN, ENDLICHE MONOIDE : : :

Die von A akzeptierte Spra
he ist

L(A) = fw 2 �

�

j q

o

w

�!

A

q

n

ist erfolgrei
her Pfad in Ag:

Eine Spra
he L � �

�

hei�t erkennbar, falls es einen endli
hen Automaten A

gibt mit L(A) = L.

Der Satz von Kleene besagt, da� eine Spra
he L � �

�

genau dann erkennbar

ist, wenn sie regul

�

ar ist. Als Beispiel verwenden wir diese alternative Cha-

rakterisierung regul

�

arer Spra
hen, um deren Abs
hlu� unter Dur
hs
hnitt zu

zeigen.

Satz 1.3 Sind L

1

; L

2

2 Reg

�

, so au
h L

1

\ L

2

.

Beweis: Es seien A

1

= (Q

1

;�; I

1

;�

1

; F

1

) und A

2

= (Q

2

;�; I

2

;�

2

; F

2

) Au-

tomaten mit L

1

= L(A

1

) und L

2

= L(A

2

). Wir de�nieren A := (Q

1

�

Q

2

;�; I

1

� I

2

;�; F

1

� F

2

), wobei

� := f((q

1

; q

2

); a; (q

0

1

; q

0

2

)) j (q

1

; a; q

0

1

) 2 �

1

und (q

2

; a; q

0

2

) 2 �

2

g:

Man sieht lei
ht, da� gilt:

(q

1

; q

2

)

w

�!

A

(q

0

1

; q

0

2

) gdw q

1

w

�!

A

1

q

0

1

und q

2

w

�!

A

2

q

0

2

:

Na
h De�nition der Anfangs{ und Endzustandsmengen in A ist daher w 2

L(A) gdw w 2 L(A

1

) \ L(A

2

).

Um den Abs
hlu� unter Komplement zu zeigen, sind ni
ht{deterministis
he

Automaten ni
ht sehr gut geeignet.

Bea
hte: Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein ni
ht{deterministis
her endli
her

Automat. Dann gilt f

�

ur A := (Q;�; I;�; QnF ) im allgemeinen ni
ht L(A) =

�

�

n L(A).

Damit eine derartige Konstruktion funktioniert, ben

�

otigt man deterministi-

s
he Automaten.
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1.1. REGUL

�

ARE SPRACHEN UND ENDLICHE AUTOMATEN

De�nition 1.4 Der AutomatA = (Q;�; I;�; F ) hei�t deterministis
h, falls

gilt:

� jIj = 1, d.h. I = fq

0

g,

� � ist funktional, d.h. f

�

ur q 2 Q und a 2 � existiert genau ein q

0

2 Q

mit (q; a; q

0

) 2 �.

1

Statt der

�

Ubergangsrelation � verwendet man gew

�

ohnli
h bei deterministi-

s
hen Automaten die zugeh

�

orige (totale)

�

Ubergangsfunktion

Æ : Q� � ! Q

Æ : (q; a) 7! q

0

gdw (q; a; q

0

) 2 �:

Die Funktion Æ kann man auf W

�

orter erweitern dur
h Æ(q; w) := q

0

, wobei q

0

der (eindeutig bestimmte) Zustand ist, f

�

ur den es einen Pfad q

w

�!

A

q

0

gibt.

Es ist L(A) = fw 2 �

�

j Æ(q

0

; w) 2 Fg.

Dur
h die sogenannte Potenzmengenkonstruktion kann man jedem ni
ht{de-

terministis
hen Automaten e�ektiv einen deterministis
hen Automaten zu-

ordnen, der dieselbe Spra
he akzeptiert:

Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ni
ht{deterministis
h. Wir de�nieren P (A) :=

(2

Q

;�; q

o

; Æ

0

; F

0

) dur
h:

� q

0

:= I;

� Æ

0

(P; a) := fq 2 Q j Es gibt p 2 P mit (p; a; q) 2 �g;

� F

0

:= fP � Q j P \ F 6= ;g:

Man zeigt lei
ht, da� L(A) = L(P (A)).

Satz 1.5 Ist L 2 Reg

�

, so au
h L = �

�

n L.

Beweis: Zu L existiert ein deterministis
her Automat A = (Q;�; q

0

; Æ; F ),

f

�

ur den gilt:w 2 L gdw Æ(q

0

; w) 2 F . O�enbar ist damitw 2 L gdw Æ(q

0

; w) 2

Q n F . Daher ist A = (Q;�; q

0

; Æ; Q n F ) ein Automat f

�

ur L.

1

Die deterministis
hen Automaten sind in diesem Skriptum also au
h immer

vollst

�

andig. In ni
ht{vollst

�

andigen deterministis
hen Automaten gibt es f

�

ur alle q 2 Q; a 2

� h

�

o
hstens ein q

0

2 Q mit (q; a; q

0

) 2 �.
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KAPITEL 1. REGUL

�

ARE SPRACHEN, ENDLICHE MONOIDE : : :

Zu jeder regul

�

aren Spra
he L existiert ein (bis auf Zustandsumbenennung)

eindeutiger deterministis
her AutomatAminimaler Zustandsanzahl mit L =

L(A). Dieser minimale Automat kann wie folgt e�ektiv konstruiert werden.

Es sei A = (Q;�; q

0

; Æ; F ) ein deterministis
her Automat f

�

ur L.

1. Entferne unerrei
hbare Zust

�

ande, d.h. Zust

�

ande q, f

�

ur die es kein w 2

�

�

gibt mit Æ(q

o

; w) = q.

2. Identi�ziere

�

aquivalente Zust

�

ande.

F

�

ur q 2 Q sei L

q

(A) := fw 2 �

�

j Æ(q; w) 2 Fg. Man de�niert nun

q �

A

q

0

gdw L

q

(A) = L

q

0

(A):

Die Relation �

A

ist eine

�

Aquivalenzrelation.

2

Fa�t man

�

aquivalente

Zust

�

ande zu einem Zustand zusammen, so erh

�

alt man den minimalen

Automaten A

L

.

Alternativ kann man den minimalen Automaten mit Hilfe der Nerode{Re
hts-

kongruenz bes
hreiben. F

�

ur eine Spra
he L � �

�

de�nieren wir

u�

L

v gdw f

�

ur alle w 2 �

�

gilt (uw 2 L gdw vw 2 L):

Diese Relation ist eine

�

Aquivalenzrelation und es gilt:

u�

L

v ; uw�

L

vw (Re
htskongruenz).

Der Satz von Nerode sagt aus, da� L genau dann regul

�

ar ist, wenn �

L

end-

li
hen Index hat (d.h. nur endli
h viele

�

Aquivalenzklassen besitzt). Diese

Klassen k

�

onnen nun als Zust

�

ande eines Automaten aufgefa�t werden. F

�

ur

u 2 �

�

bezei
hne [u℄ = fv j u�

L

vg die �

L

{Klasse von u. Wir de�nieren

A

L

= (Q;�; q

0

; Æ; F ) mit

� Q := f[u℄ j u 2 �

�

g,

� q

0

:= [�℄,

� Æ([u℄; a) := [ua℄,

� F := f[u℄ j u 2 Lg.

F

�

ur eine regul

�

are Spra
he L ist A

L

der minimale Automat f

�

ur L.

2

In Beispiel 1.14 wird gezeigt, wie diese Relation bere
hnet werden kann.
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1.2 Regul

�

are Spra
hen und endli
he Monoide

Ein Monoid (M; �

M

; 1

M

) besteht aus einer ni
ht{leeren Tr

�

agermenge M , ei-

ner assoziativen, bin

�

aren Operation �

M

und einem Einselement 1

M

2 M ,

d.h. es gilt:

f

�

ur alle x; y; z 2M gilt (x �

M

y) �

M

z = x �

M

(y �

M

z) (Assoziativit

�

at);

f

�

ur alle x 2M gilt 1

M

�

M

x = x �

M

1

M

= x (Einselement):

Wir s
hreiben meist einfa
h M f

�

ur das Monoid (M; �

M

; 1

M

). Der Index M

wird ebenfalls meist weggelassen. Sind M;N Monoide, so hei�t eine Abbil-

dung � :M ! N Homomorphismus, falls gilt:

� �(x �

M

y) = �(x) �

N

�(y),

� �(1

M

) = 1

N

.

Ein Monoid (M; �

M

; 1

M

) hei�t endli
h, falls die Tr

�

agermenge M endli
h ist.

Beispiel 1.6 F

�

ur ein Alphabet � ist die Menge �

�

aller W

�

orter

�

uber �

zusammen mit Konkatenation als Operation � und mit dem leeren Wort �

als Einselement ein Monoid.

Man nennt �

�

freies Monoid

�

uber �, da es folgende universelle Eigens
haft

besitzt: F

�

ur jedes Monoid M und jede Abbildung f : � ! M gibt es genau

einen Homomorphismus � : �

�

!M mit �j

�

= f .

Homomorphismen von �

�

in ein Monoid M k

�

onnen verwendet werden, um

Spra
hen (d.h. Teilmengen von �

�

) zu de�nieren.

De�nition 1.7 Es sei M ein Monoid, � ein Alphabet und � : �

�

! M

ein Homomorphismus. Jede Teilmenge N von M de�niert eine Teilmenge

�

�1

(N) := fw 2 �

�

j �(w) 2 Ng, das Urbild von N unter �. Die Spra
he

L � �

�

wird von M akzeptiert, wenn es N � M und � : �

�

! M gibt mit

L = �

�1

(N).
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Satz 1.8 F

�

ur eine Spra
he L � �

�

sind

�

aquivalent:

1. L wird von einem endli
hen Monoid akzeptiert.

2. L ist regul

�

ar.

Beweis:

\1 ; 2" Wir fassen hierzu M als endli
hen Automaten auf. Es sei also

M ein endli
hes Monoid und � : �

�

! M ein Homomorphismus mit

L = �

�1

(N) f

�

ur N �M . Um zu zeigen, da� L regul

�

ar ist, konstruieren

wir einen deterministis
hen endli
hen Automaten A

M

, der L akzep-

tiert. Wir de�nieren A

M

:= (M;�; 1; Æ; N) mit der

�

Ubergangsfunktion

Æ(m; �) := m � �(�). Wir zeigen zun

�

a
hst:

F

�

ur alle w 2 �

�

und alle m 2 M ist Æ(m;w) = m � �(w).

Beweis dur
h Induktion

�

uber jwj:

w = � : Æ(m; �) = m = m � 1

= m � �(�)

w = v� : Æ(m; v�) = Æ(Æ(m; v); �) = Æ(m � �(v); �)

= (m � �(v)) � �(�) = m � (�(v) � �(�))

= m � �(v�)

Damit ergibt si
h Æ(1; w) = 1 � �(w) = �(w). Also gilt

w 2 L = �

�1

(N) gdw �(w) 2 N

gdw Æ(1; w) 2 N

gdw w 2 L(A

M

):

\2 ; 1": Es sei A = (Q;�; q

0

; Æ; F ) ein deterministis
her endli
her Au-

tomat mit L = L(A). O�enbar de�niert jedes w 2 �

�

eine Funk-

tion Æ

w

: Q ! Q : q 7! Æ(q; w). Es sei M = Q

Q

die Menge der

Funktionen von Q na
h Q. Da Q endli
h ist, ist au
h M endli
h. Mit

Komposition von Funktionen als bin

�

arer Operation und der Identit

�

ats-

funktion id als Einselement ist M ein Monoid. Die Komposition ist

als (Æ

1

Æ Æ

2

)(q) := Æ

2

(Æ

1

(q)) de�niert (bea
hte die Reihenfolge). Man
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sieht lei
ht, da� � : �

�

! M : w 7! Æ

w

ein Homomorphismus ist:

�(wv) = Æ

wv

= Æ

w

Æ Æ

v

= �(w) Æ �(v) und �(�) = id. Wir de�nieren

N := fÆ

w

2 Q

Q

j Æ

w

(q

0

) 2 Fg. Dann gilt

w 2 L(A) gdw Æ(q

0

; w) = Æ

w

(q

0

) 2 F

gdw Æ

w

2 N

gdw �(w) 2 N

gdw w 2 �

�1

(N);

d.h. L(A) wird von M = Q

Q

akzeptiert.

Das Bild des im Beweis von \2 ; 1" de�nierten Homomorphismus � be-

zei
hnen wir als

�

Ubergangsmonoid von A:

De�nition 1.9 F

�

ur einen endli
hen deterministis
hen AutomatenA = (Q;�;

q

0

; Æ; F ) ist das

�

Ubergangsmonoid von A das UntermonoidM

A

:= fÆ

w

2 Q

Q

j

w 2 �

�

g von M = Q

Q

.

Das

�

Ubergangsmonoid des minimalen Automaten ist besonders interessant:

De�nition 1.10 F

�

ur eine regul

�

are Spra
he L hei�t das

�

Ubergangsmonoid

des minimalen Automaten f

�

ur L syntaktis
hes Monoid von L. Wir bezei
hnen

dieses mit M

L

.

Da der minimale Automat eindeutig dur
h die Spra
he bestimmt ist, h

�

angt

M

L

also nur von L ab. Es kann au
h direkt, d.h. ohne Bezugnahme auf

Automaten, von L ausgehend de�niert werden.

De�nition 1.11 F

�

ur eine (beliebige) Spra
he L � �

�

ist die syntaktis
he

Kongruenz �

L

auf �

�

de�niert dur
h:

F

�

ur alle u; v 2 �

�

gilt u �

L

v gdw f

�

ur alle x; y 2 �

�

gilt

xuy 2 L gdw xvy 2 L:
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Man zeigt lei
ht, da� �

L

eine Kongruenzrelation ist, d.h. eine

�

Aquivalenzre-

lation, die zus

�

atzli
h erf

�

ullt:

F

�

ur alle u; v; x 2 �

�

gilt (u �

L

v ; (ux �

L

vx und xu �

L

xv)) :

Daher kann man das Quotientenmonoid �

�

=

�

L

bilden mit

� Tr

�

agermenge f[w℄

�

L

j w 2 �

�

g, wobei [w℄

�

L

:= fw

0

j w �

L

w

0

g ist,

� Operation [u℄

�

L

� [v℄

�

L

:= [uv℄

�

L

(Die Repr

�

asentantenunabh

�

angigkeit

folgt aus der Kongruenzeigens
haft von �

L

.),

� Einselement [�℄

�

L

.

Satz 1.12 Sei L � �

�

regul

�

ar. Dann gilt M

L

' �

�

=

�

L

, d.h. �

�

=

�

L

ist iso-

morph zum syntaktis
hen Monoid M

L

.

Beweis: Sei L regul

�

ar und A = (Q;�; q

0

; Æ; F ) der minimale Automat f

�

ur L.

Wir de�nieren:

 : �

�

=

�

L

! M

L

[u℄

�

L

7! Æ

u

Im folgenden zeigen wir, da�  ein Isomorphismus ist, indem wir zeigen, da�

1.  repr

�

asentantenunabh

�

angig (und damit wohlde�niert) ist,

2.  ein Homomorphismus ist,

3.  injektiv ist und

4.  surjektiv ist.

1. Zu zeigen: Diese De�nition ist repr

�

asentantenunabh

�

angig, d.h. aus u �

L

v

folgt  (u) =  (v), d.h. Æ

u

= Æ

v

.

Angenommen, u �

L

v und Æ

u

6= Æ

v

. Dann gibt es q 2 Q mit

Æ

u

(q) = Æ(q; u) = q

1

6= q

2

= Æ(q; v) = Æ

v

(q):
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Da A minimal ist, ist q errei
hbar, d.h. es gibt ein x 2 �

�

mit q =

Æ(q

0

; x).

Wegen u �

L

v gilt nun aber f

�

ur alle y 2 �

�

xuy 2 L gdw xvy 2 L:

Das bedeutet, f

�

ur alle y 2 �

�

gilt

Æ(q

1

; y) = Æ(q

0

; xuy) 2 F gdw

Æ(q

0

; xvy) = Æ(q

2

; y) 2 F:

Das bedeutet aber, da� L

q

1

(A) = L

q

2

(A) ist, und da A minimal ist,

folgt daraus q

1

= q

2

im Widerspru
h zur Annahme.

2. Zu zeigen:  ist ein Monoid{Homomorphismus, d.h.

F

�

ur alle [u℄

�

L

; [v℄

�

L

2 �

�

=

�

L

gilt  ([u℄

�

L

�[v℄

�

L

) =  ([u℄

�

L

)Æ ([v℄

�

L

):

Dur
h Na
hre
hnen sieht man lei
ht, da�

 ([u℄

�

L

� [v℄

�

L

) =  ([uv℄

�

L

) = Æ

uv

= Æ

u

Æ Æ

v

=  ([u℄

�

L

) Æ  ([v℄

�

L

):

3. Zu zeigen:  ist injektiv, d.h. aus Æ

u

= Æ

v

folgt [u℄

�

L

= [v℄

�

L

.

Es sei Æ

u

= Æ

v

und x; y 2 �

�

beliebig. Wir zeigen, xuy 2 L impliziert

xvy 2 L (Aus Symmetriegr

�

unden folgt dann automatis
h die andere

Ri
htung und wir haben u �

L

v). Sei nun also xuy 2 L. Dann ist

Æ(q

0

; xuy) 2 F . F

�

ur q

1

:= Æ(q

0

; x) gilt:

Æ(q

0

; xuy) = Æ(q

1

; uy)

= Æ

y

(Æ

u

(q

1

))

= Æ

y

(Æ

v

(q

1

)) mit Æ

u

= Æ

v

= Æ(q

1

; vy)

= Æ(q

0

; xvy):

Wegen Æ(q

0

; xvy) 2 F folgt xvy 2 L.

4. Zu zeigen:  ist surjektiv. Da jedes Æ

u

2 M

L

Bild von [u℄

�

L

ist, ist  

trivialerweise surjektiv.
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F

�

ur regul

�

are Spra
hen haben wir also den Zusammenhang zwis
hen syntak-

tis
her Kongruenz und syntaktis
hem Monoid hergestellt. Daraus folgt das

n

�

a
hste Korollar:

Korollar 1.13 L ist regul

�

ar gdw �

L

hat endli
hen Index

3

.

Beweis:

\;" Einfa
h, da M

L

' �

�

=

�

L

als

�

Ubergangsmonoid eines endli
hen Auto-

maten endli
h ist.

\ ;" Wir zeigen, da� L von �

�

=

�

L

akzeptiert wird (und somit regul

�

ar ist,

falls �

�

=

�

L

endli
h ist | siehe Satz 1.8). Dazu de�nieren wir

� : �

�

! �

�

=

�

L

u 7! [u℄

�

L

;

und zeigen �

�1

(�(L)) = L. Damit dies gilt, mu� aus u 2 L und �(u) =

�(v) folgen, da� v 2 L ist. �(u) = �(v) gilt aber genau dann, wenn f

�

ur

alle x; y 2 �

�

gilt: xuy 2 L gdw xvy 2 L. Insbesondere f

�

ur x = � = y

folgt u 2 L gdw v 2 L.

Beispiel 1.14 Es sei L = �

�

���

�

f

�

ur � = f�; �g. O�ensi
htli
h ist A

1

in

Abbildung 1.1 ein ni
ht{deterministis
her Automat f

�

ur L. Die Potenzmen-

genkonstruktion (bei der wir uns auf die errei
hbaren Mengen bes
hr

�

anken

k

�

onnen) liefert uns mit A

2

einen deterministis
hen Automaten f

�

ur L, der

aber no
h ni
ht minimal sein mu�. Daf

�

ur mu� er no
h minimiert werden.

Man bere
hnet dazu die

�

Aquivalenzklassen der folgenden Relation auf den

Zust

�

anden und fa�t hinterher

�

aquivalente Zust

�

ande zu einem neuen zusam-

men: q �

A

q

0

gdw L

q

(A) = L

q

0

(A).

Zur Bestimmung dieser

�

Aquivalenzklassen bere
hnen wir zun

�

a
hst �

n

f

�

ur

n � 0.

q �

0

q

0

gdw (q 2 F und q

0

2 F ) oder (q 62 F und q

0

62 F );

q �

n+1

q

0

gdw q �

n

q

0

und f

�

ur alle � 2 � gilt Æ(q; �) �

n

Æ(q

0

; �):

3

Der Index einer

�

Aquivalenzrelation ist die Anzahl ihrer

�

Aquivalenzklassen
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1 2 3

�; �

A

1

A

2

q

1

= f1; 2gq

0

= f1g q

2

= f1; 3g q

3

= f1; 2; 3g

�

�

�

�

�; �

A B C

�

�

�

�

�

�

�

�

A

3

q

3

q

2

q

1

q

0

� �

�; �

Abbildung 1.1: Die Automaten A

1

;A

2

und A

3
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Da Q endli
h ist, existiert ein k mit �

k

= �

k+1

und man zeigt lei
ht, da�

�

k

= �

A

ist. In �

0

bestehen die

�

Aquivalenzklassen aus den Endzust

�

anden

fq

2

; q

3

g und den Ni
ht{Endzust

�

anden fq

0

; q

1

g. Bez

�

ugli
h�

1

gibt es drei

�

Aqui-

valenzklassen: Die Endzust

�

ande fq

2

; q

3

g, der erste Zustand fq

0

g und der zwei-

te Zustand fq

1

g. Da �

2

= �

1

gilt, folgt, da� der minimale Automat drei

Zust

�

ande hat, die wir mit A;B und C in A

3

bezei
hnet haben.

Wir betra
hten nun das zu A

3

zugeh

�

orige

�

Ubergangsmonoid:

Æ

�

=

A B C

A B C

; Æ

�

=

A B C

B B C

= Æ

��

; Æ

�

=

A B C

A C C

= Æ

��

;

Æ

��

=

A B C

C C C

= Æ

���

= Æ

��w

f

�

ur alle w 2 �

�

Æ

��

=

A B C

B C C

= Æ

���

:

Es ist also M

A

3

= fÆ

�

; Æ

�

; Æ

�

; Æ

��

; Æ

��

g; wobei die oben genannten Identit

�

aten

die Multiplikationstafel liefern. Z.B. gilt Æ

��

Æ Æ

�

= Æ

��

.

Beispiel 1.15 Ni
ht jedes endli
he Monoid ist syntaktis
hes Monoid einer

regul

�

aren Spra
he: Sei M = f1; a; b; 
g mit der dur
h die folgende Multipli-

kationstafel gegebenen Operation.

� 1 a b 


1 1 a b 


a a a b 


b b a b 



 
 a b 


a; b; 
 sind sogenannte Re
htsnullen, d.h. f

�

ur alle x 2

M gilt x � a = a, x � b = b, x � 
 = 
.

Wir werden nun zeigen, da� M kein syntaktis
hes Monoid ist:

Angenommen, M ist syntaktis
hes Monoid von L. Dann gibt es einen Iso-

morphismus � :M ! �

�

=

�

L

. Von �

L

wissen wir:

u 2 L ; [u℄

�

L

� L;

u 62 L ; [u℄

�

L

� L:

18 10. Dezember 2001



1.2. REGUL

�

ARE SPRACHEN UND ENDLICHE MONOIDE

Daher mu� f

�

ur m 2 fa; b; 
g gelten:

�(m) � L oder �(m) � L:

Es gibt also zwei Elemente in fa; b; 
g, die beide in L oder beide in L liegen.

Wir betra
hten nun exemplaris
h den Fall �(a) � L und �(b) � L. Alle

anderen F

�

alle (wie z.B. �(b) � L; �(
) � L) k

�

onnen entspre
hend behandelt

werden.

Behauptung: �(a) � L und �(b) � L ; �(a) = �(b) im Widerspru
h zur

Injektivit

�

at von �.

Sei nun �(a) = [u℄

�

L

; �(b) = [v℄

�

L

. Wir m

�

ussen also zeigen, da� u �

L

v gilt

(das hei�t �(a) = �(b)). Seien dazu x; y 2 �

�

gegeben.

1. Fall [y℄

�

L

6= [�℄

�

L

([y℄

�

L

ist also ni
ht das Einselement von �

�

=

�

L

). Dann

gilt

�

�1

([xuy℄

�

L

) = �

�1

([x℄

�

L

[u℄

�

L

[y℄

�

L

)

= �

�1

([x℄

�

L

)�

�1

([u℄

�

L

)�

�1

([y℄

�

L

)

= �

�1

([y℄

�

L

)

(da �

�1

([y℄

�

L

) ni
ht Einselement ist, ist es

Re
htsnull, d.h. es \fri�t" alles links von si
h)

= �

�1

([x℄

�

L

)�

�1

([v℄

�

L

)�

�1

([y℄

�

L

)

= �

�1

([xvy℄

�

L

):

Daraus folgt [xuy℄

�

L

= [xvy℄

�

L

, d.h. xuy �

L

xvy und insbesondere gilt

xuy 2 L gdw xvy 2 L.

2. Fall [y℄

�

L

= [�℄

�

L

.
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Dann gilt

�

�1

([xuy℄

�

L

) = �

�1

([x℄

�

L

[u℄

�

L

[y℄

�

L

)

= �

�1

([x℄

�

L

)�

�1

([u℄

�

L

)

(da �

�1

([y℄

�

L

) Einselement ist)

= �

�1

([u℄

�

L

) = a

(da �

�1

([u℄

�

L

) = a Re
htsnull ist)

�

�1

([xvy℄

�

L

) = �

�1

([x℄

�

L

[v℄

�

L

[y℄

�

L

)

= �

�1

([x℄

�

L

)�

�1

([v℄

�

L

)

= �

�1

([v℄

�

L

) = b:

Da �(a) � L und �(b) � L folgt daraus sowohl xuy 2 L als au
h

xvy 2 L.

Fassen wir die beiden F

�

alle zusammen, so folgt, da� f

�

ur beliebige x; y 2 �

�

gilt: xuy 2 L gdw xvy 2 L. Aus der Vervollst

�

andigung des Beweises um die

anderen F

�

alle folgt dann, da�, egal wie � si
h verh

�

alt, es nie injektiv sein

kein.

Der Zusammenhang zwis
hen regul

�

aren Spra
hen und endli
hen Monoiden

l

�

a�t si
h ausnutzen, um bestimmte Teilklassen der Klasse der regul

�

aren Spra-


hen

�

uber bestimmte Klassen endli
her Monoide zu de�nieren.

De�nition 1.16 Es sei V eine Klasse endli
her Monoide. Wir de�nieren die

zugeh

�

orige Klasse L(V ) von Spra
hen dur
h

L(V )

�

= fL � �

�

j �

�

=

�

L

2 V g:

Eine Spra
he L � �

�

ist also in L(V )

�

, falls ihr syntaktis
hes Monoid in V

ist. Mit Korollar 1.13 sind alle Spra
hen aus L(V )

�

regul

�

ar. Um \vern

�

unf-

tige" Klassen von Spra
hen zu erhalten (mit \vern

�

unftigen" Abs
hlu�eigen-

s
haften), mu� man von Klassen endli
her Monoide ausgehen, die vern

�

unftige

Abs
hlu�eigens
haften haben | und

�

uberpr

�

ufen, da� si
h diese Eigens
haf-

ten auf die Spra
hklassen

�

ubertragen. Als besonders interessant haben si
h

die sogenannten M{Variet

�

aten erwiesen:
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De�nition 1.17 Eine ni
ht{leere Klasse endli
her Monoide, die abges
hlos-

sen ist unter Bildung von Untermonoiden, bin

�

arem direkten Produkt und

homomorphen Bildern, hei�t M{Variet

�

at.

Erkl

�

arung zu den Abs
hlu�eigens
haften:

Untermonoid: N � M hei�t Untermonoid von (M; �; 1), falls gilt: 1 2 N

und n; n

0

2 N ; n � n

0

2 N . Ein Klasse V von Monoiden ist abges
hlossen

unter Bildung von Untermonoiden, wenn gilt M 2 V und N Untermonoid

von M ; N 2 V .

Homomorphes Bild: Ist � :M

1

!M

2

ein surjektiver Homomorphismus, so

istM

2

homomorphes Bild vonM

1

. Ein Klasse V von Monoiden ist abges
hlos-

sen unter homomorphen Bildern, wenn aus M

1

2 V und M

2

homomorphes

Bild von M

1

folgt, da� au
h M

2

2 V .

Direktes Produkt: M

1

�M

2

= f(m;n) j m 2 M

1

und n 2 M

2

g ist das

direkte Produkt zweier MonoideM

1

;M

2

mit (m;n)�

M

1

�M

2

(m

0

; n

0

) := (m�

M

1

m

0

; n �

M

2

n

0

) und 1

M

1

�M

2

:= (1

M

1

; 1

M

2

). Ein Klasse V von Monoiden ist

abges
hlossen unter direktem Produkt, wenn giltM

1

;M

2

2 V ;M

1

�M

2

2

V .

Beispiel 1.18 Sei V

G

die Klasse aller endli
hen Gruppen. Wir werden zei-

gen, da� V

G

eine M{Variet

�

at ist.

Da� das homomorphe Bild einer endli
hen Gruppe wieder eine endli
he Grup-

pe ist und das direkte Produkt zweier endli
her Gruppen wiederum eine

endli
he Gruppe ist, l

�

a�t si
h lei
ht na
hpr

�

ufen. Interessant ist der Abs
hlu�

unter Untermonoidbildung (Wir ben

�

otigen dazu die Endli
hkeit: so ist z.B.

(IN;+; 0) Untermonoid von (Z;+; 0), aber keine Gruppe!).

Sei also G eine endli
he Gruppe und M ein Untermonoid von G. Wir zei-

gen, da� M au
h eine Gruppe ist, d.h. f

�

ur alle n 2 M gilt n

�1

2 M . Dazu

betra
hten wir zu n 2M folgende Abbildung:

�

n

:M ! M

m 7! m � n:

Da G Gruppe ist, kann man k

�

urzen, d.h. m � n = m

0

� n ; m = m

0

und

daraus folgt, da� �

n

injektiv ist. Da M endli
h ist, ist �

n

au
h surjektiv.
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Deshalb gibt es ein ~n 2 M mit �

n

(~n) = 1, d.h. n � ~n = 1. Die Konstruktion

von �

n

zeigt also, da� das Inverse zu beliebigen n 2 M ebenfalls in M ist,

also ist M Untergruppe von G und V

G

eine M{Variet

�

at.

M{Variet

�

aten sind unter anderem deshalb interessant, weil sie \dur
h Glei-


hungen s
hlie�li
h de�niert" werden k

�

onnen (Erkl

�

arung folgt). Es sei X ein

abz

�

ahlbares Alphabet. Eine Glei
hung ist von der Form u

:

= v mit u; v 2 X

�

(statt � s
hreiben wir meist 1 in Glei
hungen). Ein Monoid M erf

�

ullt eine

Glei
hung u

:

= v, falls �(u) = �(v) f

�

ur jeden Homomorphismus � : X

�

!M

gilt. Z.B. ist xy

:

= yx eine Glei
hung (x; y 2 X), die von allen kommutati-

ven Monoiden erf

�

ullt wird: Sei M kommutatives Monoid und � : X

�

! M

Homomorphismus mit �(x) = m; �(y) = n. Dann gilt:

�(xy) = �(x) � �(y) = m � n

!

= n �m = �(y) � �(x) = �(yx):

De�nition 1.19 Es sei U = (u

n

:

= v

n

)

n�1

eine Folge von Glei
hungen. Eine

Klasse V von endli
hen Monoiden wird s
hlie�li
h de�niert dur
h diese Folge

U , falls f

�

ur jedes endli
he Monoid M gilt: M 2 V genau dann, wenn es f

�

ur

M ein k

M

2 IN gibt, so da� M alle Glei
hungen (u

n

:

= v

n

)

n�k

M

erf

�

ullt.

Diese Folge U von Glei
hungen mu� nat

�

urli
h ni
ht aus paarweise vers
hie-

denen Glei
hungen bestehen, sie kann z.B. au
h aus einer einzigen bestehen.

Der folgende Satz (ohne Beweis) bes
hreibt den oben genannten Zusammen-

hang zwis
hen M{Variet

�

aten und Folgen von Glei
hungen.

Satz 1.20 [Eilenberg, S
h

�

utzenberger℄ Jede M{Variet

�

at kann dur
h Glei-


hungen s
hlie�li
h de�niert werden und umgekehrt ist jede dur
h Glei
hun-

gen s
hlie�li
h de�nierte Klasse endli
her Monoide eine M{Variet

�

at.

Fortsetzung Beispiel 1.18 Die M{Variet

�

at V

G

aller endli
hen Gruppen

wird s
hlie�li
h de�niert dur
h

(x

�n

:

= 1)

(n�1)

wobei �n := kgV (1; : : : ; n):

Beweis:
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1. Sei G 2 V

G

. Wir wissen: F

�

ur k = jGj und alle g 2 G gilt: g

k

= 1. F

�

ur

alle n � k ist k nat

�

urli
h ein Teiler von �n = kgV (1; : : : ; n). Deshalb

erf

�

ullt G also g

�n

= 1 f

�

ur alle n � k.

2. Erf

�

ullt ein endli
hes Monoid G die Glei
hung g

k

= 1, so ist G eine

endli
he Gruppe, da es zu jedem g 2 G ein Inverses g

�1

= g

k�1

gibt.

Aus den Abs
hlu�eigens
haften einer M{Variet

�

at V ergeben si
h au
h Ab-

s
hlu�eigens
haften f

�

ur die Klasse regul

�

arer Spra
hen L(V ). Im folgenden

werden wir exemplaris
h den Abs
hlu� unter Booles
hen Operationen zei-

gen. Dazu ben

�

otigen wir zun

�

a
hst folgendes Lemma.

Lemma 1.21 Sei V eine M{Variet

�

at und L � �

�

eine Spra
he, die von

einem M 2 V akzeptiert wird. Dann ist au
h M

L

= �

�

=

�

L

2 V .

Beweis: Da M die Spra
he L akzeptiert, gibt es einen Homomorphismus

� : �

�

!M und eine Menge N �M mit L = �

�1

(N).

Ohne Eins
hr

�

ankung sei � surjektiv (wenn es das ni
ht ist, dann nehmen wir

das UntermonoidM

0

= �(�

�

) �M , das ja au
h in V ist, und N

0

= N \M

0

).

Zu � de�nieren wir nun die

�

Aquivalenzrelation �

�

auf �

�

dur
h

u �

�

v gdw �(u) = �(v)

und pr

�

ufen na
h, da� �

�

tats

�

a
hli
h eine Verfeinerung von �

L

ist (�

�

� �

L

).

Das wird uns erlauben, einen surjektiven Homomorphismus von M na
h M

L

zu de�nieren, aus dessen Existenz dann folgt, da� M

L

2 V gilt.

Behauptung: �

�

� �

L

.

Sei u �

�

v und x; y 2 �

�

beliebig und gelte xuy 2 L. Dann ist �(xuy) 2 N

und au�erdem gilt:

�(xvy) = �(x)�(v)�(y)

= �(x)�(u)�(y) (wegen u �

�

v)

= �(xuy) 2 N:
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Damit ist dann au
h xvy 2 L. Das hei�t, gilt u �

�

v, dann au
h u �

L

v.

Deshalb k

�

onnen wir nun folgenden Homomorphismus de�nieren:

 :M ! �

�

=

�

L

m 7! [u℄

�

L

falls �(u) = m:

Da �

�

� �

L

gilt, ist  repr

�

asentantenunabh

�

angig. Wegen der Surjekti-

vit

�

at von � gibt es zu jedem m ein u mit �(u) = m, also ist  wohlde-

�niert. O�ensi
htli
h ist  ebenfalls surjektiv. Also folgt aus M 2 V und

der Abges
hlossenheit von M{Variet

�

aten unter homomorphen Bildern au
h

M

L

= �

�

=

�

L

2 V .

Nun also der verspro
hene Satz.

Satz 1.22 Sei V eine M{Variet

�

at. Dann ist L(V )

�

abges
hlossen unter Ver-

einigung, Dur
hs
hnitt und Komplement.

Beweis: Es gen

�

ugt nat

�

urli
h, Abs
hlu� unter Dur
hs
hnitt und Komplement

zu zeigen.

Komplement:Man sieht lei
ht, da� eine Spra
he und ihr Komplement das-

selbe syntaktis
he Monoid haben: M

L

= M

�

�

nL

, da die Aussage xuy 2

L gdw xvy 2 L

�

aquivalent ist zu xuy 62 L gdw xvy 62 L. Das hei�t, da�

u �

L

v gdw u �

�

�

nL

v und deshalb M

L

= �

�

=

�

L

= �

�

=

�

�

�

nL

=M

�

�

nL

ist.

Dur
hs
hnitt: Seien L; L

0

2 L(V )

�

, d.h. �

�

=

�

L

;�

�

=

�

L

0

2 V . Seien

� : �

�

! �

�

=

�

L

u 7! [u℄

�

L

�

0

: �

�

! �

�

=

�

L

0

u 7! [u℄

�

L

0

die kanonis
hen Homomorphismen. Wir wissen (siehe Beweis von Korol-

lar 1.13), da� f

�

ur N = �(L) und N

0

= �

0

(L

0

) gilt: L = �

�1

(N) und L

0

=

�

�1

(N

0

). De�nieren wir

� : �

�

! �

�

=

�

L

� �

�

=

�

L

0

u 7! ([u℄

�

L

; [u℄

�

L

0

);
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dann sehen wir:

�

�1

(N �N

0

) := fu 2 �

�

j �(u) 2 N und �

0

(u) 2 N

0

g

= �

�1

(N) \ �

0

�1

(N

0

)

= L \ L

0

:

Also akzeptiert M = �

�

=

�

L

� �

�

=

�

L

0

die Spra
he L \ L

0

und wegen der

Abges
hlossenheit von V unter direktem Produkt ist M 2 V . Lemma 1.21

liefert dann, da� das syntaktis
he Monoid M

L\L

0

ebenfalls in V ist.

Man
hmal ist es g

�

unstiger, Halbgruppen statt Monoide zu betra
hten (Erin-

nerung: In Halbgruppen fordert man nur eine assoziative bin

�

are Operation,

aber kein Einselement). Die bisher betra
hteten Begri�e und Ergebnisse las-

sen si
h auf (akzeptierende) Halbgruppen

�

ubertragen.

Die syntaktis
he Kongruenz �

L

ist au
h eine Kongruenz auf der freien Halb-

gruppe �

+

= �

�

n f�g. F

�

ur eine Spra
he L ist die syntaktis
he Halbgruppe

S

L

(das S kommt von \semigroup") de�niert dur
h �

+

=

�

L

. Diese erh

�

alt man

ebenfalls

�

uber die Betra
htung des minimalen Automaten und dessen

�

Uber-

gangshalbgruppe fÆ

w

2 Q

Q

j w 2 �

+

g.

Eine S{Variet

�

at ist eine unter (bin

�

aren) direkten Produkten, homomorphen

Bildern und Unterhalbgruppenbildung abges
hlossene Klasse endli
her Halb-

gruppen.

S{Variet

�

aten k

�

onnen ebenfalls dur
h Glei
hungen s
hlie�li
h de�niert wer-

den, d.h. Satz 1.20 gilt au
h in einer Halbgruppenvariante 1.20s, die dadur
h

entsteht, da� man in ihm \Monoide" dur
h \Halbgruppen" und \M{Va-

riet

�

aten" dur
h \S{Variet

�

aten" ersetzt.

S{Variet

�

aten werden betra
htet, da sie oft eine feinere Aufteilung liefern als

M{Variet

�

aten. Zum Beispiel wird die Glei
hung xy

:

= y nur von dem trivialen

Monoid erf

�

ullt (1 = 1 �m = m f

�

ur alle m 2 M). Aber es gibt ni
ht{triviale

Halbgruppen, die diese Glei
hung erf

�

ullen.

F

�

ur eine S{Variet

�

at V ist

L(V )

�

= fL � �

�

j S

L

2 V g

die zugeh

�

orige Spra
hklasse. Lemma 1.21 und Satz 1.22 gelten ebenfalls in

ihren Halbgruppenvarianten 1.21s und 1.22s.
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1.3 Regul

�

are Spra
hen und logis
he Formeln

In diesem Abs
hnitt werden die grundlegenden Begri�e f

�

ur die folgenden zwei

Kapitel eingef

�

uhrt, in denen wir den Zusammenhang herstellen zwis
hen einer

bestimmte Teilklasse von Formeln der Logik erster und zweiter Stufe und

den von ihnen bes
hriebenen Spra
hklassen. Sollten Begri�e aus der Logik

unbekannt sein, so �ndet man sie in [S
h92℄ erl

�

autert.

4

Wir verwenden Logik mit Glei
hheit, d.h. es gibt ein bin

�

ares Pr

�

adikat \

:

=",

das immer als Identit

�

at interpretiert wird. Als ni
ht{logis
he Symbole ver-

wenden wir zun

�

a
hst nur eine bin

�

are Relation \

_

<" und endli
h viele ein-

stellige Pr

�

adikatssymbole P

1

; : : : ; P

k

. Au�erdem betra
hten wir nur endli
he

Interpretationen, in denen \

_

<" als totale Ordnung < interpretiert wird.

Sol
he Interpretationen k

�

onnen als W

�

orter

�

uber � = f0; 1g

k

aufgefa�t wer-

den:

� dom(I) = fd

1

; : : : ; d

n

g wobei d

1

< d

2

< � � � < d

n

.

� F

�

ur 1 � i � n sei �

i

= (b

i1

; : : : ; b

ik

) 2 �, wobei

b

i

j

=

(

1 d

i

2 P

I

j

0 sonst.

Dann entspri
ht I dem Wort �

1

�

2

� � ��

n

. Umgekehrt liefert jedes Wort der

L

�

ange m � 1

�

uber � (bis auf Isomorphie) genau eine Interpretation mit

einem Interpretationsberei
h der M

�

a
htigkeit m.

Beispiel 1.23 Sei k = 1, d.h. � = f0; 1g und es gebe nur ein einstelli-

ges Pr

�

adikatssymbol P

1

. Dem Wort 010 entspri
ht eine Interpretation I mit

dom(I) = fd

1

; d

2

; d

3

g; d

1

< d

2

< d

3

und P

I

1

= fd

2

g.

4

Wie

�

ubli
h lassen wir in logis
hen Formeln die Klammern h

�

au�g weg. Es gelten dann

die folgenden Klammerungsregeln: Die logis
hen Junktoren ,, ), _, ^, : binden (in

dieser Reihenfolge) mit zunehmender St

�

arke; der Skopus der Quantoren 9x und 8y rei
ht

bis zur n

�

a
hsten umgebenden s
hlie�enden Klammer (oder bis zum Ende der Formel). Die

vollst

�

andige Klammerung der Formel 8x (9y � _  ), � _ :� ^ � ) � ^ 9y � _  ist also

8x ((9y (� _  )), ((� _ ((:�) ^ �))) (� ^ (9y (� _  ))))).
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Anstelle von Interpretationen werden wir daher im folgenden stets W

�

orter

�

uber � = f0; 1g

k

verwenden. Es ma
ht daher Sinn, ein Wort w 2 �

�

Modell

einer Formel � zu nennen (w j= �).

De�nition 1.24 Sei � eine ges
hlossene Formel der Logik erster Stufe, die

die ni
ht{logis
hen Symbole

_

<;P

1

; : : : ; P

k

verwendet. Sei � = f0; 1g

k

. Dann

de�niert � die Spra
he

L(�) = fw 2 �

+

j w j= �g:

Da Interpretationen stets ni
ht{leeren Berei
h haben, entspri
ht keine In-

terpretation dem leeren Wort �. Deshalb enth

�

alt kein L(�) das leere Wort.

Diese Eins
hr

�

ankung ist aber unwesentli
h, da z.B. eine Spra
he L genau

dann regul

�

ar ist, wenn L n f�g regul

�

ar ist.

Beispiel 1.25 Sei k = 1, d.h. � = f0; 1g. Die Spra
he 11

�

0

�

wird de�niert

dur
h die Formel

9x P

1

(x)^

(8y y

_

� x) P

1

(y))^

(8y x

_

< y ) :P

1

(y));

wobei x

_

� y eine Abk

�

urzung f

�

ur (x

_

< y _ x

:

= y) ist.

Satz 1.26 Booles
he Operatoren in Formeln entspre
hen Booles
hen Ope-

ratoren auf Spra
hen. Mit anderen Worten gilt f

�

ur ges
hlossene Formeln �; �:

L(:�) = �

+

n L(�);

L(� ^ �) = L(�) \ L(�);

L(� _ �) = L(�) [ L(�):

Der Beweis ergibt si
h direkt dur
h Einsetzen der De�nitionen.

Bei der Bes
hreibung von Formeln sind folgende Abk

�

urzungen hilfrei
h:

Q

�

(x) F

�

ur jedes � 2 � k

�

urzt man mit Q

�

(x) ab, da� an der Stelle x das

Symbol � steht. F

�

ur k = 2;� = f(0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g

�

ubersetzt

man zum Beispiel Q

(1;1)

(x) mit P

1

(x)^P

2

(x), und Q

(1;0)

(x) mit P

1

(x)^

:P

2

(x).
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KAPITEL 1. REGUL

�

ARE SPRACHEN, ENDLICHE MONOIDE : : :

min(x) Dur
h die Formel min(x) dr

�

u
kt man aus, da� x der Wortanfang

ist: min(x) entspri
ht :9y y

_

< x.

max(x) Die Formel max(x) de�niert entspre
hend das Wortende: max(x)

entspri
ht 8y y

_

� x.

su

(x; y) Die n

�

a
hste Stelle na
h x im Wort ist y: su

(x; y) entspri
ht

x

_

< y ^ :9z x

_

< z ^ z

_

< y.

s(x) Anstelle der Formel su

(x; y) kann man au
h eine Na
hfolgerfunktion

verwenden: Die Aussage s(x)

:

= y entspri
ht su

(x; y)_ (max(x)^x

:

=

y).

min;max Entspre
hend kann man au
h statt der Pr

�

adikate min(x);max(x)

Konstanten min;max einf

�

uhren.

pred(x; y) Der Vorg

�

anger l

�

a�t si
h wie der Na
hfolger de�nieren: pred(x; y)

entspri
ht y

_

< x ^ :9z y

_

< z ^ z

_

< x.

p(x) Anstelle der Na
hfolgerfunktion kann man wieder die Vorg

�

angerfunk-

tion verwenden: Die Aussage p(x)

:

= y entspri
ht pred(x; y)_(min(x)^

x

:

= y).

Den Gewinn an

�

Ubersi
htli
hkeit dur
h diese Abk

�

urzungen illustriert das

n

�

a
hste Beispiel:

Beispiel 1.27 Die regul

�

are Spra
he a(ba)

�

kann bes
hrieben werden dur
h:

Q

a

(min)^

(8x 8y Q

a

(x) ^ su

(x; y) ) Q

b

(y))^

(8x 8y Q

b

(x) ^ su

(x; y) ) Q

a

(y))^

Q

a

(max):

Uns interessiert nun, wel
he Spra
hen man dur
h Formeln der Logik erster

Stufe bes
hreiben kann. Wir werden sehen, da� man nur regul

�

are Spra
hen

dur
h Formeln der Logik erster Stufe bes
hreiben kann | aber kann man

jede regul

�

are Spra
he dur
h Formeln der Logik erster Stufe bes
hreiben?
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1.3. REGUL

�

ARE SPRACHEN UND LOGISCHE FORMELN

Beispiel 1.28 Die regul

�

are Spra
he L = a(aa)

�

kann ni
ht dur
h eine For-

mel der Logik erster Stufe bes
hrieben werden. Wir werden sp

�

ater sehen, wie

man das zeigt.

Erlaubt man Quanti�zierung

�

uber einstellige Pr

�

adikate (und verl

�

a�t also die

Logik erster Stufe), so kann man L dur
h folgende Formel de�nieren. Als

Variablen f

�

ur einstellige Pr

�

adikate verwenden wir im folgenden gro�e Bu
h-

staben und als Variablen f

�

ur Objekte (Stellen im Wort) wie bisher kleine.

L = a(aa)

�

wird bes
hrieben dur
h:

9X 9Y X(min) ^X(max) ^

(8x 8y X(x) ^ su

(x; y)) Y (y)) ^

(8x 8y Y (x) ^ su

(x; y) ) X(y)) ^

(8x X(x), :Y (x)) ^

(8x Q

a

(x)):

Dabei steht X f

�

ur die ungeraden Positionen im Wort und Y f

�

ur die geraden.

X(min), X(max) garantiert, da� das Wort mit derselben Parit

�

at aufh

�

ort,

mit der es angefangen hat.

Wir werden sp

�

ater sehen, da� man dur
h Formeln, die derartige Quanti�-

zierungen zweiter Stufe zulassen, genau die regul

�

aren Spra
hen bes
hreiben

kann. In Kapitel 3 werden wir die Klasse von Spra
hen untersu
hen, die genau

dur
h Formeln der Logik erster Stufe (in denen also keine Quanti�zierungen

zweiter Stufe erlaubt sind) bes
hrieben werden k

�

onnen. Zum Aufw

�

armen be-

tra
hten wir in Kapitel 2 eine kleinere Klasse von Spra
hen: Diejenigen, die

dur
h quantorenfreie Formeln bes
hrieben werden k

�

onnen.
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Kapitel 2

Verallgemeinert{de�nite

Spra
hen und quantorenfreie

Formeln

Wir f

�

uhren zun

�

a
hst die Spra
hklasse direkt ein und zeigen dann, wie man

sie mit Hilfe von Halbgruppen und Formeln 
harakterisieren kann.

2.1 Verallgemeinert{de�nite Spra
hen

Informell sind dies Spra
hen, bei denen nur die ersten und letzten k Bu
h-

staben eine Wortes interessant sind.

De�nition 2.1 Die KlasseB

0

der verallgemeinert{de�niten Spra
hen ist wie

folgt de�niert: L � �

�

geh

�

ort zu (B

0

)

�

genau dann, wenn es ein k � 0 gibt,

so da� f

�

ur alle w 2 L gilt:

Ist w = uv = v

0

u

0

mit juj = ju

0

j = k, so ist u�

�

\ �

�

u

0

� L.

Dabei bezei
hnen u�

�

und �

�

u

0

die W

�

orter, die mit u beginnen bzw. mit u

0

aufh

�

oren.
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2.1. VERALLGEMEINERT{DEFINITE SPRACHEN

Ob ein Wort w zu L geh

�

ort, h

�

angt also nur von den ersten und letzten k

Bu
hstaben ab.

Lemma 2.2 F

�

ur jedes endli
he Alphabet � ist (B

0

)

�

der Booles
he Ab-

s
hlu� der Spra
hen fu�

�

j u 2 �

�

g [ f�

�

u

0

j u

0

2 �

�

g.

Beweis: Wir bezei
hnen den Booles
hen Abs
hlu� der Spra
hen fu�

�

j u 2

�

�

g [ f�

�

u

0

j u

0

2 �

�

g mit B

0

�

und zeigen also (B

0

)

�

= B

0

�

.

\�" Es sei L 2 (B

0

)

�

und k die in De�nition 2.1 geforderte Zahl.

1. k = 0:

Dann ist entweder L = ; oder L = �

�

. Es gilt ; 2 B

0

�

, da ; =

u�

�

\ u�

�

2 B

0

�

f

�

ur beliebiges u, und es gilt �

�

2 B

0

�

, da �

�

=

��

�

2 B

0

�

.

2. k > 0:

Wir zeigen

L =

[

juj=k=ju

0

j

u�

�

\�

�

u

0

�L

u�

�

\ �

�

u

0

[ fv 2 L j k > jvjg:

\�" ist trivial.

\�" Es sei w 2 L. Der Fall jwj < k ist trivial. Sei also jwj �

k. Damit existieren u; u

0

; v; v

0

mit juj = ju

0

j = k und w =

uv = v

0

u

0

. Aus w 2 L folgt na
h De�nition von (B

0

)

�

bereits

u�

�

\ �

�

u

0

� L.

Es bleibt zu zeigen, da� fv 2 L j k > jvjg im Booles
hen Abs
hlu�

B

0

�

ist. Es gilt aber

fvg = v�

�

n v��

�

= v�

�

n (

[

�2�

v��

�

) 2 B

0

�

:

\�" Wir m

�

ussen zeigen, da� w�

�

;�

�

w 2 (B

0

)

�

und da� (B

0

)

�

abges
hlos-

sen ist unter den Booles
hen Operationen.
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KAPITEL 2. VERALLGEMEINERT{DEFINITE SPRACHEN : : :

1. Wir zeigen w�

�

2 (B

0

)

�

. Wir w

�

ahlen dazu k = jwj. O�enbar gilt

f

�

ur alle w

0

= uv = v

0

u

0

(mit juj = ju

0

j = k) w

0

2 w�

�

gdw u = w.

Es ist daher u�

�

\�

�

u

0

� w�

�

, d.h. die Bedingung in De�nition 2.1

ist erf

�

ullt und w�

�

2 (B

0

)

�

.

2. Der Fall �

�

w kann entspre
hend behandelt werden.

3. Wir zeigen, da� (B

0

)

�

unter Vereinigung abges
hlossen ist. Es

sei L

1

2 (B

0

)

�

, L

2

2 (B

0

)

�

mit Zahlen k

1

; k

2

. Wir w

�

ahlen k =

maxfk

1

; k

2

g. Bea
hte: Ist u = u

1

u

2

, so ist u

1

�

�

� u�

�

und �

�

u

2

�

�

�

u. Damit folgt lei
ht, da� k das Gew

�

uns
hte leistet.

4. Wir zeigen, da� (B

0

)

�

unter Komplementbildung abges
hlossen

ist. Es sei L 2 (B

0

)

�

und k die entspre
hende Zahl. Diese ist au
h

passend f

�

ur L. Es sei w = uv = v

0

u

0

2 L, juj = ju

0

j = k. W

�

are

u�

�

\ �

�

u

0

6� L, so g

�

abe es w

0

2 u�

�

\ �

�

u

0

mit w

0

2 L. Daraus

w

�

urde aber u�

�

\ �

�

u

0

� L folgen, im Widerspru
h zu w 2 L.

5. Da si
h der Dur
hs
hnitt dur
h Vereinigung und Komplement aus-

dr

�

u
ken l

�

a�t, folgt die Abges
hlossenheit von (B

0

)

�

unter Dur
h-

s
hnitt unmittelbar.

2.2 Die zugeh

�

orige S{Variet

�

at

Um die S{Variet

�

at f

�

ur verallgemeinert{de�nite Spra
hen zu de�nieren, ben

�

oti-

gen wir zun

�

a
hst den Begri� der idempotenten Elemente einer Halbgruppe.

De�nition 2.3 Es sei S eine Halbgruppe. Ein Element e 2 S hei�t idempo-

tent, falls e � e = e gilt.

O�enbar ist ein Einselement idempotent. Es kann aber no
h weitere Idem-

potente geben.

Satz 2.4 Es sei S eine endli
he Halbgruppe und m 2 S. Dann enth

�

alt die

Menge fm;m

2

; m

3

; : : : g ein Idempotentes.
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2.2. DIE ZUGEH

�

ORIGE S{VARIET

�

AT

Beweis: Da S endli
h ist, existieren i; k � 1 mit m

i

= m

i+k

:

m

-

m

2

-

� � �

-

m

i

j

m

i+1

-

m

i+2

6

� � �

�

m

i+k�1

�

O�enbar existiert ein ` mit

� i � ` < i + k (sei ` = i+ p),

� (` mod k) = 0, d.h. es gibt ein `

0

mit ` = k`

0

.

Nun kann man zeigen, da� m

`

ein idempotentes Element ist:

m

`

�m

`

= m

i+p

�m

k`

0

= m

i+k`

0

�m

p

= m

i

�m

p

= m

`

:

Bea
hte: Sind m

i

; m

i+1

; : : : ; m

i+k�1

alle vers
hieden (d.h. k ist minimal

gew

�

ahlt), so ist fm

i

; m

i+1

; : : : ; m

i+k�1

g eine zyklis
he Gruppe mit Einsele-

ment m

`

.

Korollar 2.5 Es sei S eine endli
he Halbgruppe, jSj � n. Dann gilt f

�

ur

n = kgV (1; : : : ; n) und alle m 2 S: m

n

ist idempotent.

Beweis: O�enbar �ndet man im Beweis des Satzes 2.4 i und k mit i+k�1 �

n. Es ist daher ` � n und somit ist ` ein Teiler von n, d.h. n = ` � `

0

. Es folgt

m

n

= (m

`

)

`

0

= m

`

.
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KAPITEL 2. VERALLGEMEINERT{DEFINITE SPRACHEN : : :

De�nition 2.6 Die Klasse




ID besteht aus allen endli
hen Halbgruppen, f

�

ur

die gilt: F

�

ur alle Idempotenten e 2 S ist eSe = e (d.h. feme j m 2 Sg = feg).

Satz 2.7




ID ist eine S{Variet

�

at, die s
hlie�li
h de�niert ist dur
h

(�) x

n

yx

n

= x

n

(n � 1):

Beweis:

1. Es sei S 2




ID. Mit Korollar 2.5 ist f

�

ur n � jSj und m 2 S stets m

n

idempotent. Aus der De�nition von




ID folgt f

�

ur allem

0

2 S: m

n

m

0

m

n

=

m

n

, also erf

�

ullt S die Glei
hungen (�) s
hlie�li
h.

2. Gilt in S die Glei
hung (�) f

�

ur ein n, so gilt f

�

ur alle Idempotenten e

und alle m 2 S: eme = e

n

me

n

= e

n

= e, also ist eSe = e.

Lemma 2.8 Es sei S 2




ID.

1. F

�

ur n > jSj und m

1

; : : : ; m

n

2 S ist m

1

� � � � �m

n

idempotent.

2. Sind e; f 2 S idempotent und ist m 2 S, so gilt emf = ef .

Beweis:

1. Betra
hte m

1

; m

1

m

2

; m

1

m

2

m

3

; : : : ; m

1

� � �m

n

. Wegen n > jSj gibt es

i < j mit m

1

� � �m

i

= m

1

� � �m

i

m

i+1

� � �m

j

. Mit Satz 2.4 gibt es ein `

mit (m

i+1

� � �m

j

)

`

=: e idempotent. Damit ist

m

1

� � �m

n

= m

1

� � �m

i

m

i+1

� � �m

j

m

j+1

� � �m

n

= m

1

� � �m

i

(m

i+1

� � �m

j

)

`

m

j+1

� � �m

n

= m

1

� � �m

i

(m

i+1

� � �m

j

)

`

| {z }

e

m

j+1

� � �m

n

m

1

� � �m

i

| {z }

in S

�

(m

i+1

� � �m

j

)

`

| {z }

e

m

j+1

� � �m

n

= m

1

� � �m

n

m

1

� � �m

n

:

2. e(mf) = efe(mf) = e(femf) = ef . Wir haben zuerst e = efe und

dann f(em)f = f angewendet. Beide Glei
hungen gelten na
h De�ni-

tion 2.6.
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2.2. DIE ZUGEH

�

ORIGE S{VARIET

�

AT

Wir k

�

onnen jetzt den Zusammenhang zwis
hen




ID und B

0

zeigen.

Satz 2.9

L(




ID) = B

0

;

d.h. f

�

ur beliebige L � �

�

gilt: S

L

= �

+

=

�

L

2




ID, L 2 (B

0

)

�

:

Beweis:

\�" Sei L 2 B

0

, d.h. mit Lemma 2.2 ist L im Booles
hen Abs
hlu� der

Spra
hen fu�

�

j u 2 �

�

g [ f�

�

u

0

j u

0

2 �

�

g. Da na
h Satz 1.22s L(




ID)

unter Booles
hen Operationen abges
hlossen ist, gen

�

ugt es f

�

ur u�

�

und

�

�

u

0

zu zeigen, da� sie in L(




ID) liegen. Wir bes
hr

�

anken uns hier auf

den Fall L = u�

�

, der andere ist symmetris
h.

Sei also L = u�

�

, juj = n.

1. Fall n = 0, d.h. L = �

�

. Dann ist �

L

= �

�

� �

�

, d.h. S

L

besteht

aus einem einzigen Element, das folgli
h idempotent ist. O�enbar

ist damit S

L

2




ID.

2. Fall n > 0. Wir behaupten, da� f

�

ur alle w 2 �

�

mit jwj � n und

alle v 2 �

�

gilt:

wv �

L

w; (2.1)

denn f

�

ur alle x; y 2 �

�

gilt o�enbar

xwvy 2 L = u�

�

gdw xwvy beginnt mit einem u

gdw xw beginnt mit einem u

(da jwj � juj = n)

gdw xwy beginnt mit einem u

gdw xwy 2 L = u�

�

.

Nun nehmen wir ein beliebiges idempotentes Element e 2 S

L

,

und betra
hten ein x 2 �

�

mit e = [x℄

�

L

2 S

L

= �

+

=

�

L

. Wegen

jxj � 1 ist jx

n

j � n und x erf

�

ullt die Voraussetzung zu obiger

Behauptung. Also gilt f

�

ur beliebige m = [y℄

�

L

2 S

L

em = e

n

m = [x

n

℄

�

L

� [y℄

�

L

= [x

n

y℄

�

L

Gl.

2:1

= [x

n

℄

�

L

= e

n

= e:
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Insbesondere folgt daraus f

�

ur idempotente e: eme = ee = e, wor-

aus s
hlie�li
h S

L

2




ID folgt.

\�" Sei nun S

L

2




ID; n = jS

L

j+ 1. Mit Lemma 2.8 (1) gilt f

�

ur alle W

�

orter

u der L

�

ange n, da� [u℄

�

L

idempotent ist:

[u℄

�

L

= [�

1

: : : �

n

℄

�

L

= [�

1

℄

�

L

� � � � � [�

n

℄

�

L

:

Es sei nun x 2 L mit jxj � 2n. Dann ist x = uvu

0

mit juj = ju

0

j = n

und [u℄

�

L

; [u

0

℄

�

L

sind idempotent. Mit Lemma 2.8 (2) gilt dann f

�

ur alle

W

�

orter w 2 �

�

:

[u℄

�

L

� [w℄

�

L

� [u

0

℄

�

L

= [u℄

�

L

� [u

0

℄

�

L

= [u℄

�

L

� [v℄

�

L

� [u

0

℄

�

L

:

Also ist uwu

0

�

L

uvu

0

, und da x = uvu

0

2 L vorausgesetzt war, gilt

uwu

0

2 L f

�

ur alle w 2 �

�

. D.h. u�

�

u

0

� L. Damit l

�

a�t si
h L s
hreiben

als:

L =

[

u�

�

u

0

�L

juj=ju

0

j=n

u�

�

u

0

[ fw 2 L j jwj < 2ng:

F

�

ur jedes Wort w ist das Singleton fwg 2 (B

0

)

�

, da fwg = w�

�

n

S

�2�

w��

�

. Bleibt zu zeigen, da� si
h jedes der (endli
h vielen!) u�

�

u

0

mit Hilfe Booles
her Operatoren aus u�

�

und �

�

u darstellen l

�

a�t:

u�

�

u

0

= (u�

�

\ �

�

u

0

) n fw j jwj < 2ng:

Damit ist also L 2 (B

0

)

�

.

Korollar 2.10 Sei L � �

�

eine regul

�

are Spra
he (gegeben dur
h einen re-

gul

�

aren Ausdru
k, endli
hen Automaten, et
.). Dann kann man e�ektiv ent-

s
heiden, ob L 2 (B

0

)

�

gilt oder ni
ht.

Beweis: Wir wissen, da� zu L e�ektiv die syntaktis
he Halbgruppe S

L

kon-

struiert werden kann. (Nimm die

�

Ubergangshalbgruppe fÆ

u

j u 2 �

+

g des

minimalen Automaten.) Es bleibt zu pr

�

ufen: f

�

ur alle Idempotente e 2 S

L

gilt eS

L

e = e. Da S

L

laut Voraussetzung endli
h ist, ist au
h dies e�ektiv

m

�

ogli
h.
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2.3. QUANTORENFREIE FORMELN

2.3 Quantorenfreie Formeln

In diesem Abs
hnitt betra
hten wir Formeln, die als ni
ht{logis
he Sym-

bole wiederum die bin

�

aren Relationen \

_

<",\

:

=" und die un

�

aren Relatio-

nen P

1

; : : : ; P

k

verwenden. Zus

�

atzli
h erlauben wir die Verwendung der im

ersten Kapitel de�nierten Konstanten min;max und der Vorg

�

anger{ bzw.

Na
hfolgerfunktionen s(x); p(x). Die Interpretation der Symbole sei wie in

Kapitel 1.3 einges
hr

�

ankt. Interpretationen werden wieder als W

�

orter

�

uber

� = f0; 1g

k

betra
htet, und f

�

ur � 2 � verwenden wir wieder die Formel

Q

�

(x) als Abk

�

urzung daf

�

ur, da� � an der Stelle x steht.

Bemerkung: Wir bes
h

�

aftigen uns mit quantorenfreien Formeln, in de-

nen aber die Symbole min;max; s(x); p(x) auftau
hen d

�

urfen. In Kapitel 1.3

hatten wir diese Symbole dur
h Formeln bes
hrieben, in denen Quantoren

auftau
hen. Daher ist es

�

au�erst wi
htig, da� wir diese Symbole explizit zur

Verf

�

ugung haben. Die hier betra
hteten Formeln bezei
hnen wir als quan-

torenfrei, da wir diese oben erw

�

ahnten Symbole ni
ht als Abk

�

urzungen (f

�

ur

Formeln mit Quantoren) au�assen.

Satz 2.11 Es sei � = f0; 1g

k

. F

�

ur L � �

�

sind

�

aquivalent:

1. L 2 (B

0

)

�

.

2. L n f�g = L(�) f

�

ur eine quantorenfreie ges
hlossene Formel

�

uber den

ni
ht{logis
hen Symbolen \

_

<", \

:

=",P

1

; : : : ; P

k

;min;max; s; p.

Bemerkung: In quantorenfreien ges
hlossenen Formeln kommen keine Varia-

blen vor! Da f�g 2 (B

0

)

�

ist, gilt L 2 (B

0

)

�

genau dann, wenn L n f�g 2

(B

0

)

�

.

Beweis:

\1 ; 2" Da Disjunktion von Formeln der Vereinigung von Spra
hen ent-

spri
ht und Negation dem Komplement, gen

�

ugt es mit Lemma 2.2 Spra
hen

der Form u�

�

;�

�

u

0

zu betra
hten.

F

�

ur u�

�

konstruieren wir die zugeh

�

orige Formel wie folgt:
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Sei u = �

1

� � ��

n

mit n � 1. Dann ist

Q

�

1

(min) ^Q

�

2

(s(min)) ^Q

�

3

(s(s(min))) ^ : : :

: : : ^Q

�

n

(s

n�1

(min)) ^ s

n�2

(min)

_

< max:

Das letzte Literal ist n

�

otig, um eine Interpretation der Kardinalit

�

at n oder

gr

�

o�er zu erzwingen (da s(max)

:

= max). Es entf

�

allt f

�

ur n = 1.

F

�

ur �

�

u mit u wie oben sieht die zugeh

�

orige Formel so aus:

Q

�

n

(max) ^Q

�

n�1

(p(max)) ^ : : : ^Q

�

1

(p

n�1

(max)) ^min

_

< p

n�2

(max)

Sei u = �. Dann ist u�

�

= �

�

= �

�

u und �

�

n f�g = �

+

. Daher bes
hreibt

eine beliebige, stets wahre Formel (Tautologie) L, z.B. min

:

= min.

\2; 1" Sei � eine quantorenfreie ges
hlossene Formel

�

uber den zur Verf

�

ugung

stehenden Symbolen (ohne Variablen!). Alle Terme sind also aufgebaut aus

min;max; s; p.

Behauptung: Diese k

�

onnen so normalisiert werden, da� sie nur no
h von

der Gestalt

s

n

(min) f

�

ur ein n � 0 oder

p

n

(max) f

�

ur ein n � 0

sind. Dazu verwendet man, da� wir s; p so konstruiert haben, da� s(max) =

max und p(min) = min gilt und mit Ausnahme der Extremalpunkte max;min

stets s(p(d)) = d und p(s(d)) = d gilt. Wir k

�

onnen daher ohne Eins
hr

�

ankung

sagen, da� die Formel � Booles
he Kombination von atomaren Formeln der

folgenden Gestalt ist:

P

i

(t); :P

i

(t); t

:

= t

0

; t

_

< t

0

; t

_

� t

0

f

�

ur normalisierte Terme t; t

0

(Bea
hte: :(t

:

= t

0

) = t

_

< t

0

_ t

0

_

< t und

:(t

_

< t

0

) = t

0

_

� t.)

� Eine atomare Formel der Form P

i

(s

n

(min)) wird erf

�

ullt von

{ bestimmten W

�

ortern w der L

�

ange jwj < n. Da aber endli
he Men-

gen von W

�

ortern in (B

0

)

�

sind, ma
hen uns diese \kurzen" W

�

orter

kein Problem.
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{ W

�

ortern der L

�

ange � n. Da es si
h hier ni
ht mehr zwangsl

�

au�g

um eine endli
he Wortmenge handelt, mu� sie genauer betra
htet

werden: Ein Wort w = �

1

: : : �

m

; m � n erf

�

ullt P

i

(s

n

(min)) gdw

sein (n+1)ter Bu
hstabe �

n+1

2 f0; 1g

k

an der iten Komponente

eine 1 hat. Die Menge von W

�

ortern mit dieser Eigens
haft l

�

a�t

si
h bes
hreiben dur
h:

[

juj = n

� hat ite Komp. 1

u��

�

: (2.2)

Da jede der Mengen u��

�

in (B

0

)

�

ist, ist au
h ihre endli
he

Vereinigung in (B

0

)

�

.

� Entspre
hendes gilt f

�

ur atomare Formeln der Form :P

i

(s

n

(min)): erset-

ze im Ausdru
k 2.2 \hat ite Komponente 1" dur
h \hat ite Komponente

0".

� F

�

ur atomare Formeln der Form P

i

(p

n

(max)) gilt ebenfalls bez

�

ugli
h

W

�

ortern der L

�

ange < n das oben gesagte, und die Menge der W

�

orter

mit L

�

ange � n l

�

a�t si
h bes
hreiben dur
h:

[

juj = n

� hat ite Komp. 1

�

�

�u: (2.3)

� F

�

ur :P

i

(p

n

(max)) ersetze im Ausdru
k 2.3 \hat ite Komponente 1"

dur
h \hat ite Komponente 0".

� Formeln der Form t

:

= t

0

; t

_

< t

0

; t

:

= t

0

sind entweder von allen

W

�

ortern erf

�

ullt, oder sie s
hr

�

anken ledigli
h die L

�

ange der sie erf

�

ullen-

den W

�

orter ein. Die Abbildung 2.1 illustriert die aufgef

�

uhrten F

�

alle.

(Zur Erinnerung: s(max)

:

= max; p(min)

:

= min.) Die atomare Formel

{ s

n

(min)

:

= s

m

(min) mit n < m erzwingt, da� alle sie erf

�

ullende

W

�

orter w L

�

ange jwj � n + 1 haben. Die Menge dieser W

�

orter ist

endli
h, und endli
he Wortmengen sind in (B

0

)

�

.
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{ s

n

(min)

_

< s

m

(min) mit n < m erzwingt, da� alle sie erf

�

ullende

W

�

orter w L

�

ange jwj > n + 1 haben. Diese Wortmenge ist zwar

unendli
h, aber trotzdem in (B

0

)

�

, da ihr Komplement endli
h ist

(dieses ist dann in (B

0

)

�

, und damit au
h die Menge selbst).

{ p

n

(max)

_

� s

m

(min) wird von W

�

ortern w erf

�

ullt, deren L

�

ange

jwj � n +m+ 1 ist. Endli
he Wortmengen sind in (B

0

)

�

.

Alle anderen F

�

alle k

�

onnen entspre
hend behandelt werden.
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s

m

(min)

s s s

s

n

(min)

: : :: : :

s

s s s s

s

s

: : :

s

n

(min)

s

min

min

min

: : :

pp

: : :

maxs

p p

s

p

s

m

(min)

p

n

(max)

Abbildung 2.1: Bes
hr

�

ankung der Wortl

�

angen dur
h Formeln s

n

(min)

:

=

s

m

(min), s

n

(min)

_

< s

m

(min), p

n

(max)

_

� s

m

(min)
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Kapitel 3

Sternfreie Spra
hen

In diesem Kapitel betra
hten wir die Spra
hen, die genau dur
h Formeln der

Logik erster Stufe bes
hrieben werden k

�

onnen.

3.1 Die Spra
hklassen

Die Klasse der regul

�

aren Spra
hen erh

�

alt man, indem man mit den endli
hen

Spra
hen beginnt und dann den Abs
hlu� unter

� Vereinigung (L

1

[ L

2

),

� Konkatenation (L

1

� L

2

) und

� Stern

1

(L

�

)

bildet.

W

�

urde man hier den Stern verbieten, so k

�

onnte man keine unendli
hen Men-

gen erzeugen. Wir haben gesehen, da� regul

�

are Spra
hen au
h unter den

Booles
hen Operatoren Komplement und Dur
hs
hnitt abges
hlossen sind.

Das Komplement endli
her Spra
hen ist o�enbar unendli
h. Wir nehmen nun

1

Mit \Stern" meinen wir im folgenden immer den Kleene{Stern.
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Komplement und Dur
hs
hnitt als Abs
hlu�operatoren hinzu und verbieten

daf

�

ur den Stern.

De�nition 3.1 F

�

ur ein endli
hes Alphabet � ist die Klasse der sternfreien

Spra
hen SF

�

�

uber � die kleinste Klasse mit

� alle endli
hen Spra
hen

�

uber � sind in SF

�

;

� sind L; L

1

; L

2

2 SF

�

, so au
h L

1

�L

2

, L

1

[L

2

, L

1

\L

2

und L = �

�

nL.

Beispiel 3.2

1. �

�

ist o�ensi
htli
h sternfrei, da �

�

= ;.

2. Ist � � �, so ist �

�

2 SF

�

, da

�

�

= �

�

n (�

�

� (� n�) � �

�

) = ; \ ; � (� \�) � ;:

3. F

�

ur � = fa; bg ist a(ba)

�

2 SF

�

, da

a � (ba)

�

= a � (�

�

n (a�

�

[ �

�

b [ �

�

aa�

�

[ �

�

bb�

�

))

und wir in 1. gesehen haben, da� �

�

2 SF

�

.

Das dritte Beispiel zeigt, da� au
h Spra
hen, bei denen die o�ensi
htli
he Be-

s
hreibung den Stern verwendet, trotzdem sternfrei sein k

�

onnen. Kann man

einer regul

�

aren Spra
he (gegeben dur
h einen regul

�

aren Ausdru
k mit Stern

oder einen Automaten) ansehen, ob sie sternfrei ist? Konkreter: Wie zeigt

man, da� a(aa)

�

ni
ht sternfrei ist? Man kann dazu die Charakterisierung

der sternfreien Spra
hen dur
h endli
he Monoide verwenden.
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3.2 Aperiodis
he Monoide

In Kapitel 2 haben wir gesehen, da� f

�

ur ein Element m einer endli
hen Halb-

gruppe die Menge fm;m

2

; m

3

; : : : g stets ein Idempotentes enth

�

alt:

m

-

m

2

-

� � �

-

m

i

j

m

i+1

-

m

i+2

6

� � �

�

m

i+k�1

�

Bei aperiodis
hen Monoiden kann hier stets k = 1 gew

�

ahlt werden.

De�nition 3.3 Ein endli
hes MonoidM hei�t aperiodis
h, falls es ein n � 1

gibt mit m

n+1

= m

n

f

�

ur alle m 2 M .

Die Klasse der aperiodis
hen Monoide Ap wird also s
hlie�li
h de�niert dur
h

die Folge von Glei
hungen (x

n+1

= x

n

)

n�1

. (Bea
hte dazu: Ist m

n+1

= m

n

,

so gilt f

�

ur alle n

0

� n au
h m

n

0

+1

= m

n

0

.) Wir wissen daher, da� die Klasse

der aperiodis
hen Monoide eine M{Variet

�

at bildet.

Ist m

i

= m

i+k

und sind m

i

; m

i+1

; : : : ; m

i+k�1

paarweise vers
hieden, so

ist fm

i

; m

i+1

; : : : ; m

i+k�1

g bez

�

ugli
h der Monoidoperation eine (zyklis
he)

Gruppe. Das Einselement dieser Gruppe ist aber im allgemeinen ni
ht das

Einselement des Monoids.

De�nition 3.4 Es sei (M; �; 1) ein Monoid. Eine Teilmenge G � M hei�t

Gruppe in M , falls G eine Unterhalbgruppe von M ist (d.h. m;m

0

2 G ;

m �m

0

2 G), die bez

�

ugli
h der Operation � in M eine Gruppe ist.

Das Einselement dieser Gruppe ist ein Idempotentes von M , kann aber ver-

s
hieden vom Einselement 1 von M sein. Bei aperiodis
hen Monoiden M

sind die zyklis
hen Gruppen fm

i

; : : : ; m

i+k�1

g stets trivial, d.h. sie haben

Kardinalit

�

at 1. Dies gilt f

�

ur alle Gruppen in M :

Satz 3.5 Ein endli
hes Monoid M ist genau dann aperiodis
h, wenn es nur

triviale Gruppen enth

�

alt.
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Beweis:

\;" Es sei M aperiodis
h und n so, da� m

n+1

= m

n

f

�

ur alle m 2 M

gilt. Angenommen, G � M ist eine ni
ht{triviale Gruppe in M , d.h.

jGj > 1. Dann enth

�

alt G neben seinem Einselement e no
h ein g mit

g 6= e. Aus g

n+1

= g

n

folgt aber g = e, da man in Gruppen k

�

urzen

kann.

\ ;" Es sei m 2M . Wir betra
hten wieder fm;m

2

; : : : g. Es sei k � 1 mini-

mal, so da� es ein i � 1 gibt mitm

i+k

= m

i

. Da fm

i

; m

i+1

; : : : ; m

i+k�1

g

eine Gruppe in M ist, folgt k = 1. Es gibt also f

�

ur jedes m 2 M ein

i

m

� 1 mitm

i

m

+1

= m

i

m

. O�enbar folgt f

�

ur alle j � i

m

, da�m

j+1

= m

j

gilt. Daher liefert n := maxfi

m

j m 2 Mg die gew

�

uns
hte Zahl mit

m

n+1

= m

n

f

�

ur alle m 2M .

Unser Interesse f

�

ur aperiodis
he Monoide r

�

uhrt daher, da� diese genau den

sternfreien Spra
hen entspre
hen:

Satz 3.6 [S
h

�

utzenberger℄ L(Ap) = SF , d.h. f

�

ur L � �

�

gilt:

M

L

2 Ap gdw L 2 SF

�

:

Der Beweis (insbesondere von \;") ist sehr aufwendig (siehe z.B. [Eil76,

Vol. B℄) und wird hier ni
ht gef

�

uhrt.

Korollar 3.7 Es sei L � �

�

eine regul

�

are Spra
he (gegeben dur
h regul

�

aren

Ausdru
k, endli
hen Automaten, : : : ). Dann kann man e�ektiv ents
heiden,

ob L 2 SF

�

gilt oder ni
ht.

Beweis: Konstruiere das syntaktis
he Monoid und

�

uberpr

�

ufe, ob dieses ape-

riodis
h ist.
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Beispiel 3.8 Es sei � = fag. Dann ist a(aa)

�

=2 SF

�

.

Beweis: Der minimale Automat f

�

ur L = a(aa)

�

ist A

L

:

-

1

-

a

�

a

2

O�enbar ist A

L

deterministis
h und die Zust

�

ande 1 und 2 sind ni
ht

�

aqui-

valent. Die Tr

�

agermenge des

�

Ubergangsmonoids besteht aus den Funktio-

nen Æ

�

= f1 7! 1; 2 7�! 2g, Æ

a

= f1 7! 2; 2 7! 1g (Æ

aa

= Æ

�

). Damit ist

M

L

= fÆ

�

; Æ

a

g mit Æ

a

Æ Æ

a

= Æ

�

, d.h. M

L

ist eine (zyklis
he) Gruppe der Ord-

nung 2. Damit ist M

L

selbst eine ni
ht{triviale Gruppe in M

L

.

3.3 Formeln der Logik erster Stufe

Na
hdem wir eben gesehen haben, da� sternfreie Spra
hen den aperiodis
hen

Monoiden entspre
hen, werden wir nun zeigen, da� die sternfreien Spra
hen

genau dur
h Formeln der Logik erster Stufe de�niert werden k

�

onnen.

Satz 3.9 F

�

ur L � �

+

sind

�

aquivalent:

1. L 2 SF

�

.

2. L = L(�) f

�

ur eine ges
hlossene Formel � der Logik erster Stufe

�

uber

den ni
ht{logis
hen Symbolen

:

=,

_

<, Q

a

(a 2 �).

Bea
hte: An Stelle von P

1

; : : : ; P

n

verwenden wir hier (ohne Eins
hr

�

ankung)

direkt Q

a

f

�

ur a 2 � als Pr

�

adikatssymbole.

Der Beweis von \1 ; 2" ist relativ einfa
h, w

�

ahrend die andere Ri
htung

sehr aufwendig ist.

3.3.1 Beweis von \1; 2" des Satzes 3.9

Sternfreie Spra
hen entstehen aus endli
hen Spra
hen dur
h Anwendung der

Booles
hen Operationen und der Konkatenation.

46 10. Dezember 2001
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Endli
he Spra
hen

O�enbar gen

�

ugt es, Einermengen fwg f

�

ur w 2 �

+

zu betra
hten. F

�

ur w =

a

1

� � �a

n

2 �

+

sei

�

w

:= 9x

1

: : :9x

n

Q

a

1

(x

1

) ^ : : : ^Q

a

n

(x

n

) ^

n�1

^

j=1

�

x

j

_

< x

j+1

^ :9z x

j

_

< z ^ z

_

< x

j+1

�

^

:(9z z

_

< x

1

_ x

n

_

< z):

O�ensi
htli
h ist L(�

w

) = fwg.

Booles
he Operatoren

Booles
he Operatoren auf Spra
hen entspre
hen na
h Satz 1.26 den logis
hen

Junktoren ^, _, :.

Konkatenation

Die Konkatenation L

1

� L

2

entspri
ht im Prinzip dem existentiellen Quan-

tor (\es gibt eine Trennstelle, so da� vor ihr  

L

1

gilt und hinter ihr  

L

2

").

Betra
hten wir hier zun

�

a
hst ein Beispiel:

L

1

:= a

+

und L

2

:= b

+

werden bes
hrieben dur
h �

1

= 8x Q

a

(x) und �

2

=

8x Q

b

(x). Die Spra
he L

1

� L

2

wird bes
hrieben dur
h

9z

�

(8x x

_

� z ) Q

a

(x)) ^ (8x x

_

> z ) Q

b

(x)) ^ 9y z

_

< y

�

:

Der Quantor in �

1

wird also auf die Elemente

_

� z \relativiert" und der in

�

2

auf die Elemente

_

> z. Allgemein gelten f

�

ur die Relativierung �

_

�z

einer

Formel � auf Elemente

_

� z die folgenden Glei
hungen:

( 

1

^  

2

)

_

�z

=  

_

�z

1

^  

_

�z

2

; (9x  (x))

_

�z

= 9x x

_

� z ^ ( (x))

_

�z

;

( 

1

_  

2

)

_

�z

=  

_

�z

1

_  

_

�z

2

; (8x  (x))

_

�z

= 8x x

_

� z ) ( (x))

_

�z

;

(: )

_

�z

= :( 

_

�z

):
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Dabei komme ohne Eins
hr

�

ankung z ni
ht in den Formeln vor. Entspre
hend

ist �

_

>z

de�niert. Dann gilt: Ist L

1

= L(�

1

) und L

2

= L(�

2

), so ist L

1

� L

2

=

L(9z �

_

�z

1

^ �

_

>z

2

^ 9y z

_

< y).

Das s
hlie�t den Beweis von \1; 2" ab.

3.3.2 Beweis von \2; 1" des Satzes 3.9

Um zu zeigen, da� jede ges
hlossene Formel der Logik erster Stufe eine stern-

freie Spra
he de�niert, betra
hten wir die Quantorentiefe der Formel, d.h. die

maximale S
ha
htelungstiefe von Quantoren in der Formel. O�enbar enth

�

alt

jede ges
hlossene Formel mindestens einen Quantor (da es keine Terme ohne

Variablen in unserer Spra
he gibt). Da Negation vorhanden ist, k

�

onnen wir

ohne Eins
hr

�

ankung davon ausgehen, da� alle Quantoren existentiell sind. Da

die Junktoren ^;_;: den Booles
hen Operatoren auf Spra
hen entspre
hen,

gen

�

ugt es, si
h auf Formeln der Form 9x �(x) zu konzentrieren.

Induktionsanfang: 9x �(x) hat Quantorentiefe 1

Dann enth

�

alt � keine Quantoren (und damit keine anderen Variablen), d.h.

� ist Booles
he Kombination von Formeln

� Q

a

(x) oder :Q

a

(x),

� x

_

< x oder :(x

_

< x),

� x

:

= x oder :(x

:

= x).

Ohne Eins
hr

�

ankung sei diese Kombination in disjunktiver Normalform. Die-

se kann no
h weiter normalisiert werden:

� Ersetze x

_

< x, :(x

:

= x) dur
h false, d.h. l

�

os
he das Disjunkt.

� Ersetze :(x

_

< x); x

:

= x dur
h true, d.h. entferne sie aus jedem Dis-

junkt.
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Bleibt na
h dieser Normalisierung true (oder false)

�

ubrig, so ist die de�nierte

Spra
he �

�

(oder ;) und damit insbesondere sternfrei.

Ansonsten kommen nur no
h Q

a

(x) bzw. :Q

a

(x) in der normalisierten For-

mel vor. Dann kann man weiter normalisieren:

Enth

�

alt ein Disjunkt Q

a

(x), so

� l

�

os
he dieses Disjunkt, falls es au
h :Q

a

(x) oder Q

b

(x) f

�

ur a 6= b

enth

�

alt,

� sonst l

�

os
he alle :Q

b

(x) f

�

ur a 6= b aus dem Disjunkt.

Damit haben wir nur no
h Disjunkte

� Q

a

(x),

� :Q

a

1

(x) ^ : : : ^ :Q

a

k

(x).

Wegen der

�

Aquivalenz von (9x �_ ) und (9x �)_ (9x  ) brau
hen wir nur

Formeln der Form 9x Q

a

(x) und 9x :Q

a

1

(x) ^ : : : ^ :Q

a

k

(x) zu betra
hten.

Die zugeh

�

origen Spra
hen L(9x Q

a

(x)) = �

�

a�

�

und L(9x :Q

a

1

(x) ^ : : : ^

:Q

a

k

(x)) = �

�

� (� n fa

1

; : : : ; a

k

g) � �

�

sind sternfrei.

Damit ist die Quantorentiefe 1 abgehandelt.

Induktionss
hritt

Es sei 9x �(x) von Quantorentiefe n+1. Wir ben

�

otigen einige Notation und

zwei S

�

atze, bevor wir weiterma
hen k

�

onnen.

De�nition 3.10 Mit L

k;n

bezei
hnen wir die Formeln der Logik erster Stufe

(

�

uber den ni
ht{logis
hen Symbolen

:

=,

_

<, Q

a

f

�

ur a 2 �), die k freie Variable

und Quantorentiefe � n haben.
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Zum Beispiel geh

�

ort � = 9x y

_

< x^x

_

< z^Q

a

(x) zu L

2;1

. Um diese Formel zu

interpretieren, gen

�

ugt ein Wort (z.B. baa) ni
ht. Man mu� au
h angeben, wie

die freien Variablen y und z zu interpretieren sind (z.B. y dur
h 1 und z dur
h

3, d.h. dur
h die erste bzw. dritte Position in baa). Wir sagen (baa; 1 3) erf

�

ullt

die Formel �. Allgemein werden also Formeln aus L

k;n

dur
h Tupel (w;~s)

interpretiert, wobei w 2 �

+

und ~s = s

1

� � � s

k

mit s

i

2 f1; : : : ; jwjg. (w;~s) j=

� (\(w;~s) erf

�

ullt � 2 L

k;n

") ist in der o�ensi
htli
hen Weise de�niert. F

�

ur

k = 0 l

�

a�t man die leere Sequenz im allgemeinen weg.

De�nition 3.11 F

�

ur n � 0 und k � 0 de�nieren wir

(w;~s) �

k;n

(v;

~

t) gdw f

�

ur alle � 2 L

k;n

gilt

(w;~s) j= � gdw (v;

~

t) j= �:

O�enbar ist �

k;n

eine

�

Aquivalenzrelation. F

�

ur k = 0 s
hreiben wir statt �

0;n

einfa
h �

n

und f�g de�nieren wir als eine eigene �

0;n

{

�

Aquivalenzklasse. Um

den Beweis von \2; 1" des Satzes abzus
hlie�en, ben

�

otigen wir zwei S

�

atze,

die wir sp

�

ater in Unterabs
hnitt 3.3.3 beweisen werden.

Satz 3.12 F

�

ur alle n � 0 und k � 0 gibt es eine endli
he Teilmenge �

k;n

von L

k;n

, so da� gilt: Jedes Element von L

k;n

ist logis
h

�

aquivalent zu einem

Element von �

k;n

.

Logis
h

�

aquivalent hei�t, da� die Formeln dur
h genau dieselben Tupel (w;~s)

erf

�

ullt werden. Eine einfa
he Folgerung aus dem Satz ist, da� jede Relation

�

k;n

endli
hen Index hat.

Korollar 3.13 F

�

ur alle n � 0 und k � 0 hat �

k;n

nur endli
h viele

�

Aquiva-

lenzklassen.

Beweis: Die Klasse von (w;~s) ist eindeutig bestimmt dur
h die Teilmenge

� � �

k;n

mit � = f� 2 �

k;n

j (w;~s) j= �g. Da es mit Satz 3.12 nur endli
h

viele sol
he Teilmengen gibt, existieren nur endli
h viele Klassen.

50 10. Dezember 2001



3.3. FORMELN DER LOGIK ERSTER STUFE

Der Begri� der dur
h eine Formel de�nierten Spra
he kann auf den Fall k > 0

wie folgt ausgedehnt werden: F

�

ur � 2 L

k;n

ist L(�) := f(w;~s) j (w;~s) j= �g.

Korollar 3.14 F

�

ur alle n � 0 und k � 0 und alle �

k;n

{Klassen W gibt es

�

W

2 L

k;n

mit W = L(�

W

).

Beweis:

W = [(w;~s)℄

�

k;n

= L(

^

�2�

k;n

(w;~s)j=�

� ^

^

 2�

k;n

(w;~s)6j= 

: )

Wie man si
h lei
ht klarma
hen kann, gilt diese Glei
hung wegen der De�ni-

tion von �

k;n

und Satz 3.12.

Korollar 3.15 F

�

ur alle n � 0 und k � 0 und alle � 2 L

k;n

ist �

�

aquivalent

zu einer endli
hen Disjunktion von Formeln �

W

f

�

ur �

k;n

{Klassen W .

Beweis:

� ist logis
h

�

aquivalent zu

_

W=[(w;~s)℄

�

k;n

(w;~s)j=�

�

W

:

Diese Disjunktion ist endli
h, da �

k;n

endli
hen Index hat.

Der zweite wi
htige Satz sagt etwas

�

uber die Beziehung zwis
hen �

0;n

und

�

1;n

aus und wird uns den Induktionss
hritt erm

�

ogli
hen:

Satz 3.16 Sei n � 0; u; v; u

0

; v

0

2 �

�

und a 2 �. Dann folgt aus u �

n

u

0

und v �

n

v

0

au
h

(uav; juj+ 1) �

1;n

(u

0

av

0

; ju

0

j+ 1):

Mit diesem Satz, der in Abs
hnitt 3.3.3 bewiesen wird, k

�

onnen wir nun den

Induktionss
hritt abs
hlie�en.

Sei also 9x �(x) von Quantorentiefe n+1. Damit hat �(x) Quantorentiefe n

und eine freie Variable, ist also in L

1;n

. Mit Korollar 3.15 wissen wir, da� es

eine endli
he Menge W von �

1;n

{Klassen gibt mit

�(x) ist logis
h

�

aquivalent zu

_

W2W

�

W

(x):

10. Dezember 2001 51



KAPITEL 3. STERNFREIE SPRACHEN

Daher sind au
h die folgenden drei Formeln logis
h

�

aquivalent:

9x �(x) � 9x

_

W2W

�

W

(x) �

_

W2W

9x �

W

(x)

Wir betra
hten daher jede einzelne Teilformel der Form 9x:�

W

(x) separat

und behandeln erst hinterher die Disjunktion dur
h Vereinigung.

Das folgende Lemma liefert uns die Spra
he zu einer Formel der Form �

W

(x)

als endli
he Vereinigung von Konkatenationen sternfreier Spra
hen.

Lemma 3.17

L(9x �

W

(x)) =

[

U=[u

0

℄

�

0;n

; V=[v

0

℄

�

0;n

a2� mit(u

0

av

0

;ju

0

j+1)2W

UaV

Beweis:

\�" Es gilt

w 2 L(9x �

W

(x)) gdw w = uav und (uav; juj+ 1) j= �

W

(x)

gdw w = uav und (uav; juj+ 1) 2 W:

Damit ist w = uav 2 [u℄

�

0;n

a[v℄

�

0;n

, also ist w in der re
hten Seite

enthalten.

\�" Aus (u

0

av

0

; ju

0

j + 1) 2 W = L(�

W

(x)) folgt u

0

av

0

2 L(9x �

W

(x)). Es

bleibt zu zeigen, da� f

�

ur alle u �

0;n

u

0

und alle v �

0;n

v

0

gilt:

uav 2 L(9x �

W

(x)):

Mit Satz 3.16 gilt

(u

0

av

0

; ju

0

j+ 1) �

1;n

(uav; juj+ 1);

was uns (uav; juj+1) 2 W liefert. D.h. (uav; juj+1) j= �

W

(x). Daraus

folgt uav j= 9x �

W

(x).
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Mit Korollar 3.14 sind die �

0;n

Klassen U; V aus Lemma 3.17 von der Form

U = L(�

U

), V = L(�

V

) f

�

ur �

U

; �

V

2 L

0;n

. Die Induktion liefert U; V 2 SF

�

2

und damit ist jedes UaV 2 SF

�

. Da �

0;n

endli
hen Index hat und � endli
h

ist, l

�

a�t si
h also L(9x �

W

(x)) als endli
he Vereinigung sternfreier Spra
hen

darstellen.

Dies s
hlie�t den Beweis von Satz 3.9 ab.

Nun m

�

ussen no
h die verwendeten S

�

atze bewiesen werden.

3.3.3 Beweis der S

�

atze 3.12 und 3.16

Wir werden zun

�

a
hst Satz 3.12 beweisen.

Satz 3.12 F

�

ur alle n � 0 und k � 0 gibt es eine endli
he Teilmenge �

k;n

von L

k;n

, so da� gilt: Jedes Element von L

k;n

ist logis
h

�

aquivalent zu einem

Element von �

k;n

.

Beweis: Sei � 2 L

k;n

. Ohne Eins
hr

�

ankung k

�

onnen wir davon ausgehen, da�

� Booles
he Kombination ist von

� Elementen aus L

k;n�1

(Falls in einer dieser Teilformeln � weniger als

k freie Variablen vorkommen, k

�

onnen wir dur
h Anh

�

angen von z.B.

^(x

:

= x) f

�

ur diejenigen x, die ni
ht in � , aber in � frei vorkommen,

eine logis
h

�

aquivalente Teilformel �nden, die in L

k;n�1

ist.) und von

� Formeln der Form 9x  (x; y

1

; : : : ; y

k

), wobei  (x; y

1

; : : : ; y

k

) 2 L

k+1;n�1

gilt (au
h hier ist gegebenenfalls wieder das

"

Au�

�

ullen\ fehlender freier

Variablen n

�

otig). Dur
h die Quanti�zierung 9x ist die gesamte Formel

dann nat

�

urli
h in L

k;n

.

Wir verwenden nun eine Induktion

�

uber die Quantorentiefe n.

2

Oder U = f;g bzw. V = f;g. In diesem Fall kann U bzw. V in der Konkatenation

einfa
h weggelassen werden.
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Induktionsanfang (n = 0): Sei k � 0 beliebig. Dann ist jede Formel  (y

1

;

: : : ; y

k

) 2 L

k;0

Booles
he Kombination von Formeln der Form

Q

a

(y

i

) f

�

ur a 2 �; y

i

_

< y

j

; y

i

:

= y

j

: (3.1)

Ohne Eins
hr

�

ankung gen

�

ugt es o�enbar, Formeln mit diesen freien Va-

riablen zu betra
hten (andere erh

�

alt man dur
h Umbenennung). Da

� endli
h ist, gibt es nur endli
h viele Formeln der Form 3.1 und da-

her au
h nur endli
h viele Booles
he Kombinationen dieser Formeln,

die ni
ht

�

aquivalent sind. Diese bilden dann die endli
he Teilmenge

�

k;0

� L

k;0

.

Induktionss
hritt (n� 1! n): Eine Formel � 2 L

k;n

ist Booles
he Kom-

bination von Elementen aus L

k;n�1

und Formeln der Form 9x  (x; y

1

;

: : : ; y

k

) mit  (x; y

1

; : : : ; y

k

) 2 L

k+1;n�1

. Also ist �

�

aquivalent zu ei-

ner Booles
hen Kombination von Elementen aus �

k;n�1

und Formeln

9x 
(x; y

1

; : : : ; y

k

) mit 
(x; y

1

; : : : ; y

k

) 2 �

k+1;n�1

. Na
h Induktionsan-

nahme wissen wir bereits, da� die Mengen �

k+1;n�1

und �

k;n�1

endli
h

sind.

Zum Beweis des Satzes 3.16 verwenden wir eine spieltheoretis
he Charakte-

risierung der Relation �

k;n

.

De�nition 3.18 [Ehrenfeu
ht{Fra��ss�e Spiele℄ Es sei � ein endli
hes Alpha-

bet. Wir betra
hten zwei Spieler I und II, die auf zwei W

�

ortern u; v 2 �

+

spielen. Ein Zug besteht darin, eine Position in u oder v zu w

�

ahlen. Der

Spieler I f

�

angt an, dann wird abwe
hselnd gezogen. Ma
ht I einen Zug in u,

so mu� II seinen n

�

a
hsten Zug in v ma
hen. Zieht I in v, mu� II in u ziehen

(I hat bei jedem seiner Z

�

uge die Wahl, in wel
hem Wort er ziehen m

�

o
hte, II

hat nie die Wahl. Es ist ni
ht verboten, bereits gezogene Positionen no
hmals

zu ziehen, aber dies ist f

�

ur keinen der Spieler sinnvoll, falls er gewinnen will

und es no
h ni
ht gezogene Positionen gibt).

Ein Spiel der L

�

ange n besteht aus n Z

�

ugen von I und den n Antwortz

�

ugen

von II. Es seien (i

1

; j

1

); : : : ; (i

n

; j

n

) die gezogenen Positionen eines sol
hen

Spiels, wobei i

�

ein Zug in u ist und j

�

einer in v, unabh

�

angig davon, wer

gezogen hat.
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Spieler II hat gewonnen, wenn f

�

ur u = u

1

� � �u

p

und v = v

1

� � � v

q

mit u

i

; v

j

2

� gilt:

� u

i

�

= v

j

�

f

�

ur � = 1; : : : ; n, d.h. in jedem Antwortzug � von II wurde

dasselbe Symbol aus � gezogen wie dur
h I.

� i

�

< i

�

0

gdw j

�

< j

�

0

, d.h. die relative Lage der Z

�

uge ist glei
h. Wurde

also von I im (� + 1)ten Zug eine Position links von der im �ten Zug

gew

�

ahlt, dann wurde au
h von II im (� +1)ten Zug eine Position links

von der im �ten Zug gew

�

ahlt.

Sonst hat Spieler II verloren und Spieler I gewonnen.

F

�

ur das Verhalten der Spieler bedeutet dies, da� Spieler I versu
ht, seine

Z

�

uge so zu ma
hen, da� zwis
hen u und v unters
hieden werden kann, und

Spieler II versu
ht, das zu verhindern.

Beispiel 3.19 Sei � = fag (d.h. nur die Ordnung zwis
hen den gezogenen

Positionen ist relevant), n = 3, u = a

6

und v = a

7

. Die ersten beiden

Zugpaare seien folgenderma�en abgelaufen:

1 2 3 4 5 6 7

u = a a a a a a

I,2 II,1

v = a a a a a a a

II,2 I,1

Spieler II hat den ersten Zug von I mit Position 4 beantwortet; h

�

atte er

stattdessen Position 5 oder 6 genommen, k

�

onnte er auf Z

�

uge von I in v auf

6 und 7 n

�

amli
h ni
ht mehr entspre
hend reagieren.

Den zweiten Zug von Spieler I mu�te er mit Position 2 beantworten um seine

Gewinn
han
e zu erhalten. Man sieht lei
ht, da� nun Spieler II gewinnen

kann: Egal, was Spieler I im dritten und letzten Zug ma
ht, Spieler II kann

entspre
hend reagieren. Allerdings kann Spieler I immer in 3 Z

�

ugen siegen:

Beginnt I wieder mit Position 4 in v, so mu� II diesen mit 3 oder 4 in u

beantworten. Ma
ht er dann seinen zweiten Zug in der re
hten H

�

alfte von
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v, so kann dieser zwar no
h korrekt von II beantwortet werden, aber den

dritten k

�

onnte er dann immer so ziehen, da� Spieler II verliert, also z.B.

(4,4),(6,6),(7,?) oder (4,4),(6,5),(5,?).

Beispiel 3.20 Sei � = fa; bg, n = 3

1 2 3 4

u = b b a b

I,2 I,1

v = b a b b

II,2 II,1

Spieler I zieht im ersten Zug auf Position 3 in u; Spieler II mu� auf 2 in v

ziehen. Dana
h zieht I auf 2 in u; Spieler II mu� in v auf Position 1 ziehen.

Wenn nun I auf Position 1 in u zieht, kann II keinen geeigneten Zug mehr

�nden und hat verloren.

De�nition 3.21 Es sei n � 1 und u; v 2 �

+

. Wir sagen, da� Spieler II eine

Gewinnstrategie f

�

ur Spiele der L

�

ange n auf u; v hat, wenn II alle m

�

ogli
hen

Z

�

uge von I stets so beantworten kann, da� II gewinnt.

Um Induktionsargumente einsetzen zu k

�

onnen, betra
htet man au
h Spiele,

die s
hon ein St

�

u
k angefangen haben: Es seien u; v 2 �

+

, ~s = s

1

� � � s

k

2

f1; : : : ; jujg

k

und

~

t = t

1

� � � t

k

2 f1; : : : ; jvjg

k

. Dann bes
hreibt das Paar

(u;~s) und (v;

~

t) ein Spiel, indem s
hon k Z

�

uge gezogen wurden. Ein Spiel der

L

�

ange n darauf ist eine Fortsetzung um n weitere Z

�

uge. Spieler II hat dieses

Fortsetzungsspiel gewonnen, wenn er das Gesamtspiel gewonnen hat.

De�nition 3.22 Es seien (u;~s), (v;

~

t) mit u; v 2 �

+

, ~s 2 f1; : : : ; jujg

k

,

~

t 2 f1; : : : ; jvjg

k

gegeben.

(u;~s) �

k;n

(v;

~

t) gdw Spieler II hat f

�

ur das Fortsetzungsspiel

der L

�

ange n auf (u;~s) und (v;

~

t) eine

Gewinnstrategie.

F

�

ur k = 0 erweitern wir wieder �

0;n

auf �

�

, indem wir f�g zu einer �

k;n

{

Klasse ma
hen.
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Lemma 3.23 Die Relation �

k;n

ist eine

�

Aquivalenzrelation.

Beweis: Wir betra
hten die drei Bedingungen f

�

ur eine

�

Aquivalenzrelation.

Re
exivit

�

at (u;~s) �

k;n

(u;~s), weil Spieler II auf die glei
he Position wie I

im jeweils anderen Wort ziehen kann und dadur
h gewinnt.

Symmetrie Aus (u;~s) �

k;n

(v;

~

t) folgt (v;

~

t) �

k;n

(u;~s), da (u;~s) und (v;

~

t)

im Spiel symmetris
h verwendet werden.

Transitivit

�

at Es ist zu zeigen: Aus (u;~s) �

k;n

(v;

~

t) und (v;

~

t) �

k;n

(w;~r)

folgt (u;~s) �

k;n

(w;~r). Es sei GS1 die Gewinnstrategie, die (u;~s) �

k;n

(v;

~

t) liefert und GS2 diejenige, die (v;

~

t) �

k;n

(w;~r) liefert. Die Ge-

winnstrategie f

�

ur II auf (u;~s) und (w;~r) sieht wie folgt aus:

� Zieht I in u, so

�

uberlegt si
h II zun

�

a
hst mit GS1 seinen entspre-


henden Zug in v und w

�

ahlt auf diesen Zug hin mit GS2 seinen

tats

�

a
hli
hen Zug in w.

� Zieht I in w, wird entspre
hend zuerst mit GS2 in v und dann mit

GS1 in u gezogen.

Man kann si
h lei
ht

�

uberlegen, da� dies tats

�

a
hli
h eine Gewinnstra-

tegie f

�

ur II auf (u;~s) und (w;~r) ist.

F

�

ur die Relationen �

k;n

kann man nun eine Aussage, die der von Satz 3.16

f

�

ur �

k;n

entspri
ht, sehr lei
ht zeigen.

Lemma 3.24 Sei n � 0 und u; v; u

0

; v

0

2 �

�

und a 2 �. Dann folgt aus

u �

0;n

u

0

und v �

0;n

v

0

au
h (uav; juj+ 1) �

1;n

(u

0

av

0

; ju

0

j+ 1).

Beweis: Wir betra
hten zun

�

a
hst den Fall u 6= � 6= v. Es sei GS1 die Ge-

winnstrategie f

�

ur u �

0;n

u

0

und GS2 f

�

ur v �

0;n

v

0

. Zieht Spieler I in u (bzw.

u

0

), so antwortet II mit GS1 in u

0

(bzw. u). Zieht Spieler I in v (bzw. v

0

), so

antwortet II mit GS2 in v

0

(bzw. v). Zieht I auf juj+ 1 in uav (bzw. ju

0

j+ 1

in u

0

av

0

), so antwortet II mit ju

0

j+1 in u

0

av

0

(bzw. juj+1 in uav). Man sieht

lei
ht, da� dies eine Gewinnstrategie f

�

ur II liefert. Die F

�

alle mit u = � = u

0

oder v = � = v

0

k

�

onnen entspre
hend behandelt werden.
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Um Satz 3.16 zu beweisen, gen

�

ugt es nun zu zeigen, da� die Relationen �

k;n

und �

k;n

�

ubereinstimmen. Wir geben zun

�

a
hst ein intuitives Argument f

�

ur

diese

�

Ubereinstimmung: O�enbar sind die Chan
en f

�

ur II, bei einem Spiel

auf u; v zu gewinnen um so gr

�

o�er, je

�

ahnli
her u und v sind. Wenn u �

n

v

gilt, bedeutet das, da� man u und v ni
ht dur
h Formeln der Quantorentiefe

n unters
heiden kann. Der Zusammenhang zwis
hen Quantorentiefe und An-

zahl der Z

�

uge ist au
h einleu
htend: 9x �(x) sagt aus, da� es eine Position

mit bestimmten Eigens
haften gibt. Ein Zug w

�

ahlt eine Position.

Lemma 3.25 F

�

ur alle n; k � 0 gilt:

�

k;n

= �

k;n

;

d.h. (u;~s) �

k;n

(v;

~

t) gdw (u;~s) �

k;n

(v;

~

t).

Beweis: dur
h Induktion

�

uber n.

Induktionsanfang n = 0: Es seien (u;~s) und (v;

~

t) gegeben.

\�" Es gelte also (u;~s) �

k;0

(v;

~

t). Ohne Eins
hr

�

ankung seien die erlaubten

freien Variablen aus fy

1

; : : : ; y

k

g. F

�

ur i = 1; : : : ; k entspre
hen s

i

; t

i

den Variablen y

i

. Sei u = a

1

� � �a

p

und v = b

1

� � � b

q

. F

�

ur alle atomaren

Formeln y

i

_

< y

j

, y

i

:

= y

j

und Q

a

(y

i

) gilt wegen (u;~s) �

k;0

(v;

~

t)

(u;~s) j= y

i

_

< y

j

gdw (v;

~

t) j= y

i

_

< y

j

(u;~s) j= y

i

:

= y

j

gdw (v;

~

t) j= y

i

:

= y

j

(u;~s) j= Q

a

(y

i

) gdw (v;

~

t) j= Q

a

(y

i

)

9

>

=

>

;

(�)

Das hei�t aber

s

i

< s

j

gdw t

i

< t

j

s

i

= s

j

gdw t

i

= t

j

a

s

i

= a gdw b

t

i

= a

9

>

=

>

;

(��)

Dies bedeutet, da� II das Spiel (mit 0 zus

�

atzli
hen Z

�

ugen) gewonnen

hat.

\�" Aus (u;~s) �

k;0

(v;

~

t) folgt (��) (die mittlere Zeile folgt aus der ersten, da

< eine totale Ordnung ist). Damit gilt au
h (�). Also erf

�

ullen (u;~s) und

(v;

~

t) dieselben atomaren Formeln und damit au
h dieselben Booles
hen

Kombinationen dieser atomaren Formeln.
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3.3. FORMELN DER LOGIK ERSTER STUFE

Induktionss
hritt n! n+ 1:

\�" Es gelte also (u;~s) �

k;n+1

(v;

~

t). Es sei �(y

1

; : : : ; y

k

) 2 L

k;n+1

mit

(u;~s) j= � gegeben. Es gen

�

ugt zu zeigen, da� daraus (v;

~

t) j= � folgt.

Da Booles
he Operatoren unproblematis
h sind, gen

�

ugt es, Formeln �

der Form � = 9y

k+1

 (y

1

; : : : ; y

k

; y

k+1

) f

�

ur  2 L

k+1;n

zu betra
hten.

Wegen (u;~s) �

k;n+1

(v;

~

t) kann II den ersten Zug von I geeignet be-

antworten. Daher gibt es zu jedem s

k+1

2 f1; : : : ; jujg ein t

k+1

2

f1; : : : ; jvjg mit

(u;~ss

k+1

) �

k+1;n

(v;

~

tt

k+1

):

Induktion liefert, da� es f

�

ur alle s

k+1

ein t

k+1

gibt mit

(u;~ss

k+1

) �

k+1;n

(v;

~

tt

k+1

): (�)

Wegen (u;~s) j= 9y

k+1

 (y

1

; : : : ; y

k

; y

k+1

) gibt es ein s

k+1

2 f1; : : : ; jujg

mit

(u;~ss

k+1

) j=  (y

1

; : : : ; y

k

; y

k+1

): (��)

Da  2 L

k+1;n

k

�

onnen wir (�) auf (��) anwenden, d.h. es gibt ein t

k+1

,

so da� gilt:

(v;

~

tt

k+1

) j=  (y

1

; : : : ; y

k

; y

k+1

):

Daraus folgt nun

(v;

~

t) j= 9y

k+1

 (y

1

; : : : ; y

k

; y

k+1

):

\�" Es gelte (u;~s) 6�

k;n+1

(v;

~

t). Wir m

�

ussen (u;~s) 6�

k;n+1

(v;

~

t) zeigen.

Gesu
ht ist also eine Formel � 2 L

k;n+1

, die von einem der beiden

Tupel (u;~s), (v;

~

t) erf

�

ullt wird, aber ni
ht von dem anderen.

Wegen (u;~s) 6�

k;n+1

(v;

~

t) gibt es einen ersten Zug von I, den II ni
ht

so beantworten kann, da� II dana
h eine Gewinnstrategie hat. Ohne

Eins
hr

�

ankung sei dieser von I in u (der andere Fall kann entspre
hend

behandelt werden). Es gibt also ein s

k+1

2 f1; : : : ; jujg, so da� f

�

ur alle

t

k+1

2 f1; : : : ; jvjg gilt:

(u;~ss

k+1

) 6�

k+1;n

(v;

~

tt

k+1

):
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Mit der Induktionsvoraussetzung gilt

(u;~ss

k+1

) 6�

k+1;n

(v;

~

tt

k+1

):

F

�

ur alle t

k+1

2 f1; : : : ; jvjg gibt es daher eine Formel  

t

k+1

(y

1

; : : : ; y

k+1

) 2

L

k+1;n

mit

(u;~ss

k+1

) j=  

t

k+1

und (�)

(v;

~

tt

k+1

) 6j=  

t

k+1

: (��)

Aus (�) folgt, da� f

�

ur �

t

k+1

= 9y

k+1

 

t

k+1

gilt (u;~s) j= �

t

k+1

, wobei

o�enbar �

t

k+1

2 L

k;n+1

. Aus (��) kann man aber leider ni
ht folgern,

da� (v;

~

t) 6j= �

t

k+1

. Wir wissen nur, da� t

k+1

ni
ht f

�

ur y

k+1

in  

t

k+1

eingesetzt werden kann.

�

Uber andere t 2 f1; : : : ; jvjg ist aber ni
hts

bekannt.

Wir betra
hten daher statt �

t

k+1

die Formel

� := 9y

k+1

^

1�t�jvj

 

t

: (3.2)

Wegen (�) folgt nun (u;~s) j= �, und wegen (��) gibt es f

�

ur jedes t ein

Konjunkt, das ni
ht erf

�

ullt ist, also (v;

~

t) 6j= �. Da � 2 L

k;n+1

, folgt

(u;~s) 6�

k;n+1

(v;

~

t).

Bea
hte: Lemma 3.25 gilt au
h f

�

ur unendli
he W

�

orter. Um das zu beweisen,

mu� aber die Konjunktion in Glei
hung 3.2 trotz unendli
her L

�

ange von v

endli
h sein. Dazu kann man Satz 3.12 verwenden, der ja alle Formeln mit

Quantorentiefe n und k freien Variablen auf eine endli
he Menge

�

aquivalenter

Formeln reduziert.

Mit Lemma 3.25 und Lemma 3.24 ist nun Satz 3.16 bewiesen, und damit ist

der Beweis des Satzes 3.9 abges
hlossen: Die sternfreien Spra
hen sind also

genau die dur
h Logik erster Stufe

3

bes
hreibbaren Spra
hen.

3

Wie immer in diesem Kapitel meinen wir damit Logik erster Stufe mit Glei
hheit

�

uber den ni
ht{logis
hen Symbolen

_

< (ein zweistelliges Relationssymbol) und P

1

; : : : ; P

k

(einstellige Relationssymbole).

60 10. Dezember 2001



3.3. FORMELN DER LOGIK ERSTER STUFE

Da ni
ht alle regul

�

aren Spra
hen sternfrei sind, zeigt dies, da� es regul

�

are

Spra
hen gibt, die ni
ht dur
h Logik erster Stufe bes
hrieben werden k

�

onnen.

Ein Beispiel f

�

ur eine sol
he Spra
he wurde bereits erw

�

ahnt: a(aa)

�

. Wenn man

zus

�

atzli
h no
h Quanti�zierung

�

uber einstellige Pr

�

adikate zul

�

a�t, kann man

alle regul

�

aren Spra
hen bes
hreiben (siehe Beispiel 1.28). Wir zeigen diesen

Zusammenhang hier ni
ht, da wir sp

�

ater den entspre
henden f

�

ur Spra
hen

unendli
her W

�

orter zeigen werden.

Aus der Si
ht der Logik ist Satz 3.9 interessant, da er ein Ents
heidbarkeits-

resultat f

�

ur die Theorie der totalen Ordnungen TOT liefert. TOT bes
hreibt

eine transitive, irre
exive, totale Ordnung <

TOT = f 8x 8y 8z x

_

< y ^ y

_

< z ) x

_

< z;

8x :(x

_

< x);

8x 8y x

_

< y _ x

:

= y _ y

_

< x g

Satz 3.26 Sei � eine ges
hlossene Formel der Logik erster Stufe mit Glei
h-

heit, die h

�

o
hstens die ni
ht{logis
hen Symbole

_

<;P

1

; : : : P

n

enth

�

alt (wobei

P

i

einstellige Pr

�

adikatsymbole sind). Dann ist es ents
heidbar, ob TOT [f�g

ein endli
hes Modell hat.

Beweis:Wir haben gesehen, da� L(�) eine sternfreie Spra
he ist. Der Beweis

von Satz 3.9 ist konstruktiv, d.h. man kann zu � e�ektiv eine Bes
hreibung

dur
h einen sternfreien Ausdru
k (der Booles
he Operatoren und Konkate-

nation verwendet) f

�

ur L(�) angeben. Das liegt im wesentli
hen daran, da�

man die endli
hen Mengen �

k;n

in Satz 3.12 e�ektiv bere
hnen kann und

dadur
h die Relationen �

k;n

ents
heidbar werden.

TOT [ f�g hat ein endli
hes Modell genau dann, wenn die Spra
he L(�)

ni
ht leer ist (TOT bes
hreibt ja gerade die von uns vorausgesetzte Ordnung

< auf dem Interpretationsberei
h). Man kann den sternfreien Ausdru
k ef-

fektiv in einen regul

�

aren Ausdru
k umwandeln, und f

�

ur regul

�

are Ausdr

�

u
ke

ist ents
heidbar, ob sie die leere Spra
he bes
hreiben oder ni
ht.

H

�

au�g m

�

o
hte man aber au
h wissen, ob eine sol
he Formel ein Modell hat,

bei dem

_

< als die gew

�

ohnli
he Ordnung auf den nat

�

urli
hen Zahlen inter-

pretiert wird (also ob sie insbesondere ein unendli
hes Modell hat). Daher

werden wir im folgenden Kapitel Teilmengen unendli
her W

�

orter und Auto-

maten auf unendli
hen W

�

ortern betra
hten.
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Kapitel 4

Unendli
he W

�

orter und B

�

u
hi{

Automaten

Bevor wir unendli
he W

�

orter formal einf

�

uhren, betra
hten wir no
hmals end-

li
he W

�

orter. Es sei � ein endli
hes Alphabet. Ein endli
hes Wort u 2 �

+

ist eine Folge u = a

0

a

1

a

2

� � �a

k

von Elementen a

i

2 �. Man kann daher u

au�assen als eine Abbildung u : f0; : : : ; kg ! � mit u(i) = a

i

. Das hei�t

also: endli
he W

�

orter

�

uber � sind Abbildungen von einem Anfangssegment

f0; : : : ; kg der nat

�

urli
hen Zahlen na
h �. Da wir uns bei den nat

�

urli
hen

Zahlen nur f

�

ur die Ordnung interessieren und ni
ht f

�

ur arithmetis
he Opera-

tionen, s
hreiben wir daf

�

ur ! (= Ordnungstyp der nat

�

urli
hen Zahlen, siehe

[Ros82℄, 1. Kapitel).

De�nition 4.1

1. Ein unendli
hes Wort

�

uber � ist eine Abbildung � : ! ! �.

2. Mit �

!

bezei
hnen wir die Menge aller unendli
hen W

�

orter

�

uber �.

3. Mengen unendli
her W

�

orter hei�en !{Spra
hen.

Wir s
hreiben derartige W

�

orter h

�

au�g als � = a

0

a

1

a

2

a

3

� � � wobei �(i) = a

i

.
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Beispiel 4.2 F

�

ur � = fa; bg k

�

onnen wir � mit

�(i) =

(

a falls i ungerade

b falls i gerade

als � = ababab � � � s
hreiben.

Wir betra
hten nun einige Operationen f

�

ur unendli
he W

�

orter und Mengen

von unendli
hen W

�

ortern.

Segmente: F

�

ur � : ! ! � bezei
hne

� �(m;n) das endli
he Wort �(m) � � ��(n) (m � n),

� �(m;!) das unendli
he Wort �(m)�(m+ 1) � � � .

Konkatenation: Die Konkatenation eines endli
hen mit einem unendli
hen

Wort: Ist w = a

0

� � �a

m

ein endli
hes Wort und � = �(0)�(1)�(2) � � �

ein unendli
hes Wort, so ist w � � das unendli
he Wort

a

0

� � �a

m

�(0)�(1)�(2) � � � :

Bea
hte: Ein unendli
hes Wort auf der linken Seite des Konkatenati-

onssymbols ma
ht keinen Sinn. Wie

�

ubli
h wird Konkatenation au
h

auf Mengen von W

�

ortern erweitert.

Unendli
he Iteration: Es sei L � �

�

eine Menge endli
her W

�

orter:

L

!

:= f� 2 �

!

j � = w

0

w

1

w

2

� � � mit w

i

2 L n f�gg :

Beispiel: L = fabg: L

!

= fabababab � � � g. Wir s
hreiben dann h

�

au�g

L

!

= (ab)

!

.

Limes: Es sei L � �

�

eine Menge endli
her W

�

orter.

limL := f� 2 �

!

j es gibt unendli
h viele n mit �(0; n) 2 Lg:

Beispiel 4.3 Im folgenden sei � = fa; bg.
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KAPITEL 4. UNENDLICHE W

�

ORTER UND B

�

UCHI{AUTOMATEN

1. Sei L = a

�

b, dann ist limL = ;, da ein unendli
hes Wort h

�

o
hstens

ein Element von L als Anfangssegment haben kann. Dies liegt daran,

da� L ein Pr

�

a�x{Code ist, d.h. kein Wort in L ist Anfangsst

�

u
k eines

anderen Wortes in L.

2. Sei L = ba

�

, dann ist limL = fbaaa � � � g.

3. Sei L = (a

�

bb

�

)

�

, dann ist limL = f� 2 �

!

j na
h jedem Vorkommen

von a in � kommt no
h ein bg.

4.1 B

�

u
hi{Automaten und !{regul

�

are Spra-


hen

Als Automaten zum Akzeptieren von Mengen unendli
her W

�

orter (!{Spra-


hen) betra
hten wir \normale" endli
he Automaten. Der Unters
hied liegt

in der Akzeptanzbedingung.

De�nition 4.4 Ein B

�

u
hi{Automat ist ein (ni
ht{deterministis
her) endli-


her Automat A = (Q;�; I;�; F ), d.h.

� Q ist eine ni
ht{leere, endli
he Menge,

� � ist ein endli
hes Alphabet,

� I � Q ist eine Menge von Anfangszust

�

anden,

� � � Q� ��Q ist die

�

Ubergangsrelation,

� F � Q ist eine Menge von Endzust

�

anden.

Da wir uns jetzt f

�

ur unendli
he W

�

orter interessieren, betra
hten wir unend-

li
he Pfade im Automaten: q

0

a

0

�!

A

q

1

a

1

�!

A

q

2

a

2

�!

A

q

3

a

3

�!

A

q

4

� � � . Die

Bes
hriftung eines unendli
hen Pfades ist ein unendli
hes Wort a

0

a

1

a

2

a

3

� � � .

Da es bei unendli
hen Pfaden keinen letzten Zustand gibt, m

�

ussen erfolg-

rei
he Pfade anders de�niert werden als in De�nition 1.2. Der unendli
he

Pfad q

0

a

0

�!

A

q

1

a

1

�!

A

q

2

a

2

�!

A

q

3

a

3

�!

A

� � � hei�t erfolgrei
h, falls
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1. q

0

2 I und

2. es gibt unendli
h viele i mit q

i

2 F .

Die von A akzeptierte !{Spra
he ist

L

!

(A) := f� 2 �

!

j � ist Bes
hriftung eines erfolgrei
hen Pfadesg:

Sol
he Spra
hen nennen wir B

�

u
hi{erkennbar.

Beispiel 4.5 Im folgenden sei � = fa; b; 
g.

1. A

1

:

1 2

b

a

b; 
 a; 


L

!

(A

1

) = f� 2 �

!

j na
h jedem a in � kommt no
h ein bg;

denn a f

�

uhrt in Zustand 2

�

uber und der akzeptierende Zustand 1 wird

nur dur
h Lesen eines b wieder errei
ht: Wenn na
h irgendeinem a kein

b mehr auftritt, kann Zustand 1 nur endli
h oft dur
hlaufen werden.

2. A

2

:

1 2

b; 
 a

b; 


3

b; 


a

L

!

(A

2

) = f� 2 �

!

j zwis
hen zwei a in � be�ndet si
h eine

gerade Anzahl von b und 
g

Um die von B

�

u
hi{Automaten akzeptierten Spra
hen genauer zu untersu-


hen, verwenden wir die folgende Abk

�

urzung: Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein

B

�

u
hi{Automat und p; q 2 Q. Dann ist

L

p;q

:= fw 2 �

�

j w ist Bes
hriftung eines (endli
hen) Pfades von p na
h qg:
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O�enbar sind die Spra
hen L

p;q

regul

�

ar. Im folgenden zeigen wir, wie si
h eine

von einem B

�

u
hi{Automaten akzeptierte Spra
he mit Hilfe dieser regul

�

aren

Spra
hen L

p;q

darstellen l

�

a�t.

Lemma 4.6 Sei A = (Q;�; I;�; F ) ein B

�

u
hi{Automat. Dann gilt

L

!

(A) =

[

i2I;f2F

L

i;f

� L

!

f;f

:

Beweis:

\�" Es sei � = a

0

a

1

a

2

a

3

� � � 2 L

!

(A). Na
h De�nition gibt es einen un-

endli
hen Pfad q

0

a

0

�!

A

q

1

a

1

�!

A

q

2

a

2

�!

A

q

3

a

3

�!

A

� � � mit q

0

2 I und

unendli
h vielen i mit q

i

2 F . Da F endli
h ist, gibt es ein f 2 F und

i

1

< i

2

< i

3

< � � � mit q

i

v

= f . Es gilt somit a

0

� � �a

i

1

2 L

q

0

;f

und

a

i

v

+1

� � �a

i

v+1

2 L

f;f

, d.h. � 2 L

i;f

� L

!

f;f

.

\�" Es sei � = w

0

w

1

w

2

w

3

� � � mit w

0

2 L

i;f

, w

i

2 L

f;f

n f�g (i � 1).

Damit ist der Pfad i

w

0

�!

A

f

w

1

�!

A

f

w

2

�!

A

f

w

3

�!

A

� � � ein unendli
her,

erfolgrei
her Pfad und � 2 L

!

(A).

Das n

�

a
hste Lemma bes
hreibt Abs
hlu�eigens
haften B

�

u
hi{erkennbarer

Spra
hen.

Lemma 4.7

1. Ist U � �

�

regul

�

ar, so ist U

!

B

�

u
hi{erkennbar.

2. Ist U � �

�

regul

�

ar und L � �

!

B

�

u
hi{erkennbar, dann ist au
h U � L

B

�

u
hi{erkennbar.

3. Sind L

1

; L

2

B

�

u
hi{erkennbar, so sind au
h L

1

[L

2

und L

1

\L

2

B

�

u
hi{

erkennbar.

Beweis:
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1. Wir wissen: Ist U regul

�

ar, so au
h U n f�g. Zur Erinnerung:

U

!

= f� 2 �

!

j � = u

0

u

1

u

2

u

3

� � � und u

i

2 U n f�gg

Wir werden nun einen endli
hen Automaten f

�

ur U etwas modi�zieren

und dann daraus einen B

�

u
hi{Automaten B bauen, der U

!

akzeptiert.

Sei also A = (�; Q; I;�; F ) ein endli
her Automat f

�

ur U . Dann de�nie-

ren wir zun

�

a
hst A

0

, der U n f�g akzeptiert und genau einen Anfangs-

zustand hat, der zudem von keinem anderen Zustand mehr errei
ht

werden kann: Es sei q

0

62 Q, de�niere

A

0

:= (�; Q [ fq

0

g; fq

0

g;�

0

; F ); wobei

�

0

:= � [ f(q

0

; a; q) j 9i 2 I : (i; a; q) 2 �g:

Den B

�

u
hi{Automaten B f

�

ur U

!

de�nieren wir dann wie folgt:

B := (�; Q [ fq

0

g; fq

0

g;�

00

; fq

0

g); wobei

�

00

:= �

0

[ f(q; a; q

0

) j 9f 2 F : (q; a; f) 2 �

0

g:

Der Na
hweis, da� L

!

(B) = U

!

gilt, bietet si
h als

�

Ubung an und wird

hier ni
ht gef

�

uhrt.

2. Sei A ein endli
her Automat f

�

ur U und B ein B

�

u
hi{Automat f

�

ur L:

A = (Q

1

;�; I

1

;�

1

; F

1

);

B = (Q

2

;�; I

2

;�

2

; F

2

):

Ohne Eins
hr

�

ankung sei Q

1

\Q

2

= ;. Ein Automat C mit L

!

(C) = U �L

ist dann de�niert dur
h

C = (Q

1

[Q

2

;�; I

0

;�

0

; F

2

);

�

0

= �

1

[�

2

[

f(q; a; q

0

) j Es gibt f 2 F

1

mit (q; a; f) 2 �

1

und q

0

2 I

2

g

I

0

= I

1

[

(

; falls I

1

\ F

1

= ;, d.h. � 62 L(A)

I

2

sonst:

Man sieht lei
ht: L

!

(C) = U � L.
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3. Sei A ein B

�

u
hi{Automat f

�

ur L

1

und B ein B

�

u
hi{Automat f

�

ur L

2

, mit

A = (Q

1

;�; I

1

;�

1

; F

1

);

B = (Q

2

;�; I

2

;�

2

; F

2

);

wobei wir ohne Eins
hr

�

ankung davon ausgehen, da� Q

1

\Q

2

= ; ist.

Dann ist C = (Q

1

[ Q

2

;�; I

1

[ I

2

;�

1

[ �

2

; F

1

[ F

2

) ein (si
her ni
ht

deterministis
her) B

�

u
hi{Automat f

�

ur L

1

[ L

2

.

Ein B

�

u
hi{Automat, der L

1

\L

2

akzeptiert, ist etwas aufwendiger: Sei

D = (Q

1

�Q

2

� f0; 1; 2g;�; I

1

� I

2

� f0g;�; F )

und

� = f((q

1

; q

2

; i); a; (p

1

; p

2

; j)) j (q

1

; a; p

1

) 2 �

1

; (q

2

; a; p

2

) 2 �

2

und

j = 1 falls i = 0 und p

1

2 F

1

;

j = 2 falls i = 1 und p

2

2 F

2

;

j = 0 falls i = 2

j = i sonst:g

Das hei�t, man beginnt in der dritten Komponente mit 0. Wenn man

das erste Mal ein f 2 F

1

dur
hl

�

auft, wird die dritte Komponente auf 1

gesetzt. Wenn man dann ein f

0

2 F

2

dur
hl

�

auft, erh

�

oht man die dritte

Komponente auf 2 und setzt sie direkt im n

�

a
hsten S
hritt wieder auf

0. Dur
hl

�

auft man nun unendli
h oft Elemente aus F

1

in der ersten

Komponente und unendli
h oft Elemente aus F

2

in der zweiten, so

errei
ht man au
h unendli
h oft einen Zustand mit 2 in der dritten

Komponente. Deshalb de�nieren wir F := Q

1

�Q

2

� f2g.

Der n

�

a
hste Satz gibt eine wi
htige Charakterisierung B

�

u
hi{erkennbarer

Spra
hen.

Satz 4.8 [B

�

u
hi, 1962℄

1. Eine !{Spra
he L � �

!

ist B

�

u
hi{erkennbar genau dann, wenn es

regul

�

are Spra
hen U

1

; : : : U

n

; V

1

; : : : ; V

n

� �

�

gibt mit

L =

n

[

i=1

U

i

� V

!

i

:
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2. Man kann dabei ohne Eins
hr

�

ankung davon ausgehen, da� V

i

� V

i

� V

i

gilt.

Beweis:

\;" Folgt f

�

ur Teil 1 und 2 unmittelbar aus Lemma 4.6.

\ ;" Folgt aus 4.7.

Wegen dieses engen Zusammenhanges mit regul

�

aren Spra
hen nennt man

B

�

u
hi{erkennbare Spra
hen au
h !{regul

�

ar. Sind die Spra
hen U

i

; V

i

dur
h

regul

�

are Ausdr

�

u
ke gegeben, so nennt man die Darstellung L =

S

n

i=1

U

i

� V

!

i

der !{regul

�

aren Spra
he L einen !{regul

�

aren Ausdru
k f

�

ur L.

Beispiel 4.9 Betra
hten wir den Automaten A

2

aus Beispiel 4.5:

1 2

b; 
 a

b; 


3

b; 


a

L

1;1

= (b [ 
)

�

;

L

1;2

= (b [ 
)

�

� a � L

2;2

;

L

2;2

= (a [ ((b [ 
) � (b [ 
)))

�

;

L

!

(A

2

) = L

1;1

� L

!

1;1

[ L

1;2

� L

!

2;2

= L

!

1;1

[ L

1;2

� L

!

2;2

= ((b [ 
)

�

)

!

[ (b [ 
)

�

� a � L

2;2

� L

!

2;2

o�enbar gilt (U

�

)

!

= U

!

; und U � U

!

= U

!

daher:

= (b [ 
)

!

[ (b [ 
)

�

� a � L

!

2;2

= (b [ 
)

!

[ (b [ 
)

�

� a � ((a [ (b [ 
) � (b [ 
))

�

)

!

= (b [ 
)

!

[ (b [ 
)

�

� a � (a [ (b [ 
) � (b [ 
))

!

:
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Eine weitere Konsequenz aus Lemma 4.6 ist, da� man ents
heiden kann,

ob ein B

�

u
hi{Automat eine ni
ht{leere Spra
he akzeptiert: Dies ist genau

dann der Fall, wenn es ein i 2 I und ein f 2 F gibt mit L

i;f

6= ; und

L

f;f

n f�g 6= ;. Da L

i;f

; L

f;f

n f�g regul

�

are Spra
hen sind, die dur
h den

gegebenen Automaten (bei passender Wahl der Anfangs{ und Endzust

�

ande)

akzeptiert werden, ist deren Leerheit ents
heidbar.

Satz 4.10

1. Das Leerheitsproblem f

�

ur B

�

u
hi{Automaten ist ents
heidbar.

2. Ist L eine B

�

u
hi{erkennbare !{Spra
he, so enth

�

alt L ein s
hlie�li
h

periodis
hes Wort.

Beweis:

1. Ist bereits gezeigt, siehe oben.

2. Ist L

i;f

6= ; und L

f;f

n f�g 6= ; mit i 2 I und f 2 F , so gibt es ein

u 2 L

i;f

und ein v 2 L

f;f

n f�g und es gilt

� = uvvv � � � 2 L

i;f

� (L

f;f

n f�g)

!

� L:

Das unendli
he Wort � leistet dann das Gew

�

uns
hte.

F

�

ur regul

�

are Spra
hen kann man das

�

Aquivalenzproblem (L(A

1

) = L(A

2

)?)

auf das Leerheitsproblem reduzieren, da L

1

= L

2

genau dann gilt, wenn

(L

1

\ L

2

) [ (L

1

\ L

2

) = ; gilt und da regul

�

are Spra
hen unter Booles
hen

Operatoren abges
hlossen sind. Bei !{regul

�

are Spra
hen fehlt uns f

�

ur diese

Reduktion allerdings no
h der Abs
hlu� unter Komplement. S
hauen wir uns

deshalb an, wie wir diese Abs
hlu�eigens
haft f

�

ur regul

�

are Spra
hen L gezeigt

haben:

1. Dur
h die Potenzmengenkonstruktion auf einem endli
hen Automat f

�

ur

L erhalten wir einen deterministis
hen (und vollst

�

andigen) Automaten,

der immer no
h L erkennt.
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2. Dur
h Vertaus
hen von Endzust

�

anden mit Ni
ht{Endzust

�

anden erhal-

ten wir einen Automaten, der L erkennt.

Bei B

�

u
hi{Automaten funktioniert weder Punkt 1 no
h Punkt 2. Dazu ein

Beispiel einer !{Spra
he, die zwar von einem B

�

u
hi{Automaten, aber ni
ht

von einem deterministis
hen B

�

u
hi{Automaten akzeptiert wird:

Beispiel 4.11 Sei � = fa; bg. Der folgende ni
ht{deterministis
he B

�

u
hi{

Automat akzeptiert die Spra
he (a [ b)

�

b

!

.

1 2

a; b b

b

Behauptung: (a[b)

�

b

!

kann ni
ht von einem deterministis
hen Automaten

erkannt werden.

Beweis: Angenommen, A = (Q;�; q

0

; Æ; F ) ist ein deterministis
her B

�

u
hi{

Automat mit L

!

(A) = (a[ b)

�

b

!

= L. Also ist Æ : Q��! Q eine Funktion.

Da ab

!

2 L gilt, gibt es ein k

1

> 0 und f

1

2 F mit

q

0

ab

k

1

�!

A

f

1

:

Nun ist aber au
h ab

k

1

ab

!

2 L und A deterministis
h. Deshalb gibt es k

2

> 0

und f

2

2 F mit

q

0

ab

k

1

�!

A

f

1

ab

k

2

�!

A

f

2

:

Iteriert man dieses Argument, so erh

�

alt man k

1

; k

2

; k

3

; : : : 2 IN und f

1

; f

2

; f

3

; : : :

2 F mit

q

0

ab

k

1

�!

A

f

1

ab

k

2

�!

A

f

2

ab

k

3

�!

A

f

3

ab

k

4

�!

A

f

4

� � � :

Damit ist dann aber au
h � = ab

k

1

ab

k

2

ab

k

3

ab

k

4

� � � 2 L

!

(A), aber � 62 L im

Widerspru
h zur Annahme, da� L

!

(A) = L gilt.
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Das n

�

a
hste Beispiel zeigt, da� au
h bei deterministis
hen B

�

u
hi{Automaten

das Vertaus
hen von End{ mit Ni
ht{Endzust

�

anden ni
ht dem Komplemen-

tieren der !{Spra
hen entspri
ht.

Beispiel 4.12 Betra
hte A

1

aus Beispiel 4.5.

A

1

:

1 2

b

a

b; 
 a; 


A

1

ist deterministis
h. L

!

(A

1

) = f� j na
h jedem a in � kommt no
h ein bg.

A

1

entsteht aus A

1

dur
h Vertaus
hen von Endzust

�

anden und Ni
ht{End-

zust

�

anden.

A

1

:

2

b

a

b; 
 a; 


1

L

!

(A

1

) \ L

!

(A

1

) ist ni
ht leer; z.B. ist (ab)

!

2 L

!

(A

1

) \ L

!

(A

1

).

Wie Beispiel 4.11 zeigt, ist die Klasse der von deterministis
hen B

�

u
hi{Auto-

maten akzeptierten Spra
hen kleiner als die Klasse der !{regul

�

aren Spra
hen

(also die Spra
hen, die von ni
ht{deterministis
hen B

�

u
hi{Automaten akzep-

tiert werden). Der n

�

a
hste Satz 
harakterisiert diese Klasse.

Satz 4.13 F

�

ur L � �

!

sind

�

aquivalent:

1. L wird von einem deterministis
hen B

�

u
hi{Automaten akzeptiert.

2. L = limU f

�

ur eine regul

�

are Spra
he U � �

�

.

Beweis: Es sei A = (Q;�; q

0

; Æ; F ) ein deterministis
her endli
her Automat.

F

�

ur � 2 �

!

sind

�

aquivalent:
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i) � 2 L

!

(A).

ii) Es gibt unendli
h viele vers
hiedene Anfangsst

�

u
ke von �, die in L(A)

liegen, d.h. � 2 limL(A).

Denn:

i);ii) Sei � 2 L

!

(A). Dann gibt es f

1

; f

2

; : : : 2 F und u

0

; u

1

; u

2

; : : : 2 �

+

mit q

0

u

0

�!

A

f

1

u

1

�!

A

f

2

u

2

�!

A

f

3

u

3

�!

A

� � � . Es folgt

u

0

; u

0

u

1

; u

0

u

1

u

2

; u

0

u

1

u

2

u

3

; : : : 2 L(A):

ii);i) Es sei fu

0

; u

0

u

1

; u

0

u

1

u

2

; u

0

u

1

u

2

u

3

; : : : g � �

+

; u

i

2 �

+

die unendli
he

Menge der Anfangsst

�

u
ke von � mit u

0

� � �u

i

2 L(A). Da A determi-

nistis
h ist, hei�t das, da� es f

1

; f

2

; : : : 2 F gibt mit q

0

u

0

�!

A

f

1

u

1

�!

A

f

2

u

2

�!

A

f

3

u

3

�!

A

� � � . Daher ist � = u

0

u

1

u

2

u

3

� � � 2 L

!

(A).

Bea
hte: W

�

are A ni
ht deterministis
h, so k

�

onnte es zwei vers
hiedene Pfade

mit Bes
hriftung u

0

geben: q

0

u

0

�!

A

f

1

und q

0

u

0

�!

A

q

1

u

1

�!

A

f

2

mit q

1

=2 F

und f

1

6

u

2

�!

A

f

2

, wie in Beispiel 4.11.

Aus \i) gdw ii)" folgt o�enbar \1. gdw 2." des Satzes.

Korollar 4.14 Die Klasse der von deterministis
hen B

�

u
hi{Automaten ak-

zeptierten Spra
hen ist ni
ht unter Komplement abges
hlossen.

Beweis: In Beispiel 4.11 haben wir gesehen, da� L = (a [ b)

�

b

!

ni
ht von

einem deterministis
hen B

�

u
hi{Automaten akzeptiert wird. Man sieht lei
ht,

da� L = fa; bg

!

n L die !{Spra
he ist, wel
he alle unendli
hen W

�

orter

�

uber

fa; bg enth

�

alt, die unendli
h viele a enthalten. Daher ist L = lim(b

�

a)

�

, also

von einem deterministis
hen B

�

u
hi{Automat erkennbar.
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4.2 Abs
hlu� unter Komplement

Die von B

�

u
hi{Automaten erkennbaren Spra
hen (d.h. die !{regul

�

aren Spra-


hen) sind unter Komplement abges
hlossen. Der Beweis hierf

�

ur ist aber viel

aufwendiger als im Fall der regul

�

aren Spra
hen.

Hauptsatz 4.15 Ist L � �

!

!{regul

�

ar, so au
h �

!

n L.

Um dies zu beweisen, stellen wir L und �

!

nL als endli
he Vereinigung von !{

Spra
hen U �V

!

f

�

ur regul

�

are Spra
hen U; V � �

�

dar. Diese Spra
hen werden

die Klassen einer gewissen Kongruenzrelation �

A

von endli
hem Index sein.

Es sei dazu A = (Q;�; I;�; F ) ein B

�

u
hi{Automat mit L

!

(A) = L. Wir

s
hreiben p

w;F

�! q um auszudr

�

u
ken, da� es in A einen Pfad von p na
h q mit

Bes
hriftung w 2 �

�

gibt, der mindestens einen Zustand aus F enth

�

alt. Die

Mengen

L

F

p;q

:= fw 2 �

�

j p

w;F

�! qg

sind o�enbar regul

�

are Spra
hen:

L

F

p;q

=

[

f2F

L

p;f

� L

f;q

:

De�nition 4.16 Die

�

Aquivalenzrelation �

A

auf �

�

ist de�niert dur
h

u �

A

v gdw f

�

ur alle p; q 2 Q gilt

1: p

u

�! q gdw p

v

�! q und

2: p

u;F

�! q gdw p

v;F

�! q:

Lemma 4.17 Die Relation �

A

ist eine Kongruenzrelation, die endli
hen In-

dex hat (d.h. nur endli
h viele Klassen).

Beweis:
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1. O�enbar ist �

A

eine

�

Aquivalenzrelation (da \gdw" re
exiv, transitiv

und symmetris
h ist). Damit �

A

eine Kongruenzrelation ist, m

�

ussen

wir zeigen: u �

A

v ; xuy �

A

xvy.

Es gelte also u �

A

v. Es gelte au�erdem p

xuy;F

���! q. Dann gibt es p

0

; q

0

mit p

x

�! p

0

u

�! q

0

y

�! q. Es folgt eine Fallunters
heidung dana
h, in

wel
hem der drei S
hritte Zust

�

ande aus F benutzt werden.

1. Fall: p

x;F

�! p

0

, d.h. f 2 F kommt im Pfad p

x

�! p

0

vor. Wegen u �

A

v folgt aus p

0

u

�! q

0

au
h p

0

v

�! q

0

und daher p

x;F

�! p

0

v

�! q

0

y

�! q,

also gilt au
h p

xvy;F

���! q.

2. Fall: Der Beweis f

�

ur q

0

y;F

�! q erfolgt analog.

3. Fall: p

0

u;F

�! q

0

. Wegen u �

A

v folgt p

0

v;F

�! q

0

und damit

p

x

�! p

0

v;F

�! q

0

y

�! q:

Also folgt stets aus p

xuy;F

���! q au
h p

xvy;F

���! q. Die anderen F

�

alle kann

man entspre
hend behandeln: Die R

�

u
kri
htung des zweiten Teils der

De�nition ist symmetris
h zum bereits gezeigten, und der erste Teil ist

diesem zweiten Teil

�

ahnli
h.

2. Die �

A

{Klasse eines Wortes w ist eindeutig bestimmt dur
h das Paar

von Mengen (f(p; q) j p

w

�! qg; f(p; q) j p

w;F

�! qg). Es gibt daher maxi-

mal 2

jQ�Qj

� 2

jQ�Qj

viele vers
hiedene �

A

{Klassen.

Wie sieht nun die �

A

{Klasse [w℄ eines Wortes w aus?

Lemma 4.18 F

�

ur w 2 �

�

gilt

1. [w℄ =

T

p;q2Q

w2L

p;q

L

p;q

\

T

p;q2Q

w=2L

p;q

L

p;q

\

T

p;q2Q

w2L

F

p;q

L

F

p;q

\

T

p;q2Q

w=2L

F

p;q

L

F

p;q

:

2. Insbesondere ist daher [w℄ � �

�

eine regul

�

are Spra
he.

Bea
hte: Der Dur
hs
hnitt

�

uber eine leere Indexmenge wird hier als �

�

angenommen, also

\

p;q2Q

w2L

F

p;q

L

F

p;q

= �

�

; falls w 62 L

F

p;q

f

�

ur alle p; q 2 Q:
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Beweis: 2. folgt unmittelbar aus 1. Wir zeigen im folgenden also nur 1.

\�" Sei u 2 [w℄, d.h. u �

A

w. Ist w 2 L

p;q

(L

p;q

; L

F

p;q

; L

F

p;q

) so folgt wegen

u �

A

w au
h u 2 L

p;q

(L

p;q

; L

F

p;q

; L

F

p;q

).

\�" Sei u in dem Dur
hs
hnitt auf der re
hten Seite. Wir m

�

ussen u 2 [w℄

zeigen, d.h. p

u

�! q gdw p

w

�! q und p

u;F

�! q gdw p

w;F

�! q.

� Aus p

w

�! q folgt w 2 L

p;q

und damit u 2 L

p;q

, d.h. p

u

�! q.

� Aus p 6

w

�! q folgt w 2 L

p;q

und damit u 2 L

p;q

, d.h. p 6

u

�! q.

� F

�

ur

w;F

�! erfolgen die Beweise analog.

Hauptsatz 4.15 ergibt si
h sehr lei
ht aus dem folgenden Satz.

Satz 4.19 Es sei A ein B

�

u
hi{Automat.

1. F

�

ur jedes Paar U; V von �

A

{Klassen gilt:

(a) Ist UV

!

\ L

!

(A) 6= ;, so ist UV

!

� L

!

(A),

(b) Ist UV

!

\ L

!

(A) 6= ;, so ist UV

!

� L

!

(A).

2. F

�

ur jedes � 2 �

!

existieren �

A

{Klassen U; V mit � 2 UV

!

.

Wir

�

uberlegen zun

�

a
hst, warum hieraus folgt, da� L

!

(A) = �

!

n L

!

(A) !{

regul

�

ar ist.

Aus 1. und 2. des Satzes folgt, da�

L

!

(A) =

[

U;V�

A

{Klassen

UV

!

�L

!

(A)

UV

!

;

L

!

(A) =

[

U;V�

A

{Klassen

UV

!

�L

!

(A)

UV

!

:

Da alle �

A

{Klassen U; V regul

�

ar sind und �

A

endli
hen Index hat, ist mit

Satz 4.8 L

!

(A) !{regul

�

ar. Bea
hte: Der Punkt 2 dieses Satzes ist f

�

ur \�"

n

�

otig!
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Man kann den Satz 4.19 dur
h ad{ho
{Argumente beweisen. Eleganter ist

aber die Verwendung eines kombinatoris
hen Resultats, das au
h in anderen

Berei
hen sehr n

�

utzli
h ist.

De�nition 4.20 F

�

ur eine Menge M bezei
hne [M ℄

2

die Menge aller 2{ele-

mentigen Teilmengen von M . Es sei nun

[M ℄

2

= A

1

_

[A

2

_

[ � � �

_

[A

n

eine Zerlegung von [M ℄

2

in endli
h viele disjunkte Mengen. Eine Teilmenge

X von M hei�t homogen f

�

ur die Partition, falls es ein i gibt mit

[X℄

2

� A

i

(1 � i � n):

Beispiel: Sei [IN℄

2

= A

_

[B mit

A = ffi; jg j i 6= j und i � j mod 2g und

B = ffi; jg j i 6= j und i 6� j mod 2g:

Dann sind

G = fi 2 IN j i ist geradeg und

U = fj 2 IN j j ist ungeradeg

beide homogen f

�

ur A

_

[B, da [G℄

2

� A und [U ℄

2

� A.

Satz 4.21 [Ramsey℄ Es sei [IN℄

2

= A

1

_

[A

2

_

[ � � �

_

[A

n

eine disjunkte Zerle-

gung von [IN℄

2

. Dann gibt es eine unendli
he Teilmenge X � IN, die homogen

f

�

ur diese Zerlegung ist.

Beweis: Siehe z.B. Seite 111 und 112 in [Ros82℄.

Kommen wir nun zu Beweis von Satz 4.19.

1. Es sei � 2 UV

!

\ L

!

(A). Das hei�t

(a) � = uv

1

v

2

v

3

� � � mit u 2 U und v

i

2 V n f�g.
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(b) Es gibt einen erfolgrei
hen Pfad

q

0

u

�! q

1

v

1

�! q

2

v

2

�! q

3

v

3

�!� � �

in A mit Bes
hriftung � = uv

1

v

2

v

3

� � � und mit q

0

2 I.

Dieser Pfad ist erfolgrei
h, daher werden unendli
h oft Zust

�

ande aus F

dur
hlaufen, d.h. es gibt unendli
h viele i � 1, so da�

q

i

v

i

;F

�! q

i+1

gilt. Es sei nun � 2 UV

!

beliebig. Wir m

�

ussen zeigen, da� dann au
h

� 2 L

!

(A) gilt. Wir wissen, da� � si
h s
hreiben l

�

a�t als

� = u

0

v

0

1

v

0

2

v

0

3

� � �

mit u

0

2 U und v

0

i

2 V . Da U und V �

A

{Klassen sind, folgt u �

A

u

0

und v

i

�

A

v

i

0

. Darum gibt es einen Pfad

q

0

u

0

�! q

1

v

0

1

�! q

2

v

0

2

�! q

3

v

0

3

�!� � � ;

auf dem dann nat

�

urli
h au
h f

�

ur unendli
h viele i � 1 gilt: q

i

v

0

i

;F

�! q

i+1

.

Daher gilt au
h � 2 L

!

(A). Damit ist 1.(a) von Satz 4.19 gezeigt. Teil

1.(b) folgt dann unmittelbar: Ist � 2 UV

!

\ L

!

(A), so kann es kein

� mit � 2 UV

!

\ L

!

(A) geben, da sonst mit Teil 1.(a) unmittelbar

� 2 L

!

(A) folgen w

�

urde.

2. Hier werden wir nun den Satz von Ramsey verwenden. Es sei � 2 �

!

.

Zusammen mit der Relation �

A

de�niert � die folgende Zerlegung auf

[IN℄

2

.

Es seien U

1

; U

2

; : : : ; U

n

die (endli
h vielen) �

A

{Klassen. Wir de�nieren

A

�

= ffi; jg j i < j und �(i+ 1; j) 2 U

�

g:

Da �

A

eine

�

Aquivalenzrelation auf �

�

ist, ist jedes endli
he Wort in

genau einer ihrer

�

Aquivalenzklassen, daher gilt

[IN℄

2

= A

1

_

[A

2

_

[ � � �

_

[A

n

:
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Na
h Ramsey (Satz 4.21) gibt es eine unendli
he Teilmenge X von IN,

die homogen f

�

ur diese Zerlegung ist. Es gibt also ein k; 1 � k � n, so

da� [X℄

2

� A

k

gilt, d.h. f

�

ur alle i; j 2 X mit i < j gilt: �(i+1; j) 2 U

k

.

Da X unendli
h ist, gibt es eine unendli
he Folge i

1

; i

2

; i

3

; : : : in X mit

i

j

+1 < i

j+1

. Damit wissen wir: �(i

j

+1; i

j+1

) 2 U

k

n f�g. Es sei nun U

die �

A

{Klasse von �(0; i

1

). Dann l

�

a�t si
h � s
hreiben als

� = �(0; i

1

)�(i

1

+ 1; i

2

)�(i

2

+ 1; i

3

) : : : 2 UU

!

k

:

Korollar 4.22 Zu einem gegebenen B

�

u
hi{Automaten A kann man e�ektiv

einen B

�

u
hi{Automaten B konstruieren mit

L

!

(B) = L

!

(A):

Beweis:

1. Die �

A

{Klassen k

�

onnen e�ektiv bestimmt werden: Lemma 4.18 zeigt,

wie man sie aus den Spra
hen L

p;q

und L

F

p;q

erh

�

alt.

2. F

�

ur ein gegebenes Paar U; V von �

A

{Klassen ist ents
heidbar, ob

UV

!

\ L

!

(A) = ;

gilt (siehe Satz 4.10).

3. F

�

ur UV

!

kann man e�ektiv B

�

u
hi{Automaten konstruieren, also au
h

f

�

ur endli
he Vereinigungen davon.

Korollar 4.23 Das

�

Aquivalenzproblem f

�

ur B

�

u
hi{Automaten ist ents
heid-

bar.

Beweis:

L

!

(A

1

) = L

!

(A

2

) gdw
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(L

!

(A

1

) n L

!

(A

2

)) [ (L

!

(A

2

) n L

!

(A

1

)) = ;: (4.1)

Aus Lemma 4.7 wissen wir, da� die Klasse der B

�

u
hi{erkennbaren Spra
hen

e�ektiv unter Vereinigung abges
hlossen ist, und Korollar 4.22 liefert die ef-

fektive Abges
hlossenheit unter Komplementbildung. Daher kann man au
h

einen B

�

u
hi{Automaten f

�

ur die in der linken Seite von Glei
hung 4.1 genann-

te Spra
he konstruieren. Dieser akzeptiert die leere Spra
he, falls kein End-

zustand auf einem errei
hbaren Zyklus liegt (d.h. falls f

�

ur alle i 2 I; f 2 F

gilt L

i;f

= ; oder L

f;f

n f�g = ;).

4.3 Muller{Automaten

Wir haben gesehen, da� deterministis
he B

�

u
hi{Automaten ni
ht alle !{

regul

�

aren Spra
hen erkennen k

�

onnen. Wir betra
hten nun ein modi�ziertes

Automatenmodell, bei dem bereits die deterministis
hen Automaten alle !{

regul

�

aren Spra
hen erkennen.

De�nition 4.24 [Muller{Automat℄ Ein Muller{Automat ist ein determini-

stis
her endli
her Automat A = (Q;�; q

0

; Æ;F), wobei

� Q;�; q

0

; Æ wie bei deterministis
hen B

�

u
hi{Automaten de�niert sind

und

� F � 2

Q

eine Menge von Mengen von Endzust

�

anden ist.

Ein unendli
her Pfad p

0

a

0

�! p

1

a

0

�! p

2

a

2

�!� � � in einem Muller{Automaten

hei�t erfolgrei
h, falls gilt:

� er beginnt mit dem Anfangszustand, d.h. p

0

= q

0

und

� fp 2 Q j Es gibt unendli
h viele i mit p = p

i

g 2 F .

F

�

ur einen Muller{AutomatenA ist L

!

(A) = f� 2 �

!

j � ist die Bes
hriftung

eines erfolgrei
hen Pfadesg die von ihm akzeptierte Spra
he.
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Beispiel 4.25 Betra
hten wir wieder L = (a [ b)

�

b

!

. Wie bereits gesehen,

wird L ni
ht von einem deterministis
hen B

�

u
hi{Automaten akzeptiert (Bei-

spiel 4.11). Der folgende (deterministis
he) Muller{Automat akzeptiert L:

1 2

a

b

a

b

wobei F = ff2gg ist. Denn: Ist die Menge aller unendli
h oft dur
hlaufener

Zust

�

ande eines Pfades f2g (d.h. Zustand 1 wird nur endli
h oft dur
hlaufen),

so mu� es o�enbar eine Stelle in der Bes
hriftung dieses Pfades geben, ab der

nur no
h b vorkommt.

Bea
hte: Ein B

�

u
hi{Automat mit F = f2g akzeptiert z.B. au
h (a [ b)

!

.

Satz 4.26 F

�

ur eine !{Spra
he L sind

�

aquivalent:

1. L ist !{regul

�

ar.

2. L wird von einem Muller{Automaten akzeptiert.

Beweis:

\2; 1" (relativ einfa
h) Es sei A = (Q;�; q

0

; Æ;F) ein (deterministis
her)

Muller{Automat. Dann gilt:

L = L

!

(A)

=

[

F2F

0

�

\

q2F

limL

q

0

;q

n

[

q2QnF

limL

q

0

;q

1

A

=

[

F2F

0

�

\

q2F

limL

q

0

;q

\

\

q2QnF

limL

q

0

;q

1

A

: (4.2)

Begr

�

undung: Muller{Automaten akzeptieren ein !{Wort, falls es einen

Pfad bes
hriftet, der genau die Endzust

�

ande einer Endzustandsmenge
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F 2 F unendli
h oft dur
hl

�

auft. Daher die gro�e Vereinigung

�

uber alle

diese F . Da A deterministis
h ist, enth

�

alt limL

q

0

;q

genau die W

�

orter,

die einen unendli
hen Pfad bes
hriften, der q unendli
h oft dur
hl

�

auft.

Da A deterministis
h ist, erh

�

alt man mit dem Dur
hs
hnitt

�

uber alle

Zust

�

ande in F genau die W

�

orter, deren Pfade jeden dieser Zust

�

ande

unendli
h oft dur
hlaufen (es kann also ni
ht vorkommen, da� ein Wort

zwei vers
hiedene Pfade bes
hriftet, die unters
hiedli
he Endzust

�

ande

unendli
h oft dur
hlaufen). Pfade, die mit von A akzeptierten W

�

ortern

bes
hriftet sind, dur
hlaufen Ni
ht{Endzust

�

ande (d.h. Zust

�

ande in Qn

F ) jedo
h nur endli
h oft, daher m

�

ussen wir diese W

�

orter abziehen. Al-

so gilt Glei
hung 4.2. Wir wissen, da� limL

q

0

;q

!{regul

�

ar ist (Satz 4.13).

Au�erdem sind die !{regul

�

aren Spra
hen na
h Lemma 4.7 unter Verei-

nigung und Dur
hs
hnitt und na
h Satz 4.15 au
h unter Komplement

abges
hlossen. Also ist die Spra
he in Glei
hung 4.2 au
h !{regul

�

ar.

\1; 2" Dieser Teil des Beweises ist mindestens so aufwendig wie der Beweis

von Satz 4.15, da man lei
ht zeigen kann (siehe Satz 4.27), da� (deter-

ministis
he) Muller{Automaten unter Komplement abges
hlossen sind.

Wir lassen den Beweis daher weg.

Satz 4.27 Wird L � �

!

von einem Muller{Automaten akzeptiert, so au
h

L = �

!

n L.

Beweis: Sei L = L

!

(A) f

�

ur einen (deterministis
hen) Muller{Automaten

A = (Q;�; q

0

; Æ;F). Man sieht lei
ht, da� B = (Q;�; q

0

; Æ; 2

Q

nF) die !{Spra-


he L akzeptiert (Ist die Menge aller unendli
h oft dur
hlaufener Zust

�

ande

eines mit � bes
hrifteten Pfades ni
ht in F , d.h. � 2 L, so ist sie in 2

Q

n F

und � 2 L

!

(B)).
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Kapitel 5

Unendli
he W

�

orter und

logis
he Formeln

5.1 Die Logik S1S und !{regul

�

are Spra
hen

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Formelklasse zu bes
hreiben, wel
he genau

die !{regul

�

aren Spra
hen akzeptiert. Wie im Fall endli
her W

�

orter (regul

�

arer

Spra
hen) werden wir sehen, da� Pr

�

adikatenlogik erster Stufe ni
ht ausrei
ht.

Man mu� zus

�

atzli
h Quanti�zierung

�

uber einstellige Pr

�

adikate zulassen.

De�nition 5.1 (S1S) Formeln der Monadis
hen Logik zweiter Stufe eines

Na
hfolgers (S1S steht f

�

ur Se
ond order logi
 of 1 Su

essor) sind aufgebaut

mit Hilfe von:

� n einstelligen Pr

�

adikatssymbolen P

1

; P

2

; : : : ; P

n

,

� einem einstelligen Funktionssymbol s,

� einem Konstantensymbol 0,

� einem 2{stelligen Pr

�

adikatssymbol

_

<,

� den Booles
hen Operatoren ^;_;:,
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� den Quantoren erster Stufe 9x ; 8x , wobei x f

�

ur ein Element des Inter-

pretationsberei
hs steht,

� den Quantoren zweiter Stufe 9X ; 8X , wobei X f

�

ur eine Teilmenge des

Interpretationsberei
hs steht.

Als Interpretationsberei
h betra
hten wir die nat

�

urli
hen Zahlen !, und wir

interpretieren

� 0 als 0,

� s als nat

�

urli
he Na
hfolgerfunktion m 7! m + 1,

�

_

< als die

�

ubli
he Ordnung < auf !.

1

Wie im endli
hen Fall sei � = f0; 1g

n

. Eine gegebene Interpretation P

I

1

; P

I

2

;

: : : ; P

I

n

der Symbole P

1

; P

2

; : : : ; P

n

entspri
ht dann einem unendli
hen Wort

� = �(0)�(1)�(2) � � � 2 �

!

; wobei

�(m) = (b

m

1

; : : : ; b

m

n

) mit b

m

i

=

(

1 falls m 2 P

I

i

0 falls m 62 P

I

i

:

F

�

ur eine ges
hlossene S1S{Formel � s
hreiben wir wieder � j= �, wenn die

Interpretation, die dem !{Wort � entspri
ht, � wahr ma
ht. Die von � ak-

zeptierte !{Spra
he ist de�niert dur
h:

L

!

(�) = f� 2 �

!

j � j= �g:

Beispiel 5.2 Es sei n = 1, also ist � = f0; 1g.

1

Glei
hheit kann daher dur
h x

:

= y , :(x

_

< y _ y

_

< x) ausgedr

�

u
kt werden, d.h. S1S

mit Glei
hheit ist genauso ausdru
ksstark ist wie S1S ohne Glei
hheit.
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1. Betra
hten wir zun

�

a
hst eine Formel � und die von ihr akzeptierte !{

Spra
he L

!

(�).

� = P

1

(0) ^

(8x P

1

(x)) :P

1

(s(x))) ^

(8x :P

1

(x)) P

1

(s(x)))

L

!

(�) = f10101010 � � � g = (10)

!

2. Sei L

1

= f� 2 �

!

j na
h jeder 1 in � kommt no
h eine 0g. Dann wird

L

1

o�ensi
htli
h dur
h die Formel

� = 8x P

1

(x)) 9y x

_

< y ^ :P

1

(y)

bes
hrieben, das hei�t L

!

(�) = L

1

.

3. Betra
hte L

2

= f� 2 �

!

j zwis
hen zwei Einsen in � be�ndet si
h eine

gerade Anzahl von Nulleng. Um L

2

dur
h eine Formel zu bes
hreiben,

betra
hten wir Positionen x, y im Wort, an denen eine 1 steht und

zwis
hen denen nur Nullen vorkommen. Wir f

�

uhren die Pr

�

adikate Y

und X ein, die f

�

ur \gerade" und \ungerade" stehen, und sorgen daf

�

ur,

da� nur geradzahlig viele Nullen zwis
hen zwei Einsen stehen. Damit

gilt dann L

!

(�) = L

2

f

�

ur:

� = 8x 8y (x

_

< y ^ P

1

(x) ^ P

1

(y) ^ 8z x

_

< z ^ z

_

< y ) :P

1

(z))

) 9X 9Y 8z (x

_

< z ^ z

_

< y))

(:(X(z) ^ Y (z))^

(X(z)) Y (s(z))) ^ (Y (z)) X(s(z)))^

X(s(x)) ^X(y)):

Wie im endli
hen Fall verwenden wir im folgenden wieder Q

a

(x) als Abk

�

ur-

zung f

�

ur die Formel, die ausdr

�

u
kt, da� an der Position x das Symbol a 2 �

steht.

Wir zeigen als n

�

a
hstes, da� man auf die Symbole 0 und

_

< verzi
hten kann,

ohne an Ausdru
ksst

�

arke zu verlieren.
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Lemma 5.3 Sowohl 0 als au
h

_

< kann in S1S mit Hilfe der

�

ubrigen Symbole

de�niert werden.

Beweis: x

:

= 0 ist o�ensi
htli
h

�

aquivalent zu :9y (y

_

< x) und x

_

< y ist

�

aquivalent zu 9X (:X(x) ^X(y) ^ 8z (X(z)) X(s(z)))):

Nun also der Zusammenhang zwis
hen S1S{Formeln und !{regul

�

aren Spra-


hen.

Satz 5.4 F

�

ur eine !{Spra
he L sind

�

aquivalent:

1. L ist !{regul

�

ar.

2. L = L

!

(�) f

�

ur eine ges
hlossene S1S{Formel �.

Beweis:

\1; 2" Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein B

�

u
hi{Automat mit L = L

!

(A). Wir

werden die Existenz eines erfolgrei
hen Pfades dur
h eine S1S{Formel

bes
hreiben. Es sei

Q = fq

0

; : : : ; q

m

g und ohne Eins
hr

�

ankung

I = fq

0

; : : : ; q

k

g f

�

ur ein k � m:

Wir verwenden Variablen Y

0

; Y

1

; : : : ; Y

m

, wobei Y

i

(x) als \der x{te Zu-

stand im Pfad ist q

i

" gelesen werden sollte.
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9Y

0

� � � 9Y

m

�

8x

^

0�i<j�m

:(Y

i

(x) ^ Y

j

(x))

�

^ Die Mengen sind

disjunkt,

�

Y

0

(0) _ � � � _ Y

k

(0)

�

^ man beginnt mit

einem Anfangszust.,

�

8x

_

(q

i

;a;q

j

)2�

Y

i

(x)^Q

a

(x)

^Y

j

(s(x))

�

^

an Position s(x)

steht ein bez

�

ugl. �

erlaubter Folgezust.,

�

_

q

i

2F

8x 9y x

_

< y ^ Y

i

(y)

�

einer der Endzust.

wird unendli
h oft

angenommen.

Na
h Konstruktion erf

�

ullt � 2 �

!

diese Formel genau dann, wenn �

die Bes
hriftung eines erfolgrei
hen Pfades ist.

\2; 1" Wir werden zun

�

a
hst S1S{Formeln in eine passende Normalform

bringen:

1. Es d

�

urfen nur no
h Variablen X

i

zweiter Stufe auftreten (kein x

erster Ordnung).

2. Atomare Formeln haben die Gestalt

� X

i

_

� X

j

(als Abk

�

urzung f

�

ur 8x X

i

(x)) X

j

(x)),

� Su

(X

i

)

_

� X

j

(mit Semantik: X

I

j

= fn

j

g; X

I

i

= fn

i

g und

n

i

+ 1 = n

j

).

Dabei sind X

i

; X

j

Variablen zweiter Ordnung oder Pr

�

adikatssym-

bole P

1

; : : : ; P

n

.

Formeln, die aus diesen atomaren Formeln mit Hilfe Booles
her Opera-

toren und Quanti�zierung zweiter Stufe aufgebaut sind, hei�en S1S

0

{

Formeln.

Behauptung: Jede S1S{Formel kann in eine

�

aquivalente S1S

0

{Formel

�

uberf

�

uhrt werden.

Denn:
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1. Wir haben bereits gesehen, da� 0 und

_

< eliminiert werden k

�

onnen.

2. Ges
ha
htelte Anwendung der Na
hfolgerfunktion kann wie folgt

eliminiert werden:

y

:

= s(s(� � �s(x) � � � ))

| {z }

m�mal

ist

�

aquivalent zu

9y

1

: : :9y

m�1

y

1

:

= s(x) ^ y

2

:

= s(y

1

) ^ : : : ^ s(y

m�1

)

:

= y:

3. Wir haben damit ohne Eins
hr

�

ankung nur no
h atomare Formeln

der Gestalt

x

:

= y; s(x)

:

= y; P

i

(x); X(x):

Im abs
hlie�enden S
hritt verwenden wir die folgenden Abk

�

urzun-

gen:

� X

_

� Y f

�

ur X

_

� Y ^ Y

_

� X,

� X 6

_

� Y f

�

ur :(X

_

� Y ),

� Einer(X) f

�

ur \X hat genau eine e
hte Teilmenge", d.h. X ist

Einermenge:

9Y (Y

_

� X ^ Y 6

_

� X ^ 8Z (Z

_

� X ) (Z

_

� X _ Z

_

� Y ))):

4. Variablen erster Stufe k

�

onnen nun wie im folgenden Beispiel eli-

miniert werden:

8x 9y s(x)

:

= y ^ Z(y)

wird zu

8X Einer(X)) 9Y (Einer(Y ) ^ Su

(X)

_

� Y ^ Y

_

� Z):

Dies s
hlie�t den Beweis der Behauptung ab.

Wir zeigen dur
h Induktion

�

uber den Aufbau von S1S

0

{Formeln �, da�

L

!

(�) !{regul

�

ar ist. Wir betra
hten dabei au
h Formeln mit freien Va-

riablen (zweiter Stufe), wobei diese bei der De�nition der akzeptierten

Spra
he wie einstellige Pr

�

adikatssymbole behandelt werden. So liefert

z.B. 9Y (X

_

� Y ^ P

1

_

� Y ) eine !{Spra
he

�

uber � = f0; 1g

2

, da P

1

und X frei vorkommen.
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Induktionsanfang: Atomare Formeln sind von der Gestalt X

_

� Y

oder Su

(X)

_

� Y und werden dur
h W

�

orter

�

uber � = f0; 1g

2

inter-

pretiert (Ohne Eins
hr

�

ankung steht dabei die erste Komponente f

�

ur X

und die zweite f

�

ur Y ).

L

!

(X

_

� Y ) = f� = �

0

�

1

�

2

� � � j f

�

ur �

i

= (b

i

1

; b

i

2

) gilt:

b

i

1

= 1; b

i

2

= 1g

Daher gilt, da� L

!

(X

_

� Y ) von folgendem B

�

u
hi{Automaten akzep-

tiert wird:

1

(0; 0); (0; 1); (1; 1)

L

!

(Su

(X)

_

� Y ) = f� = �

0

�

1

�

2

� � � j f

�

ur �

i

= (b

i

1

; b

i

2

) gilt:

es gibt ein k mit

b

k

1

= 1 und b

(k+1)

2

= 1 und

b

j

1

= 0 f

�

ur j 6= k

b

j

2

= 0 f

�

ur j 6= k + 1g:

Daher wird L

!

(Su

(X)

_

� Y ) von folgendem B

�

u
hi{Automaten ak-

zeptiert:

1 2 3

(0; 0) (0; 0)

(1; 0) (0; 1)

Induktionss
hritt: Es gen

�

ugt, :;_; 9X zu betra
hten.

1. L

!

(:�) = �

!

n L

!

(�). Na
h Induktionsannahme ist L

!

(�) !{

regul

�

ar und damit mit Satz 4.15 au
h L

!

(�) = �

!

n L

!

(�).
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2. \_" entspri
ht im Prinzip der Vereinigung, allerdings k

�

onnen bei

� = �

1

_ �

2

die in �

1

und �

2

vorkommenden Pr

�

adikatssymbole

und freien Variablen vers
hieden sein.

Beispiel:

�(X

1

; X

2

; X

3

| {z }

freie Var.

) = �

1

(X

1

; X

2

) _ �

2

(X

2

; X

3

)

Man erweitert dann �

1

und �

2

um die fehlenden freien Variablen

oder Pr

�

adikatssymbole, indem man einfa
h trivial wahre Formeln

anf

�

ugt, die diese enthalten (z.B.

^

�

1

(X

1

; X

2

; X

3

) = �

1

(X

1

; X

2

) ^

X

3

_

� X

3

). Allgemein gilt f

�

ur i 2 f1; 2g: Ist A

i

ein B

�

u
hi{Automat

f

�

ur �

i

, so erh

�

alt man den Automaten

^

A

i

f

�

ur

^

�

i

wie folgt: � =

f0; 1g

n

i

von A

i

wird ersetzt dur
h � = f0; 1g

n

i

+`

i

f

�

ur `

i

freie

Variablensymbole von �

3�i

, die ni
ht in �

i

vorkommen. In

^

A

1

gibt

es den

�

Ubergang

q

(b

1

;::: ;b

n

i

+`

i

)

���! q

0

genau dann, wenn es n

i

Komponenten (b

j

1

; : : : ; b

j

n

i

) in (b

1

; : : : ;

b

n

i

+`

i

) gibt, so da� X

j

1

; : : : ; X

j

n

i

die in �

i

frei vorkommenden Va-

riablen sind und

q

(b

j

1

;:::;b

j

n

i

)

���! q

0

ein

�

Ubergang in A

i

ist. Dann ist

L

!

(�(X

1

; : : : ; X

m

))

= L

!

(�

1

(X

j

1

; : : : ; X

j

n

1

) _ �

2

(X

k

1

; : : : ; X

k

n

2

))

= L

!

(

^

�

1

(X

1

; : : : ; X

m

) _

^

�

2

(X

1

; : : : ; X

m

))

= L

!

(

^

�

1

(X

1

; : : : ; X

m

)) [ L

!

(

^

�

2

(X

1

; : : : ; X

m

))

= L

!

(

^

A

1

) [ L

!

(

^

A

2

)

na
h Induktionsvoraussetzung !{regul

�

ar.

3. Es sei

�(X

1

; : : : ; X

n

) = 9Y �(Y;X

1

; : : : ; X

n

):

Ist A ein Automat f

�

ur L

!

(�(Y;X

1

; : : : ; X

n

)), so erh

�

alt man einen

Automaten f

�

ur L

!

(�(X

1

; : : : ; X

n

)) wie folgt: Ersetze jeden

�

Uber-

gang

q

(b

0

;b

1

;::: ;b

n

)

���! q

0

in A dur
h q

(b

1

;::: ;b

n

)

���! q

0

:
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Das folgende Beispiel verans
hauli
ht, wie man mit der in diesem Beweis

vorgestellten Konstruktion aus einer Formel einen B

�

u
hi{Automaten erh

�

alt.

Beispiel 5.5 Es sei

� = 9Y (X

_

� Y _ Su

(Y )

_

� Z):

Der Automat A

1

akzeptiert L

!

(X

_

� Y ):

1

(0; 0); (0; 1); (1; 1)

und

^

A

1

ist der um Z erweiterte Automat:

1

(0; 0; 0); (0; 1; 0); (1; 1; 0)

(0; 0; 1); (0; 1; 1); (1; 1; 1)

Der Automat A

2

akzeptiert L

!

(Su

(Y )

_

� Z):

1 2 3

(0; 0) (0; 0)

(1; 0) (0; 1)

und

^

A

2

ist der um X erweiterte Automat:

1 2 3

(0; 1; 0) (0; 0; 1)

(1; 0; 1)

(0; 0; 0)

(1; 0; 0)

(0; 0; 0)

(1; 0; 0)

(1; 1; 0)
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Die disjunkte Vereinigung dieser beiden Automaten,

^

A

1

_

[

^

A

2

, akzeptiert

L

!

(X

_

� Y _ Su

(Y )

_

� Z). Der folgende Automat akzeptiert dann

L

!

(9Y (X

_

� Y _ Su

(Y )

_

� Z)) und entsteht aus

^

A

1

_

[

^

A

2

dur
h \Her-

ausstrei
hen" der 2. Komponente (f

�

ur Y ):

(0; 0)

(1; 0)

(0; 0)

(1; 0)

1 2 31

(0; 0)

(1; 0)

(0; 1)

(1; 1)

(0; 0); (1; 0)

(0; 1); (1; 1)

1'

Das n

�

a
hste Beispiel zeigt, wie die S1S{Formel zu einem gegebenen B

�

u
hi{

Automaten aussieht.

Beispiel 5.6 Sei � = fa; bg. Wir verwenden wie gewohnt die Abk

�

urzungen

Q

a

(x) f

�

ur P

1

(x) und Q

b

(x) f

�

ur :P

1

(x).

A

a

a

a

b

b

1 20

Es ist o�ensi
htli
h, da� L

!

(A) = f� 2 fa; bg

!

j zwis
hen zwei b liegt eine

gerade Anzahl von ag gilt. Die Konstruktion aus dem Beweis des Satzes 5.4

liefert folgende Formel, die L

!

(A) akzeptiert:
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9Y

0

9Y

1

9Y

2

�

8x :(Y

0

(x) ^ Y

1

(x)) ^

:(Y

0

(x) ^ Y

2

(x)) ^

:(Y

1

(x) ^ Y

2

(x))

�

^

Y

0

(0) ^

�

8x (Y

0

(x) ^Q

a

(x) ^ Y

0

(s(x))) _

(Y

0

(x) ^Q

b

(x) ^ Y

1

(s(x))) _

(Y

1

(x) ^Q

b

(x) ^ Y

1

(s(x))) _

(Y

1

(x) ^Q

a

(x) ^ Y

2

(s(x))) _

(Y

2

(x) ^Q

a

(x) ^ Y

1

(s(x)))

�

^

�

(8x 9y x

_

< y ^ Y

0

(y)) _

(8x 9y x

_

< y ^ Y

1

(y))

�

Der Beweis des Satzes 5.4 zeigt, da� man zu jeder S1S{Formel � e�ektiv

einen B

�

u
hi{Automaten A konstruieren kann mit L

!

(A) = L

!

(�). Daraus

folgt, da� man von einer (ges
hlossenen) S1S{Formel � ents
heiden kann,

ob sie in der kanonis
hen Interpretation (!;<;+1; 0) g

�

ultig ist oder ni
ht.

O�enbar ist eine Formel � genau dann g

�

ultig (d.h. sie gilt in allen zul

�

assigen

Interpretationen), wenn es keine Interpretation gibt, die :� wahr ma
ht, also

wenn L

!

(:�) = ; gilt.

Korollar 5.7 G

�

ultigkeit in S1S ist ents
heidbar.

Beweis: Es sei � eine (ohne Eins
hr

�

ankung ges
hlossene) S1S{Formel. Zu

:� kann man e�ektiv einen B

�

u
hi{Automaten A konstruieren mit L

!

(A) =

L

!

(�). Das Leerheitsproblem f

�

ur !{regul

�

are Spra
hen ist mit Satz 4.10 ent-

s
heidbar.

Der Beweis von Satz 5.4 l

�

a�t si
h lei
ht so ab

�

andern, da� er au
h f

�

ur regul

�

are

Spra
hen endli
her W

�

orter funktioniert.

Korollar 5.8 F

�

ur eine Spra
he L � �

�

sind

�

aquivalent:

1. L ist regul

�

ar.
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�

ORTER UND LOGISCHE FORMELN

2. L n f�g = L(�) f

�

ur eine ges
hlossene S1S{Formel �.

Wie im Kapitel 1.3 eingef

�

uhrt, fa�t man hier wieder endli
he W

�

orter als

endli
he, total geordnete Interpretationen auf. Im Beweis von \1 ; 2"

mu� im wesentli
hen nur die Akzeptanzbedingung ge

�

andert werden:

_

q

i

2F

8x 9y x

_

< y ^ Y

i

(y)

wird ersetzt dur
h

_

q

i

2F

8x max(x)) Y

i

(x):

Im Beweis von \2 ; 1" verwendet man die Abs
hlu�eigens
haften re-

gul

�

arer Spra
hen. Beim Induktionsanfang mu� man die spezielle Semantik

von s bea
hten (auf Maxima und Minima) und mit der Akzeptanzbedingung

f

�

ur endli
he W

�

orter auskommen.

Korollar 5.9 F

�

ur eine S1S{Formel ist es ents
heidbar, ob sie in allen endli-


hen S1S{Interpretationen gilt.

Man bea
hte: es gibt S1S{Formeln, die zwar in allen endli
hen S1S{Interpre-

tationen gelten, aber ni
ht in allen unendli
hen.

Beispiel: Die Formel :(8x 9y (x

_

< y)) gilt in allen endli
hen S1S{Interpre-

tationen, aber in keiner unendli
hen.

5.2 S
hw

�

a
here Logiken und Presburger Arith-

metik

B

�

u
hi hat au
h die s
hwa
he Logik WS1S (das W steht f

�

ur weak) untersu
ht,

bei der Quantoren 9X ; 8Y zweiter Stufe nur

�

uber endli
he Teilmengen von

! quanti�zieren. O�enbar kann man WS1S in S1S ausdr

�

u
ken:
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�

ACHERE LOGIKEN UND PRESBURGER ARITHMETIK

Die Formel 9X �(X) in WS1S wird in S1S zu

9X (9y 8x (X(x)) x

_

< y) ^ �(X)):

Damit ist gezeigt, da� die G

�

ultigkeit in WS1S ebenfalls ents
heidbar ist.

Umgekehrt kann man zeigen, da� WS1S genauso ausdru
ksstark ist wie S1S,

d.h. zu jeder !{Spra
he L gibt es eine WS1S Formel � mit L

!

(�) = L. Wir

verwenden die Ents
heidbarkeit von WS1S nun, um die Ents
heidbarkeit der

Presburger{Arithmetik zu zeigen.

De�nition 5.10 Presburger Arithmetik Man betra
htet hier Formeln

der Logik erster Stufe (mit Glei
hheit), die als ni
ht{logis
he Symbole eine

Konstante 0 und ein zweistelliges Funktionssymbol + enthalten d

�

urfen. Als

Interpretation verwendet man die nat

�

urli
hen Zahlen, wobei 0 als 0 und +

als Addition interpretiert werden.

Satz 5.11 Die Presburger Arithmetik ist ents
heidbar, d.h. f

�

ur eine Formel

der Logik erster Stufe, die als ni
ht{logis
he Symbole nur 0 und + enth

�

alt,

ist es ents
heidbar, ob sie in den nat

�

urli
hen Zahlen gilt.

Beweis: Um in WS1S \re
hnen" zu k

�

onnen, werden wir die nat

�

urli
hen Zah-

len in endli
he Teilmengen nat

�

urli
her Zahlen 
odieren. Dazu stellt man die

nat

�

urli
hen Zahlen in Bin

�

ar
odierung dar und interpretiert die resultieren-

de 0-1-Folge als endli
he Teilmenge von !: Ist n = 2

i

1

+ 2

i

2

+ � � � + 2

i

k

mit

i

1

< i

2

< � � � < i

k

, so wird n dur
h die Menge fi

1

; i

2

; : : : ; i

k

g 
odiert.

Beispiel:

13 = 1101, also wird 13 dur
h f0; 2; 3g 
odiert.

20 = 10100, also wird 20 dur
h f2; 4g 
odiert.

Die 0 der Presburger Arithmetik (die als 0 zu interpretieren ist), wird folg-

li
h dur
h fg 
odiert und kann in WS1S dur
h ein einstelliges Pr

�

adikat Z

dargestellt werden, das dur
h 8x :Z(x) de�niert wird. Bea
hte: Die 0 in S1S

und WS1S bezei
hnet die nullte Stelle eines Wortes, also den Summanden

2

0

in der oben bes
hriebenen Codierung. Diese 
odierten nat

�

urli
hen Zah-

len entspre
hen den einstelligen Pr

�

adikaten in WS1S

2

, mit denen wir au
h

2

Z.B. entspri
ht die 13 einem Pr

�

adikat X mit 8x X(x) , x

:

= 0 _ x

:

= s(s(0)) _ x

:

=

s(s(s(0))).
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\re
hnen" k

�

onnen. Wir zeigen daher nun, da� man in WS1S die Addition

nat

�

urli
her Zahlen ausdr

�

u
ken kann:

Es gibt eine WS1S{Formel �

+

(X; Y; Z) mit den folgenden Eigens
haften: Ist

K Codierung von k, N Codierung von n und M Codierung von m, so gilt:

�

+

(K;N;M) gdw k + n = m:

Beispiel: 20 + 13 = 33

10100 b= f2; 4g X

+ 01101 b= f0; 2; 3g Y

�

Ubertrag: 111000 b= f3; 4; 5g R

100001 b= f0; 5g Z

Wir ben

�

otigen also eine Hilfsvariable R zweiter Stufe, die den

�

Ubertrag be-

s
hreibt. Es mu� nun an jeder Position x gelten:

� x geh

�

ort zu Z (d.h. an Position x in der Bin

�

ardarstellung der Summe

Z steht eine 1) genau dann, wenn eine oder alle drei Mengen X; Y;R

das x enthalten.

� x + 1 geh

�

ort zu R (d.h. 1 an Position x+ 1 im

�

Ubertrag) genau dann,

wenn x zu mindestens zwei der Mengen X; Y;R geh

�

ort.

Dies wird dur
h die folgende Formel bes
hrieben.

�

+

(X; Y; Z) = 9R ( :R(0) ^ \An Position 0 kein

�

Ubertrag"

8x (R(s(x)), (X(x) ^ Y (x))_

(X(x) ^R(x))_

(Y (x) ^ R(x)))^

8x (Z(x), (X(x) ^ Y (x) ^ R(x))_

(X(x) ^ :Y (x) ^ :R(x))_

(:X(x) ^ Y (x) ^ :R(x))_

(:X(x) ^ :Y (x) ^ R(x))))
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�

ORTER

Man kann damit beliebige Presburgerformeln als WS1S{Formel darstellen;

z.B. 8x (x + 0 = x) dur
h

9Z (8x (:Z(x))

| {z }

Z=fgb=0

^8X �

+

(X;Z;X)):

Dies s
hlie�t den Beweis von Satz 5.11 ab.

Man mu� im Beweis dieses Satzes WS1S an Stelle von S1S verwenden, da ja

die Codierung nat

�

urli
her Zahlen endli
he Mengen sind, also Quantoren 8x

in Presburger{Formeln den Quantoren 8X

�

uber endli
he Teilmengen von !

entspre
hen.

5.3 Sternfreie Spra
hen und unendli
heW

�

or-

ter

Bei endli
hen W

�

ortern konnte die Klasse von Spra
hen, die von Formeln

der Logik erster Stufe akzeptiert werden, sehr s
h

�

on 
harakterisiert werden

(Satz 3.9).

F

�

ur L � �

�

sind

�

aquivalent:

1. L ist sternfrei.

2. L n f�g = L(�) f

�

ur eine ges
hlossene Formel � der Logik erster Stufe

�

uber den ni
ht{logis
hen Symbolen

_

<, Q

a

(a 2 �).

Bei !{Spra
hen gibt es einen entspre
henden Zusammenhang.

De�nition 5.12 Eine !{Spra
he L � �

!

hei�t sternfrei genau dann, wenn

L =

S

n

i=1

U

i

V

!

i

f

�

ur sternfreie Spra
hen U

i

; V

i

� �

�

.

Satz 5.13 F

�

ur eine !{Spra
he L � �

!

sind

�

aquivalent:
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�
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1. L ist sternfrei.

2. L = L

!

(�) f

�

ur eine ges
hlossene S1S{Formel �, wel
he keine Quanti-

�zierung

�

uber einstellige Pr

�

adikate enth

�

alt, d.h. � ist eine Formel der

Logik erster Stufe.

Wir erw

�

ahnen dieses und die folgenden Resultate ohne Beweis (Literaturhin-

weise �nden si
h bei [Tho90b℄).

Man kann sternfreie !{Spra
hen au
h wieder mit Hilfe endli
her Monoide


harakterisieren.

De�nition 5.14 Es sei L � �

!

eine !{Spra
he. Die Kongruenzrelation �

L

auf �

�

ist de�niert dur
h

u �

L

v gdw F

�

ur alle x; y; z 2 �

�

gilt

(xuyz

!

2 L gdw xvyz

!

2 L) und

(x(yuz)

!

2 L gdw x(yvz)

!

2 L):

Es ist lei
ht zu

�

uberpr

�

ufen, da� �

L

tats

�

a
hli
h eine Kongruenzrelation ist.

F

�

ur !{regul

�

are Spra
hen L hat �

L

stets endli
hen Index. Im Gegensatz zum

Fall endli
her W

�

orter gilt aber die Umkehrung ni
ht, d.h. es gibt ni
ht{

regul

�

are !{Spra
hen, f

�

ur die �

L

au
h endli
hen Index hat. F

�

ur eine Charak-

terisierung !{regul

�

arer Spra
hen ben

�

otigt man no
h eine zus

�

atzli
he Bedin-

gung.

De�nition 5.15 Es sei L � �

!

und � eine Kongruenzrelation auf �

�

.

Die Relation � saturiert

3

L genau dann, wenn es endli
h viele �{Klassen

U

1

; : : : ; U

n

; V

1

; : : : ; V

n

gibt mit L =

S

n

i=1

U

i

V

!

i

.

Satz 5.16 F

�

ur eine !{Spra
he L � �

!

sind

�

aquivalent:

1. L ist !{regul

�

ar.

2. �

L

hat endli
hen Index und saturiert L.

3

Deuts
h: s

�

attigt
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Die sternfreien !{Spra
hen entspre
hen nun wieder den aperiodis
hen Mo-

noiden.

Satz 5.17 F

�

ur eine !{regul

�

are Spra
he L sind

�

aquivalent:

1. L ist sternfrei.

2. �

�

=

�

L

ist aperiodis
h.

Satz 5.13 und Satz 5.17 erm

�

ogli
hen es nun wieder, f

�

ur eine gegebene !{

regul

�

are Spra
he zu

�

uberpr

�

ufen, ob sie von einer Formel der Logik erster

Stufe akzeptiert wird.

Beispiel 5.18 (Verglei
he Beispiel 4.5) Sei � = fa; b; 
g und L = f� 2 �

!

j

zwis
hen zwei a be�ndet si
h eine gerade Anzahl von b und 
g:

Die M{Variet

�

at aller aperiodis
hen Monoide ist s
hlie�li
h de�niert dur
h

(x

n+1

= x

n

)

n�1

. Wir zeigen, da� x := [b℄

�

L

2 �

�

=

�

L

die Identit

�

at x

n+1

= x

n

f

�

ur kein n erf

�

ullt. Ohne Eins
hr

�

ankung sei dazu n gerade und n+1 ungerade.

Aus x

n+1

= x

n

w

�

urde folgen, da� b

n

�

L

b

n+1

gilt. Es ist aber ab

n

aa

!

2 L (n

gerade) und ab

n+1

aa

!

=2 L (n + 1 ungerade), also b

n

6�

L

b

n+1

.

Damit ist �

�

=

�

L

ni
ht aperiodis
h, also kann L ni
ht dur
h eine Formel der

Logik erster Stufe de�niert werden.

5.4 Dynamis
he Logik

Zum Abs
hlu� dieses Kapitels betra
hten wir eine weitere Logik, deren Ent-

s
heidbarkeit man mit Hilfe von B

�

u
hi{Automaten zeigen kann. Diese Lo-

gik soll das Eingabe/Ausgabeverhalten eines deterministis
hen Programms

p bes
hreiben. Dieses Programm

�

uberf

�

uhrt (deterministis
h) eine gegebene

Kon�guration k in h

�

o
hstens eine Folgekon�guration k

0

. Gibt es ausgehend

von k keine Folgekon�guration, so terminiert p ni
ht. Das Programm kann

mehrmals hintereinander ausgef

�

uhrt werden und beliebig oft iteriert werden.
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Wir gehen davon aus, da� endli
h viele (atomare) Eigens
haften A

1

; : : : ; A

n

von Kon�gurationen gegeben sind. Man su
ht nun na
h einer Logik, mit der

man Aussagen wie die folgenden ausdr

�

u
ken kann:

a1: \Gilt A

1

in k, so gilt A

2

in der Folgekon�guration."

a2: \Gilt A

1

in k, so existiert keine Folgekon�guration (d.h. p terminiert

ni
ht)."

a3: \Beginnend mit der Kon�guration k, in der A

1

gilt, kann man p endli
h

oft hintereinander ausf

�

uhren und errei
ht dadur
h eine Kon�guration,

in der A

2

gilt."

De�nition 5.19 Formeln der Logik 1DPDL (propositionale dynamis
he Lo-

gik eines deterministis
hen Programms) sind wie folgt aufgebaut:

Programmformeln

� p und � sind Programmformeln.

� Sind �

1

und �

2

Programmformeln, so au
h �

1

; �

2

(Hintereinander-

ausf

�

uhrung), �

1

[ �

2

(Alternative), �

�

1

(Iteration).

Kon�gurationsformeln

� A

1

; : : : ; A

n

sind Kon�gurationsformeln.

� Sind �

1

; �

2

Kon�gurationsformeln und ist � eine Programmformel,

so sind au
h �

1

_�

2

, �

1

^�

2

, :�

1

, h�i�

1

, [�℄�

1

Kon�gurationsfor-

meln.

Programmformeln bes
hreiben Programme, die man aus dem atomaren Pro-

gramm p aufbauen kann. (In 1DPDL gibt es genau ein atomares Programm

p.) Zum Beispiel ist p [ (p; p) ein (ni
ht{deterministis
hes) Programm, bei

dem entweder p einmal oder p zweimal ausgef

�

uhrt wird.

h�i�

1

hei�t: es gibt eine �{Folgekon�guration, in der �

1

gilt, d.h. dur
h

Ausf

�

uhren von � kann eine Kon�guration errei
ht werden, in der �

1

gilt.

[�℄�

1

hei�t: in allen �{Folgekon�gurationen gilt �

1

.
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Bea
hte: Da ein zusammengesetztes Programm ni
ht{deterministis
h sein

kann (im Gegensatz zu dem atomaren Programm p), kann es mehrere �-

Folgekon�gurationen geben.

Beispiel 5.20 Die Aussagen a1, a2, a3 von oben k

�

onnen nun wie folgt be-

s
hrieben werden (�)  sei wie

�

ubli
h eine Abk

�

urzung f

�

ur :� _  ):

a1: A

1

) hpiA

2

a2: A

1

) [p℄(A

1

^ :A

1

) (keine Kon�guration kann A

1

^ :A

1

erf

�

ullen)

a3: A

1

) hp

�

iA

2

Formal wird die Semantik von 1DPDL wie folgt de�niert.

De�nition 5.21 Eine Interpretation I besteht aus einer ni
ht{leeren Menge

�

I

von Kon�gurationen und einer Interpretationsfunktion �

I

, die

1. dem atomaren Programm p eine funktionale Relation p

I

� �

I

� �

I

zuordnet. Funktional hei�t dabei, da� f

�

ur alle k; k

1

; k

2

gilt: Aus (k; k

1

) 2

p

I

und (k; k

2

) 2 p

I

folgt k

1

= k

2

.

2. jeder atomaren Eigens
haft A

i

eine Menge A

i

I

� �

I

zuordnet (die

Kon�gurationen, in denen A

i

gilt).

Die Interpretationsfunktion kann auf Programmformeln und Kon�gurations-

formeln erweitert werden. Dies ges
hieht induktiv

�

uber den Aufbau der For-

meln. Die Interpretation der atomaren Formeln p; A

1

; : : : ; A

n

ist bereits de-

�niert.

Jeder Programmformel � wird eine Relation �

I

� �

I

��

I

zugeordnet:

�

I

:= f(k; k) j k 2 �

I

g

(�

1

; �

2

)

I

:= �

1

I

Æ �

2

I

=

f(k

1

; k

2

) j Es gibt k mit (k

1

; k) 2 �

1

I

und (k; k

2

) 2 �

2

I

g

(�

1

[ �

2

)

I

:= �

1

I

[ �

2

I

(�

1

�

)

I

:=

S

i�0

(�

1

I

)

i

; wobei (�

1

I

)

i

= �

1

I

Æ : : : Æ �

1

I

| {z }

i-mal

ist.
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KAPITEL 5. UNENDLICHE W

�

ORTER UND LOGISCHE FORMELN

Jeder Kon�gurationsformel � wird eine Menge �

I

� �

I

zugeordnet:

(�

1

^ �

2

)

I

:= �

1

I

\ �

2

I

(�

1

_ �

2

)

I

:= �

1

I

[ �

2

I

(:�

1

)

I

:= �

I

n �

1

I

(h�i�

1

)

I

:= fk 2 �

I

j Es gibt k

0

mit (k; k

0

) 2 �

I

und k

0

2 �

1

I

g

([�℄�

1

)

I

:= fk 2 �

I

j F

�

ur alle k

0

mit (k; k

0

) 2 �

I

gilt k

0

2 �

1

I

g

Beispiel 5.22 Wir betra
hten die Interpretation I mit �

I

= fk

i

j i 2 INg

und p

I

= f(k

i

; k

i+1

) j i 2 INg, A

I

1

= fk

i

j i 2 IN und i ist ungeradeg, die wir

wie folgt darstellen

I : k

0

p

I

�! k

1

p

I

�! k

2

p

I

�! k

3

p

I

�! k

4

p

I

�! : : :

:A

1

I

A

1

I

:A

1

I

A

1

I

:A

1

I

und folgende Formel

� : :A

1

^ [p

�

℄((A

1

) hpi:A

1

) ^ (:A

1

) hpiA

1

)):

In dieser Interpretation I ist �

I

= fk

0

; k

2

; k

4

; : : : g.

De�nition 5.23

1. Die Kon�gurationsformel � hei�t erf

�

ullbar, falls es eine Interpretation

I und ein k 2 �

I

gibt mit k 2 �

I

. I hei�t dann Modell von �.

2. Die Kon�gurationsformel � hei�t g

�

ultig, falls f

�

ur alle Interpretationen

I gilt �

I

= �

I

.

3. � und  sind

�

aquivalent genau dann, wenn � ,  g

�

ultig ist, d.h. f

�

ur

alle Interpretationen I gilt �

I

=  

I

.

O�enbar ist � g

�

ultig genau dann, wenn :� unerf

�

ullbar ist.

Um Erf

�

ullbarkeit (und damit au
h G

�

ultigkeit und

�

Aquivalenz) zu ents
hei-

den, ordnen wir jeder Kon�gurationsformel � einen B

�

u
hi{Automaten A

�

zu, f

�

ur den gilt:

� ist erf

�

ullbar gdw L

!

(A

�

) 6= ;:
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Bei S1S wurde das Alphabet des Automaten dur
h die vorhandenen einstel-

ligen Pr

�

adikatssymbole bestimmt (diese entspre
hen den atomaren Eigen-

s
haften). F

�

ur 1DPDL gen

�

ugt dies ni
ht: Wir m

�

ussen alle \Unterformeln"

der gegebenen Formel betra
hten.

Zun

�

a
hst stellen wir dazu jede Programmformel als eine regul

�

are Spra
he

endli
her W

�

orter (

�

uber dem Alphabet � = fpg) dar:

� L(�) := f�g,

� L(p) := fpg,

� L(�

1

; �

2

) := L(�

1

) � L(�

2

),

� L(�

1

[ �

2

) := L(�

1

) [ L(�

2

),

� L(�

1

�

) := L(�

1

)

�

.

Beispiel: L(p [ (p; p)) = fp; ppg, L((p; p)

�

) = f�; pp; pppp; pppppp; : : :g

Wir de�nieren f

�

ur eine Spra
he L(�) � p

�

und eine Interpretation I:

L(�)

I

:= f(k; k

0

) j es gibt m � 0; k

0

; : : : ; k

m

2 �

I

mit

p

m

2 L(�); k

0

= k; k

m

= k

0

und

(k

i

; k

i+1

) 2 p

I

f

�

ur 0 � i < mg:

O�ensi
htli
h gilt (k; k

0

) 2 L(�)

I

gdw (k; k

0

) 2 �

I

, also L(�)

I

= �

I

.

Es sei B = (Q; fpg; �;�; F ) ein endli
her Automat, bei dem die Anfangszu-

standsmenge no
h ni
ht festgelegt ist. F

�

ur jedes q 2 Q bezei
hne B

q

den Au-

tomaten, der aus B entsteht, wenn man fqg als Menge von Anfangszust

�

anden

verwendet.

Lemma 5.24 Es sei �

0

eine Kon�gurationsformel, die (direkt zwis
hen hi

oder [℄) die Programmformeln �

1

; : : : ; �

r

enth

�

alt (d.h. Teilformeln dieser Pro-

grammformeln werden ni
ht betra
htet). Dann gibt es einen endli
hen Au-

tomaten B = (Q; fpg; �;�; F ), dessen Gr

�

o�e linear in der Gr

�

o�e von �

0

ist,

so da� gilt: F

�

ur alle i, 1 � i � r, gibt es q

i

2 Q mit L(�

i

) = L(B

q

i

).

10. Dezember 2001 103



KAPITEL 5. UNENDLICHE W

�

ORTER UND LOGISCHE FORMELN

Die Programmformel �

i

wird also eindeutig dur
h den Zustand q

i

bes
hrie-

ben. Wir gehen daher im folgenden davon aus, da� in �

0

anstelle der �

i

die

Zust

�

ande q

i

des entspre
henden Automaten stehen.

Beispiel 5.25 �

0

= [(p; p)

�

℄(hp [ (p; p)iA

1

)

B:

q

1

p p

p

p

q

2

q

3

q

4

q

5

L((p; p)

�

) = L(B

q

1

), L(p [ (p; p)) = L(B

q

3

)

�

0

kann daher als




�

0

= [q

1

℄(hq

3

iA

1

) ges
hrieben werden.

Es sei nun �

0

eine Kon�gurationsformel, B der zugeh

�

orige Automat und




�

0

die Formel, die aus �

0

entsteht, indem man jede Programmformel �

i

in �

0

dur
h den zugeh

�

origen Zustand q

i

ersetzt.

Interpretationen k

�

onnen au
h auf Formeln mit Zust

�

anden angewendet wer-

den: Dazu de�nieren wir q

I

:= L(B

q

)

I

f

�

ur alle Zust

�

ande q von B. O�ensi
ht-

li
h ist damit �

0

I

=




�

0

I

.

Wir k

�

onnen ohne Eins
hr

�

ankung davon ausgehen, da� �

0

und




�

0

in Ne-

gationsnormalform (NNF) sind, d.h. Negation kommt nur unmittelbar vor

atomaren Eigens
haften vor. Man s
hiebt dazu mit Hilfe der folgenden

�

aqui-

valenzerhaltenden Regeln Negation soweit wie m

�

ogli
h na
h innen:

:(� _  )! :� ^ : ; :(� ^  )! :� _ : ; ::�! �;

:h�i�! [�℄:�; :[�℄�! h�i:�:

De�nition 5.26 Sei �

0

eine Kon�gurationsformel und � die

�

Ubergangsre-

lation des zugeh

�

origen Automaten. Der Fis
her{Ladner{Abs
hlu� von �

0

ist

die kleinste Menge FL(�

0

) von Kon�gurationsformeln, f

�

ur die gilt:
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�




�

0

2 FL(�

0

),

� �

1

^ �

2

2 FL(�

0

); �

1

; �

2

2 FL(�

0

),

� �

1

_ �

2

2 FL(�

0

); �

1

; �

2

2 FL(�

0

),

� :A

i

2 FL(�

0

) gdw A

i

2 FL(�

0

),

� [q℄� 2 FL(�

0

); � 2 FL(�

0

) und

[q

0

℄� 2 FL(�

0

) f

�

ur alle q

0

2 Q mit (q; p; q

0

) 2 �;

� hqi� 2 FL(�

0

); � 2 FL(�

0

) und

hq

0

i� 2 FL(�

0

) f

�

ur alle q

0

2 Q mit (q; p; q

0

) 2 �:

Bea
hte: jFL(�

0

)j ist linear in der Gr

�

o�e von �

0

.

Beispiel 5.25 (Fortsetzung)




�

0

= [q

1

℄(hq

3

iA

1

) ist in NNF.

FL(�

0

) = f




�

0

; [q

2

℄(hq

3

iA

1

); hq

3

iA

1

; hq

4

iA

1

; hq

5

iA

1

; A

1

;:A

1

g:

Es sei nun �

0

eine Kon�gurationsformel in NNF und I ein Modell von �

0

mit

k

0

2 �

0

I

. Beginnend mit k

0

wenden wir nun das Programm p iteriert an. Es

k

�

onnen zwei F

�

alle eintreten.

1. p terminiert stets, d.h. es gibt eine unendli
he Folge k

0

; k

1

; k

2

; : : : 2 �

I

mit (k

i

; k

i+1

) 2 p

I

f

�

ur i � 0.

2. p terminiert irgendwann ni
ht, d.h. es gibt eine endli
he Folge k

0

; k

1

; : : : ;

k

m

2 �

I

mit (k

i

; k

i+1

) 2 p

I

f

�

ur 0 � i < m und (k

m

; k) =2 p

I

f

�

ur alle

k 2 �

I

.

F

�

ur k 2 �

I

sei nun

S(k) := f� 2 FL(�

0

) j k 2 �

I

g:

Bea
hte: S(k) 6= ;, da f

�

ur alle atomaren Eigens
haften A

i

gilt: A

i

2 S(k)

oder :A

i

2 S(k).
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Im ersten Fall de�niert S ein unendli
hes Wort �(k

0

) = S(k

0

)S(k

1

)S(k

2

) � � �

�

uber dem Alphabet � := 2

FL(�

0

)

. Im zweiten Fall verl

�

angern wir das endli
he

Wort S(k

0

)S(k

1

) � � �S(k

m

) zu einem unendli
hen Wort �(k

0

) 2 �

!

dur
h

Anf

�

ugen von ;;;; � � � . Man erh

�

alt so ein Wort aus �

!

, das Eigens
haften

hat, die sehr stark von der Struktur von




�

0

abh

�

angen.

De�nition 5.27 Das Wort � = �

0

�

1

�

2

� � � 2 �

!

ist ein Hintikka{Wort f

�

ur

�

0

, falls f

�

ur alle m � 0 und f

�

ur alle Formeln �;  ; hqi�; [q℄�; � _  ; � ^  2

FL(�

0

) gilt:

1.




�

0

2 �

0

.

2. �

m

= ; oder A

i

2 �

m

gdw :A

i

=2 �

m

f

�

ur alle atomaren Eigens
haften

A

i

2 FL(�

0

).

3. � ^  2 �

m

gdw � 2 �

m

und  2 �

m

.

4. � _  2 �

m

gdw � 2 �

m

oder  2 �

m

.

5. Ist [q℄� 2 �

m

, dann gilt

(a) falls � 2 L(B

q

), so � 2 �

m

und

(b) �

m+1

= ; oder f

�

ur alle q

0

mit (q; p; q

0

) 2 � gilt [q

0

℄� 2 �

m+1

.

6. Ist hqi� 2 �

m

, dann gibt es ein r � 0 und Zust

�

ande q

1

; : : : ; q

r

in B,

wobei q

r

ein Endzustand ist, mit q = q

0

p

�!

B

q

1

p

�!

B

� � �

p

�!

B

q

r

(also

p

r

2 L(B

q

)), � 2 �

m+r

und hq

i

i� 2 �

m+i

f

�

ur 0 � i < r.

7. Ist �

m

= ;, so au
h �

m+1

= ;.

Satz 5.28 Die Formel �

0

ist erf

�

ullbar genau dann, wenn es ein Hintikka{

Wort f

�

ur �

0

gibt.

Beweis:

\;" Es sei I ein Modell f

�

ur �

0

und k

0

so, da� k

0

2 �

0

I

. Dann ist �(k

0

) =

S(k

0

)S(k

1

)S(k

2

) : : : ein Hintikka{Wort f

�

ur �

0

:
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1. Wegen k

0

2 �

0

I

=




�

0

I

folgt




�

0

2 S(k

0

) = f� 2 FL(�

0

) j k

0

2 �

I

g.

2.{4. sind trivial.

5. Sei [q℄� 2 S(k

m

), d.h. k

m

2 ([q℄�)

I

. Da I ein Modell ist, gilt f

�

ur alle

p

r

2 L(B

q

): ist (k

m

; k) 2 (p

r

)

I

, so � 2 S(k).

5.(a) � = p

0

2 L(B

q

); � 2 S(k

m

), da (k

m

; k

m

) 2 �

I

.

5.(b) Es sei S(k

m+1

) 6= ; und (q; p; q

0

) 2 �. Wir m

�

ussen [q

0

℄� 2

S(k

m+1

) zeigen, d.h. k

m+1

2 ([q

0

℄�)

I

, also f

�

ur alle k

0

mit

(k

m+1

; k

0

) 2 (p

r

0

)

I

und p

r

0

2 L(B

q

0

) gilt � 2 S(k

0

). Aus

(k

m

; k

m+1

) 2 p

I

und (q; p; q

0

) 2 � folgt (k

m

; k

0

) 2 (p

r

0

+1

)

I

und p

r

0

+1

2 L(B

q

). Daraus folgt k

0

2 �

I

, d.h. � 2 S(k

0

).

6. Sei hqi� 2 S(k

m

), d.h. k

m

2 (hqi�)

I

. Es gibt daher ein p

r

2 L(B

q

)

mit (k

m

; k

m+r

) 2 (p

r

)

I

und � 2 S(k

m+r

). Wegen p

r

2 L(B

q

) gibt es

q

1

; : : : ; q

r

(wobei q

r

ein Endzustand ist) mit q = q

0

p

�!

B

q

1

p

�!

B

� � �

p

�!

B

q

r

. Daraus folgt hq

i

i� 2 S(k

m+i

) f

�

ur 0 � i < r.

7. ist trivial

\ ;" Es sei � = �

0

�

1

�

2

� � � ein Hintikka{Wort f

�

ur �

0

. Wir de�nieren das

Modell I wie folgt:

�

I

= fk

0

; k

1

; k

2

; : : : g;

p

I

= f(k

i

; k

i+1

) j �

i+1

6= ;g;

A

j

I

= fk

i

j A

j

2 �

i

g:

Man zeigt nun:

(�) F

�

ur alle i � 0 und alle � 2 FL(�

0

) gilt: � 2 �

i

; k

i

2 �

I

.

Wegen




�

0

2 �

0

folgt daraus dann unmittelbar k

0

2




�

0

I

, d.h. k

0

2 �

0

I

.

Beweis von (�): Induktion

�

uber den Formelaufbau

i) � = A

j

: (�) gilt na
h De�nition von A

j

I

.

ii) � = :A

j

: wegen 2. in De�nition 5.27 ist daher A

j

=2 �

i

und somit

na
h De�nition von A

j

I

au
h k

i

=2 A

j

I

, d.h. k

i

2 (:A

j

)

I

.

iii) � = �

1

^ �

2

: wegen 3. gilt �

1

2 �

i

und �

2

2 �

i

. Die Indukti-

onsannahme liefert k

i

2 �

1

I

und k

i

2 �

2

I

, was k

i

2 (�

1

^ �

2

)

I

liefert.
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iv) � = �

1

_ �

2

entspre
hend.

v) � = [q℄�

1

: Es sei p

r

2 L(B

q

) und (k

i

; k) 2 (p

r

)

I

. Wir zeigen k 2 �

1

I

dur
h Induktion

�

uber r:

r = 0: p

r

= � 2 L(B

q

) liefert mit 5.(a), da� �

1

2 �

i

. Die

�

au�ere

Induktionsannahme (

�

uber den Formelaufbau von �) liefert daher

k = k

i

2 �

1

I

.

r ! r + 1: Ist p

r+1

2 L(B

q

), so gibt es ein q

0

mit (q; p; q

0

) 2 �

und p

r

2 L(B

q

0

). Wegen (k

i

; k) 2 (p

r+1

)

I

folgt (k

i

; k

i+1

) 2 p

I

und

damit �

i+1

6= ;. Mit 5.(b) ist daher [q

0

℄�

1

2 �

i+1

. Au�erdem gilt

(k

i+1

; k) 2 (p

r

)

I

und p

r

2 L(B

q

0

). Mit Induktionsannahme f

�

ur r

folgt k 2 �

1

I

.

vi) � = hqi�

1

: mit 6. existiert p

r

2 L(B

q

) und � 2 �

m+r

. Wegen 7. gilt

f

�

ur 0 � j < r: �

m+j

6= ; und somit (k

m

; k

m+r

) 2 (p

r

)

I

. Induktion

liefert k

m+r

2 �

1

I

.

Gesu
ht ist nun ein B

�

u
hi{Automat, der genau die Hintikka{W

�

orter f

�

ur �

0

akzeptiert. Zuerst de�nieren wir den lokalen Automaten A

L

(�

0

), der eine

etwas gr

�

o�ere Menge von W

�

ortern akzeptiert. Bei diesem ist die globale Be-

dingung 6. in De�nition 5.27 ersetzt dur
h die lokale Bedingung

6'. hqi� 2 �

m

, dann gilt

(a) � 2 L(B

q

) und � 2 �

m

oder

(b) es gibt ein q

0

mit (q; p; q

0

) 2 � und hq

0

i� 2 �

m+1

.

De�nition 5.29 Der (ni
ht{deterministis
he) lokale Automat zu �

0

ist de-

�niert dur
h A

L

(�

0

) = (Q

L

;�; I

L

;�

L

; F

L

) mit

Q

L

= f�

i

2 2

FL(�

0

)

j �

i

erf

�

ullt 2., 3. und 4. von De�nition 5.27g;

� = 2

FL(�

0

)

;

I

L

= f�

i

2 Q

L

j




�

0

2 �

i

g;

�

L

= f(�

m

; �; �

m+1

) j � �

m

= � und

� �

m

und �

m+1

erf

�

ullen 5., 6'. und 7.g;

F

L

= Q

L

:
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O�enbar akzeptiert A

L

(�

0

) genau die W

�

orter �

0

�

1

�

2

� � � 2 �

!

, die 1.{5. und

7. von De�nition 5.27 sowie 6'. erf

�

ullen.

Beispiel 5.30 Aus � 2 L

!

(A

L

(�

0

)) folgt no
h ni
ht, da� � ein Hintikka{

Wort f

�

ur �

0

ist: �

0

= hp

�

i(A

1

^ :A

1

)

B:

q

1

p




�

0

= hq

1

i(A

1

^ :A

1

). Es gilt f

�

ur �

0

= f




�

0

; A

1

g, da� �

!

0

2 L

!

(A

L

(�

0

)). Das

Wort �

!

0

erf

�

ullt zwar 6'., aber ni
ht 6., d.h. es ist kein Hintikka{Wort f

�

ur �

0

.

Das Problem ist hier, da� bei 6'. stets die Alternative 6'.(b) gew

�

ahlt wird. Da-

mit 6. erf

�

ullt ist, mu� aber irgendwann einmal 6'.(a) gew

�

ahlt werden. Um dies

zu erzwingen, wird der lokale Automat erweitert zum Hintikka{Automaten.

In diesem sind die Zust

�

ande Paare, die in der ersten Komponente den ge-

wohnten Zustand des lokalen Automaten enthalten und die in der zweiten

Komponente aus der Menge der no
h zu erf

�

ullenden hi{Formeln bestehen.

De�nition 5.31 Der Hintikka{Automat zu �

0

ist de�niert dur
h A

H

(�

0

) =

(Q

H

;�; I

H

;�

H

; F

H

) mit

Q

H

= Q

L

� 2

FL

hi

(�

0

)

, wobei FL

hi

(�

0

) = fhqi� j hqi� 2 FL(�

0

)g;

� = 2

FL(�

0

)

;

I

H

= I

L

� f;g;

F

H

= Q

L

� f;g

und ((�

m

; s); �; (�

m+1

; t)) 2 �

H

genau dann, wenn

entweder

� s = ; und

� (�

m

; �; �

m+1

) 2 �

L

und

� t enth

�

alt f

�

ur jedes hqi� 2 � mit (� =2 L(B

q

) oder � =2 �) ein

hq

0

i� 2 �

m+1

mit (q; p; q

0

) 2 �
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oder

� s 6= ; und

� (�

m

; �; �

m+1

) 2 �

L

und

� t enth

�

alt f

�

ur jedes hqi� 2 s mit (� =2 L(B

q

) oder � =2 �) ein

hq

0

i� 2 �

m+1

mit (q; p; q

0

) 2 �.

Bea
hte: Na
h De�nition von �

L

enth

�

alt �

m+1

f

�

ur � =2 L(B

q

) oder � =2 �

au
h stets ein geeignetes hq

0

i�, da 6'., dur
h �

L

erf

�

ullt wird.

Ein Wort wird von A

H

nur dann akzeptiert, wenn die zweite Komponen-

te der Zust

�

ande immer wieder leer wird, d.h. alle auftretenden hi{Formeln

werden irgendwann abgearbeitet. Immer dann, wenn die zweite Komponente

leer ist, werden beim n

�

a
hsten

�

Ubergang alle hi{Formeln aus dem aktuellen

Bu
hstaben � in die zweite Komponente

�

ubernommen. Dana
h werden diese

Formeln dann na
h und na
h nur no
h entfernt, bis die Menge wieder leer

ist.

Satz 5.32 Der Automat A

H

(�

0

) akzeptiert genau die Hintikka{W

�

orter f

�

ur

�

0

.

Beweis: Da der Hintikka{Automat auf dem lokalen Automat aufbaut und

somit 1. bis 5. und 7. von De�nition 5.27 erf

�

ullt sind, gen

�

ugt es, f

�

ur alle

� 2 L

!

(A

L

(�

0

)) zu zeigen:

� 2 L

!

(A

L

(�

0

)) gdw � erf

�

ullt 6:

Bea
hte, da� das Eingabewort � = �

0

�

1

�

2

: : : au
h die Folge der ersten

Komponenten der Zust

�

ande bes
hreibt.

\;" Wir wissen aus der De�nition, da� immer, wenn s

m

= ; in einem

Zustand (�

m

; s

m

) gilt, alle Formeln der Form hqi� 2 �

m

in s

m+1

�

uber-

nommen werden. Da es wegen der Akzeptanzbedingung des Automaten

einen Folgezustand (�

m+k

; s

m+k

) mit s

m+k

= ; gibt, gibt es dazwis
hen

f

�

ur jede Formel hqi� 2 s

m

einen Zustand, in dem die Formel mit 6.'(a)

abs
hlie�end abgearbeitet wird, d.h. 6. wird erf

�

ullt. Wir m

�

ussen nun
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aber no
h darauf a
hten, da� au
h die hi{Formeln, die zwis
hendur
h

in einem �

m+i

auftreten, erf

�

ullt werden. Diese werden wegen der De�ni-

tion des lokalen Automaten entweder mit 6'.(a) au
h vor dem Zustand

(�

m+k

; s

m+k

) abs
hlie�end abgearbeitet, oder sie treten in der Form

hq

0

i� in �

m+k

auf und werden dann in s

m+k+1

�

ubernommen. Au
h die-

se Formeln erf

�

ullen also 6.

Formal beweisen wir dies wie folgt. Es sei hqi� 2 �

m

. Da � von

A

H

(�

0

) akzeptiert wird, gibt es ein k � 1, soda� beim

�

Ubergang

(�

m+k

; s

m+k

)

�

m+k

�! (�

m+k+1

; s

m+k+1

) gilt: s

m+k

= ;.

1. Fall Es gibt r � k mit p

r

2 L(B

q

) und � 2 �

m+r

. Dann ist 6. erf

�

ullt.

2. Fall F

�

ur alle r � k ist p

r

=2 L(B

q

) oder � =2 �

m+r

. Dann mu� bei

den �

L

{

�

Uberg

�

angen f

�

ur hqi� und die daraus abgeleiteten Formeln

stets 6'.(b) gelten. Es gibt daher ein q

0

mit q

p

k

�!

B

q

0

und hq

0

i� 2

�

m+k

. Da s

m+k

= ; und laut Voraussetzung � =2 L(B

q

0

) oder � =2

�

m+k

, gibt es wegen der De�nition von Hintikka{Automaten ein

q

1

mit q

0

p

�!

B

q

1

, hq

1

i� 2 �

m+k+1

und hq

1

i� 2 s

m+k+1

.

Nun bleibt no
h zu zeigen, da� alle Formeln in s

m+k+1

irgend-

wann mit 6'.(a) abs
hlie�end abgearbeitet werden. Angenommen,

es gibt kein r > k mit p

r

2 L(B

q

) und � 2 �

m+r

. Dann mu�

weiterhin stets Fall 6'.(b) auftreten. Es gibt daher einen Pfad

q

1

p

�!

B

q

2

p

�!

B

q

3

p

�!

B

: : : , so da� hq

i

i� 2 �

m+k+i

; hq

i

i� 2 s

m+k+i

f

�

ur alle i � 1. Damit kann aber s

m+i

nie leer werden, im Wider-

spru
h dazu, da� der Pfad � akzeptiert wird.

\ ;" Kommt hq

0

i� na
h dem Lesen von �

m

in die zweite Komponente eines

Zustands von A

H

(�

0

), so ist hq

0

i� 2 �

m+1

. Wegen 6. gibt es p

r

2 L(B

q

0

)

mit � 2 �

m+1+r

. Daher kann man den Pfad in A

H

so w

�

ahlen, da� na
h

sp

�

atestens r S
hritten keine aus hq

0

i� entstandene hi{Formel mehr in

der zweiten Komponente liegt.

Die endli
h vielen hi{Formeln, die in einem S
hritt in die zweite Kom-

ponente gekommen sind, werden also na
h endli
her Zeit alle entfernt

(erst dana
h wird die zweite Komponente wieder gef

�

ullt), d.h. die zwei-

te Komponente wird stets na
h endli
h vielen S
hritten wieder leer.
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Satz 5.33 Erf

�

ullbarkeit in 1DPDL ist in exponentieller Zeit ents
heidbar.

Beweis: Der Automat A

H

(�

0

) ist exponentiell in der Gr

�

o�e von �

0

(weil bei

der Konstruktion Teilmengen von FL(�

0

) benutzt werden). Das Leerheits-

problem f

�

ur B

�

u
hi{Automaten ist in linearer Zeit ents
heidbar.

Anders als bei S1S wurde bei 1DPDL der f

�

ur B

�

u
hi{Automaten sehr auf-

wendige Abs
hlu� unter Komplement ni
ht verwendet (sehr aufwendig hei�t

hier s
hlimmer als exponentiell).

H

�

au�g m

�

o
hte man ni
ht nur ein atomares Programm zur Verf

�

ugung haben,

sondern endli
h viele Programme p

1

; : : : ; p

n

. Dann rei
ht die Betra
htung

von W

�

ortern ni
ht aus. Stattdessen entspre
hen die Modelle dann Hintikka{

B

�

aumen.
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Kapitel 6

Automaten auf endli
hen

B

�

aumen

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, gibt es Ents
heidbarkeitsfragen,

zu deren Beantwortung eine Reduktion auf Spra
hen oder !{Spra
hen ni
ht

ausrei
ht. Das sind z.B. Fragen na
h der Erf

�

ullbarkeit von Formeln der propo-

sitionalen dynamis
hen Logik, wenn wir mehr als ein atomares Programm zur

Bildung der Programmformeln zulassen. Daher betra
hten wir nun B

�

aume

mit bes
hrifteten Knoten, bei denen die Anzahl der Na
hfolgerknoten dur
h

die Stelligkeit der Knotenbes
hriftung gegeben ist. Automaten werden nun

statt W

�

ortern oder !{W

�

ortern endli
he oder unendli
he B

�

aume akzeptieren.

6.1 Endli
he B

�

aume

Beispiel 6.1 � = f+; �;�; x; yg sei das Alphabet der Knotenbes
hriftung,

wobei + und � zweistellig, � einstellig und x; y nullstellig sind.
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+

�

t =

� �

x y x

1

100100

0

Der nebenstehende Baum t ist ein

endli
her, �{bes
hrifteter Baum.

Man kann die Knoten des Baums

eindeutig dur
h W

�

orter

�

uber dem

Alphabet f0; 1g anspre
hen, da die

maximale Stelligkeit zwei ist. Da-

bei steht 0 f

�

ur links und 1 f

�

ur

re
hts. Der Baum t entspri
ht da-

her einer partiellen Funktion

t : f0; 1g

�

! �

mit De�nitionsberei
h dom(t) =

f�; 0; 1; 00; 01; 10g, und z.B. ist

t(0) = �.

De�nition 6.2 Es sei � ein Alphabet und � : � ! ! eine Funktion, die

jedem a 2 � eine Stelligkeit �(a) zuordnet. F

�

ur n 2 ! sei �

n

= fa 2

� j �(a) = ng. Ein �{Baum ist eine partielle Funktion t : !

�

! �, deren

De�nitionsberei
h dom(t) erf

�

ullt:

1. � 2 dom(t),

2. f

�

ur alle u 2 !

�

und i 2 ! gilt:

ui 2 dom(t) gdw u 2 dom(t) und i < �(t(u)):

Erkl

�

arung: Die erste Bedingung bedeutet, da� jeder Baum zumindest einen

Knoten hat. Die zweite fordert, da� zu jedem Knoten 6= � in t ein Vorg

�

anger-

knoten existieren mu�, und da� der Knoten u mit �(t(u)) = n die Na
hfol-

gerknoten u0; u1; : : : ; u(n� 1) hat.

Ein Blatt von t ist ein Knoten u 2 dom(t) mit �(t(u)) = 0, d.h. u hat

keine Na
hfolgerknoten. Der Baum ist endli
h, falls dom(t) endli
h ist. Mit

T

�

bezei
hnen wir die Menge aller endli
hen �{B

�

aume. Teilmengen von T

�

hei�en dann Baumspra
hen. Es sei � die Pr

�

a�xrelation auf !

�

, d.h.

u � v gdw es gibt u

0

2 !

+

mit uu

0

= v:
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Wegen 2. in De�nition 6.2 gilt f

�

ur jeden Baum t, da� dom(t) unter Pr

�

a�xbil-

dung abges
hlossen ist, d.h. ist v 2 dom(t) und u � v, so ist au
h u 2 dom(t).

De�nition 6.3 Es sei t 2 T

�

.

1. Ein Pfad dur
h t ist eine (bez

�

ugli
h �) totalgeordnete, maximale Teil-

menge von dom(t).

2. Der Unterbaum von t an der Stelle u 2 dom(t) ist der Baum t

u

mit

� dom(t

u

) = fv j uv 2 dom(t)g,

� t

u

(v) = t(uv).

Beispiel: In Beispiel 6.1 sind f�; 0; 00g; f�; 0; 01g; f�; 1; 10g alle Pfade. f�; 00g

ist ni
ht maximal, und f�; 0; 00; 01g ist ni
ht total geordnet.

q

1

q

1

q

0

�

b

b

a

x

q

1

0

00

000

Ein Wort w 2 �

�

f

�

ur ein endli
hes Alphabet �

kann als endli
her Baum

�

uber

b

� = �[fxg an-

gesehen werden, falls man �(a) = 1 f

�

ur a 2 �

und �(x) = 0 de�niert. Zum Beispiel ent-

spri
ht abb 2 fa; bg

�

dann dem nebenstehen-

den Baum. Das Zusatzsymbol x wird ben

�

otigt,

damit der Baum mit einem Blatt abges
hlos-

sen werden kann. Das Wort abb wird z.B. von

folgendem Automaten erkannt:

q

0

q

1

a

b

Die Verarbeitung eines mit u 2 �

�

bes
hrifteten Pfades dur
h einen end-

li
hen Automaten kann dur
h eine zus

�

atzli
he Markierung der Knoten mit

Zust

�

anden des Automaten (hier q

0

und q

1

) in dem mit u assoziierten Baum

bes
hrieben werden. Die Markierung in dem mit abb assoziierten Baum be-

s
hreibt einen mit abb bes
hrifteten Pfad in dem oben gegebenen Automaten.
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Dies kann au
h auf B

�

aume mit Verzweigungsgrad gr

�

o�er als eins erweitert

werden.

De�nition 6.4 Ein BW{Baumautomat

1

A = (Q;�; I;�; F ) besteht aus

� einer endli
hen Zustandsmenge Q,

� einem endli
hen Alphabet � mit Stelligkeitsfunktion � (d.h. � = �

0

[

�

1

[ : : : [ �

m

),

� einer Anfangszuweisung I : �

0

! 2

Q

,

� einer

�

Ubergangszuweisung �, die f

�

ur n > 0 jedem a 2 �

n

eine Funktion

�

a

: Q

n

! 2

Q

zuweist,

� einer Endzustandsmenge F � Q.

Ein Lauf dieses Baumautomaten auf einem Baum t 2 T

�

ist eine Abbildung

` : dom(t)! Q, d.h. eine Abbildung, die den Knoten des Baumes Zust

�

ande

des Automaten zuweist, mit

`(u) 2 �

a

(`(u0); : : : ; `(u(n� 1))) f

�

ur t(u) = a 2 �

n

:

Der Lauf ist erfolgrei
h, falls

� `(u) 2 I(t(u)) f

�

ur alle Bl

�

atter u 2 dom(t),

� `(�) 2 F .

Die von A akzeptierte Baumspra
he ist

L(A) = ft 2 T

�

j Es gibt einen erfolgrei
hen Lauf von A auf tg:

A hei�t deterministis
h, wenn f

�

ur alle a 2 �

0

gilt jI(a)j = 1 und f

�

ur alle

n > 0; a 2 �

n

und q

1

; q

2

; : : : ; q

n

2 Q gilt j�

a

(q

1

; q

2

; : : : ; q

n

)j = 1

2

. Wir

s
hreiben I und �

a

dann als Funktionen I : �

0

! Q und �

a

: Q

�(a)

! Q.

1

\BW" steht f

�

ur \von Blatt zu Wurzel" und wird weggelassen, falls der Zusammenhang

klar ist.

2

In diesem Skript sind deterministis
he Automaten au
h immer vollst

�

andig. Bei ni
ht{

vollst

�

andigen Automaten gilt hier : : : � 1 statt : : : = 1.
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Beispiel 6.5 Es sei � = �

0

[�

1

[�

2

mit �

0

= fx; yg;�

1

= f�g;�

2

= f+; �g

und A = (Q;�; I;�; F ) mit

� Q = f0; 1; 2g,

� I(x) = 1; I(y) = 2,

� �

�

(q) = (3� q) mod 3,

�

+

(q; q

0

) = (q + q

0

) mod 3,

�

�

(q; q

0

) = (q � q

0

) mod 3,

� F = f1g.

�

t =

1

2

1 2 1

2 �

y x

+

1

10

�

01

x

00

0

Nebenstehend ist ein erfolgrei
her

Lauf von A auf dem Baum t dur
h

die Zustandsmarkierung aus Q =

f0; 1; 2g links an den Knoten abge-

bildet. Es gilt t 2 L(A). L(A) be-

steht aus den arithmetis
hen Aus-

dr

�

u
ken

�

uber �;+; �; x; y, deren

Auswertung modulo 3 mit x = 1

und y = 2 als Ergebnis 1 liefert.

Wie bei Automaten f

�

ur endli
he W

�

orter kann man zu jedem ni
ht{determi-

nistis
hen BW{Automaten A dur
h Potenzmengenkonstruktion einen

�

aqui-

valenten deterministis
hen BW{Automaten A

0

konstruieren.

Satz 6.6 F

�

ur eine Baumspra
he L � T

�

sind

�

aquivalent:

1. L wird von einem deterministis
hen BW{Automaten akzeptiert.

2. L wird von einem BW{Automaten akzeptiert.

Anstatt B

�

aume von den Bl

�

attern zur Wurzel zu \verarbeiten" kann man

au
h von der Wurzel zu den Bl

�

atter vorgehen.
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De�nition 6.7 Ein WB{Baumautomat A = (Q;�; I;�; F ) besteht aus

� einer endli
hen Zustandsmenge Q,

� einem endli
hen Alphabet � mit Stelligkeitsfunktion �,

� einer Menge I von Anfangszust

�

anden,

� einer

�

Ubergangszuweisung �, die f

�

ur n > 0 jedem a 2 �

n

eine Funktion

�

a

: Q! 2

Q

n

zuweist,

� einer Endzuweisung F : �

0

! 2

Q

.

Ein Lauf eines WB{Baumautomaten A auf einem Baum t 2 T

�

ist eine

Abbildung ` : dom(t)! Q mit

(`(u0); : : : ; `(u(n� 1))) 2 �

a

(`(u)) f

�

ur t(u) = a 2 �

n

:

Der Lauf ist erfolgrei
h, falls

� `(�) 2 I,

� `(u) 2 F (t(u)) f

�

ur alle Bl

�

atter u 2 dom(t).

Die von A akzeptierte Baumspra
he ist

L(A) = ft 2 T

�

j Es gibt einen erfolgrei
hen Lauf von A auf tg:

A hei�t deterministis
h, wenn jIj = 1 gilt und f

�

ur alle n > 0; a 2 �

n

; q 2 Q

gilt: j�

a

(q)j = 1.

Satz 6.8 F

�

ur eine Baumspra
he L � T

�

sind

�

aquivalent:

1. L wird von einem BW{Automaten akzeptiert.

2. L wird von einem WB{Automaten akzeptiert.

Beweis:
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\1; 2" Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein BW{Automat. Wir betra
hten den

WB{Automaten B = (Q;�; F;�

0

; I), wobei

�

0

a

: q 7! f(q

1

; : : : ; q

n

) j q 2 �

a

(q

1

; : : : ; q

n

)g:

Man sieht lei
ht, da� jeder Lauf (bzw. erfolgrei
he Lauf) von A auf t

au
h ein Lauf (bzw. erfolgrei
her Lauf) von B auf t ist und umgekehrt.

\2; 1" entspre
hend.

Beispiel 6.9 Es sei A der BW{Automat aus Beispiel 6.5. Der zugeh

�

orige

WB{Automat ist dann B = (Q;�; I

0

;�

0

; F

0

) mit

� Q = f0; 1; 2g; � = fx; y;�;+; �g,

� I

0

= f1g (die Endzustandsmenge von A),

� �

�

(q) = fq

0

2 Q j �

�

(q

0

) = qg

= fq

0

2 Q j (3� q

0

) mod 3 = qg = fq

0

2 Q j (3� q) mod 3 = q

0

g

= f(3� q) mod 3g;

� �

+

(q) = f(q

0

; q

00

) 2 Q

2

j q = (q

0

+ q

00

) mod 3g,

� �

�

(q) = f(q

0

; q

00

) 2 Q

2

j q = (q

0

� q

00

) mod 3g,

� F

0

(x) = 1; F

0

(y) = 2 (die Anfangszuweisung von A).

Der Lauf von A auf t in Beispiel 6.5 kann ebenso als erfolgrei
her Lauf von

B betra
htet werden.

Bea
hte: Obwohl A deterministis
h war, ist B ni
ht{deterministis
h. So ist

z.B. �

+

(1) = f(0; 1); (1; 0); (2; 2)g. Das n

�

a
hste Beispiel zeigt: Ni
ht jede von

einem ni
ht{deterministis
hen WB{Automaten akzeptierte Spra
he wird von

einem deterministis
hen WB{Automaten akzeptiert.
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Beispiel 6.10 Sei � = fx; y; fg und

L = f

,

f

xyyx

f

g:

L wird von dem WB{Automaten

A = (fq

0

; q

1

; q

x

; q

y

g

| {z }

Q

;�; fq

0

; q

1

g

| {z }

I

;�; F )

akzeptiert mit

�

f

(q

0

) = f(q

x

; q

y

)g;

�

f

(q

1

) = f(q

y

; q

x

)g;

�

f

(q

x

) = �

f

(q

y

) = ;;

F (x) = fq

x

g;

F (y) = fq

y

g:

Angenommen, L wird von einem deterministis
hen WB{Automaten B =

(Q

0

;�; fig;�

0

; F

0

) akzeptiert. Dann gilt f

�

ur (q

0

; q

00

) = �

0

f

(i) wegen

f

yx

i

q

0

q

00

2 L;

da� q

0

2 F (x) ist. Wegen

fi

q

0

y q

00

x

2 L

gilt aber au
h q

00

2 F (x). Daher akzeptiert B au
h

i f

q

0

x q

00

x

62 L:
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Deterministis
he und ni
ht{deterministis
he BW{Automaten sowie ni
ht{

deterministis
heWB{Automaten akzeptieren also dieselbe Spra
hklasse, w

�

ah-

rend deterministis
he WB{Automaten eine kleinere Klasse von Spra
hen ak-

zeptieren.

De�nition 6.11 Eine Baumspra
he L � T

�

hei�t erkennbar, wenn sie von

einem BW{Automaten akzeptiert wird.

Beispiel 6.12 Ni
ht jede Baumspra
he ist erkennbar. Es sei dazu � ein

Alphabet mit Stelligkeitsfunktion, f

�

ur das j�

0

j > 0 und f 2 �

2

. O�ensi
htli
h

folgt daraus, da� T

�

unendli
h ist. Wir zeigen, L = ff(t; t) j t 2 T

�

g = ft

0

2

T

�

j t

0

(�) = f und t

0

0

= t

0

1

g ist ni
ht erkennbar.

Angenommen, A = (Q;�; I;�; F ) ist ein (ohne Eins
hr

�

ankung) determini-

stis
her BW{Automat f

�

ur L. F

�

ur jeden Baum t 2 T

�

sei q

t

der (eindeutig be-

stimmte) Zustand aus Q f

�

ur den gilt: Bei dem Lauf r auf t mit I(t(u)) = r(u)

f

�

ur alle Bl

�

atter u wird die Wurzel mit q

t

bes
hriftet (d.h. r(�) = q

t

). Da Q

endli
h und T

�

unendli
h ist, gibt es t; t

0

2 Q mit t 6= t

0

und q

t

= q

t

0

.

Betra
hte den Lauf von A auf

f

t t

q

t

q

t

�

f

(q

t

; q

t

0

) f

t

q

t

t

0

q

t

0

(a) (b)

�

f

(q

t

; q

t

)

der mit I(�) an den Bl

�

attern beginnt. Wegen (a) ist �

f

(q

t

; q

t

) 2 F , wegen q

t

=

q

t

0

ist �

f

(q

t

; q

t

0

) = �

f

(q

t

; q

t

) 2 F , also wird au
h f(t; t

0

) von A akzeptiert. Da

aber f(t; t

0

) 62 L ist, wird L von keinem deterministis
hen BW{Automaten

akzeptiert und ist deshalb ni
ht erkennbar.

6.2 Regul

�

are Baumspra
hen

Bei W

�

ortern k

�

onnen erkennbare Spra
hen dur
h regul

�

are Ausdr

�

u
ke bes
hrie-

ben werden. Bei erkennbaren Baumspra
hen ist eine

�

ahnli
he Charakterisie-

rung m

�

ogli
h. Dazu m

�

ussen wir geeignete Operationen auf Baumspra
hen
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einf

�

uhren und zeigen, da� die erkennbaren Baumspra
hen unter diesen Ope-

ratoren abges
hlossen sind.

Zur Erinnerung: Bei W

�

ortern gilt: ; 2 Reg

�

, fag 2 Reg

�

f

�

ur alle a 2 �,

L

1

; L

2

2 Reg

�

; L

1

[ L

2

; L

1

� L

2

; L

1

�

2 Reg

�

.

Satz 6.13

1. Die leere Baumspra
he ist erkennbar.

2. F

�

ur a 2 �

0

ist der Baum

a

erkennbar.

Beweis:

1. Verwende BW{Automat mit F = ;.

2. Der folgende BW{Automat leistet das Gew

�

uns
hte:

� Q = f0; 1g

� I(a) = 1, I(b) = 0 f

�

ur alle b 2 �

0

n fag

� �

f

(q

1

; : : : ; q

n

) = ; f

�

ur alle f 2 �

n

; n > 0

� F = f1g

Satz 6.14 Die Klasse der erkennbaren Baumspra
hen ist abges
hlossen un-

ter Vereinigung, Dur
hs
hnitt und Komplement.

Beweis: (Wie bei W

�

ortern)

1. Vereinigung: vereinige zwei BW{Automaten (mit disjunkten Zustands-

mengen) zu einem ni
ht{deterministis
hen BW{Automaten. (

�

Ubung)

2. Komplement: verwende deterministis
he BW{Automaten und ma
he

Endzust

�

ande zu Ni
ht{Endzust

�

anden und umgekehrt.
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Anstelle der Konkatenation von W

�

ortern verwenden wir Baumkonkatenation.

Einen Baum mit Wurzelbes
hriftung f 2 �

n

und direkten Unterb

�

aumen

t

1

; : : : ; t

n

s
hreiben wir au
h f(t

1

; : : : ; t

n

).

De�nition 6.15 Es sei � ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion und x =

(x

1

; : : : ; x

k

) ein k{Tupel vers
hiedener Elemente von �

0

.

1. F

�

ur t 2 T

�

und L

1

; : : : ; L

k

� T

�

wird t �

x

(L

1

; : : : ; L

k

) � T

�

induktiv

de�niert dur
h:

� t 2 �

0

: falls t =

x

i

: t �

x

(L

1

; : : : ; L

k

) := L

i

sonst (t 6=

x

i

f

�

ur alle i) : t �

x

(L

1

; : : : ; L

k

) := ftg

� t = f(t

1

; : : : ; t

n

) f

�

ur f 2 �

n

; n > 0 :

t �

x

(L

1

; : : : ; L

k

) := ff(t

0

1

; : : : ; t

0

n

) j t

0

i

2 t

i

�

x

(L

1

; : : : ; L

k

)g:

2. F

�

ur L; L

1

; : : : ; L

k

� T

�

ist

L �

x

(L

1

; : : : ; L

k

) :=

[

t2L

t �

x

(L

1

; : : : ; L

k

):

Ein Baum in L �

x

(L

1

; : : : ; L

k

) entsteht aus einem Baum t 2 L also dadur
h,

da� man jedes Blatt mit Bes
hriftung x

i

dur
h einen Baum aus L

i

ersetzt.

Beispiel: Seien a; b 2 �

0

und L = fa; bg. Dann gilt

ff(x; x)g �

x

L = ff(a; a); f(a; b); f(b; a); f(b; b)g:

Bea
hte:

1. Vers
hiedene Vorkommen von x

i

k

�

onnen dur
h vers
hiedene Elemente

L

i

ersetzt werden. Insbesondere ist daher:

ff(x; x)g �

x

T

�

= ff(t; t

0

) j t; t

0

2 T

�

g

6= ff(t; t) j t 2 T

�

g:

2. Die Reihenfolge, mit der diese Konkatenationen ausgef

�

uhrt werden, ist

wi
htig! Dies wird an einem Beispiel (L

1

�

x

L

2

) �

y

L

3

6= L

1

�

x

(L

2

�

y

L

3

)

klar, wenn in L

1

au
h Bl

�

atter y vorkommen.
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Satz 6.16 Sind L; L

1

; L

2

; : : : ; L

k

erkennbare Baumspra
hen und x = (x

1

; : : : ;

x

k

), so ist au
h L �

x

(L

1

; : : : ; L

k

) erkennbar.

Beweis:

Die Idee des Beweises ist, t 2 L �

x

(L

1

; : : : ; L

k

)

mit demWB{Automaten f

�

ur L solange zu ver-

arbeiten, bis wir an Bl

�

atter x

i

von t

0

2 L ge-

langen. Die Ents
heidung, wann dies der Fall

ist, wird ni
ht-deterministis
h getro�en. Not-

wendige Bedingung ist, da� ein q

i

2 F (x

i

)

errei
ht ist. Die daran h

�

angenden Teilb

�

aume

werden dann mit den Automaten f

�

ur L

i

wei-

terverarbeitet.

t

q

1

q

2

i 2 I

t

1

t

2

x

1

x

2

Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein WB{Automat f

�

ur L und A

i

= (Q

(i)

;�; I

(i)

;

�

(i)

; F

(i)

) seien WB{Automaten f

�

ur L

i

(1 � i � k). Ohne Eins
hr

�

ankung

sind die Zustandsmengen Q;Q

(1)

; : : : ; Q

(k)

paarweise disjunkt. Betra
hten

wir nun

B = (Q [Q

(1)

[ : : : [Q

(k)

;�; I;�

0

; F

0

)

mit

� f

�

ur a 2 �

n

mit n > 0:

{ f

�

ur q 2 Q

(j)

(1 � j � k): �

0

a

(q) = �

(j)

a

(q),

{ f

�

ur q 2 Q: �

0

a

(q) = �

a

(q) [

[

1�j�k

q2F (x

j

)

f�

(j)

a

(i) j i 2 I

(j)

g;

� f

�

ur a 2 �

0

:

{ f

�

ur a 62 fx

1

; : : : ; x

k

g:

F

0

(a) = F (a) [ F

(1)

(a) [ F

(2)

(a) [ : : : [ F

(k)

(a) [

fq 2 Q j q 2 F (x

j

) mit 1 � j � k und

F

(j)

(a) \ I

(j)

6= ;g;

(Die letzte Teilmenge ist f

�

ur die aus L

j

angeh

�

angten Teilb

�

aume,

die nur aus einer Wurzel bestehen.)
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{ f

�

ur a 2 fx

1

; : : : ; x

k

g:

F

0

(a) = F

(1)

(a) [ F

(2)

(a) [ : : : [ F

(k)

(a) [

fq 2 Q j q 2 F (x

j

) mit 1 � j � k und

F

(j)

(a) \ I

(j)

6= ;g:

Man sieht lei
ht, da� B ein WB{Automat f

�

ur L �

x

(L

1

; : : : ; L

k

) ist.

Bei der De�nition der regul

�

aren Baumspra
hen verwenden wir zwei Spezi-

alf

�

alle der allgemeinen Baumkonkatenation:

1. Das Anwenden eines f 2 �

k

, k > 0 auf Baumspra
hen L

1

; : : : ; L

k

ist

de�niert dur
h

f(L

1

; : : : ; L

k

) = f(x

1

; : : : ; x

k

) �

(x

1

;::: ;x

k

)

(L

1

; : : : ; L

k

):

2. k = 1, also L �

x

L

0

, d.h. wir ersetzen die Bl

�

atter x in t 2 L dur
h B

�

aume

aus L

0

.

Au
h der Sternoperator kann auf Baumspra
hen erweitert werden: Intuitiv

ist dann ein Baum in L

�;x

, wenn er si
h in eine endli
he Kette von B

�

aumen

aus L zerlegen l

�

a�t (mit Blatt{Wurzelbindeglied x).

De�nition 6.17 Es sei L � T

�

und x 2 �

0

. Wir de�nieren den Sternopera-

tor auf Baumspra
hen:

L

0;x

= fxg;

L

n+1;x

= L

n;x

[ L �

x

L

n;x

; (6.1)

L

�;x

=

[

n�0

L

n;x

:

Man ma
ht si
h am Beispiel L = ff(x; x)g lei
ht klar, da� dur
h Weglassen

von \L

n;x

[ " in Glei
hung 6.1 eine andere Menge L

�;x

de�niert wird: Die

so de�nierte Baumspra
he w

�

are die Menge aller B

�

aume, bei denen auf allen

Pfaden von der Wurzel zu einem Blatt x dieselbe Anzahl von B

�

aumen aus L

dur
hlaufen w

�

urde.

Der n

�

a
hste Satz vervollst

�

andigt die S

�

atze

�

uber Abs
hlu�eigens
haften er-

kennbarer Baumspra
hen unter regul

�

aren Operatoren.
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Satz 6.18 Ist L eine erkennbare Baumspra
he, so au
h L

�;x

.

Beweis:

Es sei A = (Q;�; I;�; F )

ein WB{Automat f

�

ur L. Die

Idee des Beweises ist, da� man

einen Automaten konstruiert,

der bei q

i

2 F (x) entweder

aufh

�

oren kann oder aber mit

einem Anfangszustand weiter-

ma
ht.

i 2 I

t

00

q

3

q

4

t

0

q

2

x

q

1

t

x

x

x

Es sei B = (Q[ f̂�g;�; I

0

;�

0

; F

0

) ein (ni
ht{deterministis
her) WB{Automat

f

�

ur L

�;x

mit f̂�g 62 Q und

� I

0

= I [ f̂�g;

� f

�

ur a 2 �

n

mit n > 0:

�

0

a

(q) = �

a

(q) [

(

; q 62 F (x)

S

i2I

�

a

(i) q 2 F (x);

� f

�

ur a 2 �

0

, a 6= x:

F

0

(a) = F (a) [ fq 2 Q j q 2 F (x) und F (a) \ I 6= ;g;

� f

�

ur a = x: F

0

(x) = F (x) [ f̂�g.

Der zus

�

atzli
he Anfangs{ und Endzustand �̂ sorgt daf

�

ur, da� au
h

x

akzep-

tiert wird. Na
h Konstruktion wird L

�;x

von B akzeptiert.
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De�nition 6.19 Es sei � ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion, Z eine Men-

ge null{stelliger Symbole, �\Z = ; und

b

� = �[Z. Die Klasse der regul

�

aren

Baumspra
hen Reg(T

�

; Z) ist die kleinste Klasse von Baumspra
hen

�

uber

b

�

mit:

1. ; 2 Reg(T

�

; Z),

2. fxg 2 Reg(T

�

; Z) f

�

ur alle x 2 �

0

[ Z,

3. L

1

; L

2

2 Reg(T

�

; Z); L

1

[ L

2

2 Reg(T

�

; Z),

4. L

1

; L

2

2 Reg(T

�

; Z) und z 2 Z ; L

1

�

z

L

2

2 Reg(T

�

; Z),

5. L 2 Reg(T

�

; Z) und z 2 Z ; L

�;z

2 Reg(T

�

; Z),

6. n > 0; f 2 �

n

; L

1

; : : : ; L

n

2 Reg(T

�

; Z); f(L

1

; : : : L

n

) 2 Reg(T

�

; Z).

Eine Spra
he L � T

�

hei�t regul

�

ar, falls es ein Hilfsalphabet Z von nullstel-

ligen Symbolen gibt, so da� L 2 Reg(T

�

; Z) gilt.

3

Satz 6.20 F

�

ur L � T

�

sind

�

aquivalent:

1. L ist regul

�

ar.

2. L ist erkennbar.

Beweis:

\1; 2" Ergibt si
h unmittelbar aus den bereits gezeigten Abs
hlu�eigen-

s
haften erkennbarer Baumspra
hen.

3

Bea
hte: Reg(T

�

; Z) 6� T

�

. Zur Konstruktion der regul

�

aren Baumspra
hen sind in

Reg(T

�

; Z) au
h Spra
hen mit den zus

�

atzli
hen Hilfssymbole Z enthalten, die ni
ht in �

enthalten sind.
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\2; 1" Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein WB{Automat mit L = L(A). Ohne

Eins
hr

�

ankung sei Q = f1; : : : ; kg und Q \ � = ;. Wir de�nieren

Z := Q (und geben jedem q 2 Z Stelligkeit 0). Wir de�nieren nun einen

WB{Automaten A

0

, zu diesem eine endli
he Menge von Baumspra
hen

und werden zeigen, da� L si
h als Vereinigung dieser Baumspra
hen

s
hreiben l

�

a�t.

Es sei A

0

= (Q;�[Z; I;�; F

0

) mit F

0

(q) = fqg f

�

ur alle q 2 Z, F

0

(a) =

F (a) f

�

ur alle a 2 �

0

. F

�

ur K � Q, i 2 Q und 0 � h � k sei L(K; h; i)

die Menge aller B

�

aume t 2 T

�[K

, f

�

ur die es einen Lauf ` von A

0

auf t

gibt mit:

� `(�) = i,

� `(u) � h f

�

ur alle u 6= �, die ni
ht Bl

�

atter sind,

� `(u) 2 F

0

(t(u)) f

�

ur alle Bl

�

atter u.

L(K; h; i) enth

�

alt demna
h B

�

aume, die zus

�

atzli
h Bl

�

atter haben k

�

onnen,

die mit q 2 K markiert sind. Ein Lauf von A

0

darauf mu� mit i an der

Wurzel beginnen, an den Bl

�

attern mit einem Zustand u 2 F

0

(t(u)) en-

den und darf dazwis
hen nur Zust

�

ande � h verwenden. F

�

ur t(u) = q

ist F

0

(t(u)) = fag. Im Unters
hied zu einem Lauf von A kann hier nun

\vorzeitig" abgebro
hen werden. O�ensi
htli
h gilt:

L(A) =

[

i2I

L(;; k; i):

Es gen

�

ugt also zu zeigen, da� alle L(K; h; i) in Reg(T

�

; Z) sind. Dies

zeigen wir dur
h Induktion

�

uber h.

Induktionsanfang h = 0: In L(K; 0; i) sind also keine B

�

aume enthal-

ten, die einen Knoten u enthalten, der weder Blatt no
h Wurzel ist

(Der w

�

are sonst mit q > 0 markiert). Da �[K endli
h ist, ist au
h

L(K; 0; i) endli
h. Man zeigt lei
ht, da� jede endli
he Teilmenge

von T

�[Z

in Reg(T

�

; Z) ist.

Induktionss
hritt h > 0: Es gilt

L(K; h+ 1; i) = L(K; h; i) [

L(K [ fh+ 1g; h; i) �

h+1

L(K [ fh+ 1g; h; h+ 1)

�;h+1

�

h+1

L(K; h; h+ 1):
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Den formalen Beweis dieser Glei
hung lassen wir als

�

Ubung. Es

sollte aber klar sein, da� L(K; h; i) � L(K; h+1; i) gilt. Der Term

der Form L

1

�

h+1

L

�;h+1

2

�

h+1

L

3

erkl

�

art si
h intuitiv folgenderma�en

(siehe au
h na
hfolgende Skizze): L

1

sind die B

�

aume, deren Wurzel

mit i markiert sind, deren innere Knoten nur mit j � h markiert

sind und die Bl

�

atter aus K [ fh + 1g haben k

�

onnen. Die Bl

�

atter

h + 1 werden dann dur
h Baum{Ketten aus L

2

ersetzt. B

�

aume

aus L

2

haben eine mit h + 1 markierte Wurzel und Bl

�

atter aus

K [fh+1g. Zum S
hlu� kommt dann no
h ein letzter Baum mit

Wurzelmarkierung h+1, dessen innere Knoten aber nur mit j � h

markiert sind. Man sieht lei
ht, da� jeder Baum aus L(K; h+1; i)

in eine sol
he Kette von B

�

aumen zerlegt werden kann.

� h

i 2 I

2 L

1

2 L

2

h+ 1

� h

h+ 1

� h

� h

.

.

.

2 L

2

2 L

3

h+ 1

.

.

.

h+ 1

Na
h Induktion und wegen der De�nition von Reg(T

�

; Z) liefert die

obige Zerlegung von L(K; h; i), da� L(K; h; i) 2 Reg(T

�

; Z) gilt.

Eine weitere interessante Abs
hlu�eigens
haft erkennbarer Baumspra
hen ist

der Abs
hlu� unter Alphabetumbenennung. Es seien �

(1)

;�

(2)

zwei Alphabe-
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te mit Stelligkeitsfunktionen und � : �

(1)

! �

(2)

eine Abbildung, so da�

�(�

(1)

n

) � �

(2)

n

f

�

ur alle n � 0. F

�

ur einen Baum t : dom(t) ! �

(1)

aus T

�

(1)

ist �(t) : dom(t) ! �

(2)

de�niert dur
h �(t)(u) = �(t(u)), d.h. man ersetzt

einfa
h (da � stelligkeitserhaltend ist) Knoten � dur
h Knoten �(�).

Satz 6.21 Ist L � T

�

(1)

erkennbar, so au
h �(L) = f�(t) j t 2 Lg � T

�

(2)

.

Beweis: Es sei A = (Q;�

(1)

; I;�; F ) ein BW{Automat f

�

ur L. Wir de�nieren

A

0

= (Q;�

(2)

; I

0

;�

0

; F ), wobei

� f

�

ur a 2 �

(2)

0

:

I

0

(a) =

[

a

0

2 �

(1)

0

�(a

0

) = a

I(a

0

);

� f

�

ur a 2 �

(2)

n

, n > 0:

�

0

a

(q

1

; : : : ; q

n

) =

[

a

0

2 �

(1)

n

�(a

0

) = a

�

a

0

(q

1

; : : : ; q

n

):

Man sieht lei
ht, da� L(A

0

) = �(L) gilt.

Als n

�

a
hstes betra
hten wir Ents
heidbarkeitsprobleme f

�

ur regul

�

are (d.h. er-

kennbare) Baumspra
hen.

Satz 6.22 F

�

ur regul

�

are Baumspra
hen sind das

�

Aquivalenzproblem und das

Leerheitsproblem ents
heidbar.

Beweis: Da wir bereits wissen, da� regul

�

are Baumspra
hen unter Booles
hen

Operationen abges
hlossen sind, kann man das

�

Aquivalenzproblem auf das

Leerheitsproblem reduzieren. Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein BW{Automat

mit jQj = k Zust

�

anden.
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6.2. REGUL

�

ARE BAUMSPRACHEN

Behauptung: L(A) 6= ; genau dann, wenn es einen Baum t 2 L(A) der

Tiefe � k gibt, wobei die Tiefe eines Baumes die L

�

ange des l

�

angsten Pfades

ist.

Da es f

�

ur ein endli
hes Alphabet � nur endli
h viele t 2 T

�

der Tiefe � k

gibt, kann man f

�

ur alle diese B

�

aume testen, ob sie von A akzeptiert werden.

Beweis der Behauptung:

Es sei t 2 L(A) ein Baum minimaler Gr

�

o�e

(d.h. Gesamtzahl von Knoten). Angenommen,

t h

�

atte Tiefe gr

�

o�er k. Betra
hte einen erfolg-

rei
hen Lauf ` vonA auf t. Auf jedem Pfad mit

L

�

ange > k gibt es zwei vers
hiedene Stellen

u; u

0

im Baum, die mit demselben Zustand q

markiert sind, d.h. q := `(u) = `(u

0

).

t

q

q

Ersetzt man in t den Unterbaum t

u

dur
h den

kleineren Unterbaum t

u

0

, so hat man au
h auf

dem so erhaltenen Baum t

0

einen erfolgrei
hen

Lauf. Dies widerspri
ht der Minimalit

�

at von t.

Es mu� also au
h einen Baum t 2 L(A) mit

Tiefe � k geben.

q

t

0
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Kapitel 7

Automaten auf unendli
hen

B

�

aumen

Au
h bei Baumspra
hen interessieren wir uns,

�

ahnli
h wie bei Spra
hen

�

uber

W

�

ortern, nun au
h f

�

ur unendli
he Objekte. Wir werden deshalb nun unend-

li
he B

�

aume de�nieren. Dies wird es uns unter anderem erlauben, Interpreta-

tionen der zugeh

�

origen logis
hen Formeln mit unendli
hem Interpretations-

berei
h zu betra
hten.

Der Einfa
hheit halber betra
hten wir hier nur bin

�

are unendli
he B

�

aume,

d.h. wir gehen davon aus, da� wir ein Alphabet � mit Stelligkeitsfunktion

haben, f

�

ur das � = �

2

gilt. Alle Resultate lassen si
h aber lei
ht auf den

allgemeinen Fall

�

ubertragen.

Mit T

!

�

bezei
hnen wir die Menge der unendli
hen bin

�

aren B

�

aume. Eine Teil-

menge L von T

!

�

hei�t !{Baumspra
he und ein t 2 T

!

�

!{Baum. Man kann

!{Baumspra
hen aus Baumspra
hen dur
h unendli
he Iteration erzeugen.

De�nition 7.1 Es sei Z = fz

1

; : : : ; z

k

g eine Menge nullstelliger Symbole

und � ein Alphabet bin

�

arer Symbole. U; U

1

; : : : ; U

k

� T

�[Z

seien Baumspra-


hen

�

uber dem Alphabet � [ Z. Die !{Baumspra
he

U �

(z

1

;::: ;z

k

)

(U

1

; : : : ; U

k

)

!;(z

1

;::: ;z

k

)

besteht aus allen !{B

�

aumen t 2 T

!

�

, f

�

ur die es eine Folge t

0

; t

1

; t

2

; : : : von

B

�

aumen aus T

!

�[Z

gibt mit:

132 10. Dezember 2001



7.1. B

�

UCHI{ UND RABIN{BAUMAUTOMATEN

1. t

0

2 U ,

2. f

�

ur alle i � 0 ist t

i+1

2 t

i

�

(z

1

;::: ;z

k

)

(U

1

; : : : ; U

k

),

3. t ist Limes dieser Folge, d.h. f

�

ur alle u 2 f0; 1g

�

gibt es m � 0 mit:

� u 2 dom(t

m

) und u kein Blatt, d.h. t

m

(u) 2 �,

� t(u) = t

m

(u).

Beispiel 7.2 Z = fz

1

; z

2

g; U = ff(z

1

; z

2

)g; U

1

= fg(z

1

; z

1

)g; U

2

= fh(z

2

; z

2

)g

gz

1

z

2 h

z

1

z

1

z

2

z

2

t

1

=t

0

=

ff

z

1

z

1

z

1

z

1

z

2

z

2

z

2

z

2

g g

hh

g

h

t

2

=

f

Der Limes der einzigen m

�

ogli
hen Folge ist:

g g g g

hh h h

g g

h h

f

g

h

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

7.1 B

�

u
hi{ und Rabin{Baumautomaten

Da die betra
hteten unendli
hen B

�

aume keine Bl

�

atter haben, ma
ht es nur

Sinn, Baumautomaten zu betra
hten, die bei der Wurzel beginnen. Es han-

delt si
h daher um Verallgemeinerungen von WB{Automaten auf den un-

endli
hen Fall.
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De�nition 7.3

1. Ein B

�

u
hi{Baumautomat

�

uber dem Alphabet � (mit � = �

2

) ist von

der Form A = (Q;�; I;�; F ). Dabei sind

� Q; I und � wie bei WB{Automaten de�niert und

� F � Q eine Menge von Endzust

�

anden.

2. Ein Rabin{Baumautomat

�

uber dem Alphabet � (mit � = �

2

) ist von

der Form A = (Q;�; I;�;
). Dabei sind

� Q; I und � wie bei WB{Automaten de�niert und

� 
 = f(F

1

; G

1

); : : : ; (F

n

; G

n

)g eine endli
he Menge von Paaren mit

F

i

; G

i

� Q.

Ein Lauf ` eines (B

�

u
hi{ oder Rabin{) Baumautomaten auf t 2 T

!

�

ist wie

im endli
hen Fall de�niert, d.h. ` : dom(t) ! Q (dom(t) = f0; 1g

�

) mit

(`(u0); `(u1)) 2 �

f

(`(u)), falls t(u) = f . Ein Lauf ` ist also ein unendli
her

Baum

�

uber dem Markierungsalphabet Q (wobei �(q) = 2 f

�

ur alle q 2 Q).

Ein Lauf ` eines B

�

u
hi{Automaten hei�t erfolgrei
h, falls

� `(�) 2 I und

� jeder Pfad in ` enth

�

alt mindestens einen Zustand aus F unendli
h oft.

Ein Lauf ` eines Rabin{Automaten hei�t erfolgrei
h, falls

� `(�) 2 I und

� es f

�

ur jeden Pfad in ` ein (F

i

; G

i

) 2 
 (1 � i � n) gibt, so da�

{ der Pfad mindestens einen Zustand aus F

i

unendli
h oft enth

�

alt

und

{ der Pfad keinen Zustand aus G

i

unendli
h oft enth

�

alt.
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�
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Die Akzeptanzbedingung f

�

ur B

�

u
hi{ bzw. Rabin{Automaten auf unendli
hen

W

�

ortern wird hier also auf Pfade im Baum angewendet. Bea
hte: Jeder Pfad

in t 2 T

!

�

liefert ein Wort aus �

!

.

Die von einem (B

�

u
hi{ oder Rabin{) Baumautomaten akzeptierte !{Baum-

spra
he ist

L

!

(A) := ft 2 T

!

�

j Es gibt einen erfolgrei
hen Lauf von A auf tg:

L � T

!

�

hei�t B

�

u
hi{erkennbar (Rabin{erkennbar), falls L von einem B

�

u
hi{

(Rabin{) Baumautomaten akzeptiert wird.

Satz 7.4 Jede B

�

u
hi{erkennbare Spra
he ist au
h Rabin{erkennbar.

Beweis: Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein B

�

u
hi{Automat mit L = L

!

(A). Wir

de�nieren den Rabin{Automaten A

0

:= (Q;�; I;�; f(F; ;)g). O�ensi
htli
h

gilt L

!

(A

0

) = L

!

(A) = L.

Die folgenden beiden Beispiele sollen die Funktionsweise von B

�

u
hi{ und

Rabin{Automaten illustrieren.

Beispiel 7.5 Sei � = fa; bg und L

1

= ft 2 T

!

�

j Es gibt einen Pfad in t, der

unendli
h viele a enth

�

altg.

Der folgende ni
ht{deterministis
he B

�

u
hi{Automat f

�

ur L

1

w

�

ahlt (ni
htde-

terministis
h) einen Pfad in t und nimmt jedesmal, na
hdem dort a vorge-

kommen ist, den Endzustand f an. Bei den ni
ht ausgew

�

ahlten Pfaden wird

ein zweiter Endzustand 2 stets reproduziert.

A

1

= (Q

1

;�; I

1

;�

1

; F

1

) mit Q

1

= fi; f;2g; I

1

= fig; F

1

= ff;2g;

�

1

a

: i 7!f(f;2); (2; f)g �

1

b

: i 7!f(i;2); (2; i)g

f 7!f(f;2); (2; f)g f 7!f(i;2); (2; i)g

2 7!f(2;2)g 2 7!f(2;2)g

Es gibt also genau einen Pfad, der nur mit Zust

�

anden aus fi; fg markiert

wird. Alle anderen Pfade werden ab einer Stelle stets mit 2 markiert. Der

Endzustand f tritt nur unmittelbar unter einem a auf.
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Gibt es einen Pfad mit un-

endli
h vielen a, so kann man

diesen w

�

ahlen und erh

�

alt dar-

auf im Lauf unendli
h oft f .

Alle anderen Pfade enthalten

unendli
h oft 2. W

�

ahlt man

einen Pfad, der a nur endli
h

oft enth

�

alt, so entsteht im Lauf

ein Pfad, der nur endli
h oft

f enth

�

alt und 2

�

uberhaupt

ni
ht.

b b ba a a a a

b a aa

i

a

b b

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

f

i

f2

Beispiel 7.6 Betra
hten wir nun � = fa; bg und L

2

= ft 2 T

!

�

j jeder

Pfad in t enth

�

alt nur endli
h viele a g. O�ensi
htli
h ist L

2

= T

!

�

n L

1

das

Komplement von L

1

. Wir geben einen Rabin{Baumautomaten f

�

ur L

2

an:

A

2

= (fi; fg;�; fig;�

2

; f(fi; fg; ffg

|{z}

endli
h

oft

)g) mit

�

2

a

: i 7! f(f; f)g �

2

b

: i 7! f(i; i)g

f 7! f(f; f)g f 7! f(i; i)g:

Gibt es einen Pfad mit unendli
h vielen a, so hat der zugeh

�

orige Pfad im

Lauf unendli
h viele Markierungen f , ist also ni
ht erfolgrei
h. Da� ein Zu-

stand aus fi; fg unendli
h oft in jedem Pfad vorkommen mu�, ist keine Ein-

s
hr

�

ankung, da fi; fg die gesamte Zustandsmenge ist.

1

Satz 7.7 Die Spra
he L

2

aus Beispiel 7.6 ist Rabin{erkennbar, aber ni
ht

B

�

u
hi{erkennbar.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, da� L

2

Rabin{erkennbar ist. Angenom-

men, sie ist au
h B

�

u
hi{erkennbar und wird von A = (Q;�; I;�; F ) akzep-

tiert. Sei n > jF j. De�niere zu n den Baum t

(n)

folgenderma�en:

1

Derselbe Automat mit der Endzustandsmenge 


2

= f(fig; ffg)g erkennt aber eben-

falls L

2

.
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U = f�g [

f1

m

1

0 j m

1

> 0g [

.

.

.

f1

m

1

01

m

2

0 � � �1

m

n

0 j m

i

> 0 f

�

ur alle 1 � i � ng

= f�g [

[

1�i�n

(1

+

0)

i

;

t

(n)

: f0; 1g

�

! �

u 7!

(

a u 2 U

b u 62 U:

Der Baum t

(n)

hat unendli
h viele Knoten a, aber jeder Pfad hat h

�

o
hstens

n + 1, d.h. t

(n)

2 L

2

.

a

b

a

a

b

a

b

b

a

1

m

1

1

m

1

0

1

m

1

01

m

2

1

m

1

01

m

2

0

Allgemein gilt: Jeder Pfad beginnt

mit a. Um ein weiteres a zu errei-


hen, mu� man im Baum minde-

stens einmal na
h re
hts und dann

genau einmal na
h links gehen.

F

�

ur das n

�

a
hste a mu� man wie-

der mindestens einmal na
h re
hts

und dann genau einmal na
h links

gehen. Na
hdem man n{mal na
h

links gegangen ist, hat man das

letzte a auf diesem Pfad errei
ht.

Da t

(n)

2 L

2

ist, gibt es einen er-

folgrei
hen Lauf von A auf t

(n)

.

Wir w

�

ahlen nun einen Pfad wie folgt:

� W

�

ahle ein minimalesm

1

mit `(1

m

1

) 2 F . So ein m

1

gibt es, da auf dem

Pfad f�; 1; 11; 111; : : : g in ` unendli
h oft ein Element aus F vorkommt.

Sei f

1

= `(1

m

1

).
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� Es seien m

1

; m

2

; : : : ; m

i

(i < n) s
hon de�niert. W

�

ahle minimalesm

i+1

mit `(1

m

1

01

m

2

0 � � �1

m

i

01

m

i+1

) 2 F . Sei f

i+1

= `(1

m

1

01

m

2

0 � � �1

m

i

01

m

i+1

).

a

b

a

a

b

a

b

b

a

1

m

1

1

m

1

0

1

m

1

01

m

2

1

m

1

01

m

2

0

f

2

2 F

f

1

2 F

a

t

(n)

u

f

i

uv

f

i

Dies de�niert uns also m

1

; : : : ; m

n

und einen Lauf wie in der linken Skizze.

Da n > jF j gew

�

ahlt war, gibt es ein i < j mit f

i

= f

j

. Wir haben daher

die Situation wie in der re
hten Skizze. Setzt man in t

(n)

an der Stelle uv

den Baum t

(n)

u

(der Teilbaum von t

(n)

mit Wurzel u) ein, so erh

�

alt man einen

Baum, der ebenfalls einen erfolgrei
hen Lauf besitzt.

uv

f

i

a

a

a

t

(n)

u

f

i

.

.

.

f

i

f

i

uvv

uvvv

Iteriert man dieses Vorgehen un-

endli
h oft, so erh

�

alt man einen

Baum t, der vonA akzeptiert wird.

Dieser Baum enth

�

alt aber auf ei-

nem Pfad unendli
h viele a, da ja

zwis
hen u und uv mindestens ein

a vorkam.
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7.2. ENTSCHEIDBARKEITSRESULTATE

Korollar 7.8 Die Klasse der B

�

u
hi{erkennbaren Spra
hen ist ni
ht unter

Komplement abges
hlossen.

Beweis: L

1

ist B

�

u
hi{erkennbar, L

2

= T

!

�

n L

1

ni
ht.

Satz 7.9 Die Klasse der Rabin{erkennbaren Baumspra
hen ist unter Kom-

plement abges
hlossen.

Der Beweis dieses Satzes ist sehr aufwendig und wird hier ni
ht gef

�

uhrt.

Es gibt vers
hiedene Beweisans

�

atze (f

�

ur Literaturhinweise, siehe [Tho90a℄).

Spieltheoretis
he Ans

�

atze haben si
h hier wieder als sehr hilfrei
h erwiesen.

Warum ist dieses Problem viel s
hwerer als das f

�

ur Automaten auf unendli-


hen W

�

ortern? Dies liegt an der Quanti�zierung

�

uber Pfade in der De�nition

eines erfolgrei
hen Laufes:

\F

�

ur alle Pfade ist die Akzeptanzbedingung erf

�

ullt."

Negiert man diese Aussage, so erh

�

alt man:

\Es gibt einen Pfad, der die Akzeptanzbedingung ni
ht erf

�

ullt."

Man mu� im Beweis der Abges
hlossenheit unter Komplement also ni
ht nur

von \ni
ht erf

�

ullt" zu \erf

�

ullt" kommen, sondern au
h no
h von \es gibt einen

Pfad" zu \f

�

ur alle Pfade".

7.2 Ents
heidbarkeitsresultate

Da wir wieder logis
he Erf

�

ullbarkeitsprobleme auf das Leerheitsproblem der

von Automaten akzeptierten Spra
hen reduzieren m

�

o
hten, interessieren wir

uns zun

�

a
hst f

�

ur die Ents
heidbarkeit der von B

�

u
hi{ und Rabin{Baumauto-

maten akzeptierten !{Baumspra
hen. Beginnen wir mit den B

�

u
hi{Baum-

automaten, da man hier eine zus

�

atzli
he Charakterisierung der von B

�

u
hi{

Baumautomaten akzeptierten !{Baumspra
hen erh

�

alt.
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Satz 7.10 Das Leerheitsproblem ist f

�

ur B

�

u
hi{erkennbare !{Baumspra
hen

ents
heidbar.

Vorbereitung des Beweises: Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein B

�

u
hi{Baum-

automat, wobei F = ff

1

; : : : ; f

m

g ist. Es sei ` : f0; 1g

�

! Q ein erfolgrei
her

Lauf von A auf einem Baum t 2 T

!

�

. Der Baum t wird nun zerlegt in end-

li
he Teilb

�

aume, die dann von Automaten auf endli
hen B

�

aumen akzeptiert

werden. Dies liefert uns eine Zerlegung von L

!

(A) � T

!

�

, die wir dann f

�

ur

den Beweis verwenden werden.

Es sei u 2 f0; 1g

�

. Wir interessieren uns daf

�

ur, wo man in ` na
h u wieder

Endzust

�

ande errei
ht:

D

u

:= fw 2 f0; 1g

�

j F

�

ur alle v mit � < v � w gilt `(uv) 62 Fg:

O�ensi
htli
h stellt D

u

einen endli
h verzweigten Baum dar, in dem es keine

unendli
hen Pfade gibt (sonst w

�

are ` ja ni
ht erfolgrei
h). Also istD

u

endli
h.

Es sei

D

+

u

:= D

u

[ fw� j � 2 f0; 1g und w 2 D

u

und w� 62 D

u

g:

Na
h De�nition von D

u

gilt `(w) 2 F f

�

ur alle w 2 D

+

u

nD

u

.

Beispiel: Betra
hte einen Lauf des B

�

u
hi{Baumautomaten aus Beispiel 7.5

auf dem folgenden Baum:

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

b

b

a

b

b

b

b

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

F = f2; fg

i

i

i

f

.

.

.

.

.

.

2

222

a

2
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Dann gilt:

D

�

= f�; 0; 00g D

1

= f�g

D

+

�

nD

�

= f1; 01; 000; 001g D

+

1

nD

1

= f0; 1g:

F

�

ur u 2 f0; 1g

�

de�nieren wir nun den endli
hen Baum

b

t

u

: D

+

u

! � [ F

f

�

ur alle w 2 D

u

sei

b

t

u

: w 7! t(uw) (2 �)

f

�

ur alle w 2 D

+

u

nD

u

sei

b

t

u

: w 7! `(uw) (2 F ):

O�ensi
htli
h ist

b

t

u

2 T

�[F

, wobei f 2 F die Stelligkeit 0 erh

�

alt.

Beispiel:

b

b

a

a

2

2

2

2

2

f

^

t

�

^

t

1

F

�

ur jedes q 2 Q betra
hten wir nun den WB{Baumautomaten

A

q

= (Q;� [ F; fqg;�;

b

F );

wobei � wie bei A de�niert ist und f

�

ur alle f 2 F gilt

b

F (f) = f . Es sei nun

L

q

= L(A

q

).

Es gilt: Ist `(u) = q, so ist

b

t

u

2 L

q

.

2

2

b

b

a

i

i

i

f

2

2

2

2

f

Die nebenstehende Skizze zeigt

z.B. den erfolgrei
hen Lauf von A

i

auf dem Baum

b

t

�

.
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Diese Konstruktion zeigt, da� wir zu L = L

!

(A) eine Baumspra
he

b

L de�-

nieren k

�

onnen mit

b

L � L

!

(A):

b

L =

 

[

i2I

L

i

!

�

(f

1

;::: ;f

m

)

(L

f

1

; : : : ; L

f

m

)

!;(f

1

;::: ;f

m

)

:

Umgekehrt kann man lei
ht zeigen, da� jedes Element von

b

L au
h in L ist,

d.h. L =

b

L.

Satz 7.11 F

�

ur eine Spra
he L � T

!

�

sind

�

aquivalent:

1. L wird von einem B

�

u
hi{Automaten mit Endzustandsmenge F = ff

1

;

: : : ; f

m

g erkannt.

2. Es gibt erkennbare Spra
hen L

0

; : : : ; L

m

� T

�[F

f

�

ur das Alphabet F =

ff

1

; : : : ; f

m

g von nullstelligen Symbolen, so da� gilt:

L = L

0

�

(f

1

;::: ;f

m

)

(L

1

; : : : ; L

m

)

!;(f

1

;::: ;f

m

)

:

Beweis:

\1; 2" haben wir gerade gezeigt.

\2; 1" Konstruiere aus WB{Automaten f

�

ur L

0

; : : : ; L

m

einen B

�

u
hi{Baum-

automaten f

�

ur L (

�

Ubung).

Beweis von Satz 7.10: Es sei A = (Q;�; I;�; F ) ein B

�

u
hi{Baumauto-

mat f

�

ur L � T

!

�

. Die Spra
hen L

q

= L(A

q

) seien wie oben de�niert. Wir

eliminieren nun sukzessive Zust

�

ande, die ni
hts zu einem erfolgrei
hen Lauf

beitragen k

�

onnen:

1. Der Automat A

1

= (Q

1

;�; I

1

;�

1

; F

1

) entsteht aus A dur
h Entfernen

aller Zust

�

ande q 2 Q mit L

q

= ;. Da L

q

eine erkennbare Baumspra
he

(endli
her B

�

aume) ist, kann man \L

q

= ;?" ents
heiden (Satz 6.22):

Q

1

= Q n fq 2 Q j L

q

= ;g;

I

1

= I \Q

1

;

�

1

a

: Q

1

! 2

Q

1

�Q

1

: q 7! �

a

(q) \Q

1

�Q

1

;

F

1

= F \Q

1

:
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Ist L

q

= ;, so kann q ni
ht in einem erfolgrei
hen Lauf ` vorkommen,

denn wir hatten ja gesehen, da� f

�

ur `(u) = q gilt:

b

t

u

2 L

q

. Daher ist

L

!

(A

1

) = L

!

(A). Bea
hte, da� es inA

1

einen Zustand q

0

mit L(A

1

q

0) =

; und L(A

q

0

) 6= ; geben kann.

2. Iteriert man diese Vorgehensweise, so erh

�

alt man eine Folge A

1

;A

2

; : : :

von Automaten mit L

!

(A

i

) = L

!

(A). Da Q endli
h ist, mu� diese Folge

abbre
hen, d.h. man errei
ht A

n

mit L

!

(A) = L

!

(A

n

) und L

q

6= ; f

�

ur

alle q 2 Q

n

(bea
hte: Q

n

= ; ist m

�

ogli
h).

3. Wir zeigen: L

!

(A

n

) 6= ; gdw I

n

6= ;.

Wir wissen aus Satz 7.11:

L

!

(A

n

) =

0

�

[

i2I

n

L

i

1

A

�

(f

1

;::: ;f

m

)

(L

f

1

; : : : ; L

f

m

)

!;(f

1

;::: ;f

m

)

;

wobei ff

1

; : : : ; f

m

g = F

n

. Wenn I

n

= ; ist, so ist der Ausdru
k o�en-

si
htli
h leer. Ist umgekehrt I

n

6= ;, so folgt au
h F

n

6= ; (da sonst

L

q

= ; f

�

ur alle q 2 Q). Damit enth

�

alt also der Ausdru
k auf der

re
hten Seite einen unendli
hen Baum, denn f

�

ur t

0

2 L

i

mit i 2 I,

t

1

2 L

f

1

; : : : ; t

m

2 L

f

m

gilt

ft

0

g �

(f

1

;::: ;f

m

)

(ft

1

g; : : : ; ft

m

g)

!;(f

1

;::: ;f

m

)

� L

!

(A

n

):

Beispiel: Automat aus Beispiel 7.5: F

�

ur alle Zust

�

ande q 2 Q

1

= fi; f;2g

gilt L

q

6= ;, denn a(f;2) 2 L

i

, b(2;2) 2 L

2

, a(f;2) 2 L

f

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ba

b

a

a

b b

a b b b b bb b

2 fa(f;2)g �

(f;2)

(fa(f;2)g; fb(2;2)g)

!;(f;2)
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Betra
hten wir nun no
h Rabin{Baumautomaten.

Satz 7.12 Das Leerheitsproblem ist f

�

ur Rabin{erkennbare !{Baumspra
hen

ents
heidbar.

Beweis: Es sei A = (Q;�; I;�;
) ein Rabin{Baumautomat. Ein Zustand

q 2 Q hei�t aktiv, falls er von einem Zustand aus errei
hbar ist und ni
ht nur

si
h selbst reproduziert, d.h. wenn es a; b 2 � und Zust

�

ande q

0

; q

1

; q

2

; q

0

2 Q

gibt mit

� (q; q

0

) 2 �

b

(q

0

) oder (q

0

; q) 2 �

b

(q

0

),

� (q

1

; q

2

) 2 �

a

(q) und

� fq

1

; q

2

g 6= fqg.

Sonst hei�t q passiv. Passive Zust

�

ande q erlauben also nur

�

Uberg

�

ange �

a

(q) =

f(q; q)g oder sie kommen nur an der Wurzel eines Laufs vor. Man kann of-

fenbar sehr lei
ht feststellen, wel
he Zust

�

ande aktiv und wel
he passiv sind.

Die Ents
heidbarkeit des Leerheitsproblems wird dur
h Induktion

�

uber die

Anzahl der aktiven Zust

�

ande in A gezeigt.

Induktionsanfang: keine aktiven Zust

�

ande

Ein erfolgrei
her Lauf ist also von der nebenstehenden

Form. Dabei sind i; q

1

; q

2

2 Q Zust

�

ande mit

� i 2 I,

� es gibt a; b; 
 2 � mit (q

1

; q

2

) 2 �

a

(i), (q

1

; q

1

) 2

�

b

(q

1

), (q

2

; q

2

) 2 �




(q

2

),

� es gibt (F;G); (F

0

; G

0

) 2 
 mit q

1

2 F und q

1

=2

G, q

2

2 F

0

und q

2

=2 G

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

q

2

q

2

i

q

1

q

1

q

1

q

2

Man kann o�ensi
htli
h lei
ht feststellen, ob sol
he i; q

1

; q

2

existieren.

Induktionss
hritt: n > 0 aktive Zust

�

ande

F

�

ur einen erfolgrei
hen Lauf ` : f0; 1g

�

! Q gibt es drei M

�

ogli
hkeiten.
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1. Fall: Einer der aktiven Zust

�

ande q tritt ni
ht in ` auf.

Dann ist ` au
h erfolgrei
her Lauf f

�

ur den Automaten A

�

q

, der aus A dur
h

Strei
hen von q entsteht, d.h. A

�

q

= (Q

0

;�; I \Q

0

;�

0

;


0

) mit

Q

0

= Q n fqg;

�

0

a

: Q

0

! 2

Q

0

�Q

0

:

�

0

a

(q) = �

a

(q) \Q

0

2

;




0

= f(F

0

; G

0

) j Es gibt (F;G) 2 
 und F

0

= F \ 


0

; G

0

= G \ 


0

g:

Das Auftreten dieses Falles kann also ents
hieden werden, indem man f

�

ur je-

des aktive q 2 Q den Automaten A

�

q

betra
htet. Na
h Induktionsvorausset-

zung k

�

onnen wir f

�

ur diese Automaten A

�

q

das Leerheitsproblem ents
heiden.

2. Fall: In ` gibt es eine Stelle u, so da� `(u) = q aktiv ist, und es gibt einen

aktiven Zustand q

0

, der in dem Unterbaum `

u

(au�er an der Wurzel) ni
ht

vorkommt.

Es sei

b

`

q

der Baum, der aus ` entsteht, indem man jeweils na
h dem ersten

q abs
hneidet.

2

O�ensi
htli
h ist au
h

b

`

q

�

q

`

u

erfolgrei
h. Die Existenz eines

geeigneten

b

`

q

und `

u

kann nun dur
h Betra
hten von Automaten mit weniger

aktiven Zust

�

anden getestet werden:

1.

b

`

q

wird zu

~

`

q

modi�ziert, indem an den Bl

�

attern

q

der nebenstehende unendli
he Baum angeh

�

angt

wird. Einen Automaten, der

~

`

q

als erfolgrei
hen

Lauf hat, erh

�

alt man aus A wie folgt:

~

A

q

=

(Q;�; I;�

0

;


0

) mit

q

q

q q q

q

q

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� �

0

a

(q) = f(q; q)g und �

0

a

(p) = �

a

(p) f

�

ur alle p 6= q,

� 


0

= 
 [ f(fqg; ;)g.

O�ensi
htli
h hat

~

A

q

einen aktiven Zustand weniger, da q ni
ht mehr

aktiv ist.

2

Dies ist na
h unserer De�nition weder ein endli
her no
h ein unendli
her Baum, da er

sowohl endli
he als au
h unendli
he Pfade enthalten kann. Die na
hfolgenden Konstruk-

tionen sind aber trotzdem sinnvoll.
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2. `

u

ist erfolgrei
her Lauf des Automaten A

�

q;q

0

, der aus A entsteht, indem

man q

0

aus � entfernt und q zum einzigen Anfangszustand ma
ht, d.h.

A

�

q;q

0

= (Q;�; fqg;�

0

;
) mit �

0

a

(p) = �

a

(p)\ (Q

0

�Q

0

) f

�

ur alle p 2 Q,

a 2 �, Q

0

= Q n fq

0

g. Au
h A

�

q;q

0

hat einen aktiven Zustand weniger,

da q

0

ni
ht mehr errei
hbar, also ni
ht mehr aktiv ist. Bea
hte: Diese

Konstruktion ist au
h f

�

ur q = q

0

korrekt.

Man kann daher na
h Induktion f

�

ur alle Paare (q; q

0

) aktiver Zust

�

ande

�

uber-

pr

�

ufen, ob

~

A

q

und A

�

q;q

0

ni
ht{leere Spra
hen akzeptieren. Ist dies der Fall,

so gibt es einen erfolgrei
hen Lauf, der unter diesen zweiten Fall f

�

allt.

3. Fall: In diesem letzten Fall gibt es mindestens einen aktiven Zustand, und

unter jedem u mit `(u) = q aktiv kommen alle aktiven Zust

�

ande vor.

Man kann daher einen Pfad � in ` �nden, auf dem jeder aktive Zustand

unendli
h oft vorkommt. Au�er am Anfang kann o�ensi
htli
h kein passiver

Zustand auf dem Pfad � liegen. Es mu� daher ein Paar (F;G) 2 
 geben,

das � akzeptiert. Damit enth

�

alt F einen aktiven Zustand und G enth

�

alt nur

passive Zust

�

ande. Sei q 2 F also so ein aktiver Zustand.

Der Baum

b

`

q

wird nun wie im zweiten Fall de�niert. Es sei u 2 f0; 1g

�

mit

`(u) = q. Der Baum

b

`

u;q

entstehe aus `

u

, indem man jeweils na
h dem ersten

Vorkommen von q in `

u

e
ht unterhalb von � abs
hneidet.

Beispiel:

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

q

` =

q q qq

qq

q

b

`

q

=

q q

.

.

.

.

.

.

q

1

q

1

q q

q

1

q

1

q

1

q

1

q

b

`

0;q

=

O�ensi
htli
h ist

b

`

q

�

q

b

`

u;q

!;q

ein Lauf des Automaten A. Warum ist er erfolg-

rei
h?

Es sei � ein Pfad in diesem Lauf.
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Fall a: � ist ein unendli
her Pfad in

b

`

q

oder ein unendli
hes Endst

�

u
k liegt

in einem

b

`

u;q

. Dann kommt ein unendli
hes Endst

�

u
k des Pfades au
h

in ` vor, wird also von einem Paar aus 
 akzeptiert.

Fall b: Sonst kommt q unendli
h oft im Pfad � vor. Au�erdem kann ein

passiver Zustand nur an erster Stelle in � vorkommen. Dann wird �

von (F;G) akzeptiert, da q 2 F und G nur passive Zust

�

ande enth

�

alt.

Die Existenz eines

b

`

q

kann man wie im zweiten Fall mit Hilfe von

~

A

q

testen. Es

bleibt zu zeigen, da� man die Existenz eines geeigneten

b

`

u;q

ents
heiden kann.

Da q in

b

`

u;q

in zwei unters
hiedli
hen Funktionen vorkommt (an der Wurzel

und an den Bl

�

attern), m

�

ussen wir vor der Konstruktion eines Automaten

no
h den Zustand an der Wurzel umbenennen:

b

`

q

0

u;q

entsteht aus

b

`

u;q

, indem

die Wurzel mit dem neuen Zustand q

0

markiert wird. Konstruiere wie im Fall

2 aus

b

`

q

0

u;q

den Baum

~

`

q

0

u;q

. Der Automat

~

A

q

0

;q

= (Q[fq

0

g;�; fq

0

g;�

0

;


0

) mit

� q

0

=2 Q,

� �

0

a

(q

0

) = �

a

(q);

�

0

a

(q) = f(q; q)g;

�

0

a

(q

0

) = �

a

(q

0

) f

�

ur q

0

=2 fq; q

0

g;

� 


0

= 
 [ f(fqg; ;)g;

hat

~

`

q

0

u;q

als erfolgrei
hen Lauf.

~

A

q

0

;q

enth

�

alt einen aktiven Zustand weniger,

da q und q

0

passiv sind.

Zusammenfassung

F

�

ur einen Rabin{Baumautomaten A ist also L

!

(A) = ; genau dann, wenn

das folgende gilt:

� FallsA keine aktiven Zust

�

ande enth

�

alt, gibt es keine Zust

�

ande i; q

1

; q

2

2

Q mit

{ i 2 I und

{ es gibt a; b; 
 2 � mit (q

1

; q

2

) 2 �

a

(i), (q

1

; q

1

) 2 �

b

(q

1

), (q

2

; q

2

) 2

�




(q

2

) und
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{ es gibt (F;G); (F

0

; G

0

) 2 
 mit q

1

2 F und q

1

=2 G, q

2

2 F

0

und

q

2

=2 G

0

;

� falls A mindestens einen aktiven Zustand enth

�

alt, gilt f

�

ur alle aktiven

Zust

�

ande q

{ L(A

�

q

) = ; und

{ L(

~

A

q

) = ; oder f

�

ur alle aktiven Zust

�

ande q

0

gilt L(A

�

q;q

0

) = ; und

{ falls es ein Paar (F;G) 2 
 gibt mit q 2 F und G enth

�

alt nur

passive Zust

�

ande, gilt L(

~

A

q

) = ; oder L(

~

A

q

0

;q

) = ;.
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Kapitel 8

Baumautomaten und logis
he

Formeln

Wir werden nun Ents
heidbarkeitsergebnisse f

�

ur Baumspra
hen auf entspre-


hende Erweiterungen der bisher behandelten Logiken S1S, WS1S und 1DPDL

�

ubertragen.

8.1 Die Logik S2S und ihre Varianten

Wir betra
hten zun

�

a
hst eine Logik, wel
he S1S dahingehend erweitert, da�

zwei Na
hfolgerfunktionen zur Verf

�

ugung stehen. Anstelle des Interpretati-

onsberei
hs IN verwendet man daf

�

ur den (unendli
hen) bin

�

aren Baum.

De�nition 8.1

1. Formeln der Logik S2S sind wie Formeln von S1S aufgebaut. Der ein-

zige Unters
hied ist, da� man statt einer Na
hfolgerfunktion s zwei

vers
hiedene Na
hfolgerfunktionen s

0

und s

1

verwenden darf und da�

man statt 0 die Konstante � verwendet.

2. Als Interpretationsberei
h betra
htet man die Menge f0; 1g

�

(Positio-

nen im unendli
hen, bin

�

aren Baum), wobei
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� � als � interpretiert wird,

� s

0

: u 7! u0, s

1

: u 7! u1,

�

_

< als Pr

�

a�xordnung auf f0; 1g

�

, d.h. u

_

< v gdw es gibt w 2

f0; 1g

+

mit uw = v,

� P

1

; : : : ; P

n

als Teilmengen von f0; 1g

�

.

3. WS2S entsteht aus S2S dadur
h, da� Quantoren zweiter Stufe nur

�

uber

endli
he Teilmengen von f0; 1g

�

quanti�zieren d

�

urfen.

S2S{Formeln k

�

onnen dazu verwendet werden, !{Baumspra
hen zu de�nie-

ren. Wie bei S1S verwenden wir als Alphabet � = f0; 1g

n

(wenn n die Anzahl

der vorhandenen einstelligen Pr

�

adikatssymbole ist) und benutzen Q

a

(x) als

Abk

�

urzung, wenn an Position x das Symbol a 2 f0; 1g

n

stehen soll. Jedes

Element dieses Alphabets erh

�

alt Stelligkeit zwei. Eine S2S{Interpretation I

kann nun als ein !{Baum t

I

mit Bes
hriftung aus � aufgefa�t werden:

t

I

: f0; 1g

�

! �

u 7! (b

1

; : : : ; b

n

) mit b

i

=

(

1 u 2 P

i

I

0 u =2 P

i

I

:

De�nition 8.2 Es sei � eine ges
hlossene S2S{Formel. Die von � 
harakte-

risierte !{Baumspra
he ist de�niert dur
h

L

!

(�) := ft

I

2 T

!

�

j I j= �g:

Beispiele f

�

ur S2S{Formeln sind:

� Kette(X) bes
hreibt diejenigen Teilmengen X von f0; 1g

�

, in denen je

zwei Elemente pr

�

a�xverglei
hbar sind.

Kette(X) := 8x 8y X(x) ^X(y)) x

_

< y _ x

:

= y _ y

_

< x

� Unendli
heKette(X) bes
hreibt unendli
h gro�e Teilmengen X, f

�

ur die

au
h Kette(X) gilt.

Unendli
heKette(X) := Kette(X) ^ 8x X(x)) 9y x

_

< y ^X(y)
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� Pfade sind maximale Ketten, d.h. sie sind unendli
h und ohne Zwi-

s
henr

�

aume. Dabei ist X

_

� Y := 8x X(x) ) Y (x) und X

_

� Y :=

8x X(x), Y (x).

Pfad(X) := Kette(X) ^ 8Y Kette(Y ) ^X

_

� Y ) X

_

� Y

� Um endli
he Teilmengen zu bes
hreiben, verwenden wir in Endli
h(X)

das Pr

�

adikat Z, das f

�

ur den Pr

�

a�xabs
hlu� von X steht (f

�

ur x mit

X(x) enth

�

alt Z alle Pr

�

a�xe von x). Mit Hilfe des Lemmas von K

�

onig

kann man zeigen: Ist X endli
he Teilmenge von f0; 1g

�

, so au
h der

Pr

�

a�xabs
hlu� Z von X, d.h. Z enth

�

alt keine unendli
he Kette.

Endli
h(X) := :9Y 9Z (Y

_

� Z ^ Unendli
heKette(Y )^

8z Z(z), 9x X(x) ^ (z

_

< x _ z = x))

Die letzte Formel zeigt, da� man wieder WS2S in S2S ausdr

�

u
ken kann. Im

Gegensatz zum Fall mit einem Na
hfolger gilt die Umkehrung aber ni
ht

(siehe Satz 8.6).

Beispiel 8.3 Sei n = 1, d.h. � = f0; 1g.

1. L

1

= ft 2 T

!

�

j es gibt einen Pfad in t, der unendli
h viele 1 enth

�

altg

(verglei
he Beispiel 7.5) wird von �

1

bes
hrieben, d.h. L

1

= L

!

(�

1

) mit

�

1

= 9Y Pfad(Y ) ^ 8x Y (x)) 9y Y (y) ^ x

_

< y ^ P

1

(y):

2. L

2

= L

1

= ft 2 T

!

�

j Jeder Pfad in t enth

�

alt nur endli
h viele 1g wird

nat

�

urli
h von :�

1

bes
hrieben, d.h. L

2

= L

!

(:�

1

).

Satz 8.4 [Rabin℄ F

�

ur eine !{Baumspra
he L � T

!

�

sind

�

aquivalent:

1. L ist Rabin{erkennbar.

2. L = L

!

(�) f

�

ur eine ges
hlossene S2S{Formel �.

Beweis: Der Beweis ist sehr

�

ahnli
h zum Beweis von Satz 5.4.
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\1; 2" Sei A = (Q;�; I;�;
) ein Rabin{Baumautomat mit Q = fq

1

; : : :

: : : ; q

m

g. F

�

ur jedes q

i

f

�

uhren wir eine Variable Y

i

ein; dabei soll Y

i

(x)

gelten, wenn q

i

an Position x eines Laufs steht. Die Existenz eines

erfolgrei
hen Laufs wird bes
hrieben dur
h:

9Y

1

: : :9Y

m

�

_

q

i

2I

Y

i

(�)

�

^

�

8x

^

q

i

;q

j

2Q

1�i<j�m

:(Y

i

(x) ^ Y

j

(x))

�

^

�

8x

_

(q

i

;q

j

)2�

a

(q

k

)

Y

k

(x) ^Q

a

(x) ^ Y

i

(s

0

(x)) ^ Y

j

(s

1

(x))

�

^

�

8Z Pfad(Z))

_

(F;G)2


�

_

q

i

2F

8x Z(x)) 9y Z(y) ^ x

_

< y ^ Y

i

(y)

�

^

�

^

q

i

2G

9x 8y Z(y) ^ x

_

< y ) :Y

i

(y)

�

�

!

\2; 1" Wie bei S1S reduziert man S2S{Formeln auf S2S

0

{Formeln und ver-

wendet dann Induktion

�

uber den Aufbau von S2S

0

{Formeln. Wi
htig

ist hier: Abs
hlu� unter Booles
hen Operationen und Alphabetumbe-

nennung von Rabin{erkennbaren Spra
hen.

Das folgende Korollar ist direkte Konsequenz des Satzes 8.4.

Korollar 8.5 G

�

ultigkeit in S2S ist ents
heidbar.

Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwis
hen B

�

u
hi{erkennbaren !{

Baumspra
hen und WS2S.
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Satz 8.6 (Rabin)

1. L � T

!

�

ist B

�

u
hi{erkennbar genau dann, wenn L = L

!

(�) f

�

ur eine ge-

s
hlossene S2S{Formel der Gestalt 9Y

1

: : :9Y

m

 (Y

1

; : : : ; Y

m

) gilt, wo-

bei  eine WS2S{Formel ist (d.h. nur die

�

au�eren existentiellen Quan-

toren d

�

urfen

�

uber unendli
he Mengen quanti�zieren).

2. L � T

!

�

kann dur
h eine WS2S{Formel 
harakterisiert werden genau

dann, wenn L und L B

�

u
hi{erkennbar sind.

Insbesondere sind also WS2S{Formeln ausdru
kss
hw

�

a
her als B

�

u
hi{Baum-

automaten, die wiederum s
hw

�

a
her als Rabin{Baumautomaten sind. Zum

Beispiel kann L

1

aus 8.3 ni
ht dur
h eine WS2S{Formel de�niert werden, da

L

1

ni
ht B

�

u
hi{erkennbar ist (nat

�

urli
h ist L

1

Rabin{erkennbar). Wir haben

im Zusammenhang mit !{Spra
hen gesehen, da� S1S und WS1S die glei
he

Ausdru
ksst

�

arke haben, w

�

ahrend S2S also e
ht ausdru
ksst

�

arker als WS2S

ist. Der Beweis dieses Satzes wird hier ni
ht gef

�

uhrt, Literaturhinweise �nden

si
h in [Tho90a℄.

8.2 Dynamis
he Logiken

Anstelle bin

�

arer B

�

aume kann man au
h B

�

aume mit Verzweigungsgrad k � 1

betra
hten. Es gelten die entspre
henden Resultate wie f

�

ur den Fall k = 2.

Insbesondere ist also SkS (k ist die Anzahl der Na
hfolgerfunktionen) ent-

s
heidbar. Man kann B

�

u
hi{Automaten f

�

ur B

�

aume vom Verzweigungsgrad k

dazu verwenden, Ents
heidbarkeit der Logik DPDL zu zeigen (einer Verall-

gemeinerung von 1DPDL, mit k atomaren Programmen p

0

; : : : ; p

k�1

).

De�nition 8.7 Die Formeln der Logik DPDL sind wie die bereits de�nierten

von 1DPDL, mit dem einzigen Unters
hied, da� man endli
h viele atomare

Programme p

0

; : : : ; p

k�1

zum Aufbau von Programmformeln zul

�

a�t. Eine

Interpretation weist jedem Programm p

i

eine funktionale Relation

1

p

I

i

�

�

I

��

I

zu.

1

Das erste \D" von DPDL steht f

�

ur \deterministis
h".
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Wie im Fall k = 1 kann man Programmformeln als regul

�

are Spra
hen (nun

�

uber dem Alphabet � = fp

0

; : : : ; p

k�1

g) bes
hreiben und damit wieder Pro-

grammformeln dur
h Zust

�

ande eines geeigneten Automaten B ersetzen, wir

s
hreiben dann

b

� statt �. Mit Hilfe dieses Automaten B = (Q; fp

0

; : : : ; p

k�1

g;

�;�; F ) kann man dann den Fis
her{Ladner{Abs
hlu� einer DPDL{Formel

�

0

in Negationsnormalform (NNF) entspre
hend zum Fall k = 1 de�nieren,

z.B.:

hqi� 2 FL(�

0

); � 2 FL(�

0

) und

hq

0

i� 2 FL(�

0

) f

�

ur alle q

0

2 Q mit (q; p

i

; q

0

) 2 �

f

�

ur ein i mit 0 � i < k:

Die Rolle des Hintikka{Wortes im Fall k = 1

�

ubernimmt f

�

ur k > 1 ein

Hintikka{Baum. Es sei � = 2

FL(�

0

)

.

De�nition 8.8 Ein Baum t : f0; 1; : : : ; k � 1g

�

! � ist ein Hintikka{

Baum f

�

ur �

0

, falls f

�

ur alle u 2 f0; 1; : : : ; k � 1g

�

und f

�

ur alle �; � ^  ; � _

 ; [q℄�; hqi� 2 FL(�

0

) gilt:

1.

b

�

0

2 t(�);

2. t(u) = ; oder A

i

2 t(u) gdw :A

i

62 t(u)

f

�

ur alle atomaren Eigens
haften A

i

;

3. � ^  2 t(u) gdw � 2 t(u) und  2 t(u);

4. � _  2 t(u) gdw � 2 t(u) oder  2 t(u);

5. [q℄� 2 t(u);

(a) � 2 L(B

q

); � 2 t(u);

(b) f

�

ur alle i mit 0 � i < k gilt t(ui) = ; oder

f

�

ur alle q

0

mit (q; p

i

; q

0

) 2 � gilt

[q

0

℄� 2 t(ui);

6. hqi� 2 t(u); es gibt w = p

i

1

� � � p

i

r

2 L(B

q

) und Zust

�

ande q

1

; : : : ; q

r

von B; mit q

r

2 F und q

p

i

1

�!

B

q

1

p

i

2

�!

B

� � �

p

i

r

�!

B

q

r

und

hq

j

i� 2 t(ui

1

� � � i

j

) f

�

ur 1 � j < r und � 2 t(ui

1

� � � i

r

);
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7. t(u) = ;; t(ui) = ; f

�

ur alle i mit 0 � i < k.

Wie im Fall von 1DPDL entspri
ht ein Hintikka{Baum einem Modell f

�

ur

DPDL{Formeln.

Satz 8.9 Eine DPDL{Formel �

0

ist genau dann erf

�

ullbar, wenn es einen

Hintikka{Baum f

�

ur �

0

gibt.

Vorbereitung des Beweises: Man betra
htet zun

�

a
hst wieder einen loka-

len B

�

u
hi{Baumautomaten A

L

(�

0

), in dem statt der globalen Bedingung 6.

die lokale Bedingung 6.'

�

uberpr

�

uft wird:

6'. hqi� 2 t(u);

6'.(a) � 2 L(B

q

) und � 2 t(u) oder

6'.(b) es gibt ein i mit 0 � i < k und ein q

0

mit (q; p

i

; q

0

) 2 � und hq

0

i� 2 t(ui):

De�nition 8.10 Der lokale B

�

u
hi{Baumautomat A

L

(�

0

) = (Q

L

;�; I

L

;�

L

;

F

L

) ist de�niert dur
h

Q

L

:= f� 2 2

FL(�

0

)

j � erf

�

ullt 2, 3, 4 von De�nition 8.8g;

� := 2

FL(�

0

)

;

I

L

:= f� 2 Q

L

j

b

�

0

2 �g (Damit ist 1 von De�nition 8.8 erf

�

ullt);

F

L

:= Q

L

;

f

�

ur alle � 2 � und t(u) 2 Q

L

t(u) 6= � ; �

L

�

(t(u)) := ;

t(u) = � ; �

L

�

(t(u)) := f(t(u0); : : : ; t(u(k � 1))) j 5, 6', 7 von

De�nition 8.8 sind erf

�

ulltg:

Nun haben wir also beinahe einen B

�

u
hi{Baumautomaten f

�

ur eine DPDL{

Formel �

0

mit der Eigens
haft, da� die von ihm akzeptierte Spra
he ni
ht

leer ist, falls �

0

erf

�

ullbar ist | wir m

�

ussen nur no
h erzwingen, da� die hi{

Teilformeln tats

�

a
hli
h irgendwann erf

�

ullt werden (und ihre Erf

�

ullung ni
ht

unendli
h oft aufges
hoben wird). Deshalb erweitert man A

L

(�

0

) zu einem

Hintikka{Baumautomaten, ganz

�

ahnli
h wie bei der Konstruktion f

�

ur !{

Spra
hen.
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De�nition 8.11 Der Hintikka{Baumautomat A

H

(�

0

) = (Q

H

;�; I

H

;�

H

; F

H

)

ist de�niert dur
h:

Q

H

:= Q

L

� 2

FL

hi

(�

0

)

mit

FL

hi

(�

0

) = fhqi j hqi 2 FL(�

0

)g;

� := 2

FL(�

0

)

;

I

H

:= I

L

� f;g;

F

H

:= F

L

� f;g:

�

H

�

((�; s)) ist folgenderma�en de�niert:

1. Fall: (s = ;)

((�

0

; s

0

); : : : ; (�

k�1

; s

k�1

)) 2 �

H

�

((�; ;)) gdw

� (�

0

; : : : ; �

k�1

) 2 �

L

�

(�) und

� f

�

ur jedes hqi 2 � mit (� 62 L(B

q

) oder  62 �) gibt es ein i mit 0 �

i < k und q

0

mit (q; p

i

; q

0

) 2 � und hq

0

i 2 s

i

\ �

i

.

2. Fall: (s 6= ;)

Wie der erste Fall, wobei \hqi 2 �" dur
h \hqi 2 s" zu ersetzen ist.

Satz 8.12 Der Hintikka{Automat A

H

(�

0

) akzeptiert genau die Hintikka{

B

�

aume f

�

ur �

0

.

Der Beweis entf

�

allt, da er sehr te
hnis
h ist und au�erdem die Konstruktion

der beiden Baumautomaten die Aussage dieses Satzes beinahe sofort liefert.

Als Konsequenz ergibt si
h dann folgende Tatsa
he:

Satz 8.13 Erf

�

ullbarkeit in DPDL ist ents
heidbar.

Bea
hte: Man kann zeigen, da� diese Ents
heidung in exponentieller Zeit

m

�

ogli
h ist, da das Leerheitsproblem f

�

ur B

�

u
hi{Baumautomaten polynomi-

ell ents
heidbar ist. Dies ergibt si
h allerdings ni
ht direkt aus dem vorne

bes
hriebenen Verfahren.
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Statt DPDL kann man au
h PDL betra
hten, hier k

�

onnen nun au
h atoma-

re Programme ni
ht{deterministis
h sein. Die Formeln in PDL sind genauso

de�niert wie in DPDL, allerdings

�

andert si
h die Semantik: atomare Pro-

gramme k

�

onnen nun au
h dur
h ni
ht{funktionale Relationen p

I

i

� �

I

i

��

I

i

interpretiert werden.

Satz 8.14 Erf

�

ullbarkeit in PDL ist ents
heidbar.

Beweis: Es seien p

0

; : : : ; p

k�1

die in der PDL{Formel � vorkommenden ato-

maren Programme. F

�

ur jedes i f

�

uhren wir zwei neue Programmsymbole f

i

; n

i

f

�

ur atomare deterministis
he Programme ein. Die DPDL{Formel

b

� entsteht

aus �, indem man jedes Vorkommen von p

i

in � dur
h n

i

; f

�

i

ersetzt. Wir

zeigen:

� hat ein Modell genau dann, wenn

b

� ein Modell hat.

\;" Zu jedem Modell I von � gibt es ein Modell

b

I von

b

�:

1. Es gilt: Gibt es ein Modell, so gibt es au
h ein Baummodell. In

Baummodellen bilden die Relationen p

I

i

einen Baum und keinen

allgemeinen geri
hteten Graphen, d.h.

� es gibt eine Wurzel k

0

, f

�

ur die f

�

ur alle k 2 �

I

und alle i gilt:

(k; k

0

) 62 p

I

i

und

� f

�

ur alle k 2 �

I

n fk

0

g gilt: es gibt genau ein k

0

2 �

I

und

genau ein i mit (k

0

; k) 2 p

I

i

.

2. F

�

ur ein Baummodell I

0

von � de�niert man das zugeh

�

orige Modell

b

I von

b

� wie folgt:

Es sei fk

1

; : : : ; k

m

g = fk

0

j (k; k

0

) 2 p

I

i

g. Dann setze (k; k

1

) 2

n

b

I

i

und (k

i

; k

i+1

) 2 f

b

I

i

.

k

b

I

k

i

k

m

k

1

f

i

f

i

f

i

f

i

k

1

p

i

p

i

k

k

i

k

m

I

: : : : : :: : :: : :

p

i

n

i
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\ ;" Ist

b

I Modell von

b

�, so de�niert man in I: p

I

i

= n

b

I

i

Æ (f

b

I

i

)

�

.

Es ist also � erf

�

ullbar genau dann, wenn

b

� erf

�

ullbar ist.
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S
hlu�wort

Wir haben nun vers
hiedene Klassen formaler Spra
hen, !{Spra
hen, Baum-

spra
hen und !{Baumspra
hen kennengelernt, sowie unters
hiedli
he Cha-

rakterisierungen dieser Klassen dur
h Ausdr

�

u
ke, Automaten, Monoide, Halb-

gruppen und logis
he Formeln. Diese unters
hiedli
hen Charakterisierungen

erlauben uns, je na
h Situation, unters
hiedli
he Te
hniken anzuwenden um

z.B. zu zeigen, da� eine Spra
he ni
ht in einer Klasse liegt, da� eine Ab-

s
hlu�eigens
haft f

�

ur eine Klasse gilt oder da� ein Problem f

�

ur eine Klasse

ents
heidbar ist.

Insbesondere konnten wir dur
h die Charakterisierung dur
h logis
he For-

meln Ents
heidbarkeitsresultate aus der Automatentheorie auf Logiken

�

ubert-

ragen. Au�erdem haben wir dynamis
he Logiken betra
htet und konnten

zeigen, da� diese ents
heidbar sind, indem wir f

�

ur Formeln dieser Logiken

entspre
hende Automaten konstruiert haben. Mindestens ebenso wi
htig wie

die Resultate war das Erlernen der verwendeten Methoden (wie Ehrenfeu
ht-

Fra��ss�ee-Spiele, Fis
her-Ladner-Abs
hlu�, Ramsey-Theorem, et
.)

Danksagungen

Wir danken Stefan Neskakis und Felix Wolf f

�

ur das aufmerksame Korrek-

turlesen und die vielen Hinweise, die nun zu einem besseren Verst

�

andnis
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Notationstabelle

Formale Spra
hen

� Endli
hes Alphabet

�

�

Die Menge aller endli
hen W

�

orter

�

uber �

�

+

Die Menge aller ni
ht{leeren endli
hen W

�

orter

�

uber �

�

!

Die Menge aller unendli
hen W

�

orter

�

uber �

T

�

Die Menge aller endli
hen B

�

aume

�

uber �

T

!

�

Die Menge aller unendli
hen B

�

aume

�

uber �

L; L

1

; : : : Formale Spra
hen

L

p;q

Menge der W

�

orter, die Pfadbes
hriftung von p na
h q sind

L

F

p;q

Menge der W

�

orter, die Pfadbes
hriftung von p na
h q

�

uber

einen Zustand aus F sind

L

!

Menge der unendli
hen W

�

orter, f

�

ur die es eine Zerlegung in

Faktoren aus L gibt

limL Menge aller unendli
hen W

�

orter mit unendli
h vielen Pr

�

a�xen

in L

L

k;n

Formeln Logik erster Stufe mit k freien Variablen,

Quantorentiefe n

�(m;n) Endli
hes Segment eines !{Wortes �

�(m;!) Unendli
hes Segment eines !{Wortes �

�

L

Syntaktis
he Kongruenz bez

�

ugli
h L
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NOTATIONSTABELLE

[x℄

�

Die

�

Aquivalenzklasse von x bez

�

ugli
h �

� Konkatenation von W

�

ortern, oft weggelassen

�(a) Stelligkeit des Symbols a 2 � (� Baumalphabet)

t

u

Der Unterbaum des Baumes t, der an Position u h

�

angt

x

Der Baum, der nur aus der Wurzel x besteht

�

�x

Konkatenation von B

�

aumen bzgl. den Bl

�

attern �x

�

n;�x

n{fa
he Iteration von B

�

aumen bzgl. den Bl

�

attern �x

�

!;�x

Unendli
he Iteration von B

�

aumen bzgl. den Bl

�

attern �x

Automaten

A;B Automaten

A

M

Minimaler Automat

B

q

Automat mit Anfangszustand q

A

L

; A

H

Lokaler Automat, Hintikka{Automat

Q Zustandsmenge eines Automaten

F Endzustandsmenge eines Automaten, Endzuweisung eines

WB{Baumautomaten

I Anfangszustandsmenge eines Automaten, Anfangszuweisung

eines BW{Baumautomaten


 Menge von Tupeln (F;G) von Endzustandsmengen (in Rabin{

Automaten)

� � Q� ��Q,

�

Ubergangsrelation eines Automaten

Æ : Q� �! Q

�

Ubergangsfunktion eines Automaten

�

�

Ubergangszuweisung eines Baumautomaten, die f

�

ur jedes

a 2 � ein �

a

enth

�

alt

�

a

�

Ubergangsfunktion eines BW{Baumautomaten: Q

n

! 2

Q

,

eines WB{Baumautomaten: Q! 2

Q

n

oder eines Rabin{ oder

B

�

u
hi{Baumautomaten: Q! 2

Q

2

p

w

�!

A

q In A gibt es einen mit w bes
hrifteten Pfad von p na
h q
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NOTATIONSTABELLE

p

w;F

�!

A

q Es gilt p

w

�!

A

q, und dieser Pfad geht

�

uber einen Zustand in F

L(A) Die von A akzeptierte Menge endli
her W

�

orter oder B

�

aume

L

!

(A) Die von A akzeptierte Menge unendli
her W

�

orter oder B

�

aume

M

A

�

Ubergangsmonoid des Automaten A

M

L

Syntaktis
hes Monoid von L, d.h.

�

Ubergangsmonoid des

minimalen Automaten von L

S

L

Syntaktis
he Halbgruppe von L

�

�

=

�

L

Quotientenmonoid bez

�

ugli
h der syntaktis
hen Kongruenz

Klassen

B

0

Klasse der verallgemeinert{de�niten Spra
hen

SF Klasse der sternfreien Spra
hen

Reg(T

�

; Z) Klasse der regul

�

aren, endli
hen B

�

aume bzgl. � und Z




ID Klasse der endli
hen Halbgruppen S mit: e idempotent

; eSe = e

Ap Klasse der aperiodis
hen Monoide

Logik

0 Logis
he Konstante, zu interpretieren als 0

s; s

0

; s

1

Logis
he Funktionskonstanten, zu interpretieren als

Na
hfolgerfunktionen

_

< Bin

�

are Relation, zu interpretieren als

�

ubli
hes \<" auf ! oder

Pr

�

a�xordnung auf W

�

ortern

:

= Glei
hheit in logis
hen Formeln

_

� Teilmengenbeziehung zwis
hen Pr

�

adikaten bzw. Variablen

zweiter Stufe in logis
hen Formeln

_

� Glei
hheit von Pr

�

adikaten bzw. Variablen zweiter Stufe in

logis
hen Formeln

Q

a

(x) Abk

�

urzung f

�

ur \an der Stelle x steht das Symbol a 2 �"

�; �

1

; : : : Programmformeln
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NOTATIONSTABELLE

�

1

; �

2

Hintereinanderausf

�

uhren von Programmformeln

�

1

[ �

2

Alternative Ausf

�

uhrung von Programmformeln

�

�

1

Iteration von Programmformeln

[�℄� Kon�gurationsformel, \in allen �{Folgekon�gurationen gilt �"

h�i� Kon�gurationsformel, \es gibt eine �{Folgekon�guration, in

der � gilt"

�

I

; �

I

Interpretationsberei
h und Interpretationsfunktion

b

� Entsteht aus � Kon�gurationsformel, indem

Programmformeln in [℄ und hi dur
h Zust

�

ande des

zugeh

�

origen Automaten ersetzt werden

FL(�) Der Fis
her{Ladner Abs
hlu� von �

Allgemeines

Æ Komposition von Funktionen oder Relationen

� Kartesis
hes Produkt

�

M

; � Monoidoperationen

1

M

; 1 Einselemente von Monoiden

�;  Homomorphismen

n Abk

�

urzung f

�

ur das kleinste gemeinesame Vielfa
he

kgV (1; : : : ; n)

_

[ Disjunkte Vereinigung

' Isomorphie

�

k;n

Metalogis
he

�

Aquivalenz logis
her Formeln in L

k;n

�

k;n

�

Aquivalenzrelation zu mit k Z

�

ugen angefangenen

Ehrenfeu
ht{Fra��ss�e Spielen der L

�

ange n

� Pr

�

a�xrelation auf !

�

[M ℄

2

Die Menge aller zweielementigen Teilmengen von M

! Der Ordnungstyp der nat

�

urli
hen Zahlen
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Index

�

L

, 98

�, 114

�

A

, 74

[M ℄

2

, 77

1DPDL, 100

!{Baumspra
he, 132

B

�

u
hi{erkennbar, 135

Rabin{erkennbar, 135

!{Spra
he

sternfrei, 97

!{Spra
he, 62

!{regul

�

are, 69

B

�

u
hi{erkennbar, 65

�

aquivalent, 102

akzeptierte !{Spra
he

von einem Automat, 65

akzeptierte !{Spra
he

von einer Formel, 84

akzeptierte Spra
he

von Automaten, 8

von Monoiden, 11

Alphabet mit Stelligkeitsfunktion,

114

Alphabetumbenennung, 129

Ausdru
k

!{regul

�

ar, 69

regul

�

ar, 7

Automat, siehe au
h Baumautomat

B

�

u
hi-, 64

deterministis
h, 9

endli
h, 7

Hintikka-, 109

lokal, 108

minimal, 10

Muller-, 80

B

�

u
hi{Automat, 64

Baum

�-, 114

endli
h, 114

unendli
h, 132

Baumautomat

B

�

u
hi-, 134

BW{Baumautomat, 116

deterministis
h, 116, 118

Hintikka-, 156

lokal, 155

Rabin-, 134

WB{Baumautomat, 118

Baumkonkatenation, 123

Baumspra
he, 114

erkennbar, 121

regul

�

ar, 127

Sternoperator, 125

von A akzeptiert, 116, 118

Blatt, 114

Direktes Produkt, 21

DPDL, 153
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INDEX

Ehrenfeu
ht{Fra��ss�e Spiele, 54

erf

�

ullbar, 102

Fis
her{Ladner{Abs
hlu�, 154

Fis
her{Ladner{Abs
hlu�, 104

formale Spra
he, 1

g

�

ultig, 102

Gewinnstrategie, 56

Glei
hung, 22

Gruppe in M , 44

Halbgruppe

frei, 25

syntaktis
h, 25

Hintikka{Baum, 154

Hintikka{Baumautomat, 156

Hintikka{Automat, 109

Hintikka{Wort, 106

homogene Teilmenge f

�

ur eine Par-

tition, 77

Homomorphes Bild, 21

Homomorphismus, 11

idempotent, 32

Index, endli
h, 10

Interpretation, 101

Klasse formaler Spra
hen, 1

Kleene, Satz von, 8

Kon�gurationsformeln, 100

Kongruenz

syntaktis
h, 13

Lauf, 116, 118, 134

erfolgrei
h, 116, 118, 134

Limes, 133

M{Variet

�

at, 21

Modell, 102

Monadis
he Logik zweiter Stufe ei-

nes Na
hfolgers, 83

Monoid

aperiodis
h, 44

erf

�

ullt Glei
hung, 22

frei, 11

syntaktis
h, 13

Muller{Automat, 80

Negationsnormalform, 104

Nerode, Satz von, 10

Nerode{Re
htskongruenz, 10

NNF, 104

PDL, 157

Pfad, 7

dur
h t, 115

erfolgrei
h, 7, 64

unendli
h, 64

Potenzmengenkonstruktion, 9

Pr

�

a�xrelation, 114

Presburger Arithmetik, 95

Programmformeln, 100

Quantorentiefe, 48

Rabin{Baumautomat, 134

Ramsey, Satz von, 77

Reg

�

, 6

Reg(T

�

; Z), 127

S{Variet

�

at, 25

S1S, 83

S2S, 149

saturierte Relation, 98

s
hlie�li
h de�niert, 22

Segment, 63
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INDEX

Spra
he, siehe au
h !{Spra
he, Baum-

spra
he, !{Baumspra
he

erkennbar, 8

regul

�

ar, 6, 42

sternfrei, 4, 43

verallgemeinert{de�nit, 30

von Formel de�niert, 27

T

�

, 114

T

!

�

, 132

t

u

, 115

TOT , 61

�

Ubergangsfunktion, 9

�

Ubergangsmonoid, 13

Unterbaum, 115

Untermonoid, 21

Wort

unendli
h, 62

WS1S, 94

WS2S, 150

Zug, 54

Zustand

aktiv, 144

passiv, 144
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