| § 17. Resolution I

Ziel ist es wieder, fiir eine aussagenlogische Formel ¢ zu entscheiden,
ob sie erfiillbar 1st, d.h. ob sie ein Modell hat.

Bei der Resolution geht man davon aus, daB die Formel in
konjunktiver Normalform (KNF) vorliegt:

Q= {{L|_1 V...V LL”:}f\ YA {Llr,-‘[ AV AAY Lg]-_”_l}]l

Die Konjunkte K; = (L, 1V ...V L;,, ) nennen wir Klauseln.

Da die Wertzuweisung w genau dann ein Modell von (/| A ... A K ist,
wenn sie ein Modell der Menge { K, . . ., K.} ist, betrachten wir im

Folgenden endliche Mengen von Klauseln anstelle von Formeln in KNF.

Da Disjunktion assoziativ, kommutativ und idempotent ist, geniigt es, fiir eine
Klausel K; = (L;; V...V L;, ) die Menge ihrer Literale {L; ;.. .., L}
zu kennen.
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Definition 17.1 (Klauseln)

.

Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen. Die Wertzuweisung
w erfiillt die Klausel X' = {L,...,L,} gdw.eseini, 1 < i < n, gibt
mit w(L;) = 1. Wir schreiben dann auch w(/') = 1 und andernfalls
w(K) = 0.

Die leere Menge von Literalen nennen wir die leere Klausel und schrei-
ben sie als [ . Es ist w([]) = 0 fiir alle Wertzuweisungen w.

Eine Klauselmenge ist eine endliche Menge von Klauseln. Die Wertzu-
weisung w erfiillt die Klauselmenge M = { K7, ..., K} gdw. fiir alle
J. 1 < 5 <k, giltt w(K;) = 1. Wir schreiben dann auch w(M ) =
und andernfalls w( M) = 0.

Die Formel

¢=((L1gV...VNLia)N. .. A(Lga V...V Lig))

in KNF entspricht der Klauselmenge

;'hf” - {{L|_1 +++++ LI.H,} ..... {Llf 1y s ooy Llf T }}’

Offenbar sind ¢ und M, dquivalent, d.h. es gilt w(o) = w(M,,)
fuir alle Wertzuweisungen w.
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Definition 17.2 (Resolvente)

Es seien /{1, K9, R Klauseln und M eine Klauselmenge.

I. Ist p eine aussagenlogische Variable mit p € /', und —p € K, so ist

(K0 \ {p}) U (Ko \ {—p})

eine Resolvente von A’ und K.

2. Die Klausel R ist eine Resolvente von M, wenn F Resolvente zweier
Klauseln in M ist.

Beispiel:

¢ = (pAg/N(—pV—q)) entspricht der Klauselmenge M, = {{p}. {q}, {-p. q}}.
e {—¢} ist Resolvente von {p} und {—p, =¢} und damit auch von M.

e {—p} ist Resolvente von {¢} und {—p, —¢} und damit auch von M.

e [ |ist Resolvente von {p} und {"'P]'-
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Resolventen sind semantische Konsequenzen der Klauseln,

aus denen sie erzeugt wurden.

Lemma 17.3 (Resolventen sind Konsequenzen)

Es seien /{;, Iy, It Klauseln, M eine Klauselmenge und

w eine Wertzuweisung.

1. Ist /7 eine Resolvente von /Ay und /s, so ist [? auch eine
semantische Konsequenz von { K, K>},
d.h. aus w( /K| ) = 1 = w(K>) folgt auch w( ) = 1.

2. Insbesondere ist damit jedes Modell von M auch ein
Modell aller Resolventen von M.

Beweis:

2. folgt unmittelbar aus 1..
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Beweis von 1.:

Es sei fr‘h.| — {IJ‘ fr.-1|| ..... .-r_.]_”;} und .!""L-g — {_lf_}. LE.I- i i J’Jl”_.}
und somit R = {L..... By Bagyeesy Ly, }.
Ist w ein Modell von K} und K, so folgt aus w(K) = 1,

daB w(p) = 1 oder w(Ly;) = 1firein j, 1 < j <mni.

I. Fall: w(L, ;) = 1 firein 7,1 < j < n,.

Dann ist offensichtlich auch w( ) = 1.

2. Fall: w(p) = 1.
Dann ist w(—p) = 0 und somit folgt aus w( /) = 1,
daBesein j. 1 < j < ny, gibt mit w(L, ;) = 1.

Daraus folgt wieder unmittelbar w( 7} — 1.
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Das Resolutionsverfahren berechnet nun sukzessive Resolventen,

bis keine neuen Klauseln mehr erzeugt werden.

Definition 17.4 (Resolution)

Es sei M eine Klauselmenge.

1. Wir definieren

e Res(M):= M U{R | RistResolvente von M },

2. Wir iterieren nun die Anwendung von Res:
o Res'(M):= M,
o Res' (M) := Res(Res'(M)),
e Res*(M) := ;> Res'(M).

Offenbar gilt Res" (M) C Res' (M) C Res’(M) C --- C Res™(M).
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Die [teration wird nach endlich vielen Schritten stabil.

Lemma 17.5 (Terminierung)

Es sei M eine Klauselmenge.
1. Esgibtein k > 0 mit Res" (M) = Res"(M).

2. Fiir dieses k gilt dann Res* (M) = Res"(M).

Beweis:
2. Ist Res" (M) = Res" (M), so gilt
Res" (M) C Res'(M) C --- C Res*(M) = Res*t (M) = Res" (M)

Daher ist ftes™ (M) = Ux'gn ’:*;-“rf'""j(-’”) = J’-I‘.:".‘i#(:‘“’).
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Beweis von 1.:
Es sei L die Menge der Literale, die in M vorkommen

und ¢ die Kardinalitiit dieser Menge.

Da durch Resolution keine neuen Literale erzeugt werden,
sind alle Resolventen I? aus den Literalen in £ aufgebaut,

dh. R C L.

Daher gilt | Res™(M)| < 2°,

Deshalb kann bei der Inklusionskette
M = Res"(M) C Res'(M) C Res*(M) C --- C Res*(M)

maximal 2° — | M| mal echte Inklusion gelten,

d.h. es gibt ein & < 2/ — | M| mit Res"(A) = Res™ (A1),
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Satz 17.6 (Korrektheit und Vollstindigkeit)

Es sei M eine Klauselmenge.

Dann sind die folgenden Aussagen #dquivalent:
1. M isterfiillbar.

2. O & Res™(M).

Beweis:

.1 — 2*: Es sel w ein Modell von M.

Unter Verwendung von Lemma [7.3 kann man durch Induktion leicht zeigen,
daB dann w auch ein Modell von Res' (M) fiir alle i > 0 ist.

Folglich ist w auch ein Modell von Res™ (M ).

Da w([J) = 0 gilt, kann daher [] kein Element von Fes™ (M) sein.
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Beweis:
.2 — 1" Wir zeigen die Kontraposition, d.h. die Giiltigkeit der Aussage
(%) Ist M unerfiillbar, so ist (] € Res™ (M ).

Fiir eine Klauselmenge M sei ¢(M ) die Anzahl der Vorkommen von Literalen in M,
dhoist M = {{Ly1..... Lin }seoo ALgas---. Lin }}.soiste(M) =ny+...+ny.
Wir zeigen () durch Induktion tiber ¢( M );

c(M) =0

Dann ist A/ = {1} und damit (] € Res™(M).

c(M) > 0

I. Fall: M enthélt nur Klauseln, die Einermengen sind.

Da M unerfiillbar ist, gibt es daher eine aussagenlogische Variable p
mit {p} € M und {—-p} € M.

Offenbar gilt dann [ € Res™ (M ).
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c(M) > (0

2. Fall: M enthilt eine Klausel, die keine Einermenge ist.

Essei K = {L.Ly...., L,} € M diese Klausel und N := M \ {K}.

Wir betrachten die Klauselmengen

;hr[ =NU {{L}} und ﬂlr-_} =NU {{L] - Li.;.}}

Da M unerfiillbar ist, sind auch M, und A5 unerfiillbar
und es gilt ¢( M) < ¢(M ) und c(My) < c(M).

Induktion liefert [J € Res™ (M) und I € Res™ (M),

(a) Wird bei der Erzeugung der Resolvente L] € [les™ (M) die Klausel
{ L} nicht verwendet, soist (] € Res™(N) C Res™(M).

(b) Wird bei der Erzeugung der Resolvente L] € Res™ (M) die Klausel
{L} verwendet, soist { L. ..., L,} € Res™(M).

Damit ist aber (] € Res™ (M) C Res™ (M ).
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Beispiel:
M = {{p.q}.{p.~q}. {-p.q}, {-p.~q}}
Wihle K = {=p. =¢} und L = —p.

Dann ist
My = {{p.q}. {p.~q}.{-p.q}} U {{-p}} und
M, = {{p.a}.{p.~q}.{—p.a}} U {{~a}}.

[0 e Res™ (M, ): 0 € Res"(Ms):
{p.q}  {p.—q} {p.a} {-p.q}
/ N
{r}  {» {—q} {q}
N /
[] []
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Beispiel:

M = {{p.q}. {p.~a}. {-p.q}. {-p. ~q}}

0 € Res™ (M, ): O € Res™(Ms):
{p.qa} {p.—q} {p.a} {-p.q}
N N
{p}  {-p} {—q} {q}
\D/ \D/

0 e Res™(M):
{p.a} {p.q}
{r} {-p,—q} {p.q} {-p.q}

{~a} {a}

© Franz Baader



Beachte:

e Sobald wir bei der Resolution die leere Klausel erzeugt haben,
wissen wir, daB} die Klauselmenge M unerfiillbar ist.

Wir miissen daher nicht ganz Res” (M ) in der Reihenfolge
Res' (M), Res*(M). Res* (M), . .. erzeugen.

Es geniigt, eine Herleitung der leeren Klausel zu finden.

Man kann also bei der Resolution Unerfiillbarkeit eventuell friithzeitig
erkennen.

Bei einer erfiillbaren Klauselmenge miissen wir aber [7es™( M ) ganz be-
rechnen, um sicher zu sein, dal die leere Klausel nicht erzeugt werden
kann.

e Im Gegensatz dazu kann man bei dem Tableau-Verfahren eventuell Erfiill-
barkeit friihzeitig erkennen:

Es geniigt ja, einen offenen Ast zu finden, auf den keine Erweiterungs-
regeln mehr anwendbar sind.
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