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| § 2. Deterministische endliche Automaten I

Wieso sind NEAs nichtdeterministisch?

Zu einem Paar (¢, a) € @ x X kann es mehr als einen Ubergang geben!

@ Oder auch gar keinen!

Zu einem gegebenen Wort w kann es in einem NEA keinen, einen, oder mehrere Pfade
vom Anfangszustand aus geben.

Das Wort wird akzeptiert wenn mindestens einer dieser Pfade zu einem Endzustand
fiihrt.

Bei deterministischen endlichen Automaten gibt es zu jedem Wort genau einen Pfad,
der mit dem Anfangszustand beginnt.
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Definition 2.1 (Deterministischer endlicher Automat)

Ein NEA A = (@), ¥, qo, A, F') heibt deterministisch (DEA), falls es fiir alle
q € Q,a € ¥ genauein ¢’ € Q) gibt mit (¢, a,q’) € A.

Anstelle der Ubergangsrelation A verwenden wir bei DEAs die Ubergangs-
funktion  : Q x ¥ — @ mit

6(q,a) =¢q gdw (q,a,q") € A.

DEAs werden daher in der Form (Q, ¥, qg, 0, F') geschrieben.

Beachte: neben der Eindeutigkeit des Ubergangs wird hier auch die Existenz
des Ubergangs gefordert.

In der Literatur wird fiir DEAs manchmal nur Eindeutigkeit gefordert; dies ist

aber fiir die akzeptierte Sprachklasse irrelevant.
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Beispiel 2.2

Der NEA

b i)

OO’

aus Beispiel 1.7 erfiillt zwar die Eindeutigkeitsforderung, er ist aber kein DEA
in unserem Sinne, da fiir (¢, b) kein Ubergang existiert.

Einen édquivalenten DEA erhélt man durch Hinzunahme eines Papierkorbzu-

stands:
b i
. i, b
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Definition 2.3 (kanonische Fortsetzung der Ubergangsfunktion)

Die kanonische Fortsetzung von ¢ : () x ¥ — () auf eine Funktion
0" Q x X — Q)
wird induktiv (iiber die Wortléinge) definiert:
e 0%(q,¢) =g,

e 0(q,wa) :=0H6(0"(q,w),a).

Der Einfachheit halber schreiben wir in Zukunft auch fiir Worter
d(q, w) anstelle von 0*(q, w).

Beachte: fiir einen DEA A = (Q, %, qy. 0, F) gilt:

(a) 8(q,w) = ¢' gdw ¢ ist der eindeutige (!) Zustand mit ¢ — 4 ¢'.

(b) L(A)={w e X* | d(q,w) € F}.

(c) 6(';" U*"U) - 6(5(‘? 'LE-): "U)*
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Satz 2.4 (Rabin/Scott)

Zu jedem NEA kann man effektiv einen dquivalenten DEA konstruieren.

Es folgt, dall NEAs und DEAs dieselbe Klasse von Sprachen akzeptieren.

Beweisidee: sei A = (@, X, qo, A, F') eine NEA.

Wann gilt fiir w € X%, dab w € L(.A) ist? Dazu betrachten wir

{¢€Q|qw—ua4q}
Offenbar gilt:

w € L(A) gdw diese Menge enthilt mindestens einen Endzustand.

Wir definieren daher einen DEA mit Zustandsmenge
29.={P| PCQ} Potenzmengenkonstruktion
fiir den gilt:
({q},w)={q€ Qa0 —aq}
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Beweis von Satz 2.4

Seider NEA A = (Q, Y, qo, A, F) gegeben. Der DEA A’ = (29,3, {q}, 8, F")
ist definiert durch:

e 6(Pa)= U{p' | (p,a,p') € A} fiiralle P € 2% unda € &

pelP

o '={Pe2?|PNF #0}
Behauptung: ¢' € §({q}, w) gdw ¢ — 4 ¢'.

Daraus folgt L(A) = L(A’), da:
we LA) gdw g€ F:q —aq
gdw Jdg€ F:q€dé({q}, w)
gdw ({q},w)NF #10
gdw 0({q},w) € F’

gdw w € L(A)
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Beispiel 2.5

konstruktion b a,
@ 7 'E ﬁ%

Nachteil der Potenzmengenkonstruktion
Zustandsanzahl wird exponentiell vergroBert:
e im allgemeinen nicht vermeidbar (Ubung);

e in vielen Fillen kommt man mit weniger Zustinden aus.

Wie findet man einen dquivalenten DEA mit minimaler Zustandsanzahl?
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Minimierung endlicher deterministischer Automaten
erfolgt in zwei Schritten:

e Schritt 1: Eliminieren unerreichbarer Zustinde.

e Schritt 2: Zusammenfassen dquivalenter Zustiinde.

Schritt 1: Eliminieren unerreichbarer Zustinde

Definition 2.6 (Erreichbarkeit eines Zustandes)

Ein Zustand ¢ des DEA A = (Q. %, qp. 9, F') heibt erreichbar, falls es ein
w € X* gibt mit 6(qp, w) = q. Sonst heifit ¢ unerreichbar.,
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Da fiir die akzeptierte Sprache nur Zustinde wichtig sind, welche von g
erreichbar sind, erhilt man durch Weglassen unerreichbarer Zustiinde einen
dquivalenten Automaten

Ay = (Qo, 2, qo, 0p, Fp) mit

Qo = {q€ Q| q erreichbar}
d = 0 |g,xx Beachte: Fiir ¢ € (Jy und a € X ist auch d(q,a) € @y !
FU. = FnN Qu

Beachte: die Menge der erreichbaren Zustinde kann mit linearem Aufwand
(in der Zustandszahl) berechnet werden (Erreichbarkeitsproblem in Graphen).
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Beispiel:

Im Automaten A" von Beispiel 2.5

sind die Zustinde {2} und () nicht erreichbar.

Durch Weglassen dieser Zustinde erhilt man Aj:

Bei der Potenzmengenkonstruktion kann man die Betrachtung unerreichbarer
Elemente von 2% vermeiden, indem man mit {¢y} beginnt und nur die davon
erreichbaren Mengen sukzessive konstruiert.
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Schritt 2: Zusammenfassen dquivalenter Zustinde

Ein DEA ohne unerreichbare Zustinde mul} noch nicht minimal sein, da er
verschiedene Zustinde enthalten kann, die sich ,,gleich* verhalten.

Beispiel 2.7:

Im DEA o sz

sind alle Zustiinde erreichbar,
er erkennt aber dieselbe Sprache wie der kleinere DEA

a k
‘ i ‘ b ‘
aus Beispiel 2.2.
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Definition 2.8 (Aquivalenz von Zustinden)

Es sei A = (Q, 2, qo, 0, F') ein DEA. Fiir ¢ € () sei
-Ar,r = (Q,%,q,9, F)

Zwei Zustinde ¢, ¢' € @ heiBen A-dquivalent (¢ ~4 ¢') gdw
A,) = L(Ay)

In Beispiel 2.7 sind gy und ¢s dquivalent:

(Ag) = {b}" - {a}" = L(Ay).
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Lemma 2.9 (Eigenschaften von ~ 4)

I. ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation auf (),
d.h. reflexiv, transitiv und symmetrisch.

2. ~ 4 ist vertriiglich mit der Ubergangsfunktion,
dh.g~4q =VaeX:d(qga)~406(q,a).

3. ~ 4 kann effektiv bestimmt werden.

Die ~ 4-Klasse eines Zustands ¢ € () schreibenwirg == {¢' € Q | ¢ ~4 ¢'}.

Beispiel: fiir den Automaten aus Beispiel 2.7 gilt

I i -”Pﬂ\,u k
G%__f;"\l e ~j hat die Klassen F' = {qg, q1, ¢2}
; /NG und Q \ F = {q¢3}.
A
Al w 3
= B N e ~ hatdie Klassen {q1}, {qo, g2}, {g3}.
(q:r/l Zum Beispiel ist d(qy, b) = d(q2,b) € F

Qb/ und 5(q1,b) ¢ F.

¢ V2= E A
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Definition 2.10 (Quotientenautomat)

e

Der Quotientenautomat A = (Q, %, qo, E, ﬁ) zum DEA A = (Q), ¥, qp, 0, )
ist definiert durch:

e Q:=1{7|qeqQ)

T e

s~

e 0(q,a):=6(q,a) (reprisentantenunabhiingig wegen Lemma 2.9)

o Fi= {q | ¢ € F} (repriisentantenunabhiingig nach Definition von ~ 4)

fé Srls)
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Lemma 2.11

A ist dquivalent zu A.

Beweis:
we L(A) gdw d(q,w) € F

————__

gdw d(qo,w) € F

S gdw 5(&}], w) € F

Induktion iiber |w| -

gdw w € L(A).
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Definition 2.12 (reduzierter Automat zu einem DEA)

Fiir einen DEA A bezeichnet
Ai‘f'ff = A[]

den reduzierten Automaten, den man aus .A durch Eliminieren unerreichbarer
Zustinde und Zusammenfassen dquivalenter Zustiinde erhiilt.

Wir werden im folgenden zeigen:

e A,.; kann nicht weiter vereinfacht werden, d.h. er ist der kleinste DEA,
mit dem man L(.A) akzeptieren kann.

e A,.; hiingt nur von L(.A) und nicht von A ab, d.h. gilt L(A) = L(B),
so auch A,.; ~ B, ..

gleich bis auf Zustandsumbenennung (isomorph)

Dazu konstruieren wir zu jeder erkennbaren Sprache L einen ,kanonischen™
Automaten A; und zeigen, dab jeder reduzierte Automat, der L akzeptiert,
isomorph zu Ay ist.
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Definition 2.13 (Nerode-Rechtskongruenz)

u~pv gdw Yw € ¥ tuw € L & vw € L.

Es sei L C ¥ eine beliebige formale Sprache. Fiir u, v € ¥* definieren wir:

Beispiel 2.14 (vgl. Beispiele 1.7, 2.2, 2.7)
L ={w € {a,b}" | ab ist nicht Infix von w} = {b}" - {a}".

e Esgilte ~; b:
Vw:ewe L gdw weL
gdw  w enthilt ab nicht
gdw  bw enthilt ab nicht
gdw bw € L

e AuBerdemgilte 2, a: ebe L,abera-b¢ L

Dresden
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Lemma 2.15 (Eigenschaften von ~ )

I. =~ ist eine Aquivalenzrelation.

2. ~ ist Rechtskongruenz, d.h. zusitzlich zu 1. gilt:

u~pv=Yw e X uw > vw.

3. L ist Vereinigung von ~-Klassen:

wobei [u] = {v | u >~ v}.

4. Ist L = L(A) fiir einen DEA A, so ist die Anzahl der ~;-Klassen
kleiner oder gleich der Zustandszahl von A. \

Index von ~
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Beispiel 2.14 (Fortsetzung)

L ={w € {a,b}" | ab ist nicht Infix von w} = {b}" - {a}".
~ hat drei Klassen:
e [e]={b}",
o la] ={b}"-{a}7,

o [ab] = - {ab} - ¥".

Esist L =[] U [a).
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Man kann die ~;-Klassen nun als Zustinde eines Automaten
fiir L verwenden.

Definition 2.16 (Transitionssystem A zu einer Sprache L)

Zu L C ¥*ist das Transitionssystem A := (Q)', X, q;,, 8', F") definiert durch:
o Q" :={[u] |ueX}
o ghi= e
o #([ul,a) = [ua)

} reprisentantenunabhiingig wegen Lemma 2.15
o Fl'i={lu] |uel}
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Lemma 2.17

Hat ~; endlichen Index, so ist A; ein DEA mit L. = L(A;).

Beweis:

Hat ~~; endlich viele Klassen, so hat .4} endlich viele Zustinde und ist daher
ein DEA. AuBerdem gilt:

L(AL) = {u|d(qyu) € F'}
= {u|d([],u) € F'}
= {u|[u] € F'} (wegen &'([u],v) = [uv])
= {u|uelL}
— I Induktion iiber |v|
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Satz 2.18 (Satz von Nerode)

Ein formale Sprache L ist erkennbar gdw ~; endlichen Index hat.

Beweis:
»=" + Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.15.

»<"1 Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.17,
da A; DEA ist, der L akzeptiert.
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Beispiel 2.18 (eine nicht-erkennbare Sprache)

L :={a"b" | n > 0} ist nicht erkennbar, da fiir n # m gilt:

a” i.’. a™.

Grund: es ist a"b" € L, aber a™b" ¢ L.

Die ~;-Klassen [a"], [a'], [a?], ... sind also alle verschieden.
Daher hat ~; unendlichen Index.

Weitere Methoden zum Nachweis der Nichterkennbarkeit spiter (§3).

Zunichst: Zusammenhang zwischen reduziertem Automaten
und Neroderechtskongruenz.
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Definition 2.20 (Isomorphie von Automaten)

Zwei DEAs A = (Q, %, qp, 6, F)und A" = (Q)', £, ¢, ¢', F') heiBlen
isomorph (A ~ A’) gdw es eine Bijektion f : ) — @' gibt mit:

o f(qn) = qo
o {(F)=F' wobeif(F):={f(q) | g € F}

o {(6(q,a)) = 0'(f(q),a) firalleq € Q,a € ¥

[somorph heilt: identisch bis auf die Benennung der Zustinde.
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Lemma 2.21 (Isomorphie erhilt die Sprache)

A~ A = L(A) = L(A)

Beweis:

Es sei f : Q — Q' der Isomorphismus. Durch Induktion iiber |w| zeigt man
leicht, dal}

f(6(q,w)) = 6'(f(q), w).
Dabher gilt:
we L(A) gdw (g, w) € F
gdw  f(d(qp, w)) € F' (wegen F' = {(F))
gdw  0'(f(qo), w) € F'
gdw  d'(gp,w) € F' (wegen g = f(go))
gdw w e L(A")
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Satz 2.22 (der reduzierte Automat 1st minimal und eindeutig)

Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gilt:
1) A; hat minimale Zustandszahl unter allen DEAs, welche L erkennen.

2) Ist. Aein DEA mit L(A) = L, so ist der reduzierte Automat A,..; := Ao
isomorph zu Aj.

Beweis:

1. Mit Satz 2.18 hat ~; endlichen Index. Daher ist mit Lemma 2.17 A},
ein DEA fiir L. Mit Lemma 2.15 hat jeder DEA, der L akzeptiert, min-
destens soviele Zustinde, wie ~; Klassen (d.h. wie A; Zustinde) hat.

2. Essel A:‘f'ff = (Q, E:‘ qo, 51 F) und AL = ((2;': 2:1 q{}:‘ 5;7 FI)
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Zur Erinnerung:

Der Automat A;, := (Q', %, ¢, 0", F') Ared = Ay = (Q, 5, 90,6, F)

ist definiert durch: erhilt man aus A durch
o Q' :={u] | ue X} e Entfernen unerreichbarer Zustinde
* q):=[¢] e Identifizieren dquivalenter Zustinde

o §([ul,a) := [ua

o F':={[u]|ueL}

Wir definieren eine Funktion
f:Q— Q'
und zeigen, dal sie ein [somorphismus ist.

Fiir ¢ € () existiert (mindestens) ein Wort w, € »* mit d(qo, w,) = q.
da in A, 4 alle Zustinde erreichbar sind. O.B.d.A. sei w,, = €.

Wir definieren f(¢q) := |w,|.
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Korollar 2.23

Es seien A und A’ DEAs. Dann gilt:
L(A) = L(A') gdw A,cq = A

red®

Man erhiilt somit eine (allerdings ineffiziente) Methode, um von zwei
DEAs zu entscheiden, ob sie dieselbe Sprache akzeptieren (d.h. das
Aquivalenzproblem zu entscheiden):

e konstruiere die reduzierten Automaten wie beschrieben

e stelle fest, ob die so erhaltenen reduzierten DEAs isomorph
sind (teste alle Bijektionen)

Hat man NEAs gegeben, so kann man diese zuerst deterministisch
machen (Potenzmengenkonstruktion) und dann das Verfahren fiir DEAs
anwenden.
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