Automaten und Formale Sprachen

Teil I: Endliche Automaten

0. Einfiihrung
1. Nichtdeterministische endliche Automaten

2. Deterministische endliche Automaten

I

Nachweis der Nichterkennbarkeit

s

AbschluBleigenschaften und Entscheidungsprobleme

d

Regulidre Ausdriicke und Sprachen

L)

Dresden © Franz Baader



| § 3. Nachweis der Nichterkennbarkeit I

-

Dresden

Nachweis der Erkennbarkeit: konstruiere einen endlichen Automaten (NEA,
DEA) fiir die Sprache.

Nachweis der Nichterkennbarkeit: ist schwieriger, da man zeigen mulf}, dal es
keinen endlichen Automaten fiir die Sprache geben kann.

Lemma 3.1 (Pumping-Lemma: einfache Version)

Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ny > 1,
so dal} gilt:

Jedes Wort w € L mit |w| > ng 148t sich zerlegen in w = zyz mit

e yFe

o zy*z € Lfiiralle k > 0.
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Beispiel 3.2 (eine nicht erkennbare Sprache)

L ={a"b" | n > 0} ist nicht erkennbar.

Beweis:
Angenommen, L ist erkennbar.
Dann gibt es eine Zahl ny mit den in Lemma 3.1 beschriebenen Eigenschaften.
Es sei nun n so, dal} 2n > ng ist. Da
a"b" € L
ist, hat es eine Zerlegung

a"b" = zyz

mit y # £ und xy"z € L fiir alle k > 0.

Unterscheide drei Fille je nach der Lage von y in a"b":

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

Y Y Y
1. Fall 3. Fall 2. Fall
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Dresden

Satz 3.3 (Leerheitsproblem entscheidbar)

Es sei L eine erkennbare Sprache (gegeben durch NEA oder DEA). Dann

kann man effektiv entscheiden, ob L = () oder nicht.

Beweis:
Es sei L erkennbar und 7 die Zahl aus dem Pumping Lemma.
Dann gilt:

(%) L+#0 gdw Jw € L mit |w| < ny.
Entscheide nun L = () wie folgt:

e Betrachte die endlich vielen Worter w € ¥* mit |w]| < ny.

e Fiir jedes solche w kann w & L leicht entschieden werden;
z.B. durch Eingabe in DEA (siehe auch §4, Wortproblem).

Zu zeigen bleibt ().
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Beispiel 3.4 (eine nicht erkennbare Sprache, die Lemma 3.1 erfiillt)

L=A{a"b" | n#m}

Versucht man, Nichterkennbarkeit mit Lemma 3.1 zu zeigen, so scheitert man,
da das Lemma fiir L zutrifft:

Wihle ngy := 3.
Es sei nun w € L mit |w| > 3, d.h.

w=a"b", n#m und n+m > 3.

Zu zeigen: es gibt x, y, z mit w = zyz, y # € und

zy*z € L fiiralle k > 0.

I.Fall: n >m, dh.n=m +fiir: > 1.

2. Fall: n < m kann entsprechend behandelt werden.

Wie zeigt man Nichterkennbarkeit von L?
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Lemma 3.5 (Pumping-Lemma: verschirfte Version)

Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ny > 1,
so daB gilt:

v| > ny gibt es eine Zerle-

Fiir alle Worter u, v, w € X" mit vvw € L und
gung v = ryz mit

« y#e

o ury’zw € L fiiralle k > 0.

Vorteil dieses Lemmas beim Nachweis der Nichterkennbarkeit?

Man weil3, da3 man beliebig positionierte Teilstiicke zerlegen kann, wenn sie
nur lang genug sind.

Dadurch kann man dafiir sorgen, da3 das y an einer geeigneten Stelle liegt
(im Beispiel 3.4 im kiirzeren Block).
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Beispiel 3.4 (Fortsetzung)

L ={a"b™ | n+#m} | istnichterkennbar.

Beweis: Angenommen, doch; dann gibt es ny > 1, das die in Lemma 3.5
geforderten Eigenschaften hat.

Wir betrachten nun die Worter

T

I
ui=e, vi=a"’, wW:= b”“'+”“

: o
Offenbar ist uvw = a™b" "™ € L.

Mit Lemma 3.5 gibt es eine Zerlegung v = zyz mit y # ¢ und uxy*zw € L
fiir alle & > 0.

Es sei

r=a", y=a" z=a" wobei n;+ny+ng=mngundng >0

Offenbar existiert ein [ mit ny - [ = ng! (da 0 < ny < ny).
Es ist nun aber ny + (I + 1)ny + n3 = ng + ng!,
was uzy 2w ¢ L liefert. \Lr‘
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| § 4. AbschluB3eigenschaften und Entscheidungsprobleme I

Satz 4.1 (AbschluBleigenschaften erkennbarer Sprachen)

L)

Dresden

Sind L4, Ly erkennbar, so auch

1.

Ly U Ly (Vereinigung)

L, (Komplement)

. L N Ly (Durchschnitt)

L, \ L, (Differenz)

. Ly - Ly (Konkatenation)

L} (Kleene-Stern)
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Beweis von Satz 4.1:

Es sei A; = (Q;, 2, qui, A;, F;) ein NEA fiir L; (1 = 1, 2).
O.B.d.A.sei Q1 N Qs = 0.

1. Abschluf} unter Vereinigung:

Der folgende e-NEA akzeptiert L U Lo:
A=(Q1UQ2U{q},%,q,A, F1 UF,),
wobel qo §é Ql U (22 und
A=A UAU {(f]{}:fﬁ: q[]])a ((11135:(1(}2)}-
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2. Abschluf3 unter Komplement:

Einen DEA fiir L; erhilt man wie folgt: Zunichst verwendet man die Potenz-
mengenkonstruktion, um zu A einen dquivalenten DEA A = (), %, qo, 0, F') zu
konstruieren.

Der DEA fiir L ist nun
- (Cx)* E: qo; 53 (J \ F)

Es gilt ndmlich:

we L gdw. w¢ L(A)
w ¢

gdw L(A)
gdw  d(qo,w) ¢ F
gdw  d(qo,w) € Q\ F

gdw w € L(A)
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3. Abschlul3 unter Durchschnitt:

Folgt aus 1) und 2), da

ILiNLy=1L{UL,

Da aber Abschluf3 unter Komplement die Potenzmengenkonstruktion benétigt und
diese exponentiell sein kann, ist es giinstiger, direkt einen NEA fiir | N Ly zu

konstruieren.

Der Produktautomat:
A= (Q1 x Q2,%, (qo1,902), A, F1 X F?)
mit
A = {lgy @) (q,6) | (¢,a,4) € Ay und
(gna ) €0y},

Ein Ubergang in A ist also genau dann moglich, wenn der entsprechende Uber-
gang in A; und As moglich ist. Daraus ergibt sich leicht
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4. AbschluB3 unter Differenz:

Folgt aus 1) und 2), da
Li\Ly=LiNLy

5. AbschluB3 unter Konkatentation:

Der folgende e-NEA akzeptiert Ly - Lo:
'/4 = (Q| U QQ? \L:? qo1, A" fﬂ?):

wobel

A=A UANU{(f,eq0) | f€F}
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6. Abschluf} unter Kleene-Stern:

Der folgende e-NEA akzeptiert L7:

A= (Q U {QU}: >, qo, A, {Q[l});
wobei ¢y ¢ )1 und

A=AU{(f,e,q) | f€Fi} U{(q, qm)}

Beachte: Alle angegebenen Konstruktionen sind effektiv.

Die Automaten fiir L; U Lo, L1 N Lo, Ly - Ly und L7 sind polynomiell in der GrofBe
der Automaten fiir Ly, Lo.

Beim Komplement kann die Konstruktion exponentiell sein, wenn man von einem
NEA ausgeht.
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Beispiel 4.2 (AbschluBleigenschaften zum Nachweis der Nichterkennbarkeit)

L ={a"b™ | n#m} | istnichterkennbar.

Beweis:

Anstatt dies direkt mit Lemma 3.5 zu zeigen, kann man auch verwenden, daf
bereits bekannt ist, daf3

L' :={ad"b" | n> 0}

nicht erkennbar ist.

Wire namlich L erkennbar, so mit Satz 4.1 auch

L'=Ln{a}"-{b}".

Da wir schon wissen, daB L' nicht erkennbar ist, kann auch L nicht erkennbar
sein.
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Entscheidungsprobleme fiir erkennbare Sprachen:

Wir betrachten

e das Leerheitsproblem: Ist L # (?
e das Wortproblem: Ist w € L?

e das Aquivalenzproblem: Ist L; = Ly?

Dabei gehen wir davon aus, daB} die erkennbare Sprache durch einen DEA oder
NEA gegeben ist.

Bzgl. Entscheidbarkeit macht es keinen Unterschied, ob man einen DEA oder
NEA gegeben hat:

Aus NEA kann man effektiv dquivalenten DEA konstruieren (Satz 2.4)!

Bzgl. Komplexitit kann der Unterschied aber relevant sein:
Ubergang NEA — DEA kann exponentiell sein (Potenzmengenkonstruktion)!
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Das Leerheitsproblem

Gegeben: erkennbare Sprache L (als DEA oder NEA)
Frage: Ist L # ()?

Wir wissen bereits (Satz 3.3), dall das Problem entscheidbar ist:

Es sei A eine NEA mit ny Zustinden. Dann gilt:
L(A)# () gdw Jw € L(A) mit |w| < ny.

Allerdings ist das so erhaltene Entscheidungsverfahren viel zu aufwendig
(exponentiell viele Worter der Linge < ny, falls [X| > 1).

© Franz Baader



Satz 4.3

Essei A = (Q, %, qo, A, F') ein NEA. Dann kann man ,,L(.A) # (7
in der Zeit O(|Q)| + |A|) entscheiden.

Beweis:

Man kann A als gerichteten Graphen G = ((), /) auffassen mit
E:={(q,q) | (¢1,a,q) € A fiirein a € X}.
Dann gilt:

L(A) # () gdw indervon g, aus erreichbaren Knotenmenge
befindet sich ein Endzustand

Die von ¢ aus erreichbaren Knoten kann man mit Aufwand O(|Q| + |E])
berechnen (vgl. Vorlesung ,,Algorithmen und Datenstrukturen®).

Insbesondere ist also das Leerheitsproblem fiir erkennbare Sprachen mit
polynomiellem Aufwand l0sbar.
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Das Wortproblem

Gegeben: erkennbare Sprache L C X, Wort w € X*
Frage: Giltw € L?

Ist L = L(A) fiir einen DEA A = (Q, %, q9, 9, F'), so kann man einfach,
beginnend mit ¢y, durch Anwendung von ¢ berechnen, zu welchem Zustand
in A man mit w kommt und priifen, ob dies ein Endzustand ist.

Nimmt man > als konstant an, so benotigt eine Anwendung von ¢ nur kon-
stante Zeit.

Dies liefert:

Satz 4.4

Essei A = (Q, %, q, 0, F') ein DEA und w € ¥*.
Dann kann man ,,w € L(.A)? in der Zeit O(|w|) entscheiden.
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Fiir einen NEA ist dies nicht so einfach, da man ja verschiedene mit w be-
schriftete Pfade haben kann und man diese (im schlimmsten Fall) alle be-
trachten muf}, um festzustellen, ob einer davon mit einem Endzustand aufhort.

Satz 4.5

Essei A = (Q, %, q, A, F') ein NEA und w € 7.
Dann kann man ,,w € L(A)?* in der Zeit O(|w| - (|Q| + |A|)) entscheiden.

Beweis:

Konstruiere zunichst einen Automaten A, der genau w = a ... a, akzep-
tiert, d.h. L(A,) ={ay...a,}:

Cal CGQC An C

Dieser Automat hat |w| + 1 Zustéinde.

Offenbar ist
w € L(A) gdw L(A)N L(A,) # 0.
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L(A)N L(A,) wird vom Produktautomaten zu .4 und .4, akzeptiert.

Fiir diesen konnen wir das Resultat fiir das Leerheitsprol_a_lem (Satz 4.3) an-
wenden (Aufwand linear in Zustandszahl plus Grof3e der Ubergangsrelation).

Wie grol3 ist nun dieser Produktautomat?

Zustinde:
Q[ (Jw| +1)
Ubergiinge:

Fiir jeden Ubergang OO in A, gibt es maximal |A| mogliche
Ubergiinge in A. Also insgesamt maximal |w| - |A| viele Ubergéinge im Pro-
duktautomaten.

Nach Satz 4.3 ist daher der Aufwand zum Testen von L(A) N L(A,,) # 0:
O(|Q] - (lwl +1) + |w[ - |A]) = O(w] - (|Q] +[A])
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Das Aquivalenzproblem

Gegeben: erkennbare Sprachen L1, Lo.
Frage: Gilt L; = Ly?

Wie bereits erwihnt, kann man das Aquivalenzproblem auf das Leerheitspro-
blem reduzieren:

Li=1Ly gdw (Li N Ly) U (L1 N Ly) =0

Satz 4.6

Das Aquivalenzproblem ist fiir erkennbare Sprachen entscheidbar.

Sind die Sprachen durch DEAs gegeben, so ist dies in polynomieller Zeit
moglich.
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Beweis von Satz 4.6:

Die Automatenkonstruktionen, welche Abschlufl unter Vereinigung, Durchschnitt
und Komplement zeigen, sind effektiv.

Daraus ergibt sich Entscheidbarkeit (auch bei NEAs).

Die Konstruktionen fiir Vereinigung und Durchschnitt sind polynomiell.
Beim Komplement ist dies nur dann der Fall, wenn bereits DEAs vorliegen.

Wir werden spiter sehen, dal} sich der exponentielle Zeitaufwand fiir die Potenz-
mengenkonstruktion (wahrscheinlich) bei NEAs nicht vermeiden 1dBt (Abschnitt
zu Komplexititstheorie der Vorlesung GThI 2).
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| § 5. Reguldre Ausdriicke und Sprachen I

Verschiedene dquivalente Charakterisierungen der Klasse der erkennbaren Spra-
chen mit Hilfe von Transitionssystemen und Rechtskongruenzen:

Eine Sprache L C >* ist erkennbar gdw
1. L = L(A) fiir einen NEA A.
2. L = L(A) fiir einen e-NEA A.
3. L = L(A) fiir einen NEA mit Wortiibergiingen A.
4. L = L(A) fiir ein endliches Transitionssystem A.
5. L = L(A) fiir einen DEA A.
6. Die Nerode-Rechtskongruenz ~; hat endlichen Index.

Im folgenden betrachten wir eine weitere Charakterisierung mit Hilfe
regulidrer Ausdriicke.

-
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Definition 5.1 (Syntax reguldrer Ausdriicke)

Es sei X ein endliches Alphabet. Die Menge Regs, der reguldren Ausdriicke
tiber 2 ist induktiv definiert:

e (), =, a (fiira € X) sind Elemente von Regs..

e Sindr, s € Regs, soauch (r + s), (r - s), 7" € Regs.

Beispiel 5.2
((a-0*)+0*)" € Regsy fir ¥ = {a, b}.
Notation: wir lassen Aullenklammern weg und vereinbaren:
e " bindet stirker als -,
(ab* + (0%)*

e - bindet stirker bindet als +,

e - wird meist ganz weggelassen.
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Definition 5.3 (Semantik regulidrer Ausdriicke)

Die durch den reguldren Ausdruck r definierte Sprache L(r) ist induktiv
definiert:

e L(0):=0, L(e):={e}, L(a):={a},
o L(r+s):=L(r)UL(s), L(r-s):=L(r)-L(s), L(r*):= L(r)".

Eine Sprache L C ¥* heiBt regulir, falls es ein r € Regy, gibt mit L = L(r).

Beispiel 5.4
e (a+ b)*ab(a + b)* definiert die Sprache aller Worter iiber {a, b}, die
Infix ab haben.
o L(ab*+b)={ab' | i>0}U{b}

Bemerkung: Statt L(r) schreiben wir im folgenden hiufig einfach r.
e abb € ab*+b (eigentlich abb € L(ab* + b))
e (ab)*a = al(ba)" (eigentlich L((ab)*a) = L(a(ba)*))
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Wir zeigen nun, da3 man mit reguldren Ausdriicken genau die erkennbaren

Sprachen beschreiben kann.

Satz 5.5 (Satz von Kleene)

Fiir eine Sprache L C X" sind dquivalent:
1) L istregulir.

2) L ist erkennbar.
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Beweis:
,, L — 2: Induktion iiber den Aufbau regulidrer Ausdriicke

Verankerung:

e L(()) = () erkennbar: O ist NEA fiir () (kein Endzustand).

e L(c) = {c} erkennbar: —O ist NEA fiir {¢}.

e [(a)= {a} erkennbar: O © ist NEA fiir {a}.

Schritt:

Weill man bereits, da L(r) und L(s) erkennbar sind,
so folgt mit Satz 4.1 (AbschluBBeigenschaften), da3 auch

o L(r+s)=L(r)uUL(s),

erkennbar sind.

Dresden
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w2 — 1
Sei A= (Q,%, qy, A, F) ein NEAmit L = L(A).
Wie in Definition 2.8 sei fiir ¢ € )

A, =(Q,2,¢,A,F) und L, := L(A,),
d.h. insbesondere L. = L

Go*

Der Zusammenhang zwischen den L,s kann nun als Gleichungssystem be-
schrieben werden, dessen Losungen eindeutig bestimmte regulire Sprachen
sind.

Beispiel 5.6

Lo = f{a}-LoU{a}- L,
L = {b}- L
{b} - L1 U {e}

2 ist Endzustand

&
|

© Franz Baader



Allgemeine Form des Gleichungssystems:

Es sei A = (Q, 2, qp, A, F) ein NEA und die Sprachen L, fiir p € () wie
oben definiert.

Fiir p, q € Q) sei
AI%({ - {(1, €L ‘ (p, a, Q) S A}
und fiir p € () sei

B o_ {e} falls peF
P () falls p¢ F

Damit erfiillen die Sprachen L, die folgenden Gleichungen:
Fiir alle p € Q) gilt:
Ly, = (U Apq - Lg) U B,

qgeQ)
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Allgemeine Form des Gleichungssystems (Fortsetzung):

Behauptung:

Das Gleichungssystem

(*) Xp - (U A;}.q ' Xq) U B}J (p S Q)
qe@

hat genau eine Losung und diese besteht aus reguldren Sprachen.

Aus der Behauptung folgt, daB3 die Sprachen L, reguldr sind, da sie ja das
System () losen.

Wir zeigen zunichst, wie man eine einzige Gleichung der Form
() X=A-XUB

eindeutig 16sen kann.

Daraus ergibt sich dann die Losung von Gleichungssystemen der Form ()
durch Induktion iiber die Anzahl der Variablen.
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Lemma 5.7 (Arden)

Esseien A, B C Y und ¢ ¢ A.
Die Gleichung

(xx) X=A-XUB
hat als eindeutige Losung X = A*- B.

Beachte: Sind A, B regulir, so auch A*B.
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Beweis von ,.2 — 1 des Satzes von Kleene mit Ardens Lemma:

Aus Ardens Lemma folgt fiir die Gleichung (x), die wir als Gleichung der
Form (xx) fiir ein fixiertes p € () auffassen:

Xp — Af).p ’ Xp U U Ap.q : Xr,r U Bp
P#q

hat als eindeutige Losung

X,=A | | U4 X, | UB,

P
qF#p

Setzt man diese Losung in (x) ein, so erhélt man ein System mit einer Varia-
blen weniger.

Nach Induktion hat dieses eine eindeutige Losung, die aus regulidren Sprachen
besteht.

Da in obiger Losung fiir X, nur reguldre Operationen (U, -,* ) verwendet wer-
den, ist auch diese Losung regulir (und eindeutig nach Arden).
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Beispiel 5.6 (Fortsetzung)

s
|

{a} - XoU{a}- X
{b} - Xo
XQ — {b}XlU{E}

>
I

Auflosen nach Xy: Xy = {a}* - {a} - X3

Einsetzen dndert die anderen Gleichungen nicht.

Auflésen nach X : X = 0* - {b} - X5 = {b} - X
Einsetzen liefert: Xy = {b} - {b} - Xo U {e}

Auflosen nach Xy: Xy = ({b} - {b})*

Damit ist X; = {b} - ({b} - {6})" und
Xo={a}"-{a}-{b}- ({6} - {b})" = L(A).
Als regulirer Ausdruck: L(A) = L(a*ab(bb)*).
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Beweis von Ardens Lemma:

(1) A*B ist Losung:
A-A*-BUB=(A-A*U{e})-B=A"-B

(2) Eindeutigkeit:
Es sei L eine Losung, d.h. L = AL U B.
2.1) A*B C L:
Wir zeigen durch Induktion iiber n: A"B C L.
e '"B=BCALUB=1L
o Gelte A"B C L.
Es folgt: A"™'B = AA"B C ALC ALUB =1L

Wegen A*B = | J,., A" B folgt daraus A*B C L.

(2.2) L C A*B: Angenommen, dies gilt nicht.

Es sei w € L ein Wort minimaler Linge mit w ¢ A*B.

Dresden © Franz Baader
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