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Organisation der Lehrveranstaltung

Die Lehrveranstaltung

,Formale Systeme* (Modul INF-B-270)

gliedert sich in
e Teil 1: Automatentheorie und formale Sprachen und

e Teil 2: Logik in der Informatik

Verantwortlicher Hochschullehrer:

Prof. Dr.-Ing. Franz Baader

Technische Universitat Dresden
Fakultat Informatik

Institut fiir Theoretische Informatik
01062 Dresden

http://lat.inf.tu-dresden.de/ baader/

Aktuelle Informationen zur Lehrveranstaltung:

http://lat.inf.tu-dresden.de/teaching/ws2010-2011/FormaleSysteme/

Hinweis

Dieses Skript ist als Hilfestellung fiir Studenten gedacht. Trotz grofser Miihe beim Er-
stellen kann keine Garantie fiir Fehlerfreiheit ibernommen werden. Es wird nochmals
darauf hingewiesen, dass der priifungsrelevante Stoff durch die Vorlesung bestimmt wird
und nicht mit dem Skriptinhalt vollstandig iibereinstimmen muss.



Einfihrung

Die Lehrveranstaltung ,,Formale Systeme” gibt eine Einfiithrung in zwei wichtige Bereiche
der Theoretischen Informatik:

Automatentheorie und formale Sprachen (Teil 1)

Hier werden Wérter und Mengen von Wértern (formale Sprachen) untersucht.

e Wie beschreibt man solche Mengen?
—— Automaten oder Grammatiken ...

e Beispiel: Daten (d.h. Eingabe und Ausgabe von Programmen) sind Wérter.
Die formale Sprache beschreibt die syntaktisch korrekten Daten.

Logik in der Informatik (Teil 2)

Hier betrachtet man logische Formeln iiber atomaren Aussagen (Aussagenlogik).

e Wie sieht eine logische Formel aus?
Wann ist eine logische Formel wahr bzw. nicht wahr?
— Syntaz und Semantik der Aussagenlogik
e Wie kann man aus einer Menge von logischen Formeln weitere Aussagen
schlussfolgern?
— Kalkiile des logischen Schlieflens

Hinweis
Das vorliegende Skript umfasst Teil 1. Die Lehrunterlagen fiir den Teil 2 der Lehrveran-
staltung werden gesondert verdffentlicht.



Automatentheorie und formale
Sprachen

Dieser Teil der Theoretischen Informatik beschéftigt sich mit Wortern und Mengen von
Wortern (formalen Sprachen).

Wichtige Fragestellungen:

1. Charakterisierung:

Wie beschreibt man die (meist unendlichen) Mengen von Wértern mit endlichem
Aufwand?

e Automaten oder Maschinen, die genau die Elemente der Menge akzeptieren.

e Grammatiken, welche genau die Elemente der Menge generieren (vgl. LV Pro-
grammierung’: kontextfreie Grammatiken (EBNF') zur Beschreibung der Syn-
tax von Programmiersprachen).

e Ausdriicke, welche beschreiben, wie man die Sprache aus Basissprachen mit
Hilfe gewisser Operationen (z.B. Vereinigung) erzeugen kann.

Abhéngig von dem verwendeten Automaten-/Grammatiktyp erhdlt man verschie-
dene Klassen von Sprachen. Wir werden hier die vier wichtigsten Klassen betrach-
ten, welche in der Chomsky-Hierarchie zusammengefasst sind:

Klasse Automatentyp Grammatiktyp
Typ 0 Turingmaschine (TM) | allgemeine Chomsky-Grammatik
Typ 1 | TM mit linearer Bandbeschrankung kontextsensitive Grammatik
Typ 2 Kellerautomat kontextfreie Grammatik
Typ 3 endlicher Automat einseitig lineare Grammatik

Bei Typ 3 existiert auch eine Beschreibung durch reguldre Ausdriicke. Am wich-
tigsten sind die Typen 2 und 3; beispielsweise kann Typ 2 weitgehend die Syntax
von Programmiersprachen beschreiben.
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2. Welche Problemstellungen sind fiir eine Sprachklasse entscheidbar und mit wel-
chem Aufwand?

e Wortproblem: geg. eine Beschreibung der Sprache L (z.B. durch Automat,
Grammatik, ...) und ein Wort w. Gilt w € L?
Anwendungsbeispiele:

— Programmiersprache, deren Syntax durch eine kontextfreie Grammatik
beschrieben ist. Entscheide fiir ein geg. Programm P, ob dieses syntak-
tisch korrekt ist.

— Suchpattern fiir Textdateien sind héufig reguldre Ausdriicke. Suche die
Dateien (Wéorter), welche das Suchpattern enthalten (zu der von ihm
beschriebenen Sprache gehoren).

e Leerheitsproblem: geg. eine Beschreibung der Sprache L. Gilt L # (07
Anwendungsbeispiel:
Wenn ein Suchpattern die leere Sprache beschreibt, so muss man die Dateien
nicht durchsuchen.

o Aquivalenzproblem: Beschreiben zwei verschiedene Beschreibungen dieselbe
Sprache?
Anwendungsbeispiel:
Zwei Lehrbiicher iiber eine Programmiersprache beschreiben die Syntax durch
verschiedene Grammatiken. Sind diese wirklich dquivalent?

3. Welche Abschlusseigenschaften hat eine Sprachklasse?
z.B. Abschluss unter Durchschnitt, Vereinigung und Komplement (L1, Ly enthal-
ten, so auch Ly N Loy, Ly U Ly, Ly).
Anwendungsbeispiele:
e Suchpattern: Suche nach Dateien, die das Pattern nicht enthalten (Komple-
ment) oder die zwei Pattern enthalten (Durchschnitt).

e Reduziere das Aquivalenzpriblem auf das Leerheitsproblem: Statt ,,L; = Ly
entscheidet man, ob (Ly N Ly) U (Ly N Ly) = 0.




| Endliche Automaten und regulare
Sprachen

Einfliihrung

Endliche Automaten sind gekennzeichnet durch:
e endliche Menge von (internen) Zustéanden

e Uberginge zwischen Zusténden; abhéingig von der internen Struktur des Automa-
ten und von der Eingabe

Im Prinzip sind Rechner ebenfalls endliche Automaten: Sie haben nur endlich viel Spei-
cherplatz und daher nur eine endliche Menge méglicher Konfigurationen (Belegung der
Speicherzellen). Die Konfigurationsiiberginge werden bestimmt durch Verdrahtung und
Eingaben (Tastatur, Peripheriegerite).

Aber:

Wegen der extrem grofsen Anzahl von Zustdnden sind endliche Automaten nicht die ge-
eignete Beschreibungsebene fiir das Verhalten von Rechenmaschinen. Man abstrahiert
daher von der Speicherplatzbeschriankung und nimmt potentiell unendlich grofen Spei-
cher an (z.B. unendliches Band bei Turingmaschine).

Beispiel: (Eintrittsautomat)

Beispiel fiir einen endlichen Automaten, bei dem dies die richtige Beschreibungsebene
18t:

FEingabe: 1,2,r,d (d: Drehgitter dreht sich)

Zustinde: OEUR, 1EUR, 2EUR, SEUR

Eintritt: 3 €
Einwurf Riickgabe

[Ji1e O
[J2€

Ticket

L ]




Endliche Automaten und reguldre Sprachen

Teilweise interessiert man sich auch fiir Automaten mit Ausgabe (z.B. Riickgabe des
Geldes, Freigeben der Sperre des Drehgitters). Wir werden diesen Aspekt hier nicht
betrachten.

Bevor wir den Begriff des endlichen Automaten formal einfithren kénnen, benotigen wir
noch einige grundlegende Definitionen:

Alphabet:
Eine endliche Menge von Buchstaben (z.B. a,b,c¢,...) heift Alphabet und wird
meist mit Y bezeichnet.

Wort:
Eine endliche Folge von Buchstaben w = a4 ... a, mit a; € ¥ heilst Wort iiber dem

Alphabet X.

Linge des Wortes:
|lw| = n; z.B. |aba| =3

Anzahl der Vorkommen von Buchstaben:
|w|, zdhlt die Vorkommen von a in w;
z.B. |abal, = 2, |abal, = 1, |abal. =0

Leeres Wort:
¢ hat Lange 0

Menge aller Woérter iiber X:

E*
Menge aller nichtleeren Warter iiber X:
Lt=%*\{e}

Formale Sprache:
Eine Menge L von Wértern mit L C ¥* heifst formale Sprache tiber 3.
Beispiele:
e Menge aller Worter iiber {a, ..., z}, die korrekte Wérter der deutschen Spra-
che sind
e Menge der Worter, die das Stichwort ,theorie” enthalten
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Weiterhin benétigen wir verschiedene Operationen auf Sprachen oder Wortern:

Boolesche Operationen:

LiULy, LiNLy, L :=%*\L, L \Ly:=L NLy
Konkatenation:

u-v = uv; z.B. abb - ab = abbab
Ly-Ly:={u-v | (uely)A(ve Ly}

Beachte: Der Konkatenationspunkt wird héufig weggelassen (L Ly statt Ly -

Kleene-Stern:
iterierte Konkatenation

L = {¢}
L=
L= U "
n>0
Lt = U "
n>1

Prafix, Suffix, Infix:
u ist Prafix von v gdw. v = uw fiir ein w € X*.
w ist Suffix von v gdw. v = wu fiir ein w € X*.
w ist Infix von v gdw. v = wyuwy fiir wy, wy € X*.




Nichtdeterministische endliche Automaten

1 Nichtdeterministische endliche Automaten

Wir betrachten zunéchst den etwas allgemeineren Begriff des Transitionssystems.

Definition 1.1 (Transitionssystem)
Ein Transitionssystem ist von der Form A = (Q, %, I, A, F'), wobei

e () eine Menge von Zusténden ist (nicht notwendigerweise endlich!),
> ein endliches Alphabet ist,

e [ C () eine Menge von Anfangszusténden ist,

e A CQx X xQ eine Ubergangsrelation (Transitionsrelation) ist,

e [ C ( eine Menge von Endzustdnden ist.

Ein endlicher Automat hat endlich viele Zustédnde und nur einen Anfangszustand.

Definition 1.2 (nichtdeterministischer endlicher Automat)

Ein Transitionssystem A = (Q, X, I, A, F') nennt man nichtdeterministischer endlicher

Automat (NEA), wenn
* |Q <00
o |I|=1
Anstelle von (@, %, {q}, A, F') schreiben wir (Q, X, qo, A, F).
Beispiel 1.3
Der NEA A = (Q, %, g, A, F') mit den Komponenten
* Q={q, 1, %}
e ¥ ={a,b}
o F'={¢}
e A={(q0:a,¢1),(q1,b,02), (42,2, ¢2), 42,0, 42) }
wird graphisch dargestellt als:

Definition 1.4 (Pfad)

Ein Pfad in einem Transitionssystem A ist eine Folge

T = (po, a1,p1)(P1, a2, 02) - - . (Pn—1, n, Pp) Mit (i, i1, piy1) € Afiir i =0,. ..

7 ist ein Pfad von p nach ¢, wenn p = pg und ¢ = p,.

Die Beschriftung des Pfades 7 ist das Wort B(7) := ay ... a,.

Die Linge des Pfades 7 ist n.

Fiir n = 0 sprechen wir vom leeren Pfad, welcher die Beschriftung ¢ hat.

,n— 1.

10



Nichtdeterministische endliche Automaten

Die Existenz eines Pfades in A von p nach ¢ mit Beschriftung w beschreiben wir durch
P44

Fiir Mengen Q1, Q> C @ heift Q; —— 4 Q, dass es Zustinde p; € Q; und py € Q5 gibt

mit p; — 4 pa.

Fiir den NEA aus Beispiel 1.3 gilt fiir alle w € {a,b}*: qo ab—w>A o

Definition 1.5 (akzeptierte Sprache)

Das Transitionssystem A = (Q, X, I, A, F) akzeptiert das Wort w € ¥* gdw. [ —»4 F
gilt. Die von A akzeptierte (erkannte) Sprache ist L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w}.

Fiir den NEA aus Beispiel 1.3 ist L(A) = {abw | w € ¥*}, d.h. A akzeptiert genau die
Worter iiber ¥ = {a, b}, welche mit ab beginnen.

Definition 1.6 (Erkennbarkeit einer Sprache)
Eine Sprache L C X* heifst erkennbar, wenn es einen NEA A gibt mit L = L(A).

Da wir uns bei einem Transitionssystem i.a. nur fiir die akzeptierten Sprachen interes-
sieren, bezeichnen wir zwei Transitionssysteme als dquivalent, wenn sie dieselbe Sprache
akzeptieren.

Beispiel 1.7

L = {w € {a,b}* | ab ist nicht Infix von w} ist erkennbar, denn L wird z.B. von dem
folgenden Automaten akzeptiert:

Fiir manche Konstruktionen ist es giinstig, auch endliche Automaten zu betrachten, bei
denen Ubergéinge mit Wortern beschriftet sind.

Definition 1.8 (NEA mit Wortiibergingen, e-NEA)

Ein NEA mit Wortibergingen hat die Form A = (Q, %, qo, A, F'), wobei @Q, X, qo, F' wie
beim NEA definiert sind und A C @ x ¥* X () eine endliche Menge von Wortiibergangen
ist.

Ein e-NFEA ist ein NEA mit Wortiibergéngen, wobei fiir alle (¢, w,q") € A gilt: |w| <1
(d.h. w € ¥ oder w = ¢).

Pfade, Pfadbeschriftungen und akzeptierte Sprache werden entsprechend wie fiir NEAs
definiert. Zum Beispiel hat der Pfad (qo, ab, ¢1)(q1, €, ¢2)(go, bb, g3) die Beschriftung
ab - & - bb = abbb.

11



Nichtdeterministische endliche Automaten

Satz 1.9

Zu jedem NEA mit Wortiibergingen kann man effektiv einen dquivalenten NEA konstru-
eren.

Man zeigt dies mit Umweg iiber e-NEAs.

Lemma 1.10

Zu jedem NEA mit Wortiibergingen kann man effektiv einen dquivalenten e-NEA kon-
struzeren.

Beweis. Man ersetzt jeden Wortiibergang (¢, a; ... a,,q) mit n > 1 durch Buchstaben-
iibergéinge (q, a1, p1), (p1,a2,p2),- -, (Pn-1,@n,q'), wobei p1,...,p,—1 jeweils neue Hilfs-

zustdnde sind (die nicht zur Endzustandsmenge dazugenommen werden). Man sieht
leicht, dass dies einen dquivalenten e-NEA liefert. O

Beispiel 1.11
Der NEA mit Wortiibergidngen, der durch die folgende Darstellung gegeben ist:

O

wird tiberfiihrt in einen dquivalenten e-NEA:

O
a@a b b
> 2 > O

Zu jedem e-NEA kann man effektiv einen dquivalenten NEA konstruieren.

Lemma 1.12

Beweis. Der g—NEA A = (Q,%,q,A, F) sei gegeben. Wir konstruieren daraus einen
NEA A’ ohne e- Ubergénge wie folgt:

A =(Q,%, qo, A, F'), wobei
° A’::{(p,a,q)EQXEXQ | pLAq}

o [ FuU{q} falls qy——4F
’ F sonst

12



Nichtdeterministische endliche Automaten

Noch zu zeigen: A" kann effektiv bestimmt werden und L(A) = L(A").

1.

A" und F' konnen effektiv bestimmt werden:

e p 5, ¢ gilt genau dann, wenn es Zustinde p', ¢’ € Q gibt, fiir die gilt:
p—ap, Wad)el, ¢ ——aq

Die Ubergangsrelation A ist eine endliche Menge. Weiterhin sind ,,p —— 4 p/?*
sowie ,,¢ — 4 q 7 Erreichbarkeitsprobleme in einem endlichen Graphen.
(Gibt es einen Pfad von p (¢') nach p’ (¢), dessen Ubergéinge nur mit & be-
schriftet sind?)

o gy — 4 F 7 ist ebenfalls ein Erreichbarkeitsproblem in einem endlichen
Graphen.

2. L(A) C L(A):

Esseiw =ay...a, € L(A)und m = (po, a1, p1)(p1, a2, p2) - - - (Pn_1, an, Pn) ein Pfad

in A mit py = qo, pn € F und a; € X U {e}. Wir betrachten die Indizes i1,. ..,y
mit a;; # €. Offenbar ist w = a;, ... a;,,.
1. Fall: (m=0)
Es gibt keinen solchen Index, d.h. a; = ¢ fiir ¢ = 1,...,n und damit gilt
w = e. Es gilt also ¢qo = po — 4 pn € F, was qy € F’ liefert. Es ist daher
w=c¢ee L(A).
2. Fall: (m >0)
Nach Definition von A’ ist nun aber

(PO, @ippil)(pm ai27pi2) ce (pim_l, aimapn)

ein Pfad im NEA A'. Aus p, € F folgt p, € F', was w = a;, ...a;,, € L(A)
zeigt.

L(A") C L(A):

Esseiw=a;...a, € L(A") und

(pos a1, p1)(p1, a2, p2) - .. (D1, Anypp) mit  po = qo, pn € F'

ein entsprechender Pfad. Nach Definition von A’ gilt nun in A: p; =55 4 piq fiir
1 =0,...,n— 1. Also gibt es in A einen Pfad von py nach p, mit Beschriftung
wW=ay...a,.
1. Fall: (p, € F)
Dann folgt sofort w € L(A).
2. Fall: (p, € F'\ F, d.h. p, = q)
Es gilt nun aber (nach Definition von F'): p, = qy ——4 p fiir ein p € F.
Daher gibt es in A einen Pfad von py nach p mit Beschriftung w.

]

13



Nichtdeterministische endliche Automaten

Lemma 1.12 kann man auch verwenden, wenn man zeigen will, dass es zu jedem endlichen
Transitionssystem A = (@, %, I, A, F') einen dquivalenten NEA A’ gibt. Man definiert
fiir einen neuen Zustand ¢o ¢ @ einen e-NEA A" = (Q U{qo}, X, qo, A", F') mit

A" =AU {(QO,S,Q) | qc ]}

A" ist dquivalent zu A. Man erhalt nun A" aus A” wie im Beweis des Lemmas beschrie-

ben.
O
a Qa b b
o €

wird in folgenden NEA iiberfiihrt:

Beispiel: (zu Lemma 1.12)
Der e-NEA aus Beispiel 1.11

14



Deterministische endliche Automaten

2 Deterministische endliche Automaten

Die bisher betrachteten NEAs heifsen nichtdeterministisch, weil es in ihnen zu einem
Paar (¢,a) € @ x ¥ mehr als einen Ubergang geben kann, d.h. ¢/, ¢” € Q mit ¢ # ¢’
und (q,a,q) € A, (¢,a,q") € A.

Definition 2.1 (deterministischer endlicher Automat)

Ein NEA A = (Q, %, qo, A, F) heifst deterministisch (DEA), falls es fiir alle ¢ € Q, a € &
genau ein ¢’ € @ gibt mit (¢,a,q’) € A.

Anstelle der Ubergangsrelation A verwenden wir dann die Ubergangsfunktion
0:QxX—Q

mit 0(q,a) = ¢ gdw. (¢,a,q') € A. DEAs werden in der Form (Q, 3, qo, 0, F') geschrie-
ben.

Beachte:
Zusatzlich zur Eindeutigkeit eines Ubergangs haben wir auch die Ezistenz eines Uber-
gangs fiir jedes Paar (g, a) gefordert.

In der Literatur wird fiir deterministische Automaten manchmal nur die Eindeutigkeit
des Ubergangs gefordert, d.h. fiir (¢, a) darf es hochstens ein ¢ mit (q,a,q¢') € A ge-
ben. Hingegen spricht bei Existenz aller Ubergéinge von vollstindigen Automaten, d.h.
wenn es fiir (¢,a) mindestens ein ¢’ gibt mit (¢,a,q’) € A. Bezliglich der akzeptierten
Sprachklasse macht dies keinen Unterschied.

Beispiel 2.2
Der NEA

erfiillt zwar die Eindeutigkeitsanforderung, er ist aber kein DEA in unserem Sinn, da fiir
(¢1,b) kein Ubergang existiert. Einen dquivalenten DEA erhélt man durch Hinzunahme
eines ,,Papierkorbzustandes®:

15



Deterministische endliche Automaten

Definition 2.3 (kanonische Fortsetzung von ¢)

Die kanonische Fortsetzung von § : QQ X ¥ — Q auf eine Funktion 6* : (Q x ¥* — @ wird
induktiv (iiber die Wortldnge) definiert:

° 0(q.€) ==¢q
e 0*(q,wa) :=6(6"(q,w),a)

Der Einfachheit halber werden wir in Zukunft auch fiir Worter w die Schreibweise 6(q, w)
statt 0*(q, w) verwenden.

Beachte:

Fiir einen DEA A = (Q, %, qo, d, F) gilt:
a) 6(q,w) =¢ gdw. ¢ ist der eindeutige Zustand mit ¢ — 4 ¢'.
b) L(A) = {w € 2 | (a0, ) € F}
c) d(q,uv) = 0(0(q,u), v)

Wir zeigen nun, dass die bei der Definition von DEAs gemachten Einschrénkungen (Exis-
tenz und Eindeutigkeit von Ubergéngen) keine echten Einschrankungen sind:

Satz 2.4 (Rabin/Scott)

Zu jedem NEA kann man effektiv einen dquivalenten DEA konstruieren.

Damit folgt, dass NEAs und DEAs dieselbe Klasse von Sprachen akzeptieren. Bevor wir
den Beweis dieses Satzes angeben, skizzieren wir kurz die

Beweisidee:

Der Beweis dieses Satzes verwendet die sogenannte Potenzmengenkonstruktion: die Zu-
standsmenge des DEA ist die Potenzmenge 2% der Zustandsmenge ) des NEA.

Sei A = (Q,%,qo, A, F) ein NEA. Um fiir w € ¥* zu entscheiden, ob w € L(A) ist,
betrachtet man {q € Q | qop — .4 q} €29. Esist w € L(A) gdw. diese Menge enthiilt
mindestens einen Endzustand.

Wir definieren einen DEA mit Zustandsmenge 29 und Ubergangsfunktion & so, dass

d({ao},w) ={a | @0 —aq}-
Beweis. Sei der NEA A = (Q, %, qo, A, F) gegeben. Der DEA A’ = (29,5, {q}, 6, F')
ist definiert durch:

e 5(Pa)= U {y | (p,a,p)) € A} fiir alle P € 2? und a € &

peP
o ["={Pec2?|PNF#0}
Wir benoétigen im Folgenden die
Hilfsaussage: ¢ € 6({q},w) gdw. ¢ —4 ¢ (%)
Daraus folgt L(A) = L(A"), da:

16



Deterministische endliche Automaten

we L(A) gdw. g€ F:q —4q
gdw. g€ F:qg€d({qt,w) ()
gdw. d({qo},w)NF #0
gdw. o({qo},w) € F'
gdw. w e L(A")

Beweis der Hilfsaussage mittels Induktion iiber |w]:

|w| = 0:
d({q},e) = {q}. ¢ ist der einzige Zustand, der mit € von ¢ aus erreichbar ist (keine
e-Ubergénge!).

lw| =n+1:
Fiir Worter der Lange n gelte die Behauptung schon. Es ist w = wa fiir a € ¥ und

fiir das Wort v € ¥* der Lange n.
Nach Definition 2.3 ist

0({q},ua) =6(6({q},u),a) = |J {d"1(d a,q") €A}
q'€6({q}w)
Nach Induktionsvoraussetzung gilt ¢’ € 0({q},u) gdw. ¢ ——4 ¢
Aus ¢ =4 ¢ und (¢, a,q") € A ergibt sich ¢ — 4 ¢".
Umgekehrt gilt ¢ ——4 ¢” gdw. es gibt ein ¢’ mit ¢ —4 ¢’ und (¢, a,q") € A.
Es folgt daher ¢” € 6({q},ua) gdw. ¢ —=4q".
0

Beispiel 2.5

Der NEA A (links) wird mit der Potenzmengenkonstruktion transformiert in den DEA
A’ (rechts):

wird zu

Nachteilig an dieser Konstruktion ist, dass die Zustandsmenge exponentiell vergrofert
wird. Im Allgemeinen kann man dies nicht vermeiden, in manchen Fallen kommt man
aber doch mit weniger Zusténden aus. Wir werden im Folgenden ein Verfahren angeben,
welches zu einem gegebenen DEA einen dquivalenten DEA mit minimaler Zustandszahl,
also einen reduzierten DEA konstruiert. Dieses Verfahren besteht aus 2 Schritten:

17



Deterministische endliche Automaten

1. Schritt: Eliminieren unerreichbarer Zustande

Definition 2.6 (Erreichbarkeit eines Zustandes)

Ein Zustand ¢ des DEA A = (Q, %, qo, 0, F) heikt erreichbar, falls es ein Wort w € X*
gibt mit d(qop, w) = q. Sonst heikt g unerreichbar.

Da fiir die akzeptierte Sprache nur Zustande wichtig sind, welche von ¢q erreicht werden,
erhélt man durch Weglassen unerreichbarer Zustédnde einen dquivalenten Automaten:

Ao = (Qo, X, qo, 0o, Fp) mit
e Qo ={q € Q| qist erreichbar}
® 5o =90 |gyxx Beachte: Fiir ¢ € Qp und a € ¥ ist auch §(q,a) € Q!
o Fy=FnNQ

Beispiel 2.5 (Fortsetzung)

Im Automaten A’ von Beispiel 2.5 sind die Zustédnde {2} und () nicht erreichbar. Durch
Weglassen dieser Zusténde erhilt man den DEA Ajf:

b a
(—=0O
<~
b

Bei der Potenzmengenkonstruktion kann man die Betrachtung unerreichbarer Elemente
von 29 vermeiden, indem man mit {g,} beginnt und nur die davon erreichbaren Mengen
sukzessive konstruiert.

2. Schritt: Zusammenfassen dquivalenter Zustande

Ein DEA ohne unerreichbare Zusténde muss noch nicht minimal sein, da er noch verschie-
dene Zustédnde enthalten kann, die sich ,,gleich” verhalten in Bezug auf die akzeptierte
Sprache.

Beispiel 2.7

Der folgende DEA erkennt dieselbe Sprache wie der DEA aus Beispiel 2.2, hat aber einen
Zustand mehr. Dies kommt daher, dass ¢y und ¢ dquivalent sind.

a, b
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Definition 2.8 (Aquivalenz von Zustinden)
Es sei A = (Q, %, qo, 6, F) ein DEA. Fiir ¢ € Q sei A; = (Q,X,q,0, F). Zwei Zustidnde
¢,q" € Q heiken A-dquivalent (¢ ~4¢') gdw. L(A,) = L(Ay).

Lemma 2.9

1) ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation auf Q, d.h. reflexiv, transitiv und symmetrisch.

2) ~ 4 ist vertraglich mit der Ubergangsfunktion, d.h.

q~aq =VaeX:(q,a) ~ad(d,a)
3) ~ 4 kann effektiv bestimmt werden.

Beweis.
1) ist klar, da ,,=" reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2) lésst sich wie folgt herleiten:

q~aq gdw. L(Ay) = L(Ay)
gdw. Yw € ¥* : §(q,w) € F < 6(¢,w) € F
= YaeXVYveX :d(qgav)e F < d(d,av) e F
gdw. Va € X Vv € X*: §(0(q,a),v) € F < 6(6(¢,a),v) € F
gdw. Va € ¥ L(Asqa) = L(Asg )
gdw. Va € X :6(q,a) ~4 6(¢,a)

3) Wir definieren Approximationen ~j von ~ 4:
¢ g~ q gdw. qeF&qderF
® g1 ¢ gdw. g~y ¢ und Va € ¥:6(q,a) ~5 6(q',a)
Esgilt Q x Q O~y 2 ~1 D~y D ... 0 ~y Da @ endlich ist, gibt es ein k mit
~p = ~py1. Man zeigt leicht, dass dann ~j = ~ 4 ist.

]

Die ~ 4-Aquivalenzklasse eines Zustands ¢ € @ notieren wir mit §:= {¢’ € Q | ¢ ~4 ¢'}.
Beispiel 2.7 (Fortsetzung)
Fiir den Automaten aus Beispiel 2.7 gilt:

e ~g hat die Klassen F' = {qo, q1,¢2} und Q \ F = {gs}.

e ~; hat die Klassen {¢1}, {qo, 42}, {q3}-
Zum Beispiel ist §(qo, b) = (g2, b) € F und 6(q1,b) ¢ F.

.NQZNIZNA'
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Definition 2.10 (Quotientenautomat)
Der Quotientenautomat A= (@, Y, cjo,g, ﬁ) 2u A= (Q,%, q,0, F) ist definiert durch:
¢ Q:={7]qeQ}

—_——

e §(q,a) :=0d(q,a) (reprasentantenunabhingig wegen Lemma 2.9)
o F:={j|qecF}

Lemma 2.11

A ist dquivalent zu A.

Beweis.
w e L(A) gdw. (g, w) € F
gdw. §(go,w) € F
gdw. 8(go,w) € F
gdw. w € L(A) O

Definition 2.12 (reduzierter Automat zu einem DEA)

Fiir einen DEA A bezeichnet A,.q := .,ZO den reduzierten Automaten, den man aus A
durch Eliminieren unerreichbarer Zustiande und Zusammenfassen dquivalenter Zusténde
erhéalt.

Wir werden im Folgenden zeigen:

e A,.; kann nicht weiter vereinfacht werden, d.h. er ist der kleinste DEA, mit dem
man L(A) akzeptieren kann.

o A,.q hingt nur von L(A) und nicht von A ab, d.h. gilt L(A) = L(B), so auch

Ayeq = B,eq (gleich bis auf Zustandsumbenennung, isomorph).

Dazu konstruieren wir zu einer erkennbaren Sprache L einen ,kanonischen* Automaten
A, und zeigen, dass jeder reduzierte Automat, der L akzeptiert, isomorph zu Aj, ist.

Definition 2.13 (Nerode-Rechtskongruenz)

Es sei L C ¥* eine beliebige Sprache. Fiir u,v € ¥* definieren wir:
u~pv gdw. Yw € ¥ uw € L < vw € L.

Beispiel 2.14
Wir betrachten die Sprache

L = {w € {a,b}" | ab ist nicht Infix von w}

(vgl. Beispiele 1.7, 2.2, 2.7)
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o Es gilt:
e~ b: Yw:ewel gdw. w €L
gdw. w enthalt ab nicht
gdw.  bw enthélt ab nicht
gdw. bw € L

eckra: ebel,abera-b¢ L
Lemma 2.15 (Eigenschaften von ~)

1) ~y ist eine Aquivalenzrelation.
2) ~ ist Rechtskongruenz, d.h. zusdtzlich zu 1) gilt: u ~p v = Yw € ¥* : vw ~p vw.
3) L ist Vereinigung von ~p-Klassen:

L=l

uel

wobei [u] = {v | u~p v}.

4) Ist L = L(A) fir einen DEA A, so ist die Anzahl der ~p-Klassen < der Zustands-
zahl von A. (Die Anzahl der ~-Klassen heifit Index von ~p.)

Beweis.
1) folgt aus der Definition von ~p, da ,,<* reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2) Damit ww ~p vw gilt, muss fiir alle w’ € ¥* gelten:
(*)  www' € L < vww' €L
Nun ist aber ww’ € ¥* und daher folgt (x) aus u ~, v.

3) Zeige L = | [u].
uel
,C" Klar, da u € [u].
, 2" Seiu € L und v € [u].
Wegen € € ¥* folgt ausu=u-c € Lund v >~ u auchv=v-¢ € L.
4) Essei A= (Q,%,qo,0, F) ein DEA mit L = L(A).

Hilfsaussage: Aus 6(qo, u) = §(qo, ) folgt u ~, v, denn:

Vw:uwe L  gdw. 0(qo,uw) €
gdw.  0(6(qo,w), )
gdw.  6(d(qo, v )) w) €

gdw.  d(qo,vw) €
gdw. ovw € L

Also gibt es maximal so viele verschiedene Klassen, wie es verschiedene Zusténde
gibt (Schubfachprinzip).

]
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Beispiel 2.14 (Fortsetzung)
~ hat drei Klassen:

o [e] = {b}"
o [a] = {b}" - {a}"
o [ab] = X* - {ab} - X*
Man kann die ~;-Klassen nun als Zustdnde eines Automaten fiir L verwenden.

Definition 2.16 (Transitionssystem A, zu einer Sprache L)
Zu L C ¥* ist das Transitionssystem Ap := (Q', 3, ¢}, ¢, F') definiert durch:

o Q :={[u] | ueX*}
o q = [e]
e 0 ([u],a) :=[ua] (reprisentantenunabhingig wegen Lemma 2.15, 2))
o [":={[u] |ue L}
Lemma 2.17

Hat ~ endlichen Index, so ist Ay ein DEA mit L = L(AL).

Beweis. Hat ~ endlich viele Klassen, so hat A, endlich viele Zustédnde. Aufserdem gilt:
L(AL) = {u [ 0'(qp,u) € F'}

= {u | 0'(e],u) € F'}

={ul[u] € F"}  (wegen §'([u],v) = [uv])

={u|uel}

=L O
Satz 2.18 (Satz von Nerode)
FEine Sprache L ist erkennbar gdw. ~ hat endlichen Indez (d.h. endlich viele Klassen).

Bewezs.
»="1 Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.15, 4).
<" Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.17, da A; DEA ist, der L akzeptiert.
O
Beispiel 2.19 (nichterkennbare Sprache)

Die Sprache L = {a™0™ | n > 0} ist nicht erkennbar, da fiir n # m gilt: @ %, . In
der Tat gilt a"b™ € L, aber a™b"™ ¢ L. Daher hat ~ unendlichen Index.

Wir werden im néchsten Abschnitt noch eine weitere Moglichkeit sehen, wie man fiir
eine Sprache zeigen kann, dass sie nicht regular ist.

Zunéchst untersuchen wir aber den Zusammenhang zwischen reduzierten Automaten und
der Nerode-Rechtskongruenz.
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Definition 2.20 (isomorph)
Zwei DEAs A = (Q,%,q0,6,F) und A" = (@', %, ¢}, 0", F') sind isomorph (A ~ A)
gdw. es eine Bijektion f: Q) — Q' gibt mit:
e {(q0) = qp
o f(F) = F' wobei {(F):={f(q) | ¢ € F}
o f(0(q,a)) = (f(q),a) firalle g € Q,a € X
Lemma 2.21

A~ A = L(A) = L(A)

Beweis. Es sei f : Q — @ der Isomorphismus. Durch Induktion iiber |w| zeigt man
leicht, dass f(6(q,w)) = §'(f(¢), w). Daher gilt:
w e L(A) gdw. 0(qo,w) € F
gdw. f(6(qo,w)) € F' (wegen F' = {(F))
gdw. 0'(f(qo), w) € F
gdw. &'(gp,w) € F' (wegen gy = £(qo))
gdw. w € L(A") O

Wir kénnen nun Minimalitdt und Eindeutigkeit des reduzierten Automaten zeigen.

Satz 2.22

Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gilt:
1) Ar hat minimale Zustandszahl unter allen DEAs, welche L erkennen.

2) Ist A ein DEA mit L(A) = L, so ist der reduzierte Automat A,eq := Ay isomorph
2u Ar.

Bewess.

1) Mit Satz 2.18 hat ~j endlichen Index. Daher ist mit Lemma 2.17 A, ein DEA
fir L. Mit Lemma 2.15, 4) hat jeder DEA, der L akzeptiert, mindestens soviele
Zusténde, wie ~; Klassen (d.h. wie A, Zusténde) hat.

2) Essel Aveq = (@, %, 0,0, F) und A = (Q', %, q5, 0", F’). Wir definieren eine Funk-
tion f : Q — @ und zeigen, dass sie ein Isomorphismus ist. Fiir ¢ € () existiert

(mindestens) ein Wort w, € ¥* mit §(q, w,) = ¢, da in A,.4 alle Zusténde erreich-
bar sind. O.B.d.A. sei wy, = ¢. Wir definieren f(q) := [w,].
I) fist injektiv:
Wir miissen zeigen, dass aus p # ¢ auch |w,] # [w,] folgt.

Da A,.q reduziert ist, sind verschiedene Zusténde nicht dquivalent. Es gibt
also mindestens ein w, fiir das

d(p,w) € F < d(q,w) € F
nicht gilt.

23



Deterministische endliche Automaten

Das heiftt aber, dass
d(qo, wyw) € F < 6(qp, ww) € F

nicht gilt und damit wiederum, dass wyw € L < w,w € L nicht gilt. Also ist
wy Ep, Wy, d-h. fwy] # [wg).
IT) f ist surjektiv:
Folgt aus Injektivitdt und |Q| > |Q'| (Aussage 1) des Lemmas).
1) £(qo0) = go:
Da w,, = ¢ und ¢} = [¢].
V) {(F) = F"
ge F gdw. §(q,w,) =q€F gdw. w, € L gdw. [w,] € F’
V) 1(6(g; a)) = 9'(£(g), @):
Es sei §(q,a) =: p. Dann ist {(6(q, a)) = [w,).
Auferdem ist 0'(f(q), a) = §'([w,], a) = [w,al.
Es bleibt also [w,] = [w,a] zu zeigen, d.h. Vw : wyw € L gdw. w,aw € L.
Dies ist offenbar dann der Fall, wenn 6(go, w,) = 0(qo, wqa) ist:

6(qo, wga) = 6(0(qo, wy), a) = (g, a) = p = d(qo, wp)
0

Im Prinzip liefert dieser Satz eine Methode, um von zwei Automaten zu entscheiden, ob
sie dieselbe Sprache akzeptieren:

Korollar 2.23
Es seien A und A" DEAs. Dann gilt: L(A) = L(A")  gdw. A,eq ~ A,

Man kann die reduzierten Automaten wie beschrieben konstruieren. Fiir gegebene Au-
tomaten kann man feststellen, ob sie isomorph sind (teste alle Bijektionen). Hat man
NEAs gegeben, so kann man diese zuerst deterministisch machen und dann das Korollar
anwenden.

24



Nachweis der Nichterkennbarkeit

3 Nachweis der Nichterkennbarkeit

Um nachzuweisen, dass eine gegebene Sprache erkennbar ist, geniigt es, einen endlichen
Automaten (DEA oder NEA) dafiir anzugeben. Der Nachweis, dass eine Sprache nicht
erkennbar ist, gestaltet sich schwieriger: Es geniigt ja nicht zu sagen, dass man keinen
Automaten dafiir gefunden hat. (Es gibt unendlich viele Automaten).

Wir haben bereits gesehen, dass man den Satz von Nerode (Satz 2.18) dazu verwenden
kann. Ein anderes Hilfsmittel hierfiir ist das Pumping-Lemma:
Lemma 3.1 (Pumping-Lemma, einfache Version)

Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann ¢ibt es eine natirliche Zahl ng > 1, so dass
gilt: Jedes Wort w € L mit |w| > ng lisst sich zerlegen in w = xyz mit

o yF£e
o zy*z € L fir alle k > 0.

Beweis. Es sei A = (Q, %, qo, A, F) ein NEA mit L(A) = L. Wir wihlen ny = |Q|. Fiir
jedes Wort w = ay ...a,, € L existiert ein Pfad (po, ar, p1)(p1,a2,02) - - (Pm—1, @m, D)
in A mit py = qo und p,, € F.

Ist m > ng, so kénnen die m + 1 Zustande py, ..., p, nicht alle verschieden sein, da
|Q] = ng < m—+ 1. Es gibt daher ein ¢ < j mit p;, = p;.

Firz:=a...a;, Y :=Qi1...05, 2:=aji1...ay gilt daher y # ¢ (dai < j) und
Qo =Po ——APi —=aPi=DP; —aPm € F.

k
Folglich gilt fiir alle k > 0 auch p; ~— 4 p;, was zy*z € L zeigt. O]

Wir zeigen mit Hilfe dieses Lemmas (nochmals), dass die Sprache {a"b" | n > 0} (vgl.
Beispiel 2.19) nicht erkennbar ist.

Beispiel:

L ={a™" | n > 0} ist nicht erkennbar.

Beweis. Angenommen, L ist erkennbar. Dann gibt es eine Zahl ny mit den in Lemma
3.1 beschriebenen Eigenschaften. Es sei nun n so, dass 2n > ng ist. Da a™b™ € L ist, hat
es eine Zerlegung a"b" = zyz mit |y| > 1 und zy*z € L fiir alle k > 0.
1. Fall: y liegt ganz in a™.
D.h.x =a™, y=a", z = a™b" mit ny > 0 und n = ny + ny + ng. Damit ist aber
vz =Y’z = a™ 0" ¢ L, da ny + ng < n. Widerspruch.
2. Fall: y liegt ganz in b".
Fiihrt entsprechend zu einem Widerspruch.

3. Fall: y enthélt as und bs.
D.h. x =a™, y=a™b™, z = b"2 mit ny # 0 # n. Dann ist aber

ryyz = a™a™ b a2 M ¢ L

(da nach bs nochmal as kommen). Widerspruch.

25



Nachweis der Nichterkennbarkeit

In allen drei Féllen haben wir also einen Widerspruch erhalten, d.h. die Annahme ,, L ist
erkennbar* war falsch. O

Als eine weitere Konsequenz von Lemma 3.1 erhélt man, dass das Leerheitsproblem fiir
erkennbare Sprachen entscheidbar ist.

Satz 3.2

Es sei L eine erkennbare Sprache (gegeben durch NEA oder DEA). Dann kann man
effektiv entscheiden, ob L = () oder nicht.

Beweis. Es sei L erkennbar und ng die zugehorige Zahl aus Lemma 3.1. Dann gilt:
(%) L#0) gdw. Jw € L mit |w| < ng

Um L = 0 zu entscheiden, muss man also nur fiir die endlich vielen Worter w € ¥ der
Lénge < mng entscheiden, ob w zu L gehort. Dies kann man fiir jedes einzelne Wort (z.B.
durch Eingabe in den zugehorigen DEA) einfach entscheiden (vgl. Wortproblem, Satz
4.4).

Beweis von (x):
<"1 trivial
»="1 Essei L # (). Wahle ein Wort w kiirzester Lange in L. Wire |w| > ng, so miisste es

eine Zerlegung w = xyz, y # ¢ geben mit 2’z = xz € L. Dies ist ein Widerspruch
zur Minimalitdt von w. O

Mit Hilfe der einfachen Variante des Pumping-Lemmas gelingt es nicht immer, Nichter-
kennbarkeit nachzuweisen.

Beispiel 3.3

Ist L = {a™b™ | n # m} erkennbar? Versucht man, Nichterkennbarkeit mit Lemma 3.1
zu zeigen, so scheitert man, da das Lemma fiir L zutrifft:
Wihle ng := 3. Es sei nun w € L mit |w| > 3, d.h. w = a"b™, n # m und n+ m > 3.

1. Fall: n>m

Dhn=m-+ifiri>1.

1.1:i>1,dh.n—1>m.
Firz =¢, y=a, z=a""'b™ gilt fiir alle k > 0 : zy¥z = a*a" '™ € L, da
k+n—1>n—1>m (wegenn—m =i > 1).

1.2.::=1,dh.n=m+ 1.
Wegen n+m > 3 folgt n=m+1 > 2.
Firz =¢, y = a?, z=a"2b" gilt
a) ry’2 € L,dan—2=m—1#m
b) zy*2 € Lfirk>1,da(n—2)+k-2>n>m
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2. Fall: n<m
kann entsprechend behandelt werden.

Trotzdem ist L = {a™0™ | n # m} nicht erkennbar, was man mit der folgenden ver-
scharften Variante des Pumping-Lemmas nachweisen kann.

Lemma 3.4 (Pumping-Lemma, verschirfte Variante)

Es sei L erkennbar. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ng > 1, so dass gilt:

Fiir alle Worter u,v,w mit uvw € L und |v| > ng gibt es eine Zerleqgung v = xyz mit
°yFe
o urytzw € L fiir alle k >0

Beweis. Es sei wieder ng := |@|, wobei @) die Zustédnde eines NEA A fiir L sind. Ist
uvw € L, so gibt es Zustinde p, ¢, f € Q) mit

Qo —apP—aq—ufEF
Auf dem Pfad von p nach ¢ liegen |v| 4+ 1 > ny Zusténde, also miissen zwei davon gleich

sein. Jetzt kann man wie im Beweis von Lemma 3.1 weitermachen. ]

Was ist der Vorteil dieses Lemmas beim Nachweis der Nichterkennbarkeit? Man weif,
dass man bereits beliebig lange Teilstiicke zerlegen kann. Dadurch kann man das y
geeignet positionieren (im Beispiel 3.3 im kiirzeren Block).

Beispiel 3.3 (Fortsetzung)
L = {a™™ | n # m} ist nicht erkennbar.

Beweis. Angenommen, L ist doch erkennbar; dann gibt es ny > 1, das die in Lemma 3.4
geforderten Eigenschaften hat. Wir betrachten nun die Worter

|
wi=¢, vi=a", w:=H"Tm

Offenbar ist uvw = a™b™'* ¢ L. Mit Lemma 3.4 gibt es eine Zerlegung v = xyz mit
y # ¢ und uzy*zw € L fiir alle k& > 0. Es sei

ni n3

r=a", y=a"? z=a" ny+ng+ng=mngy, ng >0
Offenbar existiert ein [ mit ny - [ = ng! (da 0 < ny < ng). Es ist nun aber
n1+(l+1)-n2+n3:n0+n0!

was uzy' 2w ¢ L liefert (Widerspruch). O
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4 Abschlusseigenschaften und

Entscheidungsprobleme
Wir zeigen zunéchst, dass die Klasse der erkennbaren Sprachen unter den Booleschen
Operationen sowie Konkatenation und Kleene-Stern abgeschlossen ist.

Satz 4.1 (Abschluss erkennbarer Sprachen)

Sind Ly und Ly erkennbar, so sind auch

L1 U Ly (Vereinigung)
L (Komplement)
Ly N Ly (Durchschnitt)
Ly \ Ly (Differenz)

Ly - Ly (Konkatenation)
o [} (Kleene-Stern)

erkennbar.

Beweis. Es seien A; = (Q;, %, qoi, A, F;) zwei NEAs fiir L; (1 = 1,2). O.B.d.A. gelte
QiNQy =10

1) Abschluss unter Vereinigung:
Der folgende e-NEA akzeptiert Ly U Ly:
A= (Q1UQ2U{q}, %, q, A, F1 UF,), wobei
® g ¢ Q1 UQy und
o A=A UAU{(q,¢,q0), (90, €, qo2) }-

Schematisch sieht der Vereinigungsautomat A so aus.

: g
O% :

Mit Lemma 1.12 gibt es zu A einen dquivalenten NEA.

2) Abschluss unter Komplement:
Einen DEA fiir L; erhilt man wie folgt:
Zunéchst verwendet man die Potenzmengenkonstruktion, um zu A; einen dqui-
valenten DEA A = (Q,X, q,d, F) zu konstruieren. Der DEA fiir L; ist nun
A:=(Q,%,q,9,Q\ F). Es gilt nimlich:
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we L, gdw. w¢ L(A)
gdw. w ¢ L(A)
gd_W 5(q07 w) € Q \ F

gdw. w e L(A)
Beachte: Man darf dies nicht direkt mit dem NEA machen!

3) Abschluss unter Durchschnitt:
Durch Ausnutzen von L; N Ly = Ly U Ly folgt 3) aus 1) und 2).
Da die Potenzmengenkonstruktion aber sehr aufwendig sein kann, ist es giinstiger,
direkt einen NEA fiir L; N Ly zu konstruieren, den sogenannten Produktautomaten:

A= (Q1 X Q2,%, (qo1, qo2), A, Fi X F)
mit
A={(q1,9),a,(¢1,9)) | (@1,a,¢;) € Ay und (g2, a,q3) € Az}

Ein Ubergang in A ist also genau dann moglich, wenn der entsprechende Ubergang
in A; und A moglich ist. Daraus ergibt sich leicht L(A) = Ly N Ls.

4) Abschluss unter Differenz:
Folgt aus 1) und 2), da
Ll\LQILlﬂLQ.

5) Abschluss unter Konkatenation:
Der folgende e-NEA akzeptiert Lq - Ls:
A= (Ql U Qa, X, qo1, A, FQ) , wobei
A = AU AQ U {(f,€,qO2) | f € Fl}

6) Abschluss unter Kleene-Stern:
Der folgende e-NEA akzeptiert Lj:

A = (Ql U {q0}a Za qo, Aa {QO})a wobei

® q ¢
o A=A U{(f,e,) | feFi}U{(q.c q1)}

g

€
q0,
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Beachte:

Alle angegebenen Konstruktionen sind effektiv. Die Automaten fiir die Sprachen L, U
Lo, Ly M Lo, Ly - Ly und L7 sind polynomiell in der Grofe der Automaten fiir Ly, Lo.
Beim Komplement kann die Konstruktion exponentiell sein, wenn man von einem NEA
ausgeht.

Man kann derartige Abschlusseigenschaften auch dazu verwenden, Nichterkennbarkeit
einer Sprache L nachzuweisen.

Beispiel 4.2

L = {a"b™ | n # m} ist nicht erkennbar (vgl. Beispiel 3.3). Anstatt dies direkt mit
Lemma 3.4 zu zeigen, kann man auch verwenden, dass bereits bekannt ist, dass die
Sprache L' := {a™b™ | n > 0} nicht erkennbar ist. Wére ndmlich L erkennbar, so auch
L' = Ln{a}*-{b}*. Da wir schon wissen, dass L’ nicht erkennbar ist, kann auch L nicht
erkennbar sein.

Wir betrachten nun drei Probleme im Zusammenhang mit erkennbaren Sprachen, fiir
die wir Entscheidbarkeit und Komplexitat untersuchen, und zwar:

e das Leerheitsproblem
e das Wortproblem und
e das Aquivalenzproblem.

Dabei gehen wir davon aus, dass die erkennbare Sprache durch einen DEA oder NEA ge-
geben ist. Beziiglich der Entscheidbarkeit dieser Probleme macht es keinen Unterschied,
ob man einen DEA oder einen NEA gegeben hat, da man aus einem NEA effektiv einen
dquivalenten DEA konstruieren kann (Satz 2.4). Beziiglich der Komplexitét kann der
Unterschied aber relevant sein, da der Ubergang NEA — DEA exponentiell sein kann.

Leerheitsproblem:
Geg.: erkennbare Sprache L (durch DEA oder NEA)
Frage: Ist L # ()7

Wir wissen bereits (Satz 3.2), dass das Problem entscheidbar ist. Allerdings ist das im
Beweis des Satzes beschriebene Entscheidungsverfahren viel zu aufwendig (ezponentiell
viele Wérter der Lénge < ny, falls |X| > 1).

Satz 4.3

Es sei A= (Q,%,q, A, F) ein NEA. Dann kann man das Problem ,L(A) # 02 in der
Zeit O(|Q| + |Al) entscheiden.

Beweis. Man kann A als gerichteten Graphen G = (@, F) auffassen mit

E={(q1,¢) | (¢1,a,q2) € A fiir ein a € X}

Dann gilt: L(A) # 0 gdw. in der von ¢y aus erreichbaren Knotenmenge befindet sich ein
Endzustand. Die von ¢o aus erreichbaren Knoten kann man mit Aufwand O(|Q| + | E])
berechnen (vgl. Vorlesung , Algorithmen und Datenstrukturen®). Insbesondere ist also
das Leerheitsproblem fiir erkennbare Sprachen mit polynomiellem Aufwand l6sbar. [J
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Wortproblem:
Geg.: erkennbare Sprache L, Wort w € »*
Frage: Gilt w € L?

Ist L = L(A) fiir einen DEA A = (Q, %, qo, d, F'), so kann man einfach, beginnend mit
qo, durch Anwendung von ¢ berechnen, zu welchem Zustand in A man mit w kommt
und priifen, ob dies ein Endzustand ist. Nimmt man ¥ als konstant an, so benétigt eine
Anwendung von 0 nur konstante Zeit. Dies liefert:

Satz 4.4

Es sei A = (Q,%,qo, 9, F) ein DEA und w € ¥*. Dann kann man ,w € L(A)?“ in der
Zeit O(|w|) entscheiden.

Fiir einen NEA ist dies nicht so einfach, da man ja verschiedene mit w beschriftete Pfade
haben kann und man diese (im schlimmsten Fall) alle betrachten muss, um festzustellen,
ob einer davon mit einem Endzustand aufhort.

Satz 4.5

Es sei A= (Q,%,qo, A, F) ein NEA und w € ¥*. Dann kann man ,w € L(A)?“ in der
Zeit O(Jw| - (|Q| + |Al)) entscheiden.

Beweis. Konstruiere zunéchst einen Automaten A,,, der genau das Wort w = ay ... a,

akzeptiert:
: al C as C 07% C

Dieser Automat hat |w|+ 1 Zusténde. Offenbar ist w € L(A) gdw. L(A)NL(A,) # 0.

Wie grof ist nun der Produktautomat zu A und A,,?

Zustande: Q|- (Jw|+1)

Uberginge: Fiir jeden Ubergang O" =0 gibt es maximal |A| mdgliche Ubergénge
in A.

Also maximal |w| - |A| viele Ubergéinge im Produktautomaten.

Nach Satz 4.3 ist daher der Aufwand zum Testen von L(A) N L(A,) # 0:

O(IQ - (Jw[ + 1) + |w[ - |A]) = O(Jw] - (|Q + |A])) O

Aquivalenzproblem:
Geg.: erkennbare Sprachen Ly, Lo
Frage: Gilt L; = Ly?

Wie bereits erwihnt, kann man das Aquivalenzproblem auf das Leerheitsproblem redu-
zieren: o o
Ll :LQ gd_W (LlﬂLz)U(leLg) :(Z)
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Satz 4.6

Das Aquivalenzproblem ist fir erkennbare Sprachen entscheidbar. Sind die Sprachen
durch DEAs gegeben, so ist dies in polynomieller Zeit maoglich.

Beweis. Wir haben gesehen, dass die Automatenkonstruktionen, welche Abschluss unter
Vereinigung, Durchschnitt und Komplement zeigen, effektiv sind. Daraus ergibt sich di-
rekt die Entscheidbarkeit des Aquivalenzproblems (auch bei NEAs). Die Konstruktionen
fiir Vereinigung und Durchschnitt sind polynomiell. Beim Komplement ist dies nur dann
der Fall, wenn bereits DEAs vorliegen. O

Wir werden spéter sehen, dass sich der exponentielle Zeitaufwand fiir q_lie Potenzmengen-
konstruktion bei NEAs (wahrscheinlich) nicht vermeiden lésst: das Aquivalenzproblem
fir NEAs ist PSPAC E-vollstindig (schlimmer als N P).
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5 Reguldare Ausdriicke und Sprachen

Wir haben bisher verschiedene dquivalente Charakterisierungen der Klasse der erkenn-
baren Sprachen mit Hilfe von Transitionssystemen und Rechtskongruenzen gesehen:
Eine Sprache L C ¥* ist erkennbar gdw.
(1) L = L(A) fiir einen NEA A.
(2) L = L(A) fiir einen e-NEA A.
(3) L = L(A) fiir einen NEA mit Wortiibergéngen A.
(4) L = L(A) fiir ein endliches Transitionssystem .A.
(5) L = L(A) fiir einen DEA A.
(6) Die Nerode-Rechtskongruenz ~; hat endlichen Index.
Im folgenden betrachten wir eine weitere Charakterisierung mit Hilfe requldrer Aus-
driicke.

Definition 5.1 (Syntax reguldrer Ausdriicke)

Es sei X ein endliches Alphabet. Die Menge Regs. der reguldren Ausdriicke iber Y ist
induktiv definiert:

e (), &, a (fir a € ¥) sind Elemente von Regs..
e Sind 7, s € Regs, so auch (r +s),(r-s),r* € Regs.

Beispiel 5.2
((a-b*)+ 0*)* € Regy fiir ¥ = {a, b}

Notation:

Um Klammern zu sparen, lassen wir Auffenklammern weg und vereinbaren,

e dass * starker bindet als -

e dass - stiarker bindet als +

e - lassen wir meist ganz wegfallen.
Der Ausdruck aus Beispiel 5.2 kann also geschrieben werden als (ab* + (0*)*.
Jedem reguldren Ausdruck r iiber ¥ wird eine formale Sprache L(r) zugeordnet.

Definition 5.3 (Semantik regulidrer Ausdriicke)

Die durch den reguléren Ausdruck r definierte Sprache L(r) ist induktiv definiert:
o L(0):=0, L(¢):={e}, L(a):={a}
o L(r+s):=L(r)UL(s), L(r-s):=L(r)-L(s), L(r*):=L(r)*

Eine Sprache L C X* heifst requldr, falls es ein r € Regs, gibt mit L = L(r).
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Beispiel:
e (a+b)*ab(a+b)* definiert die Sprache aller Wérter tiber {a, b}, die Infix ab haben.
o L(ab*+0b)={ab' | i>0}U{b}

Bemerkung:

Statt L(r) schreiben wir im folgenden héufig einfach r.
Dies ermdglicht es zu schreiben:

e abb € ab* +b (eigentlich abb € L(ab* + b))
o (ab)*a = a(ba)* (eigentlich L((ab)*a) = L(a(ba)*))

Wir zeigen nun, dass man mit reguldren Ausdriicken genau die erkennbaren Sprachen
definieren kann.

Satz 5.4 (Kleene)

Fiir eine Sprache L C ¥* sind dquivalent:
1) L ist reguldr.
2) L ist erkennbar.

Beweis.
1 — 2 Induktion {iber den Aufbau reguldrer Ausdriicke
Verankerung:

e L(()) = erkennbar: —( st NEA fiir 0 (kein Endzustand).
o L(c) = {e} erkennbar: —O st NEA fiir {e}.
e L(a) ={a} erkennbar: ~O*-0 st NEA fiir {a}.
Schritt: Weif man bereits, dass L(r) und L(s) erkennbar sind, so folgt mit Satz
4.1 (Abschlusseigenschaften), dass auch
o L(r+s)=L(r)UL(s)
e L(r-s)=L(r)- L(s) und
o L(r*)=L(r)*
erkennbar sind.
n2 — 1" Sei A= (Q,%,q, A, F) ein NEA mit L = L(A). Wie in Definition 2.8 sei fiir
g€ @ der NEA A, = (Q,X,q,A, F) und L, = L(A,) definiert, d.h. insbesondere
L=0L,.
Der Zusammenhang zwischen den L,s kann nun als Gleichungssystem beschrieben
werden, dessen Losungen eindeutig bestimmte requldre Sprachen sind.

Diesen Zusammenhang werden wir im Folgenden néaher beleuchten.

34



Reguldre Ausdriicke und Sprachen

Beispiel 5.5
Gegeben sei der folgende NEA A.

b
a

Die Sprachen L, fiir ¢ € @ = {0, 1,2} kann man bestimmen als
LOZ{CL}'L()U{CL}'Ll

Li={b} Ly
ng{b}'IqU{S}

Allgemein:
Seien p,q € Q. Wir definieren:

® Apyq:{aez | (p7aaq7) GA} und

[ {e} falls peF
.Bp_{(i) falls p¢ F

Damit erfiillen die Sprachen L,, die folgenden Gleichungen. Fiir alle p € @ gilt:

Ly, = (U Apg-Lg) U By
qe@

Behauptung:
Das Gleichungssystem

(%) Xp = (U Apg- Xg) UB, (re@)
qe@
hat genau eine Losung und diese besteht aus reguldren Sprachen.

Aus der Behauptung folgt, dass die Sprachen X, = L, regulér sind, da sie ja das System
(%) 16sen. Damit erhalten wir den Abschluss des Beweises von Satz 5.4, Richtung ,,2 — 1%

Wir zeigen zunéchst, wie man eine einzige Gleichung der Form
(%) X=A-XUB

16sen kann. Daraus ergibt sich dann die Losung von Gleichungssystemen der Form ()
durch Induktion tiber die Anzahl der Variablen.

Lemma 5.6 (Arden)

Es seien A, B C ¥* und ¢ ¢ A. Die Gleichung (»*x) X = A- X U B hat als eindeutige
Lésung X = A* - B.
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Beachte:
Sind A, B regulér, so auch A*B.

Aus dem Lemma folgt dann fiir die Gleichung (x), die wir als Gleichung der Form (%)
fiir ein fixiertes p € () auffassen:

Xp=App- XpU ((U Apq - Xq) U Bp)

P#q

hat als eindeutige Losung

X, =4, ((U Ay Xq> U Bp) :
a#p

Setzt man diese Losung in () ein, so erhdlt man ein System mit einer Variablen weniger.
Nach Induktion hat dieses eine eindeutige Losung, die aus reguléren Sprachen besteht.
Da in obiger Lésung fiir X, nur regulére Operationen (U, -,* ) verwendet werden, ist auch
diese Losung regulér (und eindeutig nach Arden).

Beispiel 5.5 (Fortsetzung)

X():{CL}'X()U{CL}'Xl
X; = {b}- X,
X, = {b} - X, U {e}

Auflésen nach Xj:
Xo ={a}* - {a} - X,
Einsetzen dndert die anderen Gleichungen nicht.
Auflésen nach X;:
Xy =07-{b} - Xo = {b} - X
Einsetzen liefert:
Xy =A{b} - {b} - X, U{e}
Auflésen nach Xs:
Xy = ({b} - {0})"
Damit ist
Xy =A{b} - ({6} - {b})"
und
Xo = {a}* - {a} - {0} - ({0} - {B})" = L(A).
Als reguléren Ausdruck fiir L(A) liefert dieses Verfahren also: L(A) = L(a*ab(bb)*).
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Beweis von Lemma 5.6.
1) A*B ist Losung:
A-A*-BUB=(A-A*U{e})-B=A"-B
2) Eindeutigkeit:
Es sei L eine Losung, d.h. L=A-LU B.
2.1) A*B C L.
Wir zeigen durch Induktion iiber n: A"B C L.
e ’"B=BC(A-LUB)=1L
o Gelte A"B C L.
Es folgt: A" 'B=A-A"BCA-LCA-LUB=1L
Wegen A*B = J,,~, A" B folgt damit A*B C L.

22) L C A*B.
Angenommen, dies gilt nicht. Es sei w € L ein Wort minimaler Linge mit
w ¢ A*B.
weL=A-LUB,dh. weA-Loderw e B. Firw € B folgt w € A*B
(Widerspruch).

Aus w € A- L folgt, dass es u € A und v € L gibt mit w = uv. Wegen ¢ ¢ A
ist [v] < |w|. Wegen Minimalitat von w folgt v € A*B (Widerspruch, da dann
w=uv € A*B).

O

Zum Abschluss von Teil I erwdhnen wir einige hier aus Zeitgriinden nicht behandelte
Themenbereiche:

Endliche Automaten mit Ausgabe:
Ubergiinge p o, A4 ¢, wobei v € I ein Wort iiber einem Ausgabealphabet ist.
Solche Automaten beschreiben spezielle Funktionen »* — I'*.

algebraische Theorie formaler Sprachen:

Jeder Sprache L wird ein Monoid M, (syntaktisches Monoid) zugeordnet. Klassen
von Sprachen entsprechen dann Klassen von Monoiden, z.B. L ist reguldar gdw.
M7 ist endlich.

Automaten auf unendlichen Wortern:

Biichi-Automaten sind endliche Automaten, bei denen man unendliche Worter
(unendliche Folgen von Buchstaben) eingibt.

Baumautomaten:

Sind Automaten, die Bdume statt Worter als Eingaben haben.
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Il Grammatiken, kontextfreie
Sprachen und Kellerautomaten

Einflihrung

Wir werden hier Klassen formaler Sprachen untersuchen, die allgemeiner sind als die
der regulédren Sprachen. Insbesondere werden wir die Klasse der kontextfreien Sprachen
genauer betrachten, da durch sie z.B. die Syntax von Programmiersprachen (zumindest
in grofen Teilen) beschreibbar ist.

Zunéchst fiihren wir allgemein den Begriff der Grammatik ein. Klassen formaler Sprachen
erhélt man durch einschrinkende Bedingungen an die Form der Grammatik.

38



Die Chomsky-Hierarchie

6 Die Chomsky-Hierarchie

Grammatiken dienen dazu, Worter zu erzeugen. Man hat dazu Regeln, die es erlauben,
ein Wort durch ein anderes Wort zu ersetzen (aus ihm abzuleiten). Die erzeugte Sprache
ist die Menge der Worter, die ausgehend von einem Startsymbol erzeugt werden konnen
durch wiederholtes Ersetzen.

Beispiel 6.1
Regeln: S —aSb (1)
S—c¢ (2)
Startsymbol: S

Eine mogliche Ableitung eines Wortes wére:

S L aSh - aaSbb - aaaSbbb - aaabbb

Das Symbol S ist hier ein Hilfssymbol (nichtterminales Symbol) und man ist nur an den
erzeugten Wortern interessiert, die das Hilfssymbol nicht enthalten (Terminalworter).
Man sieht leicht, dass dies hier alle Worter a™b™ mit n > 0 sind.

Definition 6.2 (Grammatik)
Eine Grammatik ist von der Form G = (N, %, P, S), wobei

e N und ¥ endliche, disjunkte Alphabete sind. (Man bezeichnet die Symbole aus N
als Nichtterminalsymbole, die Symbole aus ¥ als Terminalsymbole),

e S € N das Startsymbol ist,

e P C (NUX)"x(NUX)* eine endliche Menge von Ersetzungsregeln ( Produktionen)
1st.

Produktionen (u,v) € P schreibt man gewohnlich als u — w.

Beispiel 6.3
G = (N,%, P,S) mit

e N = {S B}

Y = Aa,b,c}

P = {S — aSBec,
S — abe,
cB — Bec,
bB — bb}

Im Folgenden schreiben wir meistens Elemente von N mit Grossbuchstaben und Ele-
mente von Y mit Kleinbuchstaben.

Wir definieren nun, was es heifst, dass man ein Wort durch Anwenden der Regeln aus
einem anderen ableiten kann.
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Definition 6.4 (durch eine Grammatik erzeugte Sprache)
Es sei G = (N, %, P, S) eine Grammatik und x,y seien Worter aus (N U X)*.

1) y aus x direkt ableitbar:
rhgy gdw. Jxy, 20 € (NUX)*: Ju — v € P:x = zquxs Ay = 21029

2) y aus x in n Schritten ableitbar:
r Fg oy gdw. Jxg, 1, ..., € (NUX) t g = 2 ANxy, = yAx; Fo iy fir
0<i1<n

3) y aus x ableitbar:
rhLy gdw, In>0:x gy

4) Die durch G erzeugte Sprache ist
L(G) :={we X" | S w}.
Man ist also bei der erzeugten Sprache nur an den in G aus S ableitbaren Terminalwor-

tern interessiert.

Beispiel 6.3 (Fortsetzung)

Stg abe, d.h. abe € L(G)
Sta aSBce

Fo aaSBcBce

Fo aaabcBeBe

Fo aaabBecBe

-2, aaabBBcce

2, aaabbbeee
Es gilt: L(G) = {a"b"c" | n > 1}
Bewezs.
, 2 Firn =1 1ist abe € L(G) klar. Fiir n > 1 sieht man leicht:
S LY a" IS (Be)" ! bg a"be(Be)" ' L a"bBM et B a"bc"
»C Gelte S HE w mit w € ¥*. Wird sofort die Produktion S — abc verwendet, so ist

w = abc € {a"b"c" | n > 1}.
Sonst betrachten wir die Stelle in der Ableitung, an der S das letzte mal auftritt:

S5 a™ 'Sy mit v € {¢, B}* und |ulp = |Jul. =n —1
(nur S — aSBc, cB — Bc angewendet, da noch kein b vorhanden).
a" 'Su kg a"beu F w.

Um von a"bcu aus nun alle nichtterminalen Symbole B zu entfernen, muss man
bB — bb anwenden. Damit B aber auf b stofit, muss es links von allen cs stehen.

]
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Beispiel 6.5
G = (N,%, P,S) mit
e N = {S B}
o= {a>b}
P = {S —aS,
S —bS,
S — abB,
B — aB,
B — bB,
B — ¢}

L(G) = %7 - {a} - {b} - &

Die Grammatiken aus Beispiel 6.5, 6.3 und 6.1 gehoéren zu unterschiedlichen Stufen der
Chomsky-Hierarchie:

Definition 6.6 (Typen von Chomsky-Grammatiken)
Es sei G = (N, X%, P, S) eine Grammatik.
e Jede Grammatik G heifst Grammatik vom Typ 0.
e G heikt Grammatik vom Typ 1 (kontextsensitiv), falls jede Produktion von G

die Form
— ugAug — uqwus mit A € N, ug,ug, w € (XU N)* und |w| > 1 oder
— S — ¢ hat.

Ist S — ¢ € P, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Produktion vor.

e G heikt Grammatik vom Typ 2 (kontextfrei), falls jede Regel von G die Form
A— what mit A e N,w e (XUN)"

e (i heifst Grammatik vom Typ 3 (rechtslinear), falls jede Regel von G die Form
A— uB oder A— v hat mit A,B € N, ue X"
kontextfrei: Die linke Seite jeder Produktion besteht nur aus einem Nichtterminalsym-

bol A, das daher stets unabhéngig vom Kontext im Wort ersetzt werden kann.

kontextsensitiv: u; Aus, — ujwuy. Hier ist die Ersetzung von A durch w abhéngig
davon, dass der richtige Kontext (u; links und wusy rechts) vorhanden ist. |w| > 1
sorgt dafiir, dass die Produktionen die Worter verlangern (Ausnahme S — ¢, die
aber nur zur Erzeugung von ¢ dient).

Definition 6.7 (Klasse der Typ-i-Sprachen)

Fir ¢ = 0,1, 2,3 ist die Klasse der Typ-i-Sprachen definiert als
L; :={L(G) | G ist Grammatik vom Typ i}.

Wir werden sehen: £3 C Lo C L, C L.
Nach Definition der Grammatiktypen gilt offenbar £3 C L5 und £, C L,.
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7 Rechtslineare Grammatiken und regulare Sprachen

Satz 7.1

Die Typ-3-Sprachen sind genau die reguldren/erkennbaren Sprachen, d.h.
L3 ={L | L ist requldr}.

Beweis. Der Beweis wird in zwei Richtungen durchgefiihrt:

1. Jede Typ-3-Sprache ist erkennbar

Essei L € L3, d.h. L = L(G) fiir eine Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S). Es gilt
we L(G) gdw.
Es gibt eine Ableitung

(*) S = B[) I_G w131 I_G w1w232 }_G Ce }_G wy ... wn_an_l l_G Wy ... WH—1Wp

fiir Produktionen B; | — w;B; € P (i=1,...,n)und B,y — w, € P.

Wir konstruieren nun einen NEA mit Worttransitionen, der die Nichtterminalsym-
bole von G als Zustdnde hat:

A= (NU{Q}, X, 5, A, {Q}), wobei
e () ¢ N neuer Endzustand ist und
e A={(A,w,B)|A— wBe P} U{(A,w,Q) | A— we P}

Ableitungen der Form (%) entsprechen nun genau Pfaden in A:
(**) (57 Wy, Bl)(Bl7 Wwa, B2> cee (Bn—27 Wn—1, Bn—l)(-Bn—la Wry Q)
Dies zeigt L(A) = L(G).

Beispiel 6.5 (Fortsetzung)
P= {S —aS,
S — bS,
S — abB,
B — aB,
B — bB,
B — ¢}

liefert den folgenden NEA mit Wortiibergéngen:
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2. Jede erkennbare Sprache ist eine Typ-3-Sprache

Es sei L = L(A) fiir einen NEA A = (Q, %, qo, A, F)). Wir definieren daraus eine
Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S) wie folgt:

N :=Q
S=qo
P:={p—aq|(paq) e AyU{p—c|peF}

Ein Pfad in A der Form

(C_I(), ai, Q1)(Q1a ag, C_IQ) EREIS (qn—h Ap, Qn)

mit g, € F entspricht nun genau einer Ableitung
Gotacaiqn Fgaraqp e ... Faar...a,q, Fgar...a,.

Beispiel:
Der folgende NEA

liefert die Grammatik mit den rechtslinearen Produktionen
P = {QO — aqo,

q0 — bqo,

qo — aqu,

@ — b,

q2 — aqo,

q2 — bg,

G2 — 5}

Korollar 7.2
L3 C Lo.

Beweis. Wir wissen bereits, dass L3 C Lo gilt. Auferdem haben wir mit Beispiel 6.1
eine Sprache L := {a"b" | n > 0} € Ly. Im Teil I haben wir gezeigt, dass L nicht
erkennbar /regulér ist, d.h. mit Satz 7.1 folgt L ¢ L. O
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Beispiel 7.3
Als ein weiteres Beispiel fiir eine kontextfreie Sprache, die nicht regulér ist, betrachten
wir L = {a"b™ | n # m}. (Vgl. Beispiele 3.3, 4.2) Man kann diese Sprache mit folgender
kontextfreier Grammatik erzeugen:
G = (N,%, P, S) mit

e N = {S s Sz, SS}

e ¥ = {ab}
o P = {S — (ISZ, S — Sgb,
Sz — CLSzb, SS — G/SSb,
SZ I (ZSZ, SS I Sgb,
SZ — &, SS — 8}
Es gilt nun:

o S FLwe{a, b} = w=a"b" mit n >m,
o ScFLwe{a, b} = w=2a"b" mit n <m,
woraus sich ergibt:
o StHLwe {a,b}* = w = aa"™ mit n > m oder w = a™b™b mit n < m,

d.h. L(G) = {a™b™ | n # m}.
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8 Normalformen kontextfreier Grammatiken

Wir werden zeigen, dass man die Klasse aller kontextfreien Sprachen bereits mit kon-
textfreien Grammatiken einer eingeschrdankten Form erzeugen kann.

Zwei Grammatiken heifsen dquivalent, falls sie dieselbe Sprache erzeugen.
Zunichst zeigen wir, dass man iiberfliissige Symbole aus kontextfreien Grammatiken

eliminieren kann.

Definition 8.1 (terminierende, erreichbare Symbole; reduzierte Grammatik)
Es sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.

1) A € N heifst terminierend, falls es ein w € ¥* gibt mit A -, w.

2) A € N heilt erreichbar, falls es u,v € (XU N)* gibt mit S, uAv.

3) G heifst reduziert, falls alle Elemente von N erreichbar und terminierend sind.

Lemma 8.2

Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N, X, P,S) kann man effektiv die Menge der
erreichbaren Nichtterminalsymbole bestimmen.

Beweis. Wir definieren dazu

EO = {S}

Es gilt
EgyCE, CEyC...CN.

Da N endlich ist, gibt es ein k mit Ey = Ejyy; und damit Ey = |J E;.

i>0
Behauptung:
E, ={A € N | Aist erreichbar}, denn:

, " Offenbar enthalten alle E; nur erreichbare Symbole
, 2" Zeige durch Induktion iiber i: S+, uAv = A € E;.

Beispiel:

P={ S—aS, A— ASB,
S—SB, A—C,
S—S5S, B— Cb,
S—e }

Eo={S} C Ey ={S, B} C Ey ={S,B,C} = Ej

Es ist also A das einzige nichterreichbare Symbol.
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Lemma 8.3

Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N, %, P,S) kann man effektiv die Menge der
terminierenden Symbole bestimmen.

Beweis. Wir definieren dazu

T ={AeN|Jwe¥:A—weP}
Tivi:=T,U{AeN|Fwe (XUT)":A— we P}

Es gilt
TWCT,C...CN.

Da N endlich ist, gibt es ein k mit T, = Ty = J T;.

i>1
Behauptung:
T, = {A € N | A ist terminierend}, denn:
,C" Offenbar sind alle Elemente von 7; (i > 1) terminierend:
o i =1: Abgw e X"
o i —i+1: Abqg uiBiusBs .. . upBpuyyr, Bl w, € XF
2" Zeige durch Induktion iiber i:
AFFwey = AcT,.
ei=1 ArweX =A-—weP=AcT
o i —i+1: AFgu By ... u,Bpuyq
I—gf W= UIW] - . . UpWplUpy1, Ujw; € X5, By € N
= Fiir alle j gilt: B, &' w; € &
= B; € T; (Induktion) = A € T}

Aus Lemma 8.3 folgt unmittelbar:
Satz 8.4

Das Leerheitsproblem ist fiir kontextfreie Sprachen entscheidbar.
Beweis. Offenbar gilt L(G) # 0 gdw. Jw € ¥* : S+ w gdw. S ist terminierend. [

Lemma 8.2 und 8.3 zusammen zeigen, wie man unerreichbare und nichtterminierende
Symbole eliminieren kann.
Satz 8.5

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # 0 kann man effektiv eine aquivalente
reduzierte kontextfreie Grammatik erzeugen.
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Beweis.
Erster Schritt: Eliminieren nicht terminierender Symbole.
Zu G = (N, %, P, S) definieren wir G’ := (N', 3, P', S), wobei
e N':={A € N | Aist terminierend in G}
e PP={A—weP|AeN,we (N UX)}
Beachte: Aus L(G) # () folgt S € N'!
Zweiter Schritt: Eliminieren unerreichbarer Symbole.
Wir definieren G” := (N"”, 3, P”,S), wobei
o N":={A e N'| Aist erreichbar in G’}
o Pli={A—weP |AcN"}
Beachte: Ist A € N” und A — u;Buy € P, soist B € N”.
Man sieht leicht, dass L(G) = L(G') = L(G"”) und G" reduziert ist. O

Vorsicht:

Die Reihenfolge der beiden Schritte ist wichtig! Symbole, die in G noch erreichbar waren,
miissen es in GG/ nicht mehr sein.
7.B.: S — AB mit A terminierend, B nicht.

Als néchstes eliminieren wir Regeln der Form A — ¢.

Lemma 8.6

FEs sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann ldsst sich eine Grammatik G’ ohne Regeln
der Form A — ¢ konstruieren mit L(G') = L(G) \ {¢}.

Beweis.
1) Finde alle A € N mit A F}, e

Ni={AeN|A—c€cP}
Es gibt ein k mit Ny = Ny = |J N,;. Fiir dieses k gilt: A € Ny gdw. AF§ e
i>1
2) Eliminiere in G alle Regeln A — ¢. Um dies auszugleichen, nimmt man fiir alle
Regeln

A— w1 By .. U Bpu, 1 mit B; € N und u; € (E UN \ Nk)*
die Regeln
A — ufug .. Uy Bty mit 5 € { By, e} und uiBiug . .. upBpting # €

hinzu. ]
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Beispiel:

P= {S—aS, S— 5SS, S— bA,
A — BB,
B — CC, B — aAbC,
C — ¢}

No= {C},

Nl = {073}7

NQI {C,B,A}:Ng
P= {S—aS, S— SS, S—bA, S —b,
A— BB, A— B,
B— CC, B— C,
B — aAbC, B — abC, B — aAb, B — ab}

Die Ableitung S + bA F bBB - bCCB F bCCCC F* b kann in G’ direkt durch S + b

erreicht werden.

Definition 8.7 (e-freie kontextfreie Grammatik)

Eine kontextfreie Grammatik heifst e-frei, falls gilt:
1) Sie enthélt keine Regeln A — ¢ fiir A # S.

2) Ist S — ¢ enthalten, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Regel vor.

Satz 8.8

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann effektiv eine dquivalente e-freie Grammatik
konstruiert werden.

Beweis. Konstruiere G’ wie im Beweis von Lemma 8.6 beschrieben. Ist ¢ ¢ L(G) (d.h.
S e e, also S ¢ Ni), so ist G’ die gesuchte e-freie Grammatik. Sonst erweitere G’ um
ein neues Startsymbol Sy und die Produktionen Sy — S und Sy — ¢. O

Korollar 8.9
Lo C L.

Beweis. Offenbar ist jede e-freie kontextfreie Grammatik eine Typ-1-Grammatik:
e Produktionen: uj Auy — ujwus mit |w| > 1

e kontextfrei: u; = ¢; S — ¢ und S nicht auf rechter Seite). O

Wir zeigen nun, dass man auch auf Regeln der Form A — B verzichten kann.

Satz 8.10

Zu jeder kontextfreien Grammatik kann man effektiv eine dquivalente kontextfreie Gram-
matik konstruieren, die keine Regeln der Form A — B (A, B € N) enthdilt.
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Beweisskizze.

1) Bestimme zu jedem A € N die Menge N(A) :={B € N | A+{ B}
(effektiv machbar).

2) P={A—w|B—weP, BE NA) undw ¢ N} O
Beispiel:

P={S— A A— B, B—aA, B— b}
N(S) = {5, 4, B},
N(A) = {A, B},
N(B) = {B)
P'={B —aA, A— aA, S— aA,
B—1b A—b S—0b}

Wir zeigen nun, dass man sich auf Regeln sehr einfacher Form beschrinken kann, ndmlich
A— aund A — BC.

Satz 8.11 (Chomsky-Normalform)

Jede kontextfreie Grammatik ldsst sich umformen in eine dquivalente Grammatik, die
nur Regeln der Form

e A—a A— BC mit A,B,C €N, a€X
e und eventuell S — €, wobei S nicht rechts vorkommdt

enthdlt. Fine derartige Grammatik heifst dann Grammatik in Chomsky-Normalform.

Bewezs.

1) Konstruiere zu der gegebenen Grammatik eine dquivalente e-freie ohne Regeln der
Form A — B. (Dabei ist die Reihenfolge wichtig!)

2) Fiihre fir jedes a € 3 ein neues Nichtterminalsymbol X, und die Produktion
X, — a ein.

3) Ersetze in jeder Produktion A — w mit w ¢ ¥ alle Terminalsymbole a durch die
zugehorigen X,,.

4) Produktionen A — B; ... B, fiir n > 2 werden ersetzt durch
A — BCy, C1 — ByCs, ..., Cy_9 — B, 1B,

wobei die C; jeweils neue Symbole sind.
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Beachte:

Fiir einen NEA A (eine rechtslineare Grammatik G) kann man das Wortproblem, also
die Frage ,w € L(A)? (,w € L(G)?") z.B. deshalb entscheiden, da ein Pfad in A, der w
erkennt (eine Ableitung in GG, die w erzeugt) genau die Lange |w| haben muss. Es gibt
aber nur endlich viele Pfade (Ableitungen) dieser festen Léange.

Bei allgemeinen kontextfreien Grammatiken kann man keine Schranke fiir die Lénge einer
Ableitung von w aus S angeben, wohl aber bei Grammatiken in Chomsky-Normalform:

e Produktionen der Form A — BC verlingern um 1, d.h. sie konnen maximal
|w| — 1-mal angewandt werden.

e Produktionen der Form A — a erzeugen genau ein Terminalsymbol von w, d.h.
sie werden genau |w|-mal angewandt.

Es folgt: w € L(G) \ {e} wird durch eine Ableitung der Lange 2|w| — 1 erzeugt.

Da es aber i.a. > 2" Ableitungen der Lange n geben kann, liefert dies ein exponentielles
Verfahren zur Entscheidung des Wortproblems.

Ein besseres Verfahren (kubisch) liefert die folgende Uberlegung:

Definition 8.12
Es sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform und
w=a...a, € X*. Wir definieren:

o wij:=a;...a; (firi<j)

o N ={Ae N|AF; w;}

Mit dieser Notation gilt nun:

1) SeNy, gdw. w € L(G)
2) Ae Ny gdw. AFZ a;
gdw. A —a; € P
3) AeN;firi<y gdw. AF{a;...aq;
gdw. 34 — BC € P und ein k mit ¢ < k < j mit
BbFga;...apund CFg agy ... a;
gdw. JA — BC € P und k mit ¢ < k < j mit
B € Ny, und C' € N(i41);

Diese Uberlegungen liefern das folgende iterative Verfahren zur Bestimmung von Nyj:

20



Normalformen kontextfreier Grammatiken

Algorithmus 8.13 (CYK-Algorithmus von Cocke, Younger, Kasami)

For ¢ :=1 To n Do
Nii = {A ‘ A—>ai€P}
For d :=1To n—1 Do (wachsende Differenz d = j — 1)
Fori::=1Ton—-d Do
Ji=1i+d
Nij Z:Q)
For k := i To j—1 Do
Nij = NWU{A | HA—>BC€P mltBGle undCEN(k+1)j}

Beachte:

In der innersten Schleife sind die Differenzen k£ — i und j — k + 1 kleiner als das aktuelle
d, also sind Ny und N1y, bereits berechnet.

Satz 8.14

Fiir eine gegebene Grammatik in Chomsky-Normalform entscheidet Algorithmus 8.13 die
Frage ,w € L(G)?“ in der Zeit O(|w]?).

Beweis. Drei geschachtelte Schleifen, die jeweils < |w| = n Schritte machen, daraus
folgt: |w|® Schritte in der innersten Schleife. O
Beachte:

Die Grofe von G ist hier als konstant angenommen (fest vorgegebenes (). Daher ist die
Suche nach den Produktionen A — BC und A — a; auch konstant.

Beispiel:
P= {S— SA, S —uq,
A — BS,

B — BB, B— BS, B—b, B— ¢}

und w = abacba:

YAR! 2 3 4 5 6

1 |8 0 S 0 0 S

2 B A B | B B A, B

3 S 0 0 S S € Ng={S}
4 B B | AB = w € L(G)
5 | B A, B
6 | S

w:‘a ‘b ‘a ‘c ‘b ‘a ‘
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Eine weitere interessante Normalform fiir kontextfreie Grammatiken ist die Greibach-
Normalform, bei der jede Produktion mindestens ein Terminalsymbol erzeugt.

Satz 8.15

Jede kontextfreie Grammatik ldsst sich effektiv umformen in eine dquivalente Gramma-
tik, die nur Regeln der Form

e A—aw (A€ N,aeX we N*)
e und eventuell S — £, wobei S nicht rechts vorkommit

enthdlt (ohne Beweis!).
Eine derartige Grammatik heifst Grammatik in Greibach-Normalform.
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9 Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Satz 9.1

Die Klasse Lo der kontextfreien Sprachen ist unter Vereinigung, Konkatenation und
Kleene-Stern abgeschlossen.

Beweis. Es seien Ly = L(G1) und Ly = L(G2) die Sprachen fiir kontextfreie Grammati-
ken G; = (N;, 2, P;,S;) (i =1,2). O.B.d.A. nehmen wir an, dass N; N N, = .

1) G = (N1UN2U{S},E,P1UP2U{S—> Sl,S —>SQ}7S) mit S¢ N1UN2
ist eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = Ly U Lo.

2) G/ = (N1UN2U{S},Z,P1UP2U{S—>S1SQ},S) mit Sé N1UN2
ist eine kontextfreie Grammatik mit L(G') = L; - Lo.

3) G" = (NU{S}LE,PU{S —¢e, 85— 55},5) mitS¢ N
ist eine kontextfreie Grammatik fiir Lj O

Wir werden zeigen, dass Abschluss unter Durchschnitt und Komplement nicht gilt. Dazu
benotigen wir zunéchst eine geeignete Methode, von einer Sprache nachzuweisen, dass
sie nicht kontextfrei ist. Dies gelingt wieder mit Hilfe eines Pumping-Lemmas. Um dieses
zu zeigen, stellt man Ableitungen als Baume, sogenannte Ableitungsbiume dar.

Beispiel:
P={S— 5bS,S — a}
Drei Ableitungen des Wortes ababa:

1) S+ SbSF abSF abSbhS F ababS + ababa
2) SE SbS F abS F abSbS = abSba - ababa
3) SF SbSF Sbat SbSba b= Sbaba b= ababa

Die zugehorigen Ableitungsbiume:

Fiir 1) und 2): Fiir 3):

/TN N\

S b S S b S

N N,

a S b S S b S a
a a a a

Ein Ableitungsbaum kann also fiir mehr als eine Ableitung stehen und dasselbe Wort
kann verschiedene Ableitungsbdume haben.
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Allgemein:

Die Knoten des Ableitungsbaumes sind mit Elementen aus > U N beschriftet. Ein mit
A beschrifteter Knoten kann mit oy, ..., a, beschriftete Nachfolgerknoten haben, wenn
A— ay...q, € P ist.

Ein Ableitungsbaum, dessen Wurzel mit A beschriftet ist und dessen Blétter (von links
nach rechts) mit oy, ..., q, € ¥ U N beschriftet sind, beschreibt eine Ableitung
AFGag. ..oy,

Lemma 9.2 (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)
Es sei G eine e-freie kontextfreie Grammatik, die
e keine Regeln der Form A — B enthiilt,
o m nichtterminale Symbole enthdlt
e nur rechten Regelseiten der Linge < k hat
Es sein = k™,
Dann gibt es fir jedes z € L(G) mit |z| > n eine Zerlequng z = uvwxy mit:
o vx # ¢ und |vwzx| < n
o w'wz'y € L(G) fiir alle i > 0.

Beweis.

1) Ein Baum der Tiefe < ¢ und der Verzweigungszahl < k hat maximal k' viele
Blatter:

eine Ebene: < k Bliitter | zwei Ebenen: < k? Blétter

/ ete.

Y

Da der Ableitungsbaum fiir 2 als Blattanzahl |z| > ™" hat, ist die maximale
Tiefe (langster Pfad von Wurzel bis Blatt) > m + 1.

2) Da es nur m verschiedene Elemente in N gibt, kommt auf diesem langsten Pfad
ein nichtterminales Symbol A zweimal vor.

S
langster Pfad,
Lange > m +1
Wir wahlen hier 0.B.d.A. A so, dass es in dem Baum w keine andere

Variablenwiederholung gibt. Daher hat dieser Baum eine Tiefe < m + 1, was
lowx| < E™T = n zeigt.
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3) Esgilt: SF; udy, AFLvAz, AFL w, woraus folgt:
S 5 oudy By w'Ax'y By ow'wa'y.

4) vx # e: Da G e-frei ist, wére sonst A F{, vAz nur bei Anwesenheit von Regeln der
Form A — B moglich. m

Satz 9.3
Ly C L.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass Lo C £, gilt (Korollar 8.9). Es bleibt zu zeigen,
dass die Inklusion echt ist.
Dafiir betrachten wir die Sprache L = {a"b"¢" | n > 1}, und zeigen: L € £, \ Ly

1) Wir zeigen zunéchst L ¢ Lo. Angenommen, L € L,. Dann gibt es eine e-freie
kontextfreie Grammatik G ohne Regeln der Form A — B fiir L. Es sei ng = k™!
die zugehorige Zahl aus Lemma 9.2. Wir betrachten z = a™b™c¢™ € L = L(G).
Mit Satz 9.2 gibt es eine Zerlegung

2 = woway, ve # ¢ und w'wz'y € L fiir alle ¢ > 0.
1. Fall: v enthélt verschiedene Buchstaben. Man sieht leicht, dass dann
2 2 kpok sk
wowzy ¢ a*b*c* O L.

2. Fall: z enthélt verschiedene Buchstaben. Dies fiihrt zu entsprechendem Wider-
spruch.
3. Fall: v enthélt lauter gleiche Buchstaben und x enthélt lauter gleiche Buchsta-
ben. Dann gibt es einen Buchstaben aus {a, b, ¢}, der in zv nicht vorkommt.
Daher kommt dieser in uv’wa’y = uwy weiterhin ng-mal vor. Aber es gilt
luwy| < 3ng, was uwy ¢ L zeigt.
2) In Beispiel 6.3 haben wir eine Grammatik G mit L(G) = {a"b"c" | n > 1} angege-
ben. Leider enthélt G eine Produktion, die nicht die Bedingungen fiir kontextsen-

sitive Produktionen (uAv — wwv, |w| > 1) erfiillt: ¢cB — Be. Wir modifizieren
G wie folgt:

e Ersetze in allen Produktionen ¢ durch ein neues nichtterminales Symbol C'
und nimm die Produktion C' — ¢ hinzu:

{S — aSBC, S — abC, CB — BC, bB — bb, C' — c}.
e Frsetze nun CB — BC(C durch die kontextsensitiven Produktionen
CB — AlB, AlB — AlAg, A1A2 — BAQ, BAQ — BC.

Diese Produktionen kénnen nur dazu verwendet werden, C'B — BC zu
simulieren. O
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Beachte:

Auf diese Art kann man leicht zeigen, dass jede nichtkiirzende Produktion u — v (mit
|u] < |v|) durch kontextsensitive Produktionen ersetzt werden kann, ohne die Sprache
zu éndern.

Korollar 9.4

Die Klasse Ly der kontextfreien Sprachen ist nicht unter Durchschnitt und Komplement
abgeschlossen.

Beweis.
1) Die Sprachen {a"0"¢™ | n > 1,m > 1} und {a™b"c" | n > 1,m > 1} sind in Lo:
o {a"0"c™ |n>1m>1}={a"b" |n>1}-{c™ | m>1}

~
€ Lo = cte L3 C Lo
>

€ Lo (Kor:l,(atenation)
o {a"b"c" | n>1,m > 1} — analog
2) {a"b"c" | n > 1} ={a™"c™ | n,m > 1} N {a™b"c" | n,m > 1}.
Wiére L, unter N abgeschlossen, so wiirde {a™b"c" | n > 1} € L, folgen.
Widerspruch zu Teil 1) des Beweises von Satz 9.3.

3) LiNLy= LU L.
Wiére L5 unter Komplement abgeschlossen, so auch unter N, da £, unter U abge-
schlossen ist. Wiederspruch zu 2).

]

Beachte:

Man kann daher das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen nicht einfach auf das
Leerheitsproblem reduzieren. Wir werden spéter sehen, dass das Aquivalenzproblem fiir
kontextfreie Sprachen sogar unentscheidbar ist.

o6



Kellerautomaten

10 Kellerautomaten

Bisher hatten wir kontextfreie Sprachen nur mit Hilfe von Grammatiken charakterisiert.
Wir haben gesehen, dass endliche Automaten nicht in der Lage sind, alle kontextfreien
Sprachen zu akzeptieren.

Um die Beschreibung von kontextfreien Sprachen mit Hilfe von endlichen Automaten zu
ermoglichen, muss man diese um eine (potentiell unendliche) Speicherkomponente, einen
sogenannten Keller, erweitern.

Die folgende Abbildung zeigt eine schematische Darstellung eines Kellerautomaten:

Eingabe: von links nach rechts; nur ein Symbol sichtbar

Lese
kopf

endliche Schreibkopf
Kontrolle

« nur oberstes Symbol
sichtbar
N J .
Ay + Anderung des Inhalts
= NEA nur von oben
+ kann beliebig grof3 werden
N J
\
Keller

Definition 10.1 (Kellerautomat)

Ein Kellerautomat (pushdown automaton, kurz PDA) hat die Form
A= (Q) 27 Fa qo0, ZO: A)) wobei

e () eine endliche Menge von Zustdnden ist,
Y. das Eingabealphabet ist,
I' das Kelleralphabet ist,

qo € Q der Anfangszustand ist,
o 7y € I' das Kellerstartsymbol ist und
e ACQx (ZU{e}) xT xI'* x Q eine endliche Ubergangsrelation ist.

Anschaulich bedeutet die Ubergangsrelation:

(q,a,Z,7,q"): Im Zustand ¢ mit aktuellem Eingabesymbol a und oberstem Kellersymbol
7 darf der Automat Z durch ~ ersetzen und in den Zustand ¢’ und zum néchsten
Eingabesymbol iibergehen.
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(q,e,7Z,7v,q): wie oben, nur dass das aktuelle Eingabesymbol nicht relevant ist und man
nicht zum néchsten Eingabesymbol iibergeht (der Lesekopf dndert seine Position
nicht).

Den aktuellen Zustand einer Kellerautomatenberechnung kann man beschreiben durch

e den noch zu lesenden Rest w € ¥* der Eingabe (Lesekopf steht auf dem ersten
Symbol von w)

e den Zustand q € Q
e den Kellerinhalt -y € T'* (Schreiblesekopf steht auf dem ersten Symbol von )

Definition 10.2
Eine Konfiguration von A hat die Form

K= (qwy)e@QxX" xI"

Die Ubergangsrelation ermdglicht die folgenden Konfigurationsiiberginge:
o (q.aw, Zy) b (¢, w, By) falls (¢,a,Z,3,¢) € A

o (q,w,Zy)F (¢,w,Bv) falls (¢,¢,7,5,¢) € A
o KH K' gdw. 3n> 03Ky, ... K, mit

IC[)ZIC, ICn:IC'und/Cil—lCi+1fiirO§i<n.

Der Automat A akzeptiert das Wort w € ¥* gdw.
(g0, w, Zp) F* (q,¢,¢) (Eingabewort ganz gelesen und Keller leer).
Die von A akzeptierte Sprache ist
L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w}.

Beispiel 10.3
Ein PDA fir {a"b" | n > 1}.

b Q = {q()a qi1, f}a
o ['= {Z, Z()},
e Y= {a,b}und
o A= {(q, a, Zy, ZZy, qo), (erstes a,speichere Z)
(9o, a, Z, ZZ, q), (weitere a’s, speichere Z)
(qo, b, Z, &, ¢1), (erstes b, entnimm 7))
(¢, b, Z, , ¢1), (weitere b’s, entnimm 2)
(1, €, Zo, ¢, f)}  (16sche das Kellerstartsymbol)
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Betrachten wir uns einige Konfigurationsiibergénge:

].) (qO, aabb, Z()) = (QQ7 abb, ZZO) F (qO, bb, ZZZO) F (ql, b, ZZO) F (ql, g, Zo) = (f, g, 5)
— akzeptiert

2) (QO7 CLCLblZo) = (q07 ba ZZZO) = (q17 g, ZZO)
— kein Ubergang mehr moglich

3) (qo, CLbb7 Zo) F ((]0, bb, ZZO) F (ql, b, Zo) = (f, b, 8)
— nicht akzeptiert

Der Kellerautomat aus Beispiel 10.3 ist deterministisch, da es zu jeder Konfiguration
héchstens eine Folgekonfiguration gibt.

Definition 10.4

Der PDA A = (Q,%, T, qo, Zo, A) heilt deterministisch, falls die folgenden beiden Be-
dingungen erfiillt sind:

1) Vg € Q Va € XU {e} VZ €T existiert hochstens ein Ubergang der Form

(g,a,Z,...,...) € A.
2) Existiert ein Tupel (¢,¢,7,...,...) € A, so existiert kein Tupel der Form
(¢,a,Z,...,...) € Amita€X.
Beispiel:

Die Sprache L = {w w | w € {a,b}*} (wobei fiir w = a ...a, gilt w= a,...a;) wird
von einem nichtdeterministischen PDA akzeptiert.
Idee: Der PDA legt die erste Worthélfte im Keller ab und greift darauf in umgekehrter

Reihenfolge beim Lesen der zweiten Worthélfte zuriick. So kann Nichtiibereinstimmung
festgestellt werden (kein Ubergang bei Nichtiibereinstimmung).

Nichtdeterminismus ist intuitiv nétig, da man ,raten” muss, wann die Wortmitte erreicht
ist (Man kann beweisen, dass kein deterministischer PDA diese Sprache akzeptiert).

Q - {QOJqlaq%f}v I'= {CL, b7 ZO}7 Y= {CL, b}7 A=

{(q, & Zo, g, f), | akzeptiert ¢
(90, a/b, Zy, a/bZy, q1), | Lesen
(@1, a, b, ab, q), | und
(, b, a ba,  qi), | Speichern
(@1, a, a, aa, ¢1), | der ersten
(@, b, b, bb, @), | Worthilfte
(@1, b, b, g, q2), | Lesen der
(1, a, a, g, q2), | zweiten Hélfte
(q2, b, b, g, ¢2), | und Vergleichen
(@2, @, a, g, ¢2), | mit erster
(G2, &  Zo, €, £)} | Entfernen Kellerstartsymbol
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Es gibt auch einen anderen Akzeptanzbegriff fiir PDAs, bei dem man nicht fordert, dass
der Keller leer ist, sondern dass ein Endzustand (aus einer Menge F' C @) erreicht ist.
Dieser Akzeptanzbegriff liefert aber dieselbe Sprachklasse.

Wir werden nun zeigen, dass man mit Kellerautomaten genau die kontextfreien Sprachen

akzeptieren kann.

Satz 10.5

Fiir eine formale Sprache L sind dquivalent:
1) L = L(G) fiir eine kontextfreie Grammatik G.
2) L = L(A) fir einen PDA A.

Beweis.

o1 — 2" Essei G = (N,X, P,S) eine kontextfreie Grammatik. Der zugehorige PDA
simuliert Linksableitungen von G, d.h. Ableitungen, bei denen stets das am wei-
testen links stehende Nichtterminalsymbol zuerst ersetzt wird.

Beachte:

Jedes Wort in L(G) kann durch eine Linksableitung erzeugt werden (da G kon-
textfrei ist).

Wir definieren dazu A = ({¢}, X, X U N, ¢, S, A) mit A :=
{(¢,6,A,7,9) | A— v € P} U (Anwenden einer Produktion auf oberstes

Kellersymbol) (%)
{(¢,a,a,e,q) | a € X} (Entfernen bereits erzeugter Terminalsym-
bole von der Kellerspitze, wenn sie in der
Eingabe vorhanden sind) (%)
Beispiel:
P={S —¢ S — aSa, S— bSb} liefert die Ubergiinge:
(¢, & S & @, (S—¢)
(¢, e, S, aSa, q), (S — aSa)
(¢, &, S, bSb, q), (S — bSh)
(¢, a, a, e, q), (a entfernen)
(¢, b, b, e q) (b entfernen)

Die Ableitung S+ aSa F abSba F abba entspricht der Konfigurationsfolge

(q,abba, S) F (q,abba,aSa) F (q,bba,Sa) + (q,bba,bSba) -
(g,ba, Sba) & (g, ba, ba) - (q.a,a) - (q.€,¢)

Behauptung:
Firw,v e ¥*und a € {e}UN - (XU N)* gilt:

S k¢ wa mit Linksableitung  gdw. (q,uv,S) F* (¢q,v, a).
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Beachte:
Fir a = ¢ = v folgt:

Stiu gdw. (q,u,S) " (g,¢,¢)
d.h. L(G) = L(A).

Beweis der Behauptung.

<"1 Beweis durch Induktion iiber die Anzahl k& der Ubergéinge mit Transitionen
der Form (%) : (q,¢, 4,7, q).
k=0:
Da im Keller S steht, sind auch keine Transitionen der Form (%) :
(q,a,a,e,q) moglich, d.h. u =¢ und o = S. Offenbar gilt S +* S.

k— k+1:
, letzte Trans. (%) , Trans. (%)
Jurua v, S) H (g, uav, Aa H , UV, Y H* LU,
(¢, mug v, S) F* (g, uz ) (¢, uv, 7o) (¢, v, a)
u U2

Induktion liefert: S F* u; Ao’ und aukerdem wegen A — v € P:
wAd' F uiya = ujusar = ua.

=" Beweis durch Induktion tiiber die Linge der Linksableitung

k= 0:
Dann ist u = ¢, a = S und (¢q,v,5) F° (¢, v, S)
k— k+1:

S FE ua, doh.
S HE W AB F u'yB mit u' € ¥* (da Linksableitung) und A — v € P.
~—~—

Es sei v” das langste Anfangsstiick von (3, das in ¥* liegt. Dann ist
/1,1

vt = u und « ist der Rest von v, d.h. 73 = v"a.
Induktion liefert:
(¢,u' W"v, S) = (q,u"v, AB) & (q,u"v,vB) = (g, u"v,u"a).

,U/

Auferdem gibt es Uberginge (¢, u"v, u"a) F* (¢, v, a). O

w2 — 1" Essei A = (Q,%, T, qo, Zo, A) ein PDA. Die Nichtterminalsymbole der zuge-
horigen Grammatik G sind alle Tripel [p, Z,q] € Q@ X T' x Q.

Idee:
Es soll gelten: [p, Z, q] F§ u € ¥* gdw.
e A kommt vom Zustand p in den Zustand q

e durch Lesen von u auf dem Eingabeband und
e Loschen von Z aus dem Keller

(ohne dabei die Symbole unter Z anzutasten).
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Wie realisiert man dies durch geeignete Produktionen?

Betrachte den PDA-Ubergang (p,a, Z, X, ... X,,p') € A. Hier wird a auf dem
Eingabeband verbraucht (falls nicht a = ¢). Z wird durch X; ... X, ersetzt.

Um den Kellerinhalt zu erreichen, den man durch einfaches Wegstreichen von
Z erhalten wiirde, muss man also nun noch X;...X, loschen. Loschen von X;
kann durch das Nichtterminalsymbol [p;_1, X, p;] (fiir geeignete Zwischenzusténde
pi—1, p;) beschrieben werden.

Formale Definition:

G := (N,X%,P,S) mit

N:={S}U{lp.Z,q] | p.qe Q,Z €T}

P:={S —[q,%0,q] | g€ Q} U

{[p: Z,q] — alpo, X1, p1l[p1, X2, pal - - [Pn—1, Xs ¢ |

P54, P05 P1s - -3 Pn-1 € @,
a € X U{e} und
(pya, Z, Xy ... Xpn,po) € A und
q = po falls n =0}

Beachte:

Fiir n = 0 hat man die Produktion [p, Z, ¢ — a, welche dem Ubergang
(p,a,Z,e,q) € A entspricht.

Behauptung:
Fir alle p,qg € Q,u € ¥*, 7 € T gilt:

*)  (pu,Z)Fy (q.e.¢) gdw. [p,Z,q] b5 u
Fiir p = pp und Z = Z, folgt daraus:
(QO;% ZO) |_* (qaga 6) gd_W S l_G [q07 ZO) q] |_*G (%

dh uwe L(A) gdw. ue L(G).

Der Beweis dieser Behauptung kann durch Induktion iiber die Lange der Konfigu-
rationsfolge (,=) bzw. tiber die Lénge der Ableitung (,,<=") gefithrt werden.

[
Beispiel: (vgl. Beispiel 10.3)
Gegeben ist der PDA fir {a™b™ | n > 1}.

(90,a,20,2 Z0,q0) (q0,b,Z,6,q1) (q1,8,Z0,¢,f)

(q07ab7 ZO) - (q07b7 ZZO) F (Q1,57 ZO) - (f7€7€)
entspricht der Ableitung

S l_G [QOa ZO)f] }_G’ a/[q(), Z) Q1][Q17Z0a f] l_G ab[q17 ZOv f] I_G ab.
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Il Turingmaschinen und
Grammatiken

Einflihrung

Aus der Sicht der Theorie der formalen Sprachen geht es in diesem Teil darum, Automa-
tenmodelle fiir die Typ-0- und die Typ-1-Sprachen zu finden. Allgemeiner geht es aber
darum, die intuitiven Begriffe ,,berechenbare Funktion und ,,entscheidbares Problem zu
formalisieren.

Um fiir eine (eventuell partielle) Funktion
f:NF >N (bzw. (¥%)F — ¥%)

intuitiv klarzumachen, dass sie berechenbar ist, geniigt es, ein Berechnungsverfahren
(einen Algorithmus) fiir die Funktion anzugeben (z.B. in Form eines Modula-, Pascal-
oder C-Programmes oder einer abstrakten Beschreibung der Vorgehensweise bei der Be-
rechnung). Entsprechend hatten wir in den Teilen I und IT die Entscheidbarkeit von Pro-
blemen (Wortproblem, Leerheitsproblem, Aquivalenzproblem, ...) dadurch begriindet,
dass wir intuitiv beschrieben haben, wie man die Probleme mit Hilfe eines Rechenver-
fahrens (d.h. effektiv) entscheiden kann. Aus dieser Beschreibung hétte man jeweils ein
Modula-, Pascal-, etc. -Programm zur Entscheidung des Problems gewinnen konnen.

Beim Nachweis der Nichtentscheidbarkeit bzw. Nichtberechenbarkeit ist eine solche in-
tuitive Vorgehensweise nicht mehr méglich, da man hier formal nachweisen muss, dass es
kein Berechnungsverfahren geben kann. Damit ein solcher Beweis durchfiihrbar ist, be-
notigt man eine formale Definition dessen, was man unter einem Berechnungsverfahren
versteht. Man will also ein Berechnungsmodell, das

1) einfach ist, damit formale Beweise erleichtert werden (z.B. nicht Programmier-
sprache ADA),

2) berechnungsuniversell ist, d.h. alle intuitiv berechenbaren Funktionen damit
berechnet werden konnen (z.B. nicht nur endliche Automaten).

Wir werden in diesem Teil ein derartiges Modell betrachten:

e Turingmaschinen
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Es gibt noch eine Vielzahl anderer Modelle:
e s-rekursive Funktionen
WHILE-Programme
Minskymaschinen
GOTO-Programme
URMs (unbeschriankte Registermaschinen)

e Pascal-Programme

Es hat sich herausgestellt, dass all diese Modelle dquivalent sind, d.h. die gleiche Klasse
von Funktionen berechnen. Auferdem ist es bisher nicht gelungen, ein formales Berech-
nungsmodell zu finden, so dass

e die dadurch berechneten Funktionen noch intuitiv berechenbar erscheinen,

e dadurch Funktionen berechnet werden kénnen, die nicht in den oben genannten
Modellen ebenfalls berechenbar sind.

Aus diesen beiden Griinden geht man davon aus, dass die genannten Modelle genau den
intuitiven Berechenbarkeitsbegriff formalisieren. Diese Uberzeugung nennt man die:

Churchsche These:

Die (intuitiv) berechenbaren Funktionen sind genau die mit Turingmaschinen (und damit
mit GOTO-, WHILE-, Pascal-Programmen, URMs, ...) berechenbaren Funktionen.

Man spricht hier von einer These und nicht von einem Satz, da es nicht moglich ist, diese
Aussage formal zu beweisen. Dies liegt daran, dass der intuitive Berechenbarkeitsbegriff
ja nicht formal definierbar ist. Es gibt aber sehr viele Indizien, die fiir die Richtigkeit
der These sprechen (Vielzahl dquivalenter Berechnungsmodelle).

Im Folgenden betrachten wir:

e Turingmaschinen

e Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und Grammatiken
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11 Turingmaschinen

Symbol fir leeres Feld
( blank: b

bllblalblblblb|b|b|b|k|L

endlich viele Zustande- Schreib— beidseitig unendlich
: i1 | Lesekopf Band, auf dem a
endliche ¢l | gentaurdem Anfang die Eingabe ste
KontrO”e aktuellen
Arbeitsfeld)

Zu jedem Zeitpunkt sind nur endlich viele Symbole auf dem Band verschieden von A.

Definition 11.1 (Turingmaschine)

Eine Turingmaschine tiber dem Fingabealphabet 3 hat die Form A = (Q, 3, T, qo, A, F),
wobei

e () endliche Zustandsmenge ist,
Y. das Eingabealphabet ist,
I’ das Arbeitsalphabet ist mit ¥ C ', pe '\ 3,

qo € @ der Anfangszustand ist,
F C @ die Endzustandsmenge ist und
ACQxT xT x{r,l,n} xQ die Ubergangsrelation ist.

,
Dabei bedeutet (q,a,d’, 1 ,¢'):
n

e Im Zustand ¢

e mit a auf dem gerade gelesenen Feld (Arbeitsfeld)
kann die Turingmaschine A

e das Symbol a durch a’ ersetzen,

e in den Zustand ¢’ gehen und

e den Schreib-Lesekopf entweder um ein Feld nach rechts (r), links (/) oder nicht (n)
bewegen.

Die Maschine A heifst deterministisch, falls es fiir jedes Tupel (¢, a) € @ xI" hochstens ein
Tupel der Form (¢, a,...,...) € A gibt.

NTM steht im folgenden fiir (moglicherweise nichtdeterministische) Turingmaschinen
und DTM fiir deterministische.
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Einen Berechnungszustand ( Konfiguration) einer Turingmaschine kann man beschreiben
durch ein Wort ag mit o, 3 € T'", ¢ € Q:

e ¢ ist der momentane Zustand
e « ist die Beschriftung des Bandes links vom Arbeitsfeld
e [ ist die Beschriftung des Bandes beginnend beim Arbeitsfeld nach rechts

Dabei werden (um endliche Worter a, (3 zu erhalten) unendlich viele Blanks weggelassen,
d.h. @ undf umfassen mindestens den Bandabschnitt, auf dem Symbole # b stehen.
Beispiel:

Der Zustand der Maschine zu Beginn des Abschnitts wird durch die Konfiguration agbbbb,
aber auch durch pbaqbbbbh beschrieben.

Die Ubergangsrelation A ermdglicht die folgenden Konfigurationsiiberginge:

Es seien a, f € 't g €T, a,b,d €T, ¢,¢ € Q.

aqaﬁ l_A aa’q’ﬁ / /
aga ba addqb falls (¢,a,d’,r,q) € A
abqal 4 aq'bd
bgaB Fa pq'bd'p

e «aqgaf bty addf falls (q,a,ad',n,q'") € A

} falls (q,a,d’,1,q') € A

Weitere Bezeichnungen:
Gilt k F4 K, so heilkt k' Folgekonfiguration von k.
Die Konfiguration aqf heilst akzeptierend, falls ¢ € F.

Die Konfiguration ag heifst Stoppkonfiguration, falls sie keine Folgekonfiguration
hat.

Die von A akzeptierte Sprache ist
L(A) ={w e X* | pgowh ' k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.

Definition 11.2 (Turing-akzeptierbar, Turing-berechenbar)

1) Die Sprache L C X* heifst Turing-akzeptierbar, falls es eine NTM A gibt mit
L=1L(A).
2) Die (partielle) Funktion f : (3*)" — 3* heifst Turing-berechenbar, falls es eine DTM
A gibt mit
o Vry,...,x, € X" pgorip... payp Yy k mit k Stoppkonfiguration gdw.
(x1,...,2,) € dom(f) (Definitionsbereich von f).
e Im Fall (z1,...,x,) € dom(f) muss die Beschriftung des Bandes in der Stopp-
konfiguration k rechts vom Schreib-Lesekopf bis zum ersten Symbol ¢ 3 der
Wert y = f(z1,...,2,) der Funktion sein, d.h. £ muss die Form ugyv haben
mit
—ve((\Y) -I"u{e}
—y="f(x1,...,2,)
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Beachte:

1) Undefiniertheit des Funktionswertes von f entspricht der Tatsache, dass die Ma-
schine bei dieser Eingabe nicht terminiert.

2) Bei berechenbaren Funktionen betrachten wir nur deterministische Maschinen, da
sonst der Funktionswert nicht eindeutig sein miisste.

3) Bei |¥] = 1 kann man Funktionen von (¥*)" — X* als Funktionen von N¥ — N
auffassen (a”* entspricht k).

Beispiel:

Die Funktion
f:N—=N, n—2n

ist Turing-berechenbar. Wie kann eine Turingmaschine die Anzahl der a’s auf dem Band
verdoppeln?

Idee:
e Ersetze das erste a durch b,
e laufe nach rechts bis zum ersten blank, ersetze dieses durch ¢,
e laufe zuriick bis zum zweiten a (unmittelbar rechts vom b), ersetze dieses durch b,
e laufe nach rechts bis zum ersten blank etc.
e Sind alle a’s aufgebraucht, so ersetze noch die b’s und ¢’s wieder durch a’s.

Dies wird durch die folgende Ubergangstafel realisiert:

q@, b, b, n, stop),|2-0=0

G, a, b, 1, q), |ersetzea durchb (%)

, | laufe nach rechts iiber a’s

, | und bereits geschriebene ¢’s

, | schreibe weiteres ¢

, | laufe zuriick iiber ¢’s und

)
, | a’s

, | alle a’s bereits ersetzt

)
)
)
)
)
)
G2, b, b, 7, qo), |Dbeierstem b eins nach rechts und weiter wie (x) oder
)
)
)
)
)

qg3, ¢, ¢ r, q3), |laufe nach rechts bis Ende der ¢’s
a3, b, b, 1, qu), | letztes c erreicht

q, ¢ a, I, q4), |ersetzec’sund b’s

qs, b, a, I, qu), | durcha’s

qs, b, b, 1, stop) | bleibe am Anfang der erzeugten 2n a’s stehen
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Man sieht hier, dass das Programmieren von Turingmaschinen sehr umstandlich ist. Wie
bereits erwéhnt, betrachtet man solche einfachen (und unpraktischen) Modelle, um das
Fiithren von Beweisen zu erleichtern. Wir werden im folgenden haufig nur die Arbeitsweise
einer Turingmaschine beschreiben, ohne die Ubergangstafel voll anzugeben.

Beispiel:
Die Sprache L = {a"b"c" | n > 0} ist Turing-akzeptierbar. Die Turingmaschine, welche
L akzeptiert, geht wie folgt vor:

e Sie ersetzt das erste a durch o', das erste b durch ¢’ und das erste ¢ durch ¢/;

e lauft zuriick zum zweiten a, ersetzt es durch o', das zweite b durch ' und das zweite
¢ durch ¢ etc.

e Dies wird solange gemacht, bis nach erzeugtem ¢ ein b steht.

e Danach wird von rechts nach links gepriift, ob — in dieser Reihenfolge — nur noch
ein ¢-Block, dann ein ¥’-Block und dann ein a’-Block (abgeschlossen durch )
vorhanden ist.

e Die Maschine blockiert, falls dies nicht so ist. Die kann auch bereits vorher gesche-
hen, wenn erwartetes a, b oder ¢ nicht gefunden wird.

Eine entsprechende Turingmaschine A kann z.B. wie folgt definiert werden:
A = ({qo, Gakz, finde b, finde c,zu_Ende 7, zu_Ende !, zurick},
{a,b,c},
{a,d’, b,V c,c, B},
q0; A, {qak-}) mit A =

{(q(b /67 /bv N7 Q(llcz))

<QOa a, CLI, R7 flnde_b)a
(finde b, a, a, R, finde D),
(finde b, b, v, R, finde b),
(finde b, b, UV, R, finde c),
(finde c, b, b, R, finde c),
(finde c, d, ¢, R, finde c),
(finde c, ¢, ¢, R, zu_ FEnde 7),
(zu_Ende 7, ¢, ¢ L, zurick),
(zuriick, d, d, L, zurick),
(zuriick, b, b, L, zurick),
(zuriick, b, b, L, zurick),
(zuriick, a, a, L, zurick),
(zuriick, ad, d, R, q),

zu_FEnde 7, , , L zu_ FEnde ),
Ezu:Ende I, d, d, L, zu:Endeilg,
2u_Ende ', VW, V, L, zu FEnde !
( J— Y ) ) ) J— _)7
(zu_FEnde !, d, d, L, zu_ FEnde !),
(Zu Ende ‘7 /57 /bv N7 Qakz)}
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Varianten von Turingmaschinen:

In der Literatur werden verschiedene Versionen der Definition der Turingmaschine an-
gegeben, die aber alle dquivalent zueinander sind, d.h. dieselben Sprachen akzeptieren
und dieselben Funktionen berechnen. Hier zwei Beispiele:

e Turingmaschinen mit nach links begrenztem und nur nach rechts unendlichem

Arbeitsband
e Turingmaschinen mit mehreren Béndern und Schreib-Lesekopfen

Wir betrachten das zweite Beispiel genauer und zeigen Aquivalenz zur in Definition 11.1
eingefiihrten 1-Band-TM.

Definition 11.3 (k-Band-TM)
Eine k-Band-NTM hat die Form A = (Q, %, T, qo, A, F') mit

e ()%, T qo, F' wie in Definition 11.1 und
e ACQxThxT*x {rl,n}*xQ.

Dabei bedeutet (g, (a1, ..., ax), (b1,...,bx), (d1,...,dx),q") € A:
e Vom Zustand ¢ aus
e mit aq,...,a; auf den Arbeitsfeldern der £ Bander
kann A
e das Symbol a; auf dem i-ten Band durch b; ersetzen,
e in den Zustand ¢’ gehen und
e die Schreib-Lesekdpfe der Bénder entsprechend d; bewegen.
Das erste Band wird (0.B.d.A.) als Ein- und Ausgabeband verwendet.
Beachte:

Wichtig ist hier, dass sich die Kopfe der verschiedenen Bander auch verschieden bewegen
koénnen:

HiNNEEEEN
[T T T T IT]

Wiren die Kopfe gekoppelt, so hétte man im Prinzip nicht mehrere Bénder, sondern ein
Band mit mehreren Spuren:

HENIEEEEN
HENIEEEEN
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k Spuren erhdlt man einfach, indem man eine normale NTM (nach Definition 11.1)
verwendet, die als Bandalphabet I'* statt I" hat.

Offenbar kann man jede 1-Band-NTM (nach Definition 11.1) durch eine k-Band-NTM
(k > 1) simulieren, indem man nur das erste Band wirklich verwendet. Der néchste Satz
zeigt, dass auch die Umkehrung gilt:

Satz 11.4

Wird die Sprache L durch eine k-Band-NTM akzeptiert, so auch durch eine 1-Band-
NTM.

Beweis. Es sei A eine k-Band-NTM. Gesucht ist
e cine 1-Band-NTM A" und
e cine Kodierung k — £’ der Konfigurationen k von A durch Konfigurationen &’ von
A/
so dass gilt:
kiba ke gdw. ki EY K

(Zur Simulation eines Schrittes von A sind mehr Schritte nétig).

Arbeitsalphabet von A': T2 U X U { B},
e Y U{ A} wird fiir Eingabe benotigt;
e I'*! sorgt dafiir, dass sich A’ wie eine 1-Band-NTM mit 2%k Spuren verhélt.

Kodierung: Jeweils 2 Spuren kodieren ein Band von A.
e Die erste Spur enthélt die Bandbeschriftung.

e Die zweite Spur enthélt eine Markierung X (und sonst Blanks), die zeigt, wo das
Arbeitsfeld des Bandes ist, z.B.

6] 6]l alla6]b]b6]

EiE

QD

alb|ns] (5[ x |6 6] 6] 6]

(5[5 5]aala]s] |66 s][ala]a]s]

|6 6] 6 |} | x| ] 5]

Hierbei wird angenommen, dass das Arbeitsfeld von A’ stets bei dem am weitesten links
stehenden X liegt.
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Initialisierung: Zunéchst wird die Anfangskonfiguration

/5%@1 ce Clmﬁ

von A’ in die Kodierung der entsprechenden Anfangskonfiguration von A umgewandelt
(durch entsprechende Ubergénge):

b b a as apy B | Spur 1 und 2 kodieren
b b X p b b | Band 1
b b b p b b | Spur 3 und 4 kodieren
b b X b B | Band 2

Simulation der Uberginge: Betrachte (q, (ay, ..., ax), (by,...,b), (d1,...,dy),q) € A.

e Von links nach rechts suche die mit X markierten Felder. Dabei merke man sich (in
dem Zustand der TM) die Symbole, welche jeweils {iber dem X stehen. Aufkerdem
zéhlt man (durch Zustand der TM) mit, wie viele X man schon gelesen hat, um
festzustellen, wann das k-te erreicht ist. Man bestimmt so, ob das aktuelle Tupel
tatsdchlich (ay, ..., ax) ist.

e Von rechts nach links gehend iiberdrucke man die a; bei den X-Marken jeweils
durch das entsprechende b; und verschiebt die X-Marken gemaf d;.

e Bleibe bei der am weitesten links stehenden X-Markierung, lasse den Kopf dort
stehen und gehe in Zustand ¢'.

]

Bemerkung 11.5.

1) War A deterministisch, so liefert obige Konstruktion auch eine deterministische
1-Band-Turingmaschine.

2) Diese Konstruktion kann auch verwendet werden, wenn man sich fiir die berechnete
Funktion interessiert. Dazu muss man am Schluss (wenn A in Stoppkonfiguration
ist) in der Maschine A" noch die Ausgabe geeignet aufbereiten.

Bei der Definition von Turing-berechenbar haben wir uns von vornherein auf determi-
nistische Turingmaschinen beschréinkt. Der folgende Satz zeigt, dass man dies auch bei
Turing-akzeptierbaren Sprachen machen kann, ohne an Ausdrucksstéirke zu verlieren.

Satz 11.6
Zu jeder NTM gibt es eine DTM, die dieselbe Sprache akzeptiert.

Beweis. Wegen Satz 11.4 und Bemerkung 11.5 geniigt es, eine deterministische 3-Band-
Turingmaschine zu konstruieren. Es sei A = (Q, X, T, qo, A, F') eine NTM.
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Die Maschine A’ soll fiir wachsendes n auf dem dritten Band jeweils alle Konfigurati-
onsfolgen

kobakibakota. ... Fak,
beginnend mit der Startkonfiguration kg = b qgowb erzeugen.

Die Kontrolle, dass tatsiachlich alle solchen Folgen erzeugt werden, wird auf dem zweiten
Band vorgenommen. Das erste Band speichert das Eingabewort w (damit man stets
weils, was ko sein muss).

Genauer: Es sei
r = maximale Anzahl von Transitionen in A pro festem Paar (¢,a) € Q x T

(entspricht dem maximalen Verzweigungsgrad der nichtdeterministischen Berechnung).

Eine Indexfolge 41, ..., 4, mit i; € {1,...,r} bestimmt dann von ko aus fiir n Schritte die
Auswahl der jeweiligen Transition, und somit von kg aus eine feste Konfigurationsfolge

kobakiba...Faqky

Zahlt man daher alle endlichen Worter iiber {1,...,r} auf und zu jedem Wort i, .. .4,
die zugehorige Konfigurationsfolge, so erhélt man eine Aufzéhlung aller endlichen Kon-
figurationsfolgen.

A’ realisiert dies auf den drei Bandern wie folgt:
e Auf Band 1 bleibt die Eingabe gespeichert.
o Auf dem zweiten Band werden sukzessive alle Worter i, .. .4, € {1,...,7}* erzeugt.

e Fiir jedes dieser Worter wird auf dem dritten Band die zugehorige Konfigurations-
folge realisiert. Erreicht man hierbei eine akzeptierende Konfiguration von A, so
geht auch A’ in eine akzeptierende Konfiguration.

O
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12 Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und
Grammatiken

Wir zeigen zunéchst den Zusammenhang zwischen den Typ-0-Sprachen und Turing-
akzeptierbaren Sprachen. Dieser beruht darauf, dass es eine Entsprechung von Ableitun-
gen einer Typ-0-Grammatik einerseits und Konfigurationsfolgen von Turingmaschinen
andererseits gibt. Beim Ubergang von der Turingmaschine zur Grammatik dreht sich
allerdings die Richtung um:

e cine akzeptierende Konfigurationsfolge beginnt mit dem zu akzeptierenden Wort

e cine Ableitung endet mit dem erzeugten Wort

Satz 12.1
Fine Sprache L gehort zu Ly gdw. sie Turing-akzeptierbar ist.

Beweis.

»=""1 Essel L = L(G) fiir eine Typ-0-Grammatik G = (N, %, P, S) mit |P| = k Regeln.
Wir geben eine 2-Band-NTM an, die L(G) akzeptiert (die nach Satz 11.4 dquivalent
zu einer 1-Band-NTM ist).

1. Band: speichert Eingabe w
2. Band: ausgehend von S werden geméf den Regeln von G ableitbare Worter
gebildet

Es wird verglichen, ob auf Band 2 irgendwann w (d.h. der Inhalt von Band 1)
entsteht. Wenn ja, so geht man in akzeptierende Stoppkonfiguration, sonst sucht
die Turingmaschine weiter.

Die Maschine geht dabei wie folgt vor:
1) Schreibe S auf Band 2, gehe nach links auf das j vor S.

2) Gehe auf Band 2 nach rechts und wéhle (nichtdeterministisch) eine Stelle aus,
an der die linke Seite der anzuwendenden Produktion beginnen soll.

3) Wechsle nun (nichtdeterministisch) in einen der Zusténde Regely, ..., Regely
(entspricht der Entscheidung, dass man diese Regel anwenden will).

4) Es sei Regel; der gewéhlte Zustand und o« — [ die entsprechende Produk-
tion.

Uberpriife, ob « tatsichlich die Beschriftung des Bandstiicks der Linge |c/
ab der gewahlten Bandstelle ist.

5) Falls der Test erfolgreich war, so ersetze o durch (.

Vorher miissen bei |a| < |3] die Symbole #} rechts von o um |5 — |¢f
Positionen nach rechts

bzw. bei |a| > |3 um |a| — |3] Positionen nach links geschoben werden.
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6) Gehe nach links bis zum ersten §f und vergleiche, ob die Beschriftung auf dem
Band 1 mit der auf Band 2 iibereinstimmt.
7) Wenn ja, so gehe in akzeptierenden Stoppzustand. Sonst fahre fort bei 2).
n<"r Essei L = L(A) fir eine NTM A = (Q, %, T, g0, A, F).
Wir konstruieren eine Grammatik G, die jedes Wort w € L(A) wie folgt erzeugt:

1. Phase: Erst wird w mit ,geniigend vielen p-Symbolen links und rechts davon
erzeugt (dies passiert fiir jedes w, auch fir w ¢ L(A)).
,Gentigend viele“ bedeutet dabei: so viele, wie A beim Akzeptieren von w
vom Arbeitsband bendotigt.

2. Phase: Auf dem so erzeugten Arbeitsband simuliert G' die Berechnung von A
bei Eingabe w.

3. Phase: War die Berechnung akzeptierend, so erzeuge nochmals das w.

Damit man in der zweiten Phase das in der dritten Phase benotigte w nicht vergisst,
verwendet man als Nichtterminalsymbole Tupel aus

(BU{p}) xT

wobel man

e sich in der ersten Komponente w merkt und
e in der zweiten Komponente die Berechnung simuliert.

Formale Definition:
N = {8,A4,B,E}UQU(SU{}) x T,

wobei
S, A, B zum Aufbau des Rechenbandes am Anfang,

e [/ zum Loschen am Schluss,
e () zur Darstellung des aktuellen Zustandes,
e X U { A} zum Speichern von w und
e [ zur A-Berechnung
dienen.
Regeln:
1. Phase: Erzeuge w und ein geniigend grofes Arbeitsband.
S — BqgyA
A — [a,a]A fiir alle a € &
A— B
B— [}, b|B
B —¢

Man erhélt also somit fiir alle a;...a, € ¥*,k,1,> 0:

S I_*G [/ba ﬁ]kCJo[ala al] s [ana an][/ba /b]l

74



Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und Grammatiken

2. Phase: simuliert TM-Berechnung in der ,zweiten Spur:

o pla,b] — [a,b]q
falls (p,b,0/,r,q) € A, a € LU { }}

e [a,c|pld’,b] — qla, ][, V]
falls (p,b,0',1,q) € A, a,a’ e LU{p}, ceT

e pla,b] — qla, V]
falls (p,b,V',n,q) € A, a € ZU{ b}

Beachte:

Da wir in der ersten Phase geniigend viele Blanks links und rechts von
ai .. .a, erzeugen konnen, muss in der zweiten Phase das ,Nachschieben®
von Blanks am Rand nicht mehr behandelt werden.

3. Phase: Aufrdumen und erzeugen von a ...a,, wenn die TM akzeptiert

hat
qla,b] — EaE fir a€ X, bel

q[p,b) — E  fir bel
falls ¢ € F' und es keine Transition der Form (¢,b,...,...) € A
gibt (d.h. akzeptierende Stoppkonfiguration erreicht)
Ela,b] — aFE fira e X,b e T
(Aufrdumen nach rechts)
[a,b|E — FEa firae X0 €T
(Aufrdumen nach links)
E[bb] — Efirbel
(Entfernen des zusétzlich benétigten Arbeitsbandes nach rechts)
[b,b]E — E fir be T
(Entfernen des zusétzlich benotigten Arbeitsbandes nach links)
o [ —¢

Man sieht nun leicht, dass fiir alle w € ¥* gilt:

w € L(G) gdw. A akzeptiert w. O

Fir Typ-0-Sprachen gelten die folgenden Abschlusseigenschaften:
Satz 12.2

1) Ly ist abgeschlossen unter U, -* und N.

2) Ly ist nicht abgeschlossen unter Komplement.

Bewezs.

1) Fiir die reguldren Operationen U, -,* zeigt man dies im Prinzip wie fiir £o durch
Konstruktion einer entsprechenden Grammatik.
Damit sich die Produktionen der verschiedenen Grammatiken nicht gegenseitig
beeinflussen, geniigt es allerdings nicht mehr, nur die Nichtterminalsymbole der
Grammatiken disjunkt zu machen.
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Zusétzlich muss man die Grammatiken in die folgende Form bringen:
Die Produktionen sind von der Form

u—v mit u € N;" und v € N/
X, —a mit X, € N; und a €

Fiir den Durchschnitt verwendet man Turingmaschinen:

Die NTM fiir L;N Ly verwendet zwei Bander und simuliert zunéchst auf dem ersten
die Berechnung der NTM fiir L; und dann auf dem anderen die der NTM fiir L,.

Wenn beide zu akzeptierenden Stoppkonfigurationen der jeweiligen Turingmaschi-
nen fiihren, so geht die NTM fiir L; N Ly in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.
Beachte:

Es kann sein, dass die NTM fiir L; auf einer Eingabe w nicht terminiert, die
NTM fiir Ly N Ls also gar nicht dazu kommt, die Berechnung der NTM fiir Ly zu
simulieren. Aber dann ist ja w auch nicht in L; N Ls.

2) Wir werden spéter sehen, dass Turing-akzeptierbare Sprachen nicht unter Kom-
plement abgeschlossen sind. O

Wir werden spéter auferdem zeigen, dass fiir Turing-akzeptierbare Sprachen (und damit
fir £y) alle bisher betrachteten Entscheidungsprobleme unentscheidbar sind:

Satz 12.3

Fir Ly sind das Leerheitsproblem, das Wortproblem und das Aquivalenzproblem unent-
scheidbar.

Von den Sprachklassen aus der Chomsky-Hierarchie sind nun alle bis auf £; (kontext-
sensitiv) durch geeignete Automaten/Maschinenmodelle charakterisiert. Man kann mit
der Beweisidee von Satz 12.1 auch eine Charakterisierung kontextsensitiver Sprachen
durch spezielle Turingmaschinen erhalten.

Diese Maschinen diirfen nur auf dem Bandabschnitt arbeiten, auf dem anfangs die Ein-
gabe stand. Um ein Uberschreiten der dadurch gegebenen Bandgrenzen zu verhindern,
verwendet man Randmarker ¢ $.

Definition 12.4 (linear beschrinkter Automat)
Ein linear beschrinkter Automat (LBA) ist eine NTM A = (Q, X, T, qo, A, F), so dass
o §,/ecl'\X

e Ubergiinge (q, ¢, ...) sind nur in der Form (¢, ¢, £ r,¢) erlaubt (linker Rand darf
nicht iiberschritten werden).

e Ubergiinge (q,$,...) sind nur in der Form (¢, $,$,1,¢") erlaubt.

e /und §$ diirfen nicht geschrieben werden.
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Ein gegebener LBA A akzeptiert die Sprache

L(A) :={w e X" | dgpw$ "k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.

Korollar 12.5
FEine Sprache L gehért zu L,  gdw. sie von einem LBA akzeptiert wird.

Beweis.

=1 Verwende die Konstruktion aus dem Beweis zu Satz 12.1.

Da alle Produktionen von kontextsensitiven Grammatiken nichtkiirzend sind (mit
Ausnahme S — ¢), muss man auf dem zweiten Band nur ableitbare Worter bis
zur Lénge |w| erzeugen (ldngere kénnen nie mehr zu w abgeleitet werden). Daher
kommt man mit |w| vielen Feldern aus.

Beachte:

Zwei Bander liefern nicht ein doppelt so langes Band, sondern ein gréfseres Alpha-
bet.

: Durch Modifikation der Beweisidee von Satz 12.1 gelingt es, zu einem LBA eine

Grammatik zu konstruieren, die nur nichtkiirzende Regeln hat
a — B mit [of < |3
Wie im Beweis von Satz 9.3 illustriert, kann man diese in eine kontextsensitive

Grammatik transformieren.

Idee:

Da man mit |w| Arbeitsfeldern auskommt, muss man keine | A, p] links und rechts
von w erzeugen. Dadurch fallen dann auch die folgenden kiirzenden Regeln weg:

E[p B — E

Es gibt allerdings noch einige technische Probleme:

e Man muss die Randmarker ¢ und $ einfiihren und am Schluss 16schen.

e Man muss das Hilfssymbol E und den Zustand ¢ 16schen.
Losung:
Fiihre die Symbole £, $ und den Zustand ¢ nicht als zusitzliche Symbole ein,
sondern kodiere sie in die anderen Symbole hinein.

z.B. statt [a, b]q[a’, V][a”, b"] verwende [a, b][q, d’, b'][a",D"].

77



Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und Grammatiken

Satz 12.6

L1 ist abgeschlossen unter U, -.* N und Komplement.

Beweis. Fiir U, -,;* und N geht dies wie bei L.

Komplement: schwierig, war lange offen und wurde dann in den 1980ern unabhéngig von
zwei Forschern gezeigt (Immerman und Szelepcsenyi). O

Fiir LBAs ist bisher nicht bekannt, ob deterministische LBAs genauso stark wie nicht-
deterministische LBAs sind.

Satz 12.7
Fiir Ly ist das Wortproblem entscheidbar.

Beweis. Da kontextsensitive Produktionen (bis auf Spezialfall S — &) nichtkiirzend
sind, muss man zur Entscheidung ,w € L(G)? nur alle aus S ableitbaren Worter aus
(N UX)* der Liange < |w| erzeugen.

Dies sind endlich viele. ]
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Abkiurzungsverzeichnis

Dz . beziehungsweise
DEA deterministischer endlicher Automat
0 0 P das heifst
DM deterministische Turingmaschine
EBNE erweiterte Backus-Naur-Form
Bl C. o et cetera
BAW . genau dann wenn
ey PP gegeben
P im allgemeinen
LB A linear beschréankter Automat
MPKP ... modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem
NEA nichtdeterministischer endlicher Automat
NP nichtdeterministisch polynomiell
NTM nichtdeterministische Turingmaschine
oB.d. A, ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit
PDA pushdown automaton (Kellerautomat)
PKP Postsches Korrespondenzproblem
P Pradikatenlogik erster Stufe
SAT ... satisfiability problem (Erfiillbarkeitstest der Aussagenlogik)
T Turingmaschine (allgemein)
10 PP unter anderem
URM unbeschriankte Registermaschine
VL vergleiche
Z. B zum Beispiel
D was zu beweisen war (q.e.d)
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