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| § 6. Die Chomsky-Hierarchie I

Dresden

Grammatiken dienen dazu, Worter zu erzeugen.

Man hat dazu Regeln, die es erlauben, ein Wort durch ein anderes Wort zu
ersetzen (aus thm abzuleiten).

Die erzeugte Sprache ist die Menge der Worter, die ausgehend von einem
Startsymbol erzeugt werden konnen durch wiederholtes Ersetzen.

Beispiel 6.1

Regeln: S — aSb (1)
S—e¢ (2)
Startsymbol: S

S L5 aSb — aaSbb —— aaaSbbb —— aaabbb

Das Symbol S ist hier ein Hilfssymbol (nichtterminales Symbol)

und man ist nur an den erzeugten Wortern interessiert, die das Hilfssymbol
nicht enthalten (Terminalworter).

Man sieht leicht, daB3 dies hier alle Worter a"b" mit n > () sind.

© Franz Baader



Definition 6.2 (Grammatik)

Eine Grammatik ist von der Form GG = (N, X, P, S), wobei

e N und X endliche, disjunkte Alphabete sind
(N': Nichtterminalsymbole, >:: Terminalsymbole),

e S € N das Startsymbol ist,

e P C (NUX)" x (N UZX)" eine endliche Menge von
Ersetzungsregeln (Produktionen) ist.

Produktionen (u, v) € P schreibt man gewohnlich als © — v.

Beispiel 6.3

G=(N,Z,P,S)mit N = {S,B},¥ = {a,b,c} und
P={S — aSBe¢, S — abc, ¢cB — Be, bB — bb}

Wir schreiben Elemente von /N mit GroBbuchstaben und Elemente von X mit
Kleinbuchstaben.
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Definition 6.4 (Ableitbarkeit, erzeugte Sprache)

Essei GG = (N, 2, P, S) eine Grammatik und =,y € (N U X)),

1. y aus x direkt ableitbar:

rheygdwdr,xe € (NUX) i du — v € P:x = rjuxs ANy = 11022

2. y aus x in n Schritten ableitbar:
gy egdw drg, oy, .2, € (NUX) txg =2 Az =y AT bg Tia
firl<i<n

3. wy aus x ableitbar:

rhny gdw In > 02 FLy

4. Die durch (& erzeugte Sprache:

LIG)={we X | Sk, w}.
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Beispiel 6.3 (Fortsetzung)

G=(N,X,P,S)mit N ={S,B}, ¥ ={a,b,c} und
P={S— aSBec, S — abc, cB — Bc, bB — bb}

S |—(; fI-E}Q d.h. abe € L(G)

S Fa aSBc Fo aaSBcBe bg (z.au_Em:?c:Bc e mm.bgiﬁc

¢ — 9 J——
2, aaabBBcce ¢ aaabbbeee

Es gilt: L(G) = {a"b"c" | n > 1}
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Beispiel 6.5

G=(N,S,P,S)ymit N = {S, B}, ¥ = {a,b} und

P = {S as,
bS,
abB,
al3,
b,

e }

UL

L(G) =% - {a} - {b} -
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Definition 6.6 (Chomsky-Hierarchie)
Es sei G = (N, ¥, P, S) eine Grammatik.
e Jede Grammatik GG heiit Grammatik vom Typ 0.

e (7 heit Grammatik vom Typ 1 (kontextsensitiv), falls jede Produktion von
(& die Form
- upAuy — vqywus mit A € N, uy, u9,w € (XU N)*und |w| > 1
oder
- S — ¢ hat.
Ist S — ¢ € P, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Produktion

VOr.

e (7 heiit Grammatik vom Typ 2 (kontextfrei), falls jede Regel von (& die
Form A — whatmit A € N,w € (XU N)*.

e (& heift Grammatik vom Typ 3 (rechtslinear), falls jede Regel von GG die

Form A — uBoder A — vhatmit A € N, u € ¥°.
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Dresden

Warum heit Typ 2 kontextfrei und Typ 1 kontextsensitiv?

kontextfrei:

linke Seite nur Nichtterminalsymbol A, das daher stets unabhingig vom Kon-
text im Wort ersetzt werden kann.

kontextsensitiv:

Produktionen der Form u; Aus — wujwus. Hier ist die Ersetzung von A

durch w abhingig davon, dalf der richtige Kontext (u; links und us rechts)
vorhanden 1st.

Die Einschrinkung |w| > 1 sorgt dafiir, daB die Produktionen die Worter
nicht verkiirzen.

Ausnahme S — &, die aber nur zur Erzeugung von ¢ dient.

© Franz Baader



Dresden

Beispiel 6.1

Typ 2 (kontextfrei)

Beispiel 6.3
S — aSBe.
S — abe,
cB — Be,
bB — bb

S — aSh
S — ¢
Beispiel 6.5
S — aS,
S — bS,
S — abB,
B — abB,
B — bB,
B — ¢

Typ 3 (rechtslinear)

Typ 0

Sfast® Typ | (kontextsensitiv)

© Franz Baader



Definition 6.7 (Sprachklassen)

Fir: = 0,1, 2, 3 ist die Klasse der Typ-i-Sprachen definiert als
L;:={L(G) | G ist Grammatik vom Typ i}

Wir werden sehen:
L3 C Ly C Ly CLy

Nach Definition der Grammatiktypen gilt offenbar:
L3 C Ly und £y C Ly

Dresden © Franz Baader
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| § 7. Rechtslineare Grammatiken und reguldre Sprachen I

Satz 7.1 (Typ 3 = regulir)

Die Typ-3-Sprachen sind genau die reguliren/erkennbaren Sprachen, d.h.

Jf::; = {f{ | L ist I‘Cgl.lliil‘}.

Beweis:
1. Jede Typ-3-Sprache ist erkennbar.

2. Jede erkennbare Sprache ist eine Typ-3-Sprache.
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1. Jede Typ-3-Sprache 1st erkennbar.
Essei L € L3, d.h. L = L(G) fiir eine Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S).

Wir konstruieren einen NEA mit Worttransitionen fiir L:
A= (NU{Q}L X, S A {Q}),
wobei () ¢ N Endzustand ist und

A = {(A,w,B)| A— wB € P} U
{(A,w,Q) | A— we P}

Es giltw € L(G)

gdw es gibt eine Ableitung
S=BykguBiFeg...Fegw...w,_1B,_1Fgwy...w, yw, =w

fiir Produktionen B,y — w;B; it <n — 1Dund B,,_;, — w, von G

gdw es gibt einen Pfad
(S Wi, Bl) Tt (Brr—L?v'EIf".'f—lj BFJ—l)(BH—l‘J Wy, ”}

im Automaten A.

Dies zeigt L(A) = L(G).
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Beispiel 6.5

as,

F]S, ab &
abB,

al3,

bB. () 9

LELLL]
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Dresden

2. Jede erkennbare Sprache ist Typ-3-Sprache.
Es sei L = L(A) fiir einen NEA A = (Q. %, qo, A, F).

Wir definieren daraus eine Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S) wie folgt:

N = Q
S = q
P = {p—aq](paq) €A} U

{p—c|peF}

Ein Pfad in A der Form

(qo, a1, q1)(q1,a2,q2) ... (Gn-1,@n, Gn) Mitg, € F

entspricht nun genau einer Ableitung in G

goFec avqn Fo aaoqo b ... g ay .. cang, Faoay ... ay,
Dies zeigt L(A) = L(G).

© Franz Baader



Dresden

Beispiel 7.2

a,b

liefert die folgenden rechtslinearen Produktionen:

qo
qo
do
q1
q2
42

42

LA A A A

aqo,
bqo,
adqi,
bqo,
ags,
b,
E.

© Franz Baader



Korollar 7.3

ﬁ;g C ﬁg

Beweis:

Wir wissen bereits L3 C L.
Wieso i1st die Inklusion echt?
Mit Beispiel 6.1 ist

L ={d"b" | n >0} € L,.

Wir haben gezeigt (Beispiel 2.19 und 3.2), dall L nicht erkennbar/regulir ist,
d.h. mit Satz 7.1 folgt L ¢ Ls.

Dresden © Franz Baader



Dresden

Beispiel 7.4

Ein weiteres Beispiel fiir eine kontextfreie Sprache, die nicht regulir ist:

{a"b™ | n # m}.
Die folgende kontextfreier Grammatik erzeugt diese Sprache:

G = (N,%,P,S)mit N = {S,S>,5<},% = {a,b} und

P = {S — aS., S — Sb,
SE — @S:_:»f), Sq:_: — @S{b,
SE E— -:‘I.SE, 35 — S{{I},
SE — £, Sq:_: — £ }

Es gilt nun:
e 5.k, we{a, b} = w=a"b" mitn > m,
e S. i we€ {a, b} = w=a"V" mitn > m,
o Sk, w e {a,b}" = w=ad"b" oderw = a"b"b mitn > m.

d.h. L(G) = {a"b™ | n # m}.

© Franz Baader
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| § 8. Normalformen kontextfreier Grammatiken I

Dresden

Wir werden zeigen, dal man die Klasse aller kontextfreien Sprachen bereits
mit kontextfreien Grammatiken einer eingeschrinkten Form erzeugen kann.

Zwei Grammatiken heillen dquivalent, falls sie dieselbe Sprache erzeugen.

Definition 8.1 (Grammatiken ohne liberfliissige nichtterminale Symbole)

Es sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.
I. A € N heiBt terminierend, falls es ein w € ¥* gibt mit A F{, w.

2. A € N heiBt erreichbar, falls es u,v € (X U N)* gibt mit S -/, uAv.

d

. (G heiBt reduziert, falls alle Elemente von N erreichbar und terminierend
sind.

© Franz Baader



Lemma 8.2 (Berechnung der erreichbaren Symbole)

Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N, X, P, S) kann man effektiv die
Menge der erreichbaren Nichtterminalsymbole bestimmen.

Wir definieren dazu
E”. = {S}
E,.y = E;U{A|dB € E; mitRegel B — uAus € P}

ESgil[E{p(_:E] EEEC_:C;\'

Da N endlich ist, gibt es ein k& mit /. = Fj. und damit

m—Ua

i=0

Behauptung:

E; = {A € N | Aisterreichbar}.
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Beispiel 8.3

P={S — aS, S — SB, § — S5 S — e,
A — ASB, A — (C, B — C(Cb}

E[]Z‘[S} C E]Z{SB} CE-_;;Z{STB,C} :E.'j

Es ist also A das einzige nicht erreichbare Symbol.

Dresden © Franz Baader



Lemma 8.4 (Berechnung der terminierenden Symbole)

Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N, X, P, .S) kann man effektiv die
Menge der terminierenden Nichtterminalsymbole bestimmen.

Wir definieren dazu
T, = {AEN HwEE*:A—'}wEP}
Tivi = ThU{AeN|Jwe(EUT)":A— we P}

Esgit 77 C T CT3C ... C N.

Da N endlich ist, gibt es ein & mit 7} = T}, ; und damit

o= T
i>1

Behauptung:

T, = {A € N | Aistterminierend}
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Satz 8.5 (Leerheitsproblem fiir kf Sprachen)

Das Leerheitsproblem ist fiir kontextfreie Sprachen entscheidbar.

Beweis:
Offenbar gilt
L(G)# 0 gdw Jw € ¥ : S F; w gdw S ist terminierend
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Lemma 8.6 (Erzeugen einer reduzierten Grammatik)

Zu jeder kontextfreien Grammatik G' mit L(G') # () kann man effektiv eine
dquivalente reduzierte kontextfreie Grammatik erzeugen.

Beweis:
Erster Schritt: Eliminieren nicht terminierender Symbole.

Zu G = (N, 3, P, S) definieren wir G’ := (N', ¥, P’ S), wobei

N'":={A € N | A ist terminierend in G},
P={A—weP|Aec N ,we (N U}

Beachte:

e Aus L(G) # () folgt S € N"!

e Die Elemente von N’ sind auch terminierend in &',

Dresden © Franz Baader



Dresden

Zweiter Schritt: Eliminieren unerreichbare Symbole.
Wir definieren G" := (N", ¥, P", S), wobei

N":={AeN
P"={A—weP|AcN"}.

A ist erreichbar in G'},

Beachte: Ist A € N"und A — uBus € P, soist B € N”.

Man sieht leicht, daB L(G) = L(G") = L(G") und G" reduziert ist.

Vorsicht: Die Reihenfolge der beiden Schritte ist wichtig!

Symbole, die in G noch erreichbar waren, miissen es in GG’ nicht sein:

z.B.: S — AB, A terminierend, B nicht.

© Franz Baader



Lemma 8.7 (Eliminieren von £-Produktionen)

Es sei (¢ eine kontextfreie Grammatik. Dann liBt sich eine Grammatik
G’ ohne Regeln der Form A — & konstruieren mit L(G') = L(G) \ {=}.

Beweis:

(1) Finde alle A € N mit A k-, :
N, = {A e N | A—ce€ .-”}
h'r";‘l'l = ‘Nr"' U {A S *'I\'r | ‘;)11 — B] S Bn = P fiir B} = ;\'f}

Es gibt ein k mit

Ni = N1 = U N;.
i>1

Fiir dieses k gilt: A € N gdw A/ e

Dresden © Franz Baader



Dresden

(2) Eliminiere in (+ alle Regeln A — &.

Um dies auszugleichen, nimmt man fiir alle Regeln
A— w1 By... u, B,

mit 3; € Npund u; € (X U (N \ Nj)*) die Regeln
A— u Bius. .. uy B,

hinzu mit
e 3, € {B;,}und

o u Siuy... Uy, F# E.

© Franz Baader



Beispiel:
P= {S—aS S—5S5 S — DA,
A — BB,
B — CC,B — aAbC,

C — ¢}

Ny = {C} Ny = {C?B}? N3 = {CaB!A} = Ny

P'= {S—aS, S— S5,
S—bA, §—b,
A— BB, A— B,
B—CC, B—C(C,
B — aAbC, B — aAb, B — abC, B — ab}

Die Ableitung

SFAFBBBFWCBFCCCCE"b
kann in G direkt durch S = b erreicht werden.

Dresden

© Franz Baader



Dresden

Definition 8.8 (-freie kontextfreie Grammatik)

Eine kontextfreie Grammatik heiit =-frei, falls gilt:
1. Sie enthiilt keine Regeln A — ¢ fiir A # S.

2. Ist S — = enthalten, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer
Regel vor.

© Franz Baader



Satz 8.9

Zu jeder kontextfreien Grammatik ' kann effektiv eine

aquivalente e-freie Grammatik konstruiert werden.

Beweis:
Konstruiere G’ wie im Beweis von Lemma 8.7 beschrieben.

Iste ¢ L(G) (dh. S e alsoS & Ny),
so ist G’ die gesuchte =-freie Grammatik.

Sonst erweitere (' um ein neues Startsymbol S und die Produktionen

5[] — Q und Sn — E.

Dresden © Franz Baader



Dresden

Korollar 8.9

Ly C L.

Beweis:

Offenbar ist jede e-freie kontextfreie Grammatik eine Typ-1-Grammatik:

Typ-1-Grammatik:
Produktionen der Form

wy Aus — wywus
mit [w| > 1, oder

S —e¢

und S nicht auf rechter Seite
eimner Produktion.

e-frei kontextfrei:
Produktionen der Form

A— w
mit [w| > 1, oder

S —e¢

und S nicht auf rechter Seite
einer Produktion.

© Franz Baader



Satz 8.11 (Entferne Produktionen A — B)

Zu jeder kontextfreien Grammatik kann man effektiv eine dquivalente
kontextfreie Grammatik konstruieren, die keine Regeln der Form A — B

(A, B € N) enthilt.

Beweis: O.B.d.A. sei G e-frei.
(1) Bestimme zu jedem A € N die Menge N(A) :={B e N | A+} B}.
No(A) = {A],
Nz’—i—l(A) = NZ<A) U {B eN | 15’ S NZ(A) - B'— B € P}
Es gibt ein k£ mit N (A) = Nj.1(A) und fiir dieses k ist N(A) = Ni(A).

(2) Definiere
PP={A—w|B—weP,BeNA) undw ¢ N}

Dresden © Franz Baader



Beispiel

P={S—A, A— B, B—aA, B— b}
w¢ N

N(S)={S,A,B}, N(A)={A,B}, N(B)={B}

Definition von P':

PP={A—w|B—weP,BeNA)und w ¢ N}

P'= {B — aA, A — aA, S — daA,
B — b A — b S — b }

Dresden © Franz Baader



Satz 8.12 (Chomsky-Normalform)

Jede kontextfreie Grammatik 1aBt sich umformen in eine dquivalente Gram-
matik in Chomsky-Normalform, d.h. eine Grammatik, die nur Regeln der fol-
genden Form hat:

A—aund A — BC
mit A, B,C € N, a € ¥ und eventuell

19_}

L]

7

wobei .S nicht rechts vorkommit.

Beweis:

1. Konstruiere zu der gegebenen Grammatik zunichst eine dquivalente
e-freie Grammatik und dann eine ohne Regeln der Form A — B

(Reihenfolge!).

2. Fiihre fiir jedes a € > ein neues Nichtterminalsymbol X, und

die Produktion X, — «a ein.

Dresden © Franz Baader



Satz 8.12 (Chomsky-Normalform)

Jede kontextfreie Grammatik 1aBt sich umformen in eine dquivalente Gram-
matik in Chomsky-Normalform, d.h. eine Grammatik, die nur Regeln der fol-
genden Form hat:

A—aund A — BC
mit A, B,C € N, a € ¥ und eventuell

19_}

L]

7

wobei S nicht rechts vorkommit.

Beweis:

3. Ersetze in jeder Produktion A — w mit w ¢ ¥ alle Terminalsymbole
a durch die zugehorigen X .

4. Produktionen A — B, ... B, fiir n > 2 werden ersetzt durch

A— B[C'] . (_-T| — BQCE? caes f:‘”_g — B”_[B”

wobei die C; jeweils neue Symbole sind.

Dresden © Franz Baader
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Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen:

Es sei (¢ eine kontextfreie Grammatik.

Das Wortproblem fiir L = L(G) ist die
folgende Frage: Frage: Istw € L(G)?

Gegeben: Ein Wort w.

Das Wortproblem fiir regulire Sprachen

Fiir einen NEA A kann man w € L(.A) entscheiden, da ein Pfad in A, der w
erkennt, genau die Linge |w| haben muB.

Es gibt aber nur endlich viele Pfade dieser festen Liinge.

Entsprechend kann eine Ableitung von w in einer rechtslinearen Grammatik
G hochstens die Linge |w| haben.

Bei allgemeinen kontextfreien Grammatiken kann man keine Schranke fiir die
Linge einer Ableitung von w aus S angeben.

© Franz Baader



Dresden

Bei Grammatiken in Chomsky-Normalform kann man eine derartige

Schranke fiir die Linge einer Ableitung von w € ¥* angeben:

e Produktionen der Form A — B(' verlingern um 1, d.h. sie werden
lw| — 1-mal angewandt.

e Produktionen der Form A — a erzeugen genau ein Terminalsymbol
von w, d.h. sie werden genau |w|-mal angewandt.

Es folgt: w € L(()\ {2} wird durch eine Ableitung der Linge 2|w| — 1
erzeugt. Diese kann man alle erzeugen.

Komplexitiit:

Da es aber > 2" Ableitungen der Linge n geben kann, liefert dies ein

exponentielles Verfahren zur Entscheidung des Wortproblems.

© Franz Baader



Ziel: Angabe eines polynomiellen (kubischen) Verfahrens zur Entscheidung
des Wortproblems.

Definition 8.13

Essei G = (N, 2, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform
undw =ay...a, € 27,

Wir definieren:
o w;i:=a;...a; (firz<jy)

o Njj={A€N| Al w;}
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¢ Wij:=a;...a; (fiire<jy)

e Nij:={A€ N | Al; wi;}

Mit dieser Notation gilt nun:

1. S€ Ny, gdw w € L(G).
2. Ae N;j gdw Akf a; gdw A — a; € P.

3. Ae Njjfuri<j gdw Akga;...aq;

gdw JA — BC € Pundein k2 < k < 7 mit

Brgai...apundC &g agpgr...a;

gdw HJA — BC € Pund k,1 < k < j mit
B = ;'\'r;'L- und (-T = *'I\"r[ﬂ'-: 1)

Dresden © Franz Baader



Diese Uberlegungen liefern das folgende iterative Verfahren zur
Bestimmung von Ny

Algorithmus 8.14 (CYK-Algorithmus von Cocke, Younger, Kasami)

for 1:=1 to n do

1'\"';5 = {A | A— a; € P}

for d:=1to n—1 do (wachsende Differenz d)

for t:=1 to n—d do
j:=1+d (Differenz j — ¢ ist d)

ﬁ'r;'_;' = m

fo

=

k:=1 to j—1 do

Nij:=N;;U{A|3JA — BC € P mit B € Nj; und C € N1}

Beachte: In der innersten Schleife sind die Differenzen & —2und j — (A + 1)
kleiner als das aktuelle d, also sind V. und N, ); bereits berechnet.
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Beispiel
P= {§-— SA, S —a,
A — BS,
B — BB, B— BS, B—b, B— ¢}

und w = abacba.

Dresden ... OFmanzBader



Satz 8.15

Fiir eine vorgegebene Grammatik in Chomsky-Normalform entscheidet
Algorithmus 8.14 die Frage ,w € L(G)?* in der Zeit O(|w|?).

Beweis:
Drei geschachtelte Schleifen, die jeweils < |w| = n Interationen durchlaufen.

Daraus folgt: |w|? Schritte in der innersten Schleife.

Beachte:
Die GroBe von (7 ist hier als konstant angenommen (fest vorgegebenes (7).

Dabher ist die Suche nach den Produktionen A — BC und A — a; in
konstanter Zeit moglich.
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