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Teil III: Turingmaschinen und Grammatiken

Turingmaschinen liefern Automatenmodelle fiir Typ-0- und Typ-1-Sprachen.

| § 11. Turingmaschinen I

Symbol fiir leeres Feld
Arbeits- (blank: b)
feld
plplalblblbolb|p]|p]|s
Schreib- Beidseitig unendliches Band,
, Lese- ,
endliche Konf auf dem am Anfang die
endlich viele
Zustiande
Zu jedem Zeitpunkt sind nur endlich viele Symbole auf dem Band
@ verschieden von p.

Dresden © Franz Baader



Definition 11.1 (Turingmaschine)

Eine Turingmaschine iiber dem Eingabealphabet >. hat die Form
A=(Q,%2,T,q,A, F), wobei

e () endliche Zustandsmenge ist,

e > das Eingabealphabet ist,

e [ das Arbeitsalphabetistmit> C I', p e I"\ %,
e () € () der Anfangszustand ist,

e [ C () die Endzustandsmenge ist und

e ANCQxT xI'x{r,l,n} x (Q die Ubergangsrelation ist.
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Bedeutung der Ubergangsrelation A C Q x I' x I' x {r,l,n} x Q

,
(q,a,d’, 1 ,q') € A sagt:
n

e Im Zustand ¢

e mit ¢ auf dem gerade gelesenen Feld (Arbeitsfeld)
kann die Turingmaschine A

e das Symbol a durch o’ ersetzen,

e in den Zustand ¢’ gehen und

e den Schreib-Lesekopf entweder um ein Feld nach rechts (7), links (/)
oder nicht () bewegen.

Dresden © Franz Baader



Deterministische und nicht-deterministische Turingmaschinen:

Die Maschine A heiBt deterministisch, falls es fiir jedes Tupel (¢,a) € @ x I’
hochstens ein Tupel der Form (¢, a,...,...,...) € A gibt.

NTM steht im folgenden fiir (moglicherweise nicht-deterministische) Turing-
maschinen und DTM fiir deterministische.

Bei einer DTM gibt es zu jedem Berechnungszustand hochstens einen Folge-
zustand, wihrend es bei einer NTM mehrere geben kann.
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Berechnungszustand (Konfiguration) einer Turingmaschine:

kann man beschreiben durch ein Wort aogF mit o, 3 € '™, g € Q:
e ( ist der momentane Zustand
e « ist die Beschriftung des Bandes links vom Arbeitsfeld

e [J ist die Beschriftung des Bandes beginnend beim Arbeitsfeld nach
rechts

Dabei werden (um endliche Worter «, 3 zu erhalten) unendlich viele Blanks

weggelassen, d.h. «, 3 umfassen mindestens den Bandabschnitt, auf dem Sym-
bole # b stehen.

Beispiel:

aqbbbb

|:| ' bbaqbbbbb
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Die Ubergangsrelation A ermdglicht die folgenden Konfigurationsiiberginge:

esseiena, B e I'", g eI a,ba €T, q,¢ € Q

agall b4 «add'pB

o falls (¢, a,d’,r,q') € A
aga b4 aa’q’,&} (4 7)

abgaB’ F 4 aq'bad

o falls (q,a,d’,l,¢") € A
bga' F4 ﬁq'ba’;a’} @ ,a,4,4)

o aqaf 4 ad'dp falls (q,a,a',n,q") € A
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Folgekonfiguration:

Gilt k 4 k', so heiBt k' Folgekonfiguration von k.
Akzeptierende Konfiguration:

Die Konfiguration cvg 3 hei3t akzeptierend, falls ¢ € F'.

Stoppkonfiguration:

Die Konfiguration avq/3 heifit Stoppkonfiguration, falls sie
keine Folgekonfiguration hat.

Die von A akzeptierte Sprache:

L(A) = {weX| pquwhptik,
wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}

Definition 11.2 (Turing-akzeptierbar)

Die Sprache L C ¥* heiBit Turing-akzeptierbar, falls es eine NTM A
gibt mit . = L(A).

© Franz Baader



Beispiel
Die Sprache

L ={w € {a,b}" | w enthilt nicht den Infix ab}
ist Turing-akzeptierbar.

Die Turingmaschine, welche L akzeptiert, verhilt sich wie der endliche Auto-
mat fiir diese Sprache, wobei sie das Eingabewort von links nach rechts liest,
bis sie das erste Blank sieht (Eingabe ganz gelesen).
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Beispiel
Die Sprache

L ={w € {a,b}" | w enthilt nicht den Infix ab}
ist Turing-akzeptierbar.

Die Turingmaschine, welche L akzeptiert, verhilt sich wie der endliche Auto-
mat fiir diese Sprache, wobei sie das Eingabewort von links nach rechts liest,
bis sie das erste Blank sieht (Eingabe ganz gelesen).

’b /5 n akz
10 b b rod qo Anfangszustand
S QO a a T q 1
/b /6 n qakz

:
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Beispiel

Die Sprache
L={a"b"c" | n >0}

ist Turing-akzeptierbar.

Die Turingmaschine, welche L akzeptiert, geht wie folgt vor:

e Sie ersetzt das erste a durch «’, das erste b durch b’ und das erste ¢ durch

c:

e liauft zuriick zum zweiten a, ersetzt es durch a’, das zweite b durch ¥’
und das zweite ¢ durch ¢ etc.

e Dies wird solange gemacht, bis nach erzeugtem ¢’ ein p steht.

e Danach wird von rechts nach links gepriift, ob — in dieser Reihenfol-
ge — nur noch ein ¢’-Block, dann ein '-Block und dann ein a’-Block
(abgeschlossen durch p) vorhanden ist.

e Die Maschine blockiert, falls das nicht so ist. Dies kann auch bereits
vorher geschehen, wenn ein erwartetes a, b, oder ¢ nicht gefunden wird.
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qo

qo
finde_b

finde_b
finde_b
finde_c
finde_c
finde_c
zu_Ende?
zuruck
zuruck
zuruck
zuruck

zuruck
zu_FEnde_ !

zu_Ende!
zu_Ende!
zu_Ende!
zu_Ende!

XL R >

~

—

S O O O O oo

>

S R

~—

—

>~ Q.0 o o o

S B e e T T e T T T e,

hhhhﬂ

S

Qakz
finde_b

finde_b
finde_b
finde_c
finde_c
finde_c
zu_Ende_?
zuruck
zuruck
zuruck
zuruck

zuruck

q0
zu_FEnde!

zu_Ende_!
zu_Ende_!
zu_Ende_!

Qakz
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Varianten von Turingmaschinen:

In der Literatur werden verschiedene Versionen der Definition der Turing-
maschine angegeben, die aber alle dquivalent zueinander sind, d.h. dieselben
Sprachen akzeptieren und dieselben Funktionen berechnen.

Zwei Beispiele dafiir sind:

e Turingmaschinen mit nach links begrenztem und nur nach rechts unend-
lichem Arbeitsband

e Turingmaschinen mit mehreren Bindern und Schreib-Lesekopfen
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Wir betrachten das zweite Beispiel genauer und zeigen Aquivalenz zur in
Definition 11.1 eingefiihrten 1-Band-TM.

Definition 11.3 (k-Band-TM)

Eine k-Band-NTM hat die Form A = (Q, >, [, qp, A, I) mit
e (0,2, 1" qy, F' wie in Definition 11.1 und

e ANCQxTFxTI"x{rl,n}FxQ.
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Bedeutung von (¢, (ay,...,ax), (by, ..., 0p), (dy,... . dy),q") € A:
e Vom Zustand g aus
e mitay,...,a; auf den Arbeitsfeldern der £ Bénder
kann A das folgende tun:
e das Symbol a; auf dem i-ten Band durch b; ersetzen,
e in den Zustand ¢’ gehen und

e die Schreib-Lesekdpfe der Binder entsprechend d; bewegen.

Das erste Band wird (0.B.d.A.) als Ein- und Ausgabeband verwendet.

Dresden
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Beachte:

Wichtig ist hier, daB sich die Kopfe der verschiedenen Béander auch verschie-

den bewegen kénnen:

Wiren die Kopfe gekoppelt, so hidtte man im Prinzip nicht mehrere Bénder,
sondern ein Band mit mehreren Spuren:

k Spuren erhilt man einfach, indem man eine normale NTM (nach Definiti-
on 11.1) verwendet, die als Bandalphabet ['" statt T hat.
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Offenbar kann man jede 1-Band-NTM durch eine k-Band-NTM (k > 1)
simulieren, indem man nur das erste Band wirklich verwendet.

Umkehrung?
Satz 11.4

Wird die Sprache L durch eine k-Band-NTM akzeptiert,
so auch durch eine 1-Band-NTM.

Beweis: Es sei A eine k-Band-NTM.

Gesucht:
e cine 1-Band-NTM A’ und

e cine Kodierung k — k' der Konfigurationen k von A durch Konfigura-
tionen &’ von A’,

so dal} gilt:
Z‘Jl |_.A Ag gdW ll'i }_ji’ Aé
mehrere Schritte notig zur
Simulation eines Schrittes von A
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Arbeitsalphabet von A": T2 UL U { B}

e > U { p} wird fiir Eingabe benotigt;

o " sorgt dafiir, daB sich A’ wie eine 1-Band-NTM mit 2k Spuren verhilt.
Kodierung:
Jeweils 2 Spuren kodieren ein Band von A:

e ecrste Spur enthilt die Bandbeschriftung

e zweite Spur enthélt eine Markierung X (und sonst Blanks),
die zeigt, wo das Arbeitsfeld des Bandes ist

FlBllalla|B|B|F

Bl B|lalla |\ B|K|F sl x sl sl sl s Das Arbeitsfeld von
A’ liegt stets bei

VI P dem am weitesten
s\ ¥|#|allalla|s a191¢ links stehenden X

@ BB\ F|\E|X|B|F
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Initialisierung:

Zunichst wird die Anfangskonfiguration

/bq{}a'l e Uiy

von A’ in die Kodierung der entsprechenden
Anfangskonfiguration von .4 umgewandelt

durch entsprechende

Ubergiinge

b b a  a a,, b | Spur 1 und 2 kodieren
b p X b b b | Band 1
b b b p b b | Spur 3 und 4 kodieren
b p X ) b b | Band2
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Simulation der Ubergiinge:

Betrachte (q (ala sy a‘ﬂ'): (bl? SR b:{'): (dla ceey d‘ﬁr): q!) € A.

e Von links nach rechts suche die mit X markierten Felder.

Dabei merke man sich (in dem Zustand der TM) die Symbole, welche
jeweils iiber dem X stehen. AuBlerdem zidhlt man (durch Zustand der
TM) mit, wieviele X man schon gelesen hat, um festzustellen, wann
das k-te erreicht ist.

Man bestimmt so, ob das aktuelle Tupel tatsichlich (aq, ..., a;) ist.

e Von rechts nach links gehend iiberdrucke man die a; bei den X -Marken
jeweils durch das entsprechende b; und

verschiebt die X -Marken gemil d;.

e Bleibe bei der am weitesten links stehenden X -Markierung, lasse den
Kopf dort stehen und gehe in Zustand ¢'.
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Bemerkung 11.5

War A deterministisch, so liefert obige Konstruktion auch eine determi-
nistische 1-Band-Turingmaschine.
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Bei endlichen Automaten sind nichtdeterministische Automaten nicht starker
als deterministische, bei1 Kellerautomaten aber schon.

Bei Turingmaschinen: sind DTM schwécher als NTM?

Satz 11.6

Zu jeder NTM gibt es eine DTM, die dieselbe Sprache akzeptiert.

Beweis:

Wegen Satz 11.4 und Bemerkung 11.5 geniigt es, zu jeder NTM

eine deterministische 3-Band-Turingmaschine zu konstruieren.
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Essei A= (Q,%, ", gy, A, F) eine NTM.

Die Maschine A’ soll fiir wachsendes n auf dem dritten Band jeweils alle
Konfigurationsfolgen

k{)}—Akll—A’f'g'_A...l_Akn

beginnend mit der Startkonfiguration ky = b gyw b erzeugen.

Die Kontrolle, daf tatsdchlich alle solchen Folgen erzeugt werden, wird auf
dem zweiten Band vorgenommen.

Das erste Band speichert das Eingabewort w

(damit man stets wei3, was kg sein mufd).
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Genauer: maximaler Verzweigungsgrad der
nichtdeterministischen Berechnung

Es sei
r = maximale Anzahl von Transitionen in A
pro festem Paar (¢,a) € @ x I’
Eine Indexfolge i1, ...,4, miti; € {1,...,r} bestimmt dann von k aus fiir

n Schritte die Auswahl der jeweiligen Transition

und somit von kg aus eine feste Konfigurationsfolge

lﬁ() }_A kl |_A }_A ’CN_.
Aufzihlung aller endlichen Konfigurationsfolgen:

e Zihle alle endlichen Worter iiber {1, ..., 7} auf und

e zu jedem solchen Wort ¢ . . . 7,, die zugehorige Konfigurationsfolge
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Die Maschine A’ realisiert dies auf den drei Biandern wie folgt:
e Auf Band 1 bleibt die Eingabe gespeichert.

e Aufdem zweiten Band werden sukzessive alle Worter ¢y .. .4, € {1,...,r}*
erzeugt.

e Fiir jedes dieser Worter wird auf dem dritten Band die zugehorige Kon-
figurationsfolge realisiert.

Erreicht man hierbei eine akzeptierende Stoppkonfiguration von A, so
geht auch A’ in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.
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