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| § 12. Turingmaschinen und Grammatikel1

Typ-0- ) R Turing-akzeptierbare
Sprache Sprache
Ableitung « > Konfigurationsfolge

Beim Ubergang von der Turingmaschine zur Grammatik dreht sich allerdings
die Richtung um:

e cine akzeptierende Konfigurationsfolge beginnt mit
dem zu akzeptierenden Wort

e cine Ableitung endet mit dem erzeugten Wort
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Dresden

Satz 12.1

Eine Sprache L gehort zu £ gdw sie Turing-akzeptierbar ist.

Beweis:

=1 BEssei L = L(G) fiir eine Typ-0-Grammatik G = (N, %, P,S) mit
P| = k Regeln.

Wir geben eine 2-Band-NTM an, die L(G) akzeptiert:
1. Band: speichert Eingabe w

2. Band: ausgehend von S werden gemall den Regeln von (G alle ableitbaren
Worter gebildet

Es wird verglichen, ob auf Band 2 irgendwann w (d.h. der Inhalt von Band 1)
entsteht.

Wenn ja, so geht man in akzeptierende Stoppkonfiguration, sonst sucht die
Turingmaschine weiter.
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Dresden

Die Maschine geht dabei wie folgt vor:

l.

2.

Schreibe S auf Band 2, gehe nach links auf das 5 vor S.

Gehe auf Band 2 nach rechts und wihle (nichtdeterministisch) eine Stel-
le aus, an der die linke Seite der anzuwendenden Produktion beginnen
soll.

Wechsle nun (nichtdeterministisch) in einen der Zustinde Regely, .. .,
Regely,

(entspricht der Entscheidung, da3 man diese Regel anwenden will).

Es sei Regel; der gewihlte Zustand und o« — [ die entsprechende
Produktion.

Uberpriife, ob « tatsichlich die Beschriftung des Bandstiicks der Liinge
|| ab der gewihlten Bandstelle ist.
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. Falls der Test erfolgreich war, so ersetze « durch f3.

Vorher miissen bei || < || die Symbole # b rechts von o um | 5| — ||
Positionen nach rechts

(bzw. bei |a| > |B| um |a| — |B] Positionen nach links) geschoben
werden.

. Gehe nach links bis zum ersten 4 und vergleiche, ob die Inschrift auf

dem Band 1 mit der auf Band 2 iibereinstimmit.

. Wenn ja, so gehe in akzeptierenden Stoppzustand.

Sonst fahre fort bei 2.
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Beispiel:

Betrachte die Grammatik mit den Produktionen
S —  aSbh

aSb — ab

Das Wort w = aabb gehort zu der davon erzeugten Sprache:

S — aSb — aaSbb — aabb

Dresden
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n<="“Essei L = L(A) fireine NTM A = (Q), X, ', qo, A, F).

Wir konstruieren eine Grammatik G, die jedes Wort w € L(A) wie folgt
erzeugt:

1. Phase: Erst wird w mit ,,gentigend vielen /b-Symbolen links und rechts
davon erzeugt

Dies passiert fiir jedes w, auch fiir w ¢ L(.A)).

,,Geniigend viele“: so viele, wie A beim Akzeptieren von w vom Ar-
beitsband benotigt.

2. Phase: Auf dem so erzeugten Arbeitsband simuliert G die Berechnung von
A bei Eingabe w.

3. Phase: War die Berechnung akzeptierend, so erzeuge nochmals w.

Damit man in der zweiten Phase das in der dritten Phase benétigte w nicht
vergil3t, verwendet man als Nichtterminalsymbole Tupel aus

(BU{p}) xT,

wobei man sich in der ersten Komponente w merkt und in der zweiten Kom-
ponente die Berechnung simuliert.
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Formale Definition der Grammatik:

N={S,ABEYUQUU{A) T,

wobei
e S A, B zum Aufbau des Rechenbandes am Anfang,
e [ zum Loschen am SchluB,
e () zur Darstellung des aktuellen Zustands von A,
e Y U { b} zum Speichern von w und
e [ zur A-Berechnung

dienen.

Dresden
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Regeln der ersten Phase: Erzeuge w und ein geniligend groBes Arbeitsband

S — BqOA

A — la,a]A firallea € 3,
A — B,

B — (b 4B,

B — =

Man erhilt also somit fiir alle a; ... a, € X% k,[,> 0:
St& A Mialar,aill. . [an, a4, A
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Regeln der 2. Phase: simuliert TM-Berechnung in der ,,zweiten Spur*:

o p[a, b] — [avb/]q
falls (p,b,0',7,q) € A,a € U { b}

o [a,cpld’,b] — qla,c]ld’, V]
falls (p,b,0',1,q) € Aya,a € SU{p}t,ceTl

o pla,b] — gla, V']
falls (p,b,0',n,q) € Aa € X U{ b}

Beachte:

Da wir in der ersten Phase geniigend viele Blanks links und rechts von a; . . . a,,
erzeugen konnen, muf} in der zweiten Phase das ,,Nachschieben™ von Blanks
am Rand nicht mehr behandelt werden.
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3. Phase: Aufrdaumen und erzeugen von a; . . . a,, wenn die TM akzeptiert hat
qla,b| — FaFE fir a€ X, bel
q p,b] — E fir bel

falls ¢ € F und es keine Transition der Form (¢,b,...,...) € A
gibt (d.h. akzeptierende Stoppkonfiguration erreicht)

e Ela,b] — aF

fira e X,bel
(Aufraumen nach rechts)

e [a,b|E — Fa

firae X, bel
(Aufraumen nach links)
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o Kb b — Efirbel

(Entfernen des zusitzlich erzeugten Arbeitsbandes nach rechts)

o [bb|E — Efirbel

(Entfernen des zusitzlich erzeugten Arbeitsbandes nach links)

o [/ — ¢

Man sieht nun leicht, daB fiir alle w € >* gilt:

w € L(G) gdw A akzeptiert w.
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Beispiel:

Betrachte die Turingmaschine mit den Ubergingen:

g a a T Qo
o b b r @
@ b b r o q
a b b on G

Das Wort w = abb wird von dieser TM akzeptiert:
baoabb b+ pagqobb b= pabg:bp = pabbgi b+ pabbyay. b
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Satz 12.2 (Abschlufleigenschaften)

L ist abgeschlossen unter U, -,* und .

S — Sl ‘ SQ
Beweis: S — 515

S — S5 |e
(1)

*

Fiir die reguldren Operationen U, -,* zeigt man dies im Prinzip wie fiir £
durch Konstruktion einer entsprechenden Grammatik.

Damit sich die Produktionen der verschiedenen Grammatiken nicht gegensei-
tig beeinflussen, geniigt es allerdings nicht mehr, nur die Nichtterminalsym-
bole der Grammatiken disjunkt zu machen.

Zusitzlich mufl man die Grammatiken in die folgende Form bringen:
Die Produktionen sind von der Form
v — v mitu € N undv € N}
X, — a mit X, € N;unda € X
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Fiir den Durchschnitt verwendet man Turingmaschinen.

Die NTM fiir L; N Lo verwendet zwei Biander und simuliert zunéchst auf dem
ersten die Berechnung der NTM fiir ,; und dann auf dem zweiten die der
NTM fiir Lo.

Wenn beide zu akzeptierenden Stoppkonfigurationen der jeweiligen Turing-
maschinen fiihren, so geht die NTM fiir L; N L in eine akzeptierende Stopp-
konfiguration.

Beachte:

Es kann sein, daf} die NTM fiir [,; auf einer Eingabe w nicht terminiert, die
NTM fiir L.; N Ly also gar nicht dazu kommt, die Berechnung der NTM fiir
L+ zu simulieren.

Aber dann ist ja w auch nicht in L1 N Lo.

Beachte:

Man kann zeigen, da3 die Klasse der Turing-akzeptierbare Sprachen nicht
unter Komplement abgeschlossen ist.
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Man kann auBBerdem zeigen, daB3 fiir Turing-akzeptierbare Sprachen (und da-
mit fiir L) alle bisher betrachteten Entscheidungsprobleme unentscheidbar
sind.

Satz 12.3 (Entscheidungsprobleme)

Fiir L sind das Leerheitsproblem, das Wortproblem und das
Aquivalenzproblem unentscheidbar.
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Automaten/Maschinenmodell fiir £ (kontextsensitive Sprachen)?

Spezielle Turingmaschinen, die nur den Bandabschnitt verwenden diirfen, auf
dem anfangs die Eingabe steht.

Intuition:
Die Beweisidee von Satz 12.1 kann geeignet angepalit werden:

da ks Grammatiken nicht-kiirzend sind, benotigt man zum Erzeugen von w
nicht mehr Platz als |w]|.

Bandbeschriankung:

Um ein Uberschreiten der durch |w| gegebenen Bandgrenzen zu verhindern,
verwendet man Randmarker ¢, $.
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Definition 12.4 (linear beschriankter Automat)

Ein linear beschrénkter Automat (LBA) isteine NTM A = (Q, %, 1", qo, A, F),
so daB gilt:

e /el \ X

e Ubergiinge (q, ¢, . ..) sind nur in der Form (q, ¢, ¢,r,¢') erlaubt

(linker Rand darf nicht iiberschritten werden).

e Ubergiinge (¢, $, . ..) sind nur in der Form (¢, $, $,, ¢') erlaubt

(rechter Rand darf nicht iiberschritten werden).

e Randmarker ¢ und $ diirfen nicht geschrieben werden.

Ein gegebener LBA A akzeptiert die Sprache
L(A) :={w € X* | esgibteine akzeptierende Stoppkonfiguration k mit

dqow$ H* k}.
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Korollar 12.5

Eine Sprache L gehort zu £ gdw sie von einem LBA akzeptiert wird.

Beweis:

, , . Ausnahme
,,— . Verwende die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 12.1. g -

Da alle Produktionen von kontextsensitiven Grammatiken nicht-kiirzend sind
muf man auf dem zweiten Band nur ableitbare Worter bis zur Linge |w|
erzeugen

(Iingere konnen nie mehr zu w abgeleitet werden).

Daher kommt man mit |w| vielen Feldern aus.

Beachte:

Zwei Binder liefern nicht doppelt so langes Band, sondern groeres Alphabet.
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< .

Durch Modifikation der Beweisidee von Satz 12.1 gelingt es, zu einem LBA
eine Grammatik zu konstruieren, die nur nicht-kiirzenden Regeln hat:

a— [ mit|a| < |5

Wie im Beweis von Satz 9.4 illustriert, kann man diese in eine kontextsensiti-
ve Grammatik transformieren.

Idee:

Da man mit |w| Arbeitsfeldern auskommt, muf man keine | b, 4] links und
rechts von w erzeugen.

Dadurch fallen dann auch die folgenden kiirzenden Regeln weg:

E[p,b] — FE,
[p,|E — E.

Dresden © Franz Baader



Erste Phase:

el

2. Phase:

pla, b]

la, clpla’, b]

pla, b]

3. Phase:

qla, b]

ql b, b]
Ela, b]
[a, 0] E
E[, b]

E

Dresden

|, 0] E

BQOA

la,alA firallea € X,
B,

|5, BB,

E.

—  |a,]q

— qla,clla’,b]
—  qla, b

— FaF falls ..
— F falls ..
— aF

— Fa

— K

— K

— £

Erste Phase bei LBA:

S — [¢7 ﬂqu

A —

A — [$,9]
falls ... Alle Regeln
falls ... nicht-kiirzend
falls ...

3. Phase bei LBA:

qla,b] — FaFE
Ela,b] — aF
la,b]E — FEa
¢ AE — E
g5 — E}
E — €

la,a]A fiiralle a € 3,

falls ...

kiirzend
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Probleme gibt es also mit den folgenden Transitionen:

qla,b] — FaFE
E[$,%] — F
E — €

Losungsidee:

Fiihre die Symbole ¢ $ und den Zustand ¢ nicht als zusitzliche Symbole ein,
sondern kodiere sie in die anderen Symbole hinein:

Z.B. statt [a, blgla’, t'][a", b"] verwende [a, b][g, ', ¥][a", "],
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Satz 12.6

*

L ist abgeschlossen unter U, -,* . M und Komplement.

Beweis:
Fiir U, -,* und N geht dies wie bei L.

Komplement: schwierig

Das Problem war lange offen und wurde dann in den 1980ern unabhéngig von
zwel Forschern gelodst (Immerman und Szelepcsenyi).

Beachte:

Fiir LBAs ist bisher nicht bekannt, ob deterministische LBAs genauso stark
wie nichtdeterministische LBAs sind.
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Satz 12.7

Fiir £, ist das Wortproblem entscheidbar.

Beweis:

Da kontextsensitive Produktionen (bis auf Spezialfall S — ¢) nichtkiirzend
sind, muB man zur Entscheidung , v € L(G)? nur alle aus S ableitbaren
Worter aus (N U XJ)* der Ldnge < |w| erzeugen.

Dies sind endlich viele.
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Ausblick: Berechenbarkeit und Entscheidbark "it

Aus der Sicht der Theorie der formalen Sprachen liefern Turingmaschinen
Automatenmodelle fiir die Typ-0- und die Typ-1-Sprachen.

Allgemeiner geht es aber bei Turingmaschinen darum, die intuitiven Begriffe
,,oerechenbare Funktion* und ,,entscheidbares Problem‘ zu formalisieren.

Nachweis der Berechenbarkeit:

Um fiir eine (eventuell partielle) Funktion
f:Nf 5 N
f: (Z*)k — 2"

intuitiv klarzumachen, dal} sie berechenbar ist, gentigt es, ein Berechnungs-
verfahren (einen Algorithmus) fiir die Funktion anzugeben

bzw.

(z.B. in Form eines Pascal-, Java- oder C-Programms oder einer abstrakten
Beschreibung der Vorgehensweise bei der Berechnung).
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Nachweis der Entscheidbarkeit:

Entsprechend haben wir die Entscheidbarkeit von Problemen wie
e Wortproblem,
e [ eerheitsproblem,
e Aquivalenzproblem

dadurch begriindet, da3 wir beschrieben haben, wie man die Probleme mit
Hilfe eines Rechenverfahrens (d.h. effektiv) entscheiden kann.

Aus dieser Beschreibung hitte man jeweils leicht ein Pascal-, etc. Programm
zur Entscheidung des Problems konstruieren konnen.
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Nachweis der Nicht-Entscheidbarkeit/Nicht-Berechenbarkeit:

Intuitives Vorgehen nicht moglich, da man formal nachweisen muf}, daf} es
kein Berechnungsverfahren fiir die Funktion oder das Entscheidungsproblem
geben kann.

Beweis benotigt formale Definition eines Berechnungsmodells, das

e cinfach ist, damit formale Beweise erleichtert werden (z.B. nicht Pro-
grammiersprache ADA),

e berechnungsuniversell ist, d.h. alle intuitiv berechenbaren Funktionen
damit berechnet werden konnen (z.B. nicht nur endliche Automaten).

Turingmaschinen liefern so ein Modell!

© Franz Baader



Definition (Turing-berechenbar)

Die (partielle) Funktion
f(EZ" =¥
heilt Turing-berechenbar, falls es eine DTM A gibt, fiir die gilt:

e der Definitionsbereich dom( f) von f besteht aus genau den Tupeln
(1,...,2,) € ()" mit

baorip... prnptryk

fiir eine Stoppkonfiguration £;

e imFall (x,...,2,) € dom(f) ist die erreichte Stoppkonfiguration
k von der Form k = uqyv mit

- y=f(xy,...,2,) und
—ve(\Y) -I™uU{e}.
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Beachte:

1. Undefiniertheit des Funktionswertes von f entspricht der Tatsache, dal3
die Maschine bei dieser Eingabe nicht terminiert (da keine Stoppkonfi-
guration erreicht wird).

2. Bei berechenbaren Funktionen betrachten wir nur deterministische Ma-
schinen, da sonst der Funktionswert nicht eindeutig sein miil3te.

3. Bei |X| = 1 kann man Funktionen von (2*)" — 3* als Funktionen von
N" — N auffassen (a” entspricht k).
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Beispiel

Die Funktion
fN—=N: n—2n

ist Turing-berechenbar.

Wie kann eine Turingmaschine die Anzahl der as auf dem Band verdoppeln?

Idee:
e Ersetze das erste a durch b,
e laufe nach rechts bis zum ersten blank und ersetze dieses durch ¢

e laufe zuriick bis zum zweiten a (unmittelbar rechts vom b) und
ersetze dieses durch b,

e laufe nach rechts bis zum ersten blank etc.

e Sind alle as aufgebraucht, so ersetze noch die bs und cs
wieder durch as.
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Dies wird durch die folgende Ubergangstafel realisiert:

q0 b n stop | 2-0=0

@ a b r q |ersetzeadurchb (%)

gt a a r g | laufe nach rechts iiber as

gt ¢ ¢ r g1 | undbereits geschriebene cs

g1 b ¢ mn g | schreibe weiteres ¢

¢ ¢ c q> | laufe zuriick iiber cs und

@ a a | g | as

q2 r  qo | bei erstem b eins nach rechts und weiter
wie (%) oder

g ¢ ¢ r g3 | alleasbereits ersetzt

qg3 ¢ ¢ r q3 | laufe nach rechts bis Ende der cs

g3 b b |  qi | letztes cerreicht

g4 ¢ a | g4 | ersetze csund bs

g b a | g4 | durchas

g b r stop | bleibe am Anfang der erzeugten 2n as
stehen
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Turingmaschinen sind nur ein solches Berechnungsmodell. Es wurden in der
Informatik noch eine Vielzahl anderer Modelle eingefiihrt, z.B.:

e i-rekursive Funktionen

e WHILE-Programme

GOTO-Programme

URMs (unbeschridnkte Registermaschinen),
e Programmiersprachen wie Pascal

Es hat sich herausgestellt, daB all diese Modelle dquivalent sind, d.h. die glei-
che Klasse von Funktionen berechnen.

AulBlerdem ist es bisher nicht gelungen, ein formales Berechnungsmodell zu
finden, so dal}

e die dadurch berechneten Funktionen noch intuitiv berechenbar sind,

e dadurch Funktionen berechnet werden, die nicht in den oben genannten
Modellen ebenfalls berechenbar sind.
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Churchsche These:

Die (intuitiv) berechenbaren Funktionen sind genau die mit Turingmaschinen
(und damit mit GOTO-, WHILE-, Pascal-Programmen, URMs, . . .) berechen-
baren Funktionen.

Man spricht hier von einer These und nicht von einem Satz, da es nicht moglich
ist, diese Aussage formal zu beweisen:

der intuitive Berechenbarkeitsbegriff ist ja nicht formal definierbar,
man kann dariiber also keine formalen Beweise fiihren.

Es gibt aber sehr viele Indizien fiir die Richtigkeit der These:

Vielzahl dquivalenter Berechnungsmodelle.
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GemdB der These von Church werden die Begriffe Turing-berechenbar und
(intuitiv) berechenbar als synonym verwenden.

Definition (Berechenbarkeit)

Wir betrachten partielle oder totale Funktionen
fo(E -3

Die Funktion f heit berechenbar (partiell rekursiv), falls sie
Turing-berechenbar ist.

Ist f total (d.h. dom(f) = (X*)"), so heit f rekursiv.

Beachte:

Bei partiellen Funktionen entspricht Undefiniertheit des Funktionswertes der
Tatsache, da} das Berechnungsverfahren (die DTM) bei dieser Eingabe nicht
terminiert.
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Wegen der erwihnten Aquivalenz von Berechnungsmodellen treffen alle De-
finitionen und Resultate, die fiir Turingmaschinen formuliert sind, auch auf
die anderen Modelle zu.

Die Existenz eines Berechnungsverfahrens (einer DTM) wird meist intuitiv
begriinden.

Diese intuitiven Argumente konnen aber im Prinzip leicht (wenn auch im De-
tail zeitaufwendig) in tatsdchliche TM-Konstruktionen iibersetzt werden.

Dresden © Franz Baader



Dresden

Definition (entscheidbar)

Wir betrachten n-stellige Relationen R C (¥*)".

R heifit entscheidbar (rekursiv), falls ihre charakteristische Funktion
X (2)" — X mit

a falls (z1,...,2,) € R
(@1, n) {5 sonst

berechenbar ist.

Dabei ist a ein Element von . (beliebig aber fest gewdhlt).
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Bemerkung

Probleme wie z.B. das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen kdnnen
als Relationen aufgefalit werden:

Es sei G = (N, 3, P, 5) eine kontextfreie Grammatik und w € >*.

Die Grammatik G kann als Wort code((G) € ['* liber einem erweiterten
Alphabet I' aufgefal3t werden.

Das Wortproblem fiir (& entspricht der Relation
R ={(code(G),w) | we L(G)} CT™ x I™.
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Nicht-berechenbare Funktionen / nicht-entscheidbare Probleme

Die Existenz nicht-entscheidbarer Probleme und nicht-berechenbarer Funk-
tionen ergibt sich aus einem einfachen Abzédhlargument:

— es gibt nur abzdhlbar viele Turingmaschinen (bis auf Alphabet- und
Zustandsumbenennung)

— es gibt iiberabzihlbar viele Funktionen f : (¥*)¥ — 3* und iiberabzihl-
bar viele Relationen R C (%),

Man kann aber auch zeigen, daB} viele ,natiirlichen* Probleme unentscheidbar
sind, z.B.:

e Das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken.
e Das Wortproblem und das Leerheitsproblem fiir Typ-0-Sprachen.

e Das Halteproblem fiir Turingmaschinen: hélt die Maschine fiir eine ge-

gebene Eingabe nach endlich vielen Schritten an?

Dresden © Franz Baader



