Kalkiile logischen SchlieBens

Ziel ist es, Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiillbarkeit einer Formel durch Anwen-
dung von SchluBregeln herleiten zu kénnen:

e Allgemeingiiltigkeit: beginnend mit einfachen Axiomen sollen alle Tau-
tologien durch Anwendung einfacher Schlubregeln erzeugt werden; die
zu testende Formel ist eine Tautologie, wenn sie auf diese Art erzeugt
werden kann.

e Erfillbarkeit: beginnend mit der zu testenden Formel versucht man,
durch Anwendung einfacher SchluBregeln einen Widerspruch herzulei-
ten; gelingt das nicht, so ist die Formel erfiillbar.

Beachte:
e Da ¢ eine Tautologie ist gdw. —¢ unerfiillbar ist, kann man beide Arten
von Kalkiilen fiir beide Zwecke verwenden.

e Kalkiile der zweiten Art eignen sich besser zur Automatisierung, wihrend
Kalkiile der ersten Art besser fuir die Untersuchung formaler Eigen-
@ schaften einer Logik geeignet sind.

Dresden © Franz Baader



| § 16. Semantische Tableaux I

Ziel ist es, fiir eine aussagenlogische Formel ¢ zu entscheiden,
ob sie erfiillbar ist, d.h. ob sie ein Modell hat.

Dazu werden die Formeln gemil der Semantik der Junktoren in
Teilformeln zerlegt:

(o A1) (o VY

e

¢ ¢ 0

Um o V 1 zu erfiillen,

W muf} man ¢ erfiillen

oder v erfiillen.
Um o A 1 zu erfiillen,

mub man sowohl &

@ als auch 1/ erfiillen.
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| § 16. Semantische Tableaux I

Ziel ist es, fiir eine aussagenlogische Formel ¢ zu entscheiden,
ob sie erfiillbar ist, d.h. ob sie ein Modell hat.

Dazu werden die Formeln gemil der Semantik der Junktoren in
Teilformeln zerlegt, bis ein offensichtlicher Widerspruch gefunden

wird.

(pA(—pV —q))

i

P

Y

(7pV —q)

/\

_IIU

geschlossener
Ast

Dresden

_'f-_f

Pfad von Wurzel
zu einem Blatt

Idee: /

Formeln in einem| Ast [des Baums miissen
gleichzeitig (d.h. von derselben Wert-
zuweisung) erfiillt werden.

offensichtlich nicht
gleichzeitig erfiillbar
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| § 16. Semantische Tableaux I

Ziel ist es, fiir eine aussagenlogische Formel ¢ zu entscheiden,
ob sie erfiillbar ist, d.h. ob sie ein Modell hat.

Dazu werden die Formeln gemil der Semantik der Junktoren in
Teilformeln zerlegt, bis ein offensichtlicher Widerspruch gefunden
wird.

Bei der formalen Definition semantischer Tableaux betrachten wir nur For-
meln in Negationsnormalform (NNF), um moglichst wenige Regeln einfiihren
ZU miissen.

Mit Satz 14.8 ist dies keine Beschrinkung der Allgemeinheit, da jede aus-
sagenlogische Formel in eine dquivalente Formel in NNF tiberfiihrt werden
kann.
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Definition 16.1 (Semantisches Tableau)

Es sei ¢ eine aussagenlogische Formel in Negationsnormalform.

1. Ein Baum, der aus nur einem mit ¢ beschrifteten Knoten besteht, ist ein
Tableau fiir ¢.
2. Essei T ein Tableau fiir ¢ und A ein Ast in T, der Erweiterungsregel
e cinen mit (¢ A 102) beschrifteten Knoten enthiilt,
e aber keine zwei Knoten enthiilt, die mit v»; bzw. 1> beschriftet sind.

Dann ist der Baum, der aus 7" entsteht, indem man den Ast A unten um
einen mit 7/; beschrifteten Knoten gefolgt von einem mit 7, beschrifte-
ten Knoten erweitert, ebenfalls ein Tableau fiir .

3. Essei 7T ein Tableau fiir ¢ und A ein Ast in T', der Erweiterungsregel

e einen mit (77, \V 175 ) beschrifteten Knoten enthiilt,

e aber weder einen mit 7’; noch einen mit 7’5 beschrifteten Knoten
enthilt.

Dann ist der Baum, der aus 7 entsteht, indem man den Ast A unten
sowohl um einen mit 7; beschrifteten Knoten als auch einen mit v
beschrifteten Knoten erweitert, ebenfalls ein Tableau fiir ¢.
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(pAg) A (—pV —q))

q

/2

X X

Vollstindig, d.h. keine Erweiterungsre-

gel mehr anwendbar.

—

Geschlossen, d.h. alle Aste sind geschlos-
sen.

Dresden

unerfiillbar
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Dresden

Definition 16.2

Es sei I" ein Tableau fiir & und A ein Astin 7.

I. Wir bezeichnen die Menge aller Formeln, die einen Knoten von A be-
schriften, mit For(A).

2. Der Ast A ist geschlossen gdw. es eine aussagenlogische Variable p gibt
mit {p, ~p} C For(A). Ansonsten ist A offen.

3. Das Tableau T ist geschlossen gdw. jeder Ast von T' geschlossen ist.
Ansonsten ist 1" offen.

4. Das Tableau 7 ist vollstindig gdw. auf keinen offenen Ast eine Erwei-
terungsregel aus Definition 16.1 anwendbar ist.

Beachte:
Es ist nicht notig, einen geschlossenen Ast noch zu erweitern,
da er stets geschlossen bleiben wird.
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Beachte:
Zu einer gegebenen Formel kann es verschiedene vollstindigeTableaux ge-

ben, da man zu einem Zeitpunkt verschiedene Aste und in einem Ast ver-
schiedene Knoten haben kann, auf die Erweiterungsregeln anwendbar sind.

(pAgq)A(—pV q)) (pAg)A(—pV q))
(pAq) I:> (pAq)
(mp V) (=p V =)
q
P g q q
X X X X

Das Endresultat wird durch die Auswahl aber nicht beeinflusst.
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Satz 16.3 (Korrektheit und Vollstindigkeit)

Es sei ¢ eine aussagenlogische Formel in Negationsnormalform

und 7 ein vollstindiges Tableau fiir ¢.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. ¢ isterfiillbar,

2. T ist offen.

Vollstandigkeit:

alle erfiillbaren Formeln werden durch den Tableau-Kalkiil erkannt “l1 — 27

Korrektheit:

nur erfiillbare Formeln werden durch den Tableau-Kalkiil erkannt “2—1"
Beachte:
Die Aussage des Satzes ist unabhiingig davon,
welches vollstindige Tableau fiir ¢ betrachtet wird.
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Dresden

Beweis der Vollstandigkeit:

Es sei ¢ eine erfiillbare Formel und w eine Wertzuweisung mit w(¢) = 1.

Wir zeigen zunéchst die Korrektheit der folgenden Aussage:

Jedes Tableau T fiir ¢ enthilt einen Ast A,
fiir den w Modell von For(A) ist.

Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl n der
Erweiterungsschritte, die zur Konstruktion von 7" nétig sind:

Dann besteht 7" aus einem einzigen Knoten, der mit ¢ beschriftet ist.

Dieser ist auch der cinzige Ast, und w ist nach Annahme ein Modell von ¢.

n—n-+1:

T entsteht durch Anwendung einer Erweiterungsregel auf den Ast A’
des Tableaus 71" fiir ¢.

Nach Induktionsannahme enthilt 7" einen Ast A”, fiir den w ein Modell
von For(A") ist.
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n—n-+1:

T entsteht durch Anwendung einer Erweiterungsregel auf den Ast A’
des Tableaus 7" fiir ¢

Nach Induktionsannahme enthélt 7" einen Ast A”, fiir den w ein Modell
von For(A") ist.

. Fall: A" und A” sind verschiedene Aste in 7",
Dann ist A” auch ein Ast in 7" und w ist ein Modell von For(A").

2. Fall: A" und A” sind derselbe Astin 7.

Wurde die Erweiterungsregel auf eine Konjunktion (¢ A 1»5) angewandt, so
ailt:

e for(A") = For(A”) enthilt (¢, A 1) und damit ist w ein Modell von
(1 Aaa);

e [ enthilt einen Ast A mit For(A) = For(A”) U {4, ¥ }.

Da w ein Modell von For(A”) ist und aus w((¢; A1) = 1 auch
@ w() =1 = w(i) folgt, ist w auch ein Modell von For(A).
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2. Fall: A" und A” sind derselbe Astin 7.

Wurde die Erweiterungsregel auf eine Disjunktion (1, V 1), ) angewandt, so
gilt:

o [or(A) = For(A”) enthilt (¢, V 1) und damit ist w ein Modell von
(U V o)

e T enthiilt Aste A, A, mit For(A;) = For(A”)U{y,} und For(A,)
For(A") U {s}.

Da w ein Modell von For(A”) ist und aus w((v V 1)) = 1 auch
w(1y) = 1 oder w(v») = 1 folgt, ist w ein Modell von For(A,) oder von
P?Jf(qg}l
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Wir haben damit gezeigt:

Jedes Tableau 7' fiir ¢ enthiilt einen Ast A.
fiir den w Modell von For(A) ist.

Damit ist aber dieser Ast A offen, da w nicht gleichzeitig Modell von
p und von —p sein kann.

Dies schlieBt den Beweis der Vollstiandigkeit ab.
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Beweis der Korrektheit:

Es sei T' ein vollstindiges Tableau fiir ¢ und A ein offener Astin 7.

Wir verwenden A zur Definition einer Wertzuweisung w 4:

' 1 fallsp € For(A)
walp) = L
0 fallsp & For(A)

Wir zeigen nun die Korrektheit der folgenden Aussage:

w4 ist ein Modell von For(A).

Wegen ¢ € For(A) folgt daraus unmittelbar, daB w Modell von ¢ ist.
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Es bleibt zu zeigen:

w4 ist ein Modell von For(A).

Es sei v € For(A).

Wir zeigen w 4(1) — 1 durch Induktion iiber den Formelaufbau:

1 = p fiir eine aussagenlogische Variable p:

Dann ist p € For(A) und somit w (p) = 1.

1 = —p fiir eine aussagenlogische Variable p:

Da A offen ist, gilt daher p & For(A) und somit w ((p) = 0,

was w 4(—p) = 1 liefert.

Beachte:

Da ¢ in NNF ist, sind auch alle Formeln,
die Knoten im Tableau beschriften, in NNF
Daher kann Negation nur unmittelbar vor Variablen auftreten.

Dresden © Franz Baader



Es bleibt zu zeigen:

w4 ist ein Modell von For(A).

Es sei v € For(A).

Wir zeigen w 4(1) — 1 durch Induktion iiber den Formelaufbau:

W= (Py A )

Da A offen ist und 7" vollstiindig ist, gilt {1)1.v»} C For(A).

Induktion liefert w (1)) = 1 = wa (1), was w4 (1) A Us)) = 1 zeigt.

Y = (Y V a):

Kann dhnlich gezeigt werden.
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Dresden

Insgesamt haben wir damit gezeigt:

Satz 16.3 (Korrektheit und Vollstindigkeit)

Es sei ¢ eine aussagenlogische Formel in Negationsnormalform

und 7 ein vollstindiges Tableau fiir ¢.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. ¢ ist erfiillbar.

2. T ist offen.

Damit wir daraus ein Verfahren erhalten, das Erfiillbarkeit von aussagenlogi-
schen Formeln (in NNF) effektiv entscheiden kann, miissen wir noch zeigen,
daB man ein vollstindiges Tableau stets in endlicher Zeit konstruieren kann.
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Dies folgt unmittelbar aus der folgenden Tatsache:

Lemma 16.4

Es sei ¢ eine aussagenlogische Formel in Negationsnormalform
und 7" einTableau fiir ¢.

Dann enthilt jeder Ast von 7" maximal 2-| Unt(¢)| + 1 viele Knoten.

Beweis:

e Jeder Knoten im Ast auBBer der Wurzel entsteht durch Anwendung einer
Erweiterungsregel auf eine Formel, die im Ast vorkommt.

e Jede Formel, die im Ast vorkommt, ist ein Element von Unit(o).

e Fiir jede solche Formel kann maximal einmal eine Erweiterungsregel
angewandt werden (auch wenn sie mehrmals vorkommt nicht mehr als
ein Mal).

e Jede Anwendung einer Erweiterungsregel erzeugt maximal zwei Kno-
ten des Astes.
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Dies folgt unmittelbar aus der folgenden Tatsache:

Lemma 16.4

Es sei ¢ eine aussagenlogische Formel in Negationsnormalform
und 7" einTableau fiir ¢.

Dann enthilt jeder Ast von 7" maximal 2-| Unt(¢)| + 1 viele Knoten.

Fiir n = 2-| Unt(¢)|+ 1 enthidlt daher ein vollstindiges Tableau fiir ¢ maximal
2"+1 — 1 viele Knoten, kann also in hichstens exponentieller Zeit konstruiert
werden.
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