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1 Grundlagen aus der Topologie

1.1 Metrische Raume

Definition 1.1 (Metrik)

Sei M # @. Eine Abbildung d: M x M — R heifit Metrik in M, wenn
furallex,y,z € M

(i) d(x,y) > 0 (Positivitat)
(ii) d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie)

(x,y) =
(iii) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung)
(iv) d(x,y) =0 <= x =y (Definitheit)

gelten. (M, d) heifit metrischer Raum. Wenn in (iv) nur <= gilt, dann
heifst d Halbmetrik.

Beispiel 1.2 (i) Fur K € {R,C},n € Nund p € [1,0) sind die Abbil-
dungen

dy: (1,9) (in—zmp)p

icn
deo: (x,y) = \/ |xi = yil
ien
Metriken in K". d,, heifst auch Minkowski-Metrik und speziell heifst
d1 Manhattan-Metrik, dy euklidische Metrik und d. Maximum-Metrik.
Fiir i € n sind die Abbildungen

dD: (x,y) = |x — i

==

Halbmetriken und es giltd, = (Zlen ( l)) ) sowie deo = Viep d'.

(ii) Fur p € [1, o) ist der Folgenraum

by i={x € KN| Y |xn]V < o0}
nclN
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mit

dwmww(zufm@”

nelN

ein metrischer Raum, und auch

loo = {x € KN | \/ 4] < o0}
nelN

deo: (x,y) — \/ |xi — yil.
nelN

Das wird in Kapitel 2 bewiesen.
(iii) Sei w := KN die Menge aller Folgen, dann ist

X — yil

T e Ty

ielN
eine Metrik auf w.

(iv) Sei M eine Menge, dann ist die diskrete Metrik definiert als

d: (x,y) — 1 —0yy.

Definition 1.3 (Kugel, offen, abgeschlossen, Umgebung)

Sei (M, d) ein metrischer Raum.
(i) Fur x € M und e > 0 heifst
Ue(x):={y e M|d(x,y) < ¢}
offene e-Kugel um x und Be(x) := {y € M|d(x,y) < &} heifit
abgeschlossene e-Kugel um x und S¢(x) := {y € M |d(x,y) = €}
e-Sphiire um x.
(ii) Eine Teilmenge B C M heifst
e offenin (M, d), falls Vx € B 3¢ > 0: U¢(x) C B,
e abgeschlossen in (M, d), falls M \ B offen,

o Umgebung von x € M, falls 30 offen: x € O C B.
Die Menge aller Umgebungen von x wird mit ¢/ (x) bezeich-
net.




1.1 Metrische Riume

Satz 1.4 Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7; := {O C M | O offen}
die Menge aller offenen Teilmengen, dann gilt:

O XCrpt = NXET
(i) XCt = UXer

Beweis: (i) Sei X Cgj, 7. Falls X = &, dann ist X = M trivialerweise offen,
also ein Element von 7. Fiir N X = @ gilt @ € 7. Sei andernfalls x € N X,
dann VX € X Jex > 0: Ug, (x) € X. Wir wihlen € := Axex €x > 0, dann
gilt Ug(x) € N X, also ist N X offen.

(if) SeiX C . Fur UX = O gilt ® € 7. Sei sonst x € [JX, dann 3X € X Je >
0: Ug(x) C X CUZX, dh. X ist offen.

Bemerkung 1.5 (i) Die Bezeichnung offene e-Kugel muss gerechtfer-
tigt werden. Man zeige, dass U (x) offen ist.

Beweis: Seiy € Ug(x), dh. d(x,y) < e Firé := e—d(x,y) > 0 gilt
Us(y) € Ue(x), denn fiir z € M gilt d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) und damit
folgtaus d(y,z) < d stets d(x,z) < e.

Es folgt U¢(x) € U(x). Analog sind abgeschlossene Kugeln stets
abgeschlossen und Umgebungen. Es ist falsch, dass der Abschluss
von Ug(x) stets Be(x) ist. (Der Abschluss einer Menge ist definiert
als der Schnitt aller abgeschlossenen Obermengen.)

(ii) Abgeschlossene Mengen sind genau die Komplemente offener Men-
gen, damit erhdlt man aus obigen Satz, dass eine endliche Vereini-
gung abgeschlossener Mengen stets abgeschlossen ist und analog ist
ein beliebiger Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Ins-
besondere sind @ und M abgeschlossen.

(iii) Metrische Raume erfiillen das T2-Trennungsaxiom, d.h.

Vy,yeM:x#y = JUcU(x)IVel(y)::UNV =Q.

Beweis: Seien x,y € M mit x # y, d.h. e := % -d(x,y) > 0. Dann sind

Ue(x) € U(x) und Ue(y) € U(y) mit Ue(x) N Ue(y) = D.

Ein Raum, in dem das T2-Trennungsaxiom gilt, wird auch Hausdorff-
Raum genannt.

(iv) Fiir eine Teilmenge X C M eines metrischen Raumes (M, d) erhalt
man die von d auf X induzierte Metrik vermoge dx := d|x«x. Dann
ist (X, dx) ein metrischer Raum.
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Definition 1.6 (Folge, konvergent, Cauchyfolge, vollstindig)

Sei (M, d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Abbildung x: IN — M heifSt auch Folge in M, und man schreibf
X = x(n) und x = (x,)peN sowie (xy)pen € M.

(ii) Eine Folge x € M™ heif3t
e konvergent gegen x. € M, falls

Ve >03dng € NVn > ng: d(xy, xe0) < ¢,

symbolisch x — x. oder limx = x oder auch x;, — X
oder lim,cy X5 = Xoo.,

e Cauchy-Folge, falls

Ve >03dng € NVm,n > ng: d(xm, xn) < &

(iii) Der Raum (M, d) heif8t vollstindig, falls jede Cauchyfolge in M
konvergent gegen ein Element von M ist.

Definition 1.7 (stetig, folgenstetig)

Seien (Mji,d1), (M, d;) metrische Rdume und x € M;. Eine Abbil-
dung f: M; — M; heifst

(i) stetigin x, falls
Ve>036>0Vy e My: di(x,y) <d = da(f(x),f(y)) <e.
— f(Us(x)) € Ue(f(x))

f heifst stetig, falls f stetig in allen x € Mj ist.

(ii) folgenstetig in x, falls
WMy —x = fly) = f(x)

und f heifst folgenstetig, falls f folgenstetig in allen x € M; ist.




1.1 Metrische Riume

Satz 1.8 Seien (My,dq), (My,dy) metrische Riume. Fiir x € M; und eine
Abbildung f: M; — M, sind dquivalent:

(i) f stetigin x
(ii) f folgenstetig in x
(i) VV e U(f(x)) U e U(x): f(U) CV

Beweis: e (i)=(ii) Sei f stetigin x und seiy € M]1N eine Folge mit y — x,
dann V6 > 0 Ing € N: {y, | n > ng} C Us(x). Fiir ¢ > 0 existiert § > 0
mit f(Us(x)) C Ue(f(x)), also existiert ein ng € N mit {f(y,) |n > no} =
f{ynn=no}) C f(Us(x)) € Ue(f(x)), dh. f(y) — f(x).

o (ii)= (i) Sei f folgenstetlg 1n X. Angenommen f ware nicht stetig in x,
dh.Je >0V > 0: f(Us(x ,Q_ Ue(f(x)). Insbesondere existiert also eine
Folge y € MN mit y, € Ui (x) und f(y,,) ¢ Ue(f(x)). Damit gilt y — x,
aber f(y) # f(x),im Wide;spruch zur Folgenstetigkeit.

o (i)=(ili) Sei f stetig in x und sei V € U(f(x)), d.h. 3O offen: f(x) €
O C V und weiter Je > 0: Ue(f(x)) € O. Aufgrund der Stetigkeit von f
existiert ein 6 > 0 mit f(Us(x)) C Ue(f(x)). SchlieBlich ist Us(x) € U(x).

e (ili)= (i) Seie > 0, also existiert fiir Ue(f(x)) € U(f(x)) ein U € U(x)
mit f(U) C Ue(f(x)). Wegen U € U(x) gibt es eine offene Menge O mit
x € O C U. Weiter existiert ein 6 > 0 mit Us(x) € O und damit folgt

F(Us(x)) C Ue(f(x)), d.h. fist stetig in x.

Satz 1.9 Seien (Mj,d;), (My,d>) metrische Rdume. Fiir eine Abbildung
f: My — M, sind dquivalent:

(i) f stetig

(i) f1(t,) C 1y

Beweis: o (i) = (ii) Sei f stetigundseiO € 14,,d.h.Vy € O Je > 0: Ue(y) €
O und weiter f~1(U(y)) C f~1(O). Insbesondere Vx € f~1(0) Je >
0: 1 (Ue(f(x)) € f~1(O) und aufgrund der Stetigkeit existiert ein J > 0
mit U (x) C f~1(Ue(f(x))). Insgesamt folgt fiir alle x € f~1(O) die Exis-
tenz eines & > 0 mit Us(x) C f~1(0), d.h. f~1(0) ist offen.
e (ii)= (i) Sei x € M; und e > 0, dann ist f~1(Uc(f(x))) offen und x €
FTHU(f(x))), also 36 > 0: Us(x) C f~H (Ue(f(x))).

Abgeschlossene Mengen sind genau die Komplemente offener Mengen,
damit erhélt man aus obigen Satz, dass eine Abbildung genau dann stetig
ist, wenn die Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.
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Aufgaben
Aufgabe 1.1.1 Sei d eine Metrik auf einer Menge M.

(i) Zeigen Sie: die Eigenschaft d(x,y) > 0 fiir x # y folgt bereits aus
Symmetrie, Dreiecksungleichung und d(x,y) =0 <= x =y.

(ii) Zeigen Sie die Vierecksungleichung: |d(x,y) — d(u,v)| < d(x,u) +
d(y,v).

(ili) Zeigen Sie die umgekehrte Dreiecksungleichung: |d(x,y) — d(y,z)| <
d(x,z).

Losung: (i) Seien x,y € M mitx # y. Ausd(x,y) = 0 <= x = y folgt
d(x,y) # 0. Weiter ist 0 = d(x, x) < d(x,y) +d(y,x) = 2-d(x,y) und damit
d(x,y) >0

(ii) Seien x,y,u,v € M. Es gilt d(x,y) < d(x,u)+d(u,y) < d(x,u)+d(u,v)+
d(v,y),d.h
d(x,y) —d(u,v) <d(x,u)+d(y,v)
und analog ist d(u,v) < d(u,x) +d(x,y) +d(y,v) bzw. d(u,v) —d(x,y) <
d(x,u) +d(y,v), also

ld(x,y) —d(u,0)| < d(x,u) +d(y,0).
(iii) Seien x,y,z € M. Esist d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), dhd(x,y) —d(y,z
d(x,z), und analog gilt d(y,z) < d(y,x) +d(x,z), dh. d
d(x,z), also insgesamt
ld(x,y) —d(y,2)| < d(x,z).

Aufgabe 1.1.2 Sei d eine Metrik auf einer Menge M. Man kann auf viel-
faltige Weise aus d neue Metriken erzeugen. Hier sind Beispiele dafiir.

(i) Zeigen Sie:d": (x,y) — 1155(’%) ist ebenfalls eine Metrik in M.

(ii) Sei M eine nichtleere Teilmenge von R und f: M — R. Mit d werde
die tibliche Metrik in R bezeichnet. Zeigen Sie: Ist f injektiv, so ist

de: (x,y) — d(f(x), f(y)) = [f(x) = f(y)]
eine Metrik auf M.

Losung: (i) Sei f: t +— % dann ist d = f od. Es wird folgendes Lemma
benutzt.




1.1 Metrische Riume

Lemma: Sei (M,d) ein metrischer Raum und f: [0,00) — [0, 0) eine mo-
noton wachsende bzw. ordnungserhaltende, subadditive Abbildung mitker f =
{0}. Dann ist auch f o d eine Metrik auf M.

Beweis: Es gilt
(fed)(x,y) = fld(x,y)) =0 <= d(x,y) =0 <= x=y
und
(fed)(x,y) = fld(x,y)) = f(d(y,x)) = (fed)(y,x).
Weiter ist
(fod)(x,z) = f(d(x,2)) < f(d(x,y) +d(y,z))
< fd(x,y) + f(d(y,2)) = (fed)(x,y) + (fod)(y,2)

und insgesamt ist f o d eine Metrik auf M. |

Esist f T b ﬁ > 0, also ist f monoton wachsend bzw. ordnungserhal-

tend. Die einzige Nullstelle von f ist 0, d.h. ker f = {0}. Zum Nachweis der
Subadditivitdt dient das folgende Lemma.

Lemma: Sei f: [0,00) — R zweimal stetig differenzierbar mit f(0) = 0
und " < 0, d.h. f' monoton fallend. Dann ist f subadditiv.

Beweis: Sei0 < y < x, dann ist x < x 4 y. Nach dem Mittelwertsatz gibt
eseina € (0,y) mit
v)
fia) =LY

und es existiert ein b € (x, x + y) mit

f+y) —fx)

!
(b) =
fi(b) y
Mit a < b folgt f'(b) < f'(a), also f(x +y) — f(x) < f(y) und damit ist f
subadditiv. |
Esist f/: t — —ﬁ < 0 und damit ist f subadditiv. Insgesamt ist d’ =
f od eine Metrik auf M.

(ii) Firx =ygiltde(x,y) = d(f(x), f(x)) = 0. Firds(x,y) = 0gilt f(x) = f(y)

und mit der Injektivitat folgt x = y. Die Symmetrie ist trivial, denn

de(x,y) = d(f(x), f(y)) = d(f(y), f(x)) = dg(y, x).

Die Dreiecksungleichung ist einfach, denn

dy(x,2) = d(f(x), f(2)) <d(f(x), fy) +d(f (W), f(2)) = dp(x,y) +df(y, 2).
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Aufgabe 1.1.3 Sei M = {x1,xy,... } eine abz&hlbare Menge.

(i) Man zeige, dass durch

1+ L
e T 121

0 (i=7])
eine Metrik auf M gegeben wird.

(ii) Ist (M,d) vollstindig? Man bestimme dazu etwa die Gestalt von
konvergenten Folgen bzw. von Cauchyfolgen.

Losung: (i) Die Definitheit und Symmetrie sind trivial. Die Dreiecksunglei-

chung gilt wegen
< L <2< ! ! _ d
d(x;, xi) 1+7k <2 1+T]+1+]+7k d(xl‘,x]‘)+ (x]-,xk)
furi#j#k.

(ii) Seiy € MN eine Cauchyfolge, d.h. Ve > 0 3ng € N Vm,n > ng: d(Ym, yn) <
e. Insbesondere fiir ¢ = 1 gibt es ein ny € IN, sodass fiir alle m,n > ng
stets d(ym, yn) < 1 gilt, und damit d(ym, y») = 0, also y = Y. Damit ist y
konvergent, denn es existiert ein 1y € IN mit y,, = yy, fiir alle n > ng. Also
ist (M, d) vollstandig.

Aufgabe 1.1.4 Sei M mit der diskreten Metrik versehen. Geben Sie eine
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass eine Folge aus
M konvergiert.

Losung: Seiy € MM eine Folge, die gegen x € M konvergiert. Insbesondere fiir
e = 1gibtesein ng € N mit d(y,, x) < 1 fiir n > ny, d.h. y, = x. Eine Folge
aus M konvergiert also genau dann beziiglich der diskreten Metrik, wenn alle
Folgenglieder ab einem gewissen Index gleich sind.

Aufgabe 1.1.5 Zeigen Sie folgenden Satz: M sei eine Menge, in der zwei
Metriken d und d’ gegeben sind. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) Eine Folge y € MM konvergiert beziiglich d gegen x € M genau
dann, wenn y beziiglich d’ gegen x konvergiert.

(ii) Fiir jede Menge B C M sind die Abschliisse beziiglich d und 4’
gleich.

(iii) Das System der abgeschlossenen Mengen in (M, d) ist gleich dem
System der abgeschlossenen Mengen in (M, d’).

10



1.1 Metrische Riume

(iv) Das System der offenen Mengen in (M, d) ist gleich dem System der
offenen Mengen in (M, d’), d.h. es gilt 7; = 1.

Zwei Metriken d,d’ auf M mit diesen dquivalenten Eigenschaften heiflen
topologisch dquivalent.

Losung: Zum Beweis benutzen wir folgendes Lemma.

Lemma: Sei (M,d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Teilmenge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir alle konver-
genten Folgen aus A der Limes stets in A liegt.

(if) Ein Punktx € M liegt genau dann im Abschluss
B= () A

ADB
M\AETd

einer Menge B C M, wenn es eine Folge aus B gibt, die gegen x konvergiert.

Beweis: (i) (=) Sei A C M abgeschlossen, d.h. M \ A ist offen. Sei y € AN
eine Folge in A mity — x,d.h. Ve > 0 dng € N Vi > np: y, €
Ue(x). Angenommen, es wire x € M \ A, dann gibe es ein ey > 0 mit
Ug, (x) € M\ A, dh. eswire {y, | n > n(eg)} € M\ A, Widerspruch!
Also gilt x € A.

(<) Sei A C M. Angenommen M\ A wiére nicht offen, d.h. 3xyp € M\
A Ve > 0: Ug(xg) € M\ A. Fiir eine Folge y € AN mity, € U, (x0) N

A gilty — xp, also wire xg € A, Widerspruch! Demnach ist A abge-
schlossen.

(ii) (=) Sei x € B, also gilt fiir ¢ > 0 stets U¢(x) N B # @. Wihle eine Folge
y € BN mity, € U (x), dann konvergiert i gegen x.

(<) Seiy € BN eine Folge aus B, die gegen x konvergiert, d.h. Ve > 0 Ing €
IN Vn > ng: yn € Ue(x), also ist fiir ¢ > 0 stets Ug(x) N B # @ und
damit x € B.

e (i) = (ii) Sei B C M. Nun gelten
xeﬁd@HyEBm:yix
e yeBN:iy Ly
—xeB”
o (ii) = (iii) trivial.

e (iii) = (iv) einfach mittels Komplementbildung.

11
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o (iv)=(i) Seiy € MN eine Folge mit y 4 x,d.h. Ve >0 3dng € N Vn >
no: yn € U4(x). Sei ¢ > 0. Nun ist Ug,/(x) offen, also gibt es eine > 0
mit U¢(x) C Ug,/(x) und weiter existiert ein ny € IN, sodass fiir n > ng

stets y, € Uf,’ (x) gilt. Damit folgt y 4, x. Die umgekehrte Richtung erfolgt
analog.

Aufgabe 1.1.6 Sei (M, d) ein metrischer Raum. Definiere neue Metriken

d(x,y)

di: (x,y) — m

und  dy: (x,y) — 1Ad(x,y).

Zeigen Sie: dy,dy sind zu d und damit auch untereinander topologisch
dquivalent.

Losung: Seiy € MY eine Folge.
(i) Es gilt
y 4, x <= d(x,yn) — 0
< dy(x,yn) = A(x, yn)

~ 1+d(x,yn) -

a
=y

(ii) Es gilt
yix@d(x,yn) -0
> dy(x,yn) =1Ad(x,yn) — 0

dy
— Yy — X

Aufgabe 1.1.7 Zwei Metriken d,d’ auf M heiflen iquivalent, wenn es
Konstanten K, L > 0 gibt mit

Vx,y € M: K-d(x,y) <d'(x,y) <L-d(x,y).

Zeigen Sie: Wenn d,d’ dquivalent sind, dann sind sie auch topologisch
dquivalent. Gilt auch die Umkehrung?

Losung: Seiend,d’ dquivalent,d.h. 3K,L > 0Vx,y € M: K-d(x,y) < d'(x,y) <
L-d(x,y). Sei weiter y € MW eine Folge, die beziiglich d gegen x € M kon-
vergiert. Sei ¢ > 0 und wihle ¢ := % > 0, dann gibt es ein 1y € IN, sodass
d(x,yn) < ¢ fiir alle n > ng gilt. Weiter ist % ~d'(x,yn) < d(x,yn) und damit

12



1.1 Metrische Riume

d'(x,yn) < € firallen > ng, dh. y %, x. Die umgekehrte Richtung erfolgt ana-

log.
Die Umkehrung gilt nicht, denn betrachte M = R mit der tiblichen Metrik d
und d' := I + Tea dann gilt d' < 1-4. Angenommen es existierte ein K > 0 mit

K-d < d bzw. K < dh Vx,y € R: K < . Insbesondere fiir x = 0

1
1+d’ 1+\x—y\

und y, = n € N gilt — 0, also ware K = 0. Widerspruch!

17+\x17yn\ =
Aufgabe 1.1.8 Zeigen Sie den Fixpunktsatz von Banach-Caccioppoli: Sei
(M, d) ein vollstindiger metrischer Raum und T: M — M eine kontrak-
tive Abbildung, d.h. es existiert ein g € (0,1), sodass fiir alle x,y € M
stets d(Tx, Ty) < q-d(x,y) gilt. Dann gelten:

(i) T hat genau einen Fixpunkt z, d.h. es existiert genau ein z € M mit
Tz =z

(ii) Wenn T die nichtleere abgeschlossene Menge A C M in sich abbil-
det, dann liegt auch der Fixpunkt in A.

(iii) Fur die Approximationsfolge x = (x,)pen mit x, := T"xq fiir beliebi-
ges xo € M gilt folgende Fehlerabschitzung;:

n

-d(Txo, xg)

d(z,xy) < q

1—

Losung;: (i) Zum Beweis der Existenz betrachte fiir beliebiges xo € M die Ap-

proximationsfolge x = (xp)peN mit x, := T"x(. Dann ist x eine Cauchyfolge,
dennesgiltfirl <m <mn

n-1 n—1 n—1
d(em,xn) < Y d(xp 1) = Y d(Tap_q, Tag) < Y g1 d(x,x1) — 0.
k=m k=m k=m —

—0 <o
Nun ist der metrische Raum vollstindig, also gibteseinz € M mit T"xy — z
und dann gilt
Tz =T lim T"xy = lim T""'xy =z
nelN nelN

T ist stetig, denn sei ¢ > 0, dann wéhle J := % > 0 und fiir alle x,y € M gilt

d(x,y) <6 = d(Tx,Ty) < ¢.
Zum Beweis der Eindeutigkeit seien y,z € M zwei Fixpunkte von T. Nun
gilt

d(y,z) = d(Ty, Tz) < X d(y,z) = q-d(Ty, Tz)
<q*-d(y,z) = q* - d(Ty, Tz)
<.
< q” -d(y,z) < o0 — 0.
—_~ ——

—0
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1 Grundlagen aus der Topologie

Damit folgt y = z.

(ii) Sei z der Fixpunkt von T und sei A C M eine nichtleere abgeschlossene
Menge mit TA C A. Wiahle xg € A, dann liegt die Approximationsfolge
x = (T"xp)nen in A, denn fiir alle n € IN gilt T"A C A. Weiter gilt x — z
und damit z € A.

(i) Sein € IN. Es giltd(z,x,) = d(T"z, T"xg) < g" - d(z, x¢) und
(1—q)-d(z,x0) = d(z,x0) —q-d(z,x) <d(z,x0) —d(z,x1) < d(x0,%1)
N, e’
>d(Tz,Txo)

und insgesamt folgt

qn
d(z,xy) < T4 -d(x1,x0).

1.2 Topologische Riume

Definition 1.10 (Topologie)

Sei X eine Menge. Ein Mengensystem T C o(X) heif$t Topologie auf X,
wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

i) X<t =UxXer
(ii) nginT = NXer

(X, T) heist topologischer Raum.
Seien 11, T» zwei Topologien auf X. 1 heifst schwicher/grober als 7» und
entsprechend heil8t 1, stirker/feiner als T, wenn 73 C 1 gilt.

Beispiel: (i) Die diskrete Topologie T4;s = p(X) ist die stirkste Topolo-
gie auf einer Menge X.

(i) Die indiskrete Topologie T;,; = {@, X} ist die schwichste Topologie
auf X.

(iii) Nach Satz existiert fiir jeden metrischen Raum (M, d) die Norm-
topologie t; auf M. Ein topologischer Raum (X, T) heif8t metrisierbar,
wenn es eine Metrik d auf X mit 7; = 7 gibt.

(iv) Die koendliche Topologie auf X ist
Toof = 10 € X[ X'\ O endlich}.
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1.2 Topologische Rdume

(v) Die koabzihlbare Topologie auf X ist
Toe = {O C X | X'\ O abzihlbar}.

Definition (offen, abgeschlossen, Abschluss, Umgebung, dicht)

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C M heifit
(i) offenin (X, ), falls B € T.

(ii) abgeschlossen in (X, T), falls X \ B offen.
B ist die kleinste abgeschlossene Menge, die B enthilt, also

B= () 4
ADB
X\Aet

und heifst Abschluss von B.

(iif) Umgebung von x € M, falls 30 € T: x € O C B.
Die Menge aller Umgebungen von x wird mit U/ (x) bezeichnet
und heifit auch Umgebungsfilter von x.

(iv) dichtin X, wennVx € X VU € U(x): UNB # @.

Lemma: Fiir eine Teilmenge B eines topologischen Raums (X, 7) sind
dquivalent:

(i) Bdichtin X.
(i) YO € T\ {@}: ONB # @.
(iii) B = X.
Beweis: e (i)=(ii) Sei O # @ offen, also gibt es ein x € O mit O € U(x).
Es folgt ON B # @.
e (ii) = (ili) Angenommen, es wire B # X, dann gébe es eine abgeschlosse-

ne Menge A O Bmit A # X. Nach Voraussetzung wére dann (X \ A)NB #
@ und folglich B ¢ A. Widerspruch!

e (iii)= (i) Sei x € X und 0.E.d.A. U € U(x) N 7. Mit der Annahme U N
B = @ folgt B C X\ U und X\ U ist abgeschlossen, d.h. B C X\ U.
Widerspruch!

Bemerkung: Um topologische Raume einzufiihren, kann man auch mit
den Umgebungen beginnen und dann die offenen Mengen definieren.
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1 Grundlagen aus der Topologie

Definition (hausdorffsch)

Ein topologischer Raum (X, T) heift hausdorffsch bzw. T heifst Hausdorff-
Topologie auf X, wenn das T2-Trennungsaxiom erfiillt ist, d.h.

VyyeX:x#y = U eclU(x)IVeld(y): UNV =Q.

Es ist meist unnotig oder unmoglich, alle offenen Mengen bzw. alle Um-
gebungen beschreiben zu wollen, und es reichen kleinere Mengensyste-
me.

Definition 1.11 (Basis, Subbasis, Umgebungsbasis)

Sei (X, T) ein topologischer Raum.

(i) Ein System B C 7 heifst Basis von T, wenn
t={JO|0cCB}.
(if) Ein System & C 7 heif$t Subbasis von T, wenn
B={N0O|0 <, S}

eine Basis von T ist.

(iii) Ein System V C U(x) heifst Umgebungsbasis von x € X, falls

VU e U(x)IVeEV: VCU.

Beispiel: (i) Sei R" mit der tiblichen Topologie versehen. Dann ist

{Ue(x) e € Qp,x € Q"}

eine abzihlbare Basis. Fiir ein beliebiges x € R" ist {U,(x) | e € Q4 }
eine abzdhlbare Umgebungsbasis von x.

(ii) Sei X eine Menge. Das System {{x} | x € X} ist eine Basis fiir die
diskrete Topologie auf X und {X} ist eine Basis fiir die indiskrete
Topologie auf X.

Definition (Hiufungs-, Berithrungs-, isolierter, Rand-, innerer, dufSerer Punkt)

Sei (X, T) ein topologischer Raum und B C X, x € X. Dann heif3t x
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1.2 Topologische Rdume

(i) Hiufungspunkt von B, wenn VU € U(x): (UNB) \ {x} # @.
(ii) Beriihrungspunkt von B, wenn VU € U(x): UN B # @.
(iii) isolierter Punkt von B, wenn 3U € U(x): UN B = {x}.

(iv) Randpunkt von B, wennVU € U(x): UNB# D AN UN(X\B) #
)

9B ist die Menge aller Randpunkte von B und heifst Rand von B.

(v) innerer Punkt von B, wenn 3U € U(x): U C B.

o
B ist die Menge der inneren Punkte von B und heifst Inneres von
B.

(vi) duflerer Punkt von B, wenn 3U € U(x): U C X'\ B.

Lemma: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und B C X, x € X. Dann
gelten:

(i) xistgenau dann ein Beriithrungspunkt von B, wenn x ein Haufungs-
punkt oder ein isolierter Punkt von B ist.

(ii) xist genau dann ein Haufungspunkt von B, wenn x ein Beriihrungs-
punkt von B \ {x} ist.

(iii) x ist genau dann ein isolierter Punkt von B, wenn x ein duflerer
Punkt von B\ {x} ist.

(iv) x ist genau dann ein Randpunkt von B, wenn x weder ein innerer
Punkt noch ein dufierer Punkt von B ist.

(v) xist genau dann ein innerer Punkt von B, wenn x ein dufierer Punkt
von X \ Bist.

(vi) x ist ein Haufungspunkt von B, wenn x ein innerer Punkt von B ist.

Beweis: (i) Sei x ein Beriihrungspunkt von B, d.h. VU € U(x): UNB # Q.
Falls eine Umgebung U € U(x) mit BNU = {x} existiert, dann ist x
ein isolierter Punkt. Andernfalls gilt fiir alle Umgebungen U € U(x) stets
(BNU)\ {x} # @, d.h. x ist ein Hiufungspunkt von B.

Sei umgekehrt x ein isolierter Punkt von B. Es gilt dann x € B, also folgt fiir
jede Umgebung U € U(x) immer x € UN B # @ und damit ist x ein Beriih-
rungspunkt. Jeder Haufungspunkt ist insbesondere ein Bertihrungspunkt.

(ii) Esgiltfiir U € U(x)stets (UNB)\{x} =UN(B\ {x}).
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1 Grundlagen aus der Topologie

(iii) Esist UN B = {x} genau dann, wenn (UNB) \ {x} = UN(B\ {x}) = @.
Das ist dquivalent mit U C X\ (B\ {x}).

(iv) x ist ein Randpunkt von B genau dann, wenn

YUeU(x): UNB#AQ A UN(X\B)#£®.
——— N ——
— U¢B — UZX\B
Das ist dquivalent dazu, dass x weder ein innerer noch ein duflerer Punkt
von B ist.
(v) trivial.

(vi) Sei x innerer Punkt, d.h. Uy € U(x): Uy C B. Angenommen, x wire kein
Hiaufungspunkt, dann 3U; € U(x): (U3 NB)\ {x} =@, dh. U; "B C {x}
und damit Uy N Uy C {x}. Widerspruch!

Definition 1.12 (stetig)

Seien (X1, 7), (X2, 72) topologische Rdume und x € Xj. Eine Abbil-
dung f: X; — X, heifst stetig in x, falls

YV € U(f(x)) 3U € U(x): F(U) C V.

f heifit stetig, wenn f in jedem Punkt x € X; stetig ist.

Lemma: Seien (Xj, 1), (X2, T2) topologische Raume. Fiir eine Abbildung
f: X1 — Xj sind dquivalent:

(i) f stetig
() fY(m)Cn
Beweis: analog zu Satz[1.9]

Bemerkung 1.13 Topologische Rdaume haben gravierende Unterschiede
zu metrischen Rdumen:

(i) Die Stetigkeit einer Abbildung kann nicht mehr durch Folgen cha-
rakterisiert werden, genauer gilt: Wenn f stetig, dann ist f folgens-
tetig. Die Umkehrung gilt in topologischen Rdumen nicht.

Beispiel: Betrachte R mit der koabzdhlbaren Topologie 7,.. Dann
gilt fiir jede Folgey € RN und x € R

y—x &< dngeNVn>ng:y, =x.

18



1.2 Topologische Rdume

Beweis: Esist U(x) = {U € Toc|x € U}. Seialso y — x, dann gilt
YU € U(x) Ing € N Vn > ng: y, € U. Betrachte U := R\ imy € Teoc.
Angenommen, es wére x € U, dann wére U € U(x), also Ing € Vn >
no: yn € U. Widerspruch! Also folgt x € imy, d.h. Ing € IN: x = yy,.
Betrachte nun U’ := U U {x} € U(x), dann Ing € NVn > ny: y, € U', d.h.
Yn = X.

Jede Abbildung f: (R, 7o) — (X, T) ist damit offenbar folgenste-
tig. Sei speziell X = R mit der tiblichen Topologie T versehen. Be-
trachte die identische Abbildung id: (R, Tcoc) — (R, T), dann ist id
folgenstetig, aber nicht stetig, denn es gilt id~(0,1) = (0,1) und
(0,1) ist T-offen, jedoch nicht T¢o.-offen, denn (0, 1) ist kein Komple-
ment einer abzdhlbaren Menge.

(i) Ein Punkt x ist Hiufungspunkt von B, wenn eine Folge y € (B \
{x})™ mity — x existiert. In metrischen Rdumen sind beide Aussa-
gen dquivalent.

Beispiel: Sei X = R® die Menge aller reellwertigen Funktionen
auf R. Eine Nullumgebungsbasis fiir eine Topologie T in X ist das
System aller Mengen

Ure ={f eX|Vie{l,...,n}:|f(x;)| <e&}

fiir beliebige n € IN, x € R" und ¢ € R’ (eine Umgebungsbasis fiir
ein beliebiges f € X erhdlt man durch Verschiebung dieser Nullum-
gebungsbasis an f). Ferner sei A folgende Menge:

A={feX||kerf] <oo Aimf C {0,1}}

Die Nullfunktion 0 ist offenbar Haufungspunkt von A, denn in jeder
Nullumgebung Uy, liegt ein f € A mit f # 0, genauer gilt Vi €
{1,...,n}: f(x;) = 0und f(x) = 1 sonst. Aber es existiert keine
Folge f € AN mit f — 0.Sei f € AN, fiir n € IN definiere die
endliche Menge M,, := ker f;;, dann ist M := J,cy M, abzdhlbar,
also M # R. Sei xyp € R\ M, dann liegt in UxO, 1 keines der f,,, denn

Vn € N: f,(x0) = 1 und damit kann f nicht gegen die Nullfunktion
0 konvergieren.

An den beiden Bespielen ist zu erkennen, dass Folgen in topologischen
Raumen nicht ausreichend sind. Es gibt hier zwei Auswege: Einerseits
die Filter, andererseits die verallgemeinerten Folgen (Netze).
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1 Grundlagen aus der Topologie

Definition 1.14 (gerichtete Menge, Netz, konvergent, Hiufungspunkt)

(i) Eine gerichtete Menge (I, <) ist eine Menge I mit einer binédren Re-
lation < C I x I, die folgende Eigenschaften erfiillt:

e < reflexiv,d.h. A} C <
e < transitiv,d.h. x5 ;  C <
o < gerichtet, dh.Vij,b e [diel:ii<i N2 =i
(ii) Sei X eine Menge und (I, <) eine gerichtete Menge, dann heifit

eine Abbildung x: I — X auch Netz in X, und man schreibt x; :=
x(i) und x = (x;);cs sowie (x;);c; C X.

(iii) Sei (X, T) ein topologischer Raum. Ein Netz x € X' heift konver-
gent gegen xe € X, falls

VUEU(XOO) dig e IVi=iy: x; € U,

symbolisch x — xe oder limx = x. oder auch x; — xe oder
lim;eg X = Xoo-

(iv) Sei (X, T) ein topologischer Raum. Ein Punkt y € X heifst Hiu-
fungspunkt des Netzes x € X!, wenn VU € U(y) Vi € I Jip =
i Xiy € u.

Bemerkung: Jede Folge ist ein Netz fiir die gerichtete Menge (I, <).
Netze haben aber gravierende Unterschiede zu Folgen:

(i) Fir konvergente Folgen liegen aufSerhalb jeder Umgebung des Li-
mes nur endlich viele Folgenglieder, bei konvergenten Netzen muss
das nicht sein.

(ii) Konvergente Folgen in metrischen Rdume sind stets beschrankt, aber
nicht jedes konvergente Netz ist beschrankt.

Beispiel: Betrachte I = (0, c0) mit der tiblichen Ordnung <. Das
Netz y € R mity; := % ist konvergent gegen 0, jedoch nicht be-
schrankt.

(iii) In einem Hausdorff-Raum ist der Limes eines konvergenten Netzes
eindeutig bestimmt.

Beweis: Seiy € X! ein Netz, das gegen x; € X und x, € X konvergiert.
Angenommen es wire x; # xp, dann U € U(x1) IV € U(xp): UNV = @.
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1.2 Topologische Rdume

Wegeny — x; folgtJi; € IVi=ij:y; € Uund analogdip € I Vi=ip: y; €
V. Damit gilt fiir ig € I mitiy »= iy und i = ip stetsy; € UNV furallei = i.
Widerspruch!

Definition (Teilnetz)

Sei (x;)ics ein Netz. Ein Netz (y;);c; heifit Teilnetz von (x;);c;, wenn
eine Abbildung ¢: | — I mit den folgenden beiden Eigenschaften exis-
tiert:

(i) Vi€ J:yj = xy)
() VieIJje]Vi=jo: o) =i

(i) besagt, dass die y; stets gewisse der x; sind. (ii) ersetzt sehr grob die
Monotonie in der Teilfolgendefinition: Wenn j weit hinten in der Index-
menge J, dann liegt auch ¢(j) weit hinten in der Indexmenge I; oder an-
ders ausgedriickt: jeder Index i € I wird ab einer gewissen Stelle jy €
J von allen Bildern ¢(j) tiberholt. Insbesondere kénnen Elemente x; in
(yj) jey unendlich oft vorkommen.

Lemma: Sei (X, T) ein topologischer Raum. Ein Punkt y € X ist Hau-
fungspunkt eines Netzes x € X! genau dann, wenn es ein gegen y kon-
vergentes Teilnetz von x gibt.

Beweis: (=) Seiy € X Haufungspunkt des Netzes x € X!. Betrachte die durch
Inklusion D gerichtete Menge U (). Da y Haufungspunkt ist, gilt Vi € I YU €
U(y) Fiu, = it x,, € U. Die Menge U(y) x I mit der Relation (Uy,i1) <
(Up,ip) <= U; D Up A iy < iy ist gerichtet. Definiere eine Abbildung
¢:U(y) x I — 1, (U,i) — iy, dann gilt fiir alle i € I und fiir eine beliebige
Umgebung U € U(y) nun fir alle (V,f) = (U, i) stets ¢(V, ) = j = i. Insge-
samt ist also (x¢ (U, 1)) (11,i)ct4(y) 1 €in Teilnetz von x und konvergiert gegen
y,dennsei U € U(y) und seii € I beliebig, dann gilt fiir (V,j) = (U, i) stets
x(P(V,]-) eV Cu.

(<) Seiz € X/ ein gegen y konvergentes Teilnetz von x. Sei weiter U € U(y)
und i € I. Da z gegen y konvergiert, gibt es ein j; € ], sodass Vj = ji: z; =
Xy(j) € U. Weil z ein Teilnetz von x ist, existiert ein jo, € ] mit ¢(j) = i fiir
alle j = j», und damit gibt es ein jy € | mit jo »= j; und jy = jo. Setze also
i := ¢(jo) = i mit x;, € U und damit ist y ein Hiufungspunkt von x.

Satz 1.15 Sei (X, T) ein topologischer Raum. Ein Punkt x € X ist ge-
nau dann Beriihrungspunkt einer Menge B C X, wenn es ein gegen x
konvergentes Netz aus B gibt.
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1 Grundlagen aus der Topologie

Beweis: (=) Sei x ein Beriihrungspunkt von B, also gilt VU € U(x): UNB #
@. Betrachte fiir die gerichtete Menge (U/(x), D) ein beliebiges Netz y €
BY() mit yy; € U fiiralle U € U(x), dann gilt y — x, denn fiir alle U € U(x)
gibtesein Vp := U € U(x) mit xy € U fiiralle V C Vj.

(<) Seiy € B! ein gegen x konvergentes Netz, damit gilt VU € U(x) Jip €
I:{y;|i»ig} C U. Also folgt UNB # @.

Bemerkung: Um im Teil (i) des obigen Beweises ein Netz i € BY(®) mit
yu € U fiir alle U € U(x) bilden zu kénnen, benétigt man das Auswahl-
axiom: Sei X ein nichtleeres System nichtleerer Mengen, dann existiert
eine Abbildung x: X — [JX mit x(X) € X fiir alle X € X. Anders ge-
sagt gibt es eine Menge M, sodass X N M fiir alle X € X stets genau ein
Element enthilt. (M enthilt also fiir jedes X € X" genau ein Element aus
X))

Definition (netzstetig)

Seien (X1, 1), (X2, 72) topologische Riume und x € Xj. Eine Abbil-
dung f: X; — X; heifst netzstetig in x, falls

YWeXiiy—x = fly)— f(x)

und f heifst netzstetig, falls f netzstetig in allen x € Xj ist.

Satz 1.16 Seien (X31,71), (X2, 72) topologische Rdume. Fiir eine Abbil-
dung f: X7 — X, sind dquivalent:
(i) f stetig
(ii) f netzstetig
Beweis: (=) Sei f stetig und y € X! ein gegen x € X konvergentes Netz. Sei
V € U(f(x)), dann existiert eine Umgebung U € U(x) mit f(U) C V und
weiter gibt es ein ip € I mit {y; |i = iy} C U. Es folgt
{flizio} = f({yili=i}) C fU) SV
und damit ist f netzstetig in x.

(<) Sei f netzstetig in x € X. Angenommen f wire nicht stetig in x, d.h. I3V €
U(f(x)) VU € U(x): f(U) C V.Dann gibt es fiir alle U € U(x) einxy € U
mit f(xy) ¢ V und damit konvergiert das Netz (xi7) ey (x) gegen x, aber
das Bildnetz (f(xu))yey(x) konvergiert nicht gegen f(x). Widerspruch!
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1.2 Topologische Rdume

Satz 1.17 (initiale Topologie, finale Topologie) Sei X eine Menge und
((Xt, t))ter eine Familie von topologischen Raumen.

(i) Fiir eine Familie (f;);cr von Abbildungen f;: X — X; existiert ge-
nau eine schwéchste Topologie 7;,, auf X, fiir die alle Abbildungen
f¢ stetig sind, und diese heif3t initiale Topologie auf X bzgl. (f)ier-

(ii) Fiir eine Familie (g¢)¢er von Abbildungen g;: X; — X gibt es genau
eine stirkste Topologie Ty;, auf X, fiir die alle Abbildungen g; stetig
sind, und sie heifit finale Topologie auf X bzgl. (gt )seT-

Beweis: (i) Sei T eine Topologie auf X und seien die Abbildungen f;: X — X;
stetig, d.h. es gilt ffl () C 7 fiir alle t € T. Der Schnitt von Topologien ist
stets eine Topologie, also existiert genau eine schwichste Topologie T, auf
X, fur die alle Abbildungen f; stetig sind, ndmlich

Tin = m T.
T Topologie auf X
vteT: f7(w)Ct

Eine Subbasis fiir die Topologie 7;,, ist demnach das Mengensystem

S =U £ (w)

teT

(ii) Sei T eine Topologie auf X und seien die Abbildungen g;: X; — X stetig,
dh.es gilt g7 1(7) C 7 fuir alle t € T. Betrachte die Topologie

T ={0CX|VteT: g }0) €},
dann gilt nach Definition von 7’ stets T C 7/, d.h. es ist
Tfin = T/.
Beispiel: (i) Sei (Xo, 1) ein topologischer Raum und X C X, eine

Teilmenge. Die initiale Topologie auf X beziiglich der identischen
Einbettung idx: X — X ist

TO|X = id§l(’r0) = {OQX |O e To} =:NX
und heifit Unterraumtopologie auf X.

(ii) Sei (X¢, 7¢)teT eine Familie von topologischen Réumen. Nach dem
Auswahlaxiom ist das kartesische Produkt

X=X Xe={x:T— |JX;|VteT: x; € X¢}
teT teT
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1 Grundlagen aus der Topologie

nichtleer. Betrachte die kanonischen Projektionen py: X — X;, x +—
x¢, dann heifit die initiale Topologie auf X bzgl. der Projektionen
(pt)tet auch Produktopologie von (X¢, Tt )te. Eine Basis dieser Topo-
logie ist

B:{XOtx >< Xt|F§finT/\Vt€F:OtETt}.
teF tET\F

(iii) Sei (X, T) ein topologischer Raum und ~ C X x X sei eine Aquiva-
lenzrelation auf X (reflexiv, symmetrisch, transitiv). Dann ist X/ ~
die Menge aller Aquivalenzklassen [x] ~ und heift Faktorraum oder
Quotientenraum von X nach ~. Betrachte die kanonische Projekti-
onnat: X — X/ ~, x — [x], dann hei8t die finale Topologie
auf X/ ~ bzgl. nat auch Faktortopologie oder Quotiententopologie auf
X/ ~.Eine Menge B C X/ ~ ist genau dann offen, falls nat—1 (B) =
Ujxjep[x] offen in X ist.

Satz 1.18 Seien (X1, 71), (X, T) topologische Rdume und ((X¢, T¢) )t €i-
ne Familie von topologischen Rdumen. Sei g: X; — X eine Abbildung
und (f;: X — X¢)ter eine Familie von Abbildungen, sodass T die initiale
Topologie bzgl. (f; )T ist. Dann gelten:

(i) g ist stetig genau dann, wenn f; o g fiir alle t € T stetig ist.

(ii) Die initiale Topologie auf X; bzgl. ¢ ist gleich der initialen Topologie
auf Xy bzgl. (fi o Q)ter-

Beweis: (i) Sei f;ogstetigfirallet € T,dh.esgilt (fiog) (%) = ¢ 1 (f Hw)) C
71 flir alle t € T. Damit folgt

Us ' @) =¢ (U m)cu
teT teT
Subbasis von T

und nun folgt mit der Schnitt- und Vereinigungsstabilitdt des Urbildes, dass
g stetig ist.
Die umgekehrte Richtung ist trivial.

(ii) folgt aus (i).
Aufgaben

Aufgabe 1.2.1 Bestimmen Sie alle Topologien in einer Menge aus zwei
Elementen. Welche davon ist eine Hausdorff-Topologie?
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1.2 Topologische Rdume

Losung: Alle Topologien auf der Menge {0,1} sind
Tina = {0, X}

= {2, {0}, X}
n ={2,{1}, X}
wis = {2, {0}, {1}, X}

und nur Ty ist hausdorffsch.

Aufgabe 1.2.2 Sei (X, T) ein topologischer Raum und B C X. Zeigen
Sie:

(i) B={x € X|VU € U(x): UNB # @}. Man erhilt also, dass B die
Menge aller Berithrungspunkte von B ist.

(ii) B = BU B’ und dabei bezeichnet B’ die Menge aller Hiufungspunk-
te von B.

(i) B={x e X|BeU(x))}.

(iv) Bist die grofite offene Menge, die in B enthalten ist, d.h es gilt

B=[Jo.
OCB
Oet

Losung: (i) (C) Seix € B, d.h. fiir alle abgeschlossenen Mengen A D B gilt
x € A. Damit gilt fiir jede Umgebung U € U(x) stets UNA # @.
Angenommen es gibe eine Umgebung Uy € U(x) mit Uy N B = Q,
dann wire Uy C B C A im Widerspruch zu Uy ¢ A.

(D) Sei A D Babgeschlossen, d.h. X\ A € t.Firx € XmitVU € U(x): UN
B # @ folgt x € A, denn angenommen das Gegenteil wére der Fall,
dann Uy € U(x): UC X\ A, dh. UNA =@, also UNB = @. Wider-
spruch! Also folgt x € B.

(i) (©) Sei x ein Beriithrungspunkt von B, d.h. VU € U(x): UN B # @. Falls
x ¢ B, dann folgt (U\ {x})NB = (UNB)\ {x} # @, also ist x ein
Héaufungspunkt.

(D) Sei x € B. Fiir alle Umgebungen U € U(x) gilt x € U, also ist stets
U N B # @.Sei nun x ein Haufungspunkt von B, d.h. VU € U(x): (UN
B)\ {x} # @, also folgt stets UN B # @ und damit ist x ein Beriih-
rungspunkt von B.

(iii) (C) Seix € B, d.h. 3Uy € U(x): Uy C B, also folgt B € U(x).
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1 Grundlagen aus der Topologie

(D) trivial.

(iv) (C) Seix € B,d.h.3Uy € U(x): Uy C B,also 3Oy € t: x € Oy C Uy C B.

(2) Seix € O C B fiir eine offene Menge O € 7, dann gilt insbesondere
O € U(x) und damit ist x ein innerer Punkt von B.

Aufgabe 1.2.3 Sei X die Menge aller reellwertigen Funktionen auf R.
Die Topologie T werde durch folgende Nullumgebungsbasis beschrieben
(eine Umgebungsbasis fiir ein beliebiges f € X erhélt man durch Ver-
schiebung dieser Nullumgebungsbasis an f). Die Nullumgebungsbasis
Up bestehe aus allen Mengen

Uye ={feX|Vie{l,...,n}: |f(x;)| <&}

fiir beliebige x € R" und &€ € R’ fiir n € IN. Zeigen Sie: (1 — Xg)peg ist
ein gegen 0 konvergentes Netz. Dabei ist £ das gerichtete System aller
endlichen Teilmengen von R, halbgeordnet mittels Inklusion C ;.

Losung: Sei U € U(0), d.h. Uy € Up: Uy, C U. Fiir die endliche Menge Ey =
imx € & gilt1 — xg, € Uy und ebenso gilt fiir alle E 2 fin Egstets 1 — xg € Uy,
also konvergiert das Netz (1 — xg)pee gegen 0.

Aufgabe 1.2.4 Eine Eigenschaft P eines metrischen (allgemein: eines to-
pologischen) Raums (oder eines Objekts in diesem Raum) heifst topolo-
gische Eigenschaft, wenn P unter homéomorphen Abbildungen erhalten
bleibt. Welche der folgenden Eigenschaften einer Folge eines metrischen
Raums sind topologische Eigenschaften?

(i) Beschranktheit

(if) Cauchyfolge

(iii) Konvergenz

(iv) Vollstandigkeit des metrischen Raums

Losung: (i) Beschrédnktheit: Dies ist keine topologische Eigenschaft. Betrachte
dazu die beschrinkte Folge x € RY mit x, := %4—1 Die Bildfolge (n +

1)pen unter dem Homgomorphismus f: Ry — Ry, t — % ist aber nicht
beschrankt.

(if) Cauchyfolge: Das ist keine topologische Eigenschaft. Betrachte dazu die Cauchy-

Folge x € RY mit x, := %H Die Bildfolge (1 + 1),en unter dem Homoo-

morphismus f: Ry — Ry, t+— % ist aber keine Cauchyfolge.
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1.3 Kompaktheit

(iii) Konvergenz: Dies ist eine topologische Eigenschaft, denn fiir jede konver-
gente Folge ist die Bildfolge unter einer stetigen Abbildung auch konver-
gent, denn in metrischen Rdaumen ist Stetigkeit und Folgenstetigkeit dqui-
valent.

(iv) Vollstandigkeit des metrischen Raums: Das ist keine topologische Eigen-
schaft, denn betrachte den vollstindigen metrischen Raum R mit tiblicher
Metrik und den Homoomorphismus exp: R — Ry, t — ef, dann ist der
Bildraum R+ = (0, o) nicht vollstindig.

1.3 Kompaktheit

Definition 1.19 (kompakt)

Ein topologischer Raum (X, T) heifit kompakt, wenn zu jeder Uberde-
ckung von X durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung exis-
tiert, d.h. falls

VeCrt: |JC=X = FFCppC: JF =X

Eine Teilmenge K C X heif3t kompakt, falls (K, T|x) kompakt ist.

Bemerkung: Manche Autoren bezeichnen obiges auch als quasikompakt
bzw. fordern zusétzlich, dass T eine Hausdorff-Topologie auf X ist.

Satz 1.20 Sei (X, 7) ein topologischer Raum und seia« = {A C X | X'\
A € 1} das System der abgeschlossenen Mengen. Dann sind dquivalent:

(i) X kompakt.
(i) VACa: VF Cripy At NF #£#0 = NA#QD.
(iii) Jedes Netz aus X besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis: e (i)=(ii) Sei X kompaktund sei A C a mitVF Cg;y, A: NF #
@. Angenommen es wire (1A = @, dann wére die Menge der Komple-
mente (A = {{A = X\ A|A € A} eine Uberdeckung von X wegen
UCA = CN.A = C® = X und damit existierte eine endliche Teiliiberde-
ckung CF Cyj, CAmit UCF = X, dh. N F = @. Widerspruch!

e (ii))= (i) Es gelte (ii) und sei C C 7 eine offene Uberdeckung, d.h. es gilt
UC = X und damitist CC C a mitNCC =CNC =CX=. Angenommen
X wire nicht kompakt, d.h. fiir alle endlichen Teilmengen F C fin C wire
UF # X, also NCF # @. Widerspruch!
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1 Grundlagen aus der Topologie

e (i) = (iii) Seix € X! ein Netz in X. Angenommen x hat keinen Haufungs-
punkt, d.h.

Vy € X 3Uy, € U(y) 3iy € IVi=iy: x; & Uy

Weiter gibt es fiir alle y € X stets eine offene Menge Oy € Tmity € Oy C
Uy, und damit ist {O, |y € X} eine offene Uberdeckung von X. Wegen
der Kompaktheit gibt es eine endliche Menge F C ¢, X mit Uyer Oy = X
Wihle ip € I mit ig = iy fiiralley € F, dann gilt x; ¢ U,cr Oy = X fiir alle
i %= ig. Widerspruch!

o (iii) = (i) Sei C C T mit|JC = X. Angenommen fiir alle endlichen F C fin
C ware JF # X, dann betrachte fiir die gerichtete Menge (y;,(C) aller
endlichen Teilmengen von C ein Netz x € x%in(€) mit x F & UF fur alle
F Cfin C. Nach Vorraussetzung (iii) hat das Netz einen Haufungspunkt
y € X, also gilt VF Cyy, C VU € U(y) NF 3F0 2fin F: x5, € U, aber das
liegt im Widerspruch zu xx, ¢ |JFo 2 U. Also ist X kompakt.

e (ii) = (iii) Sei x € X! ein Netz. Betrachte A; = = {xj|j =i} ftri € I. Dann
gibt es fiir alle endlichen Mengen F Cy;,, I einip € I mitip = ifiirallei € F
und damit gilt @ # A;; C Njcr A;. Es folgt A = ;1 A; # @ nach (ii). Sei
y € A, dann ist y Haufungswert von x, denn sei U € U (y) und i € I, dann

istUN{xj|]j =i} # @, also folgt UN{x;|] = i} # .

e (iii) = (ii) Sei A C a mit NF # O fiir alle 7 Cg;, A. Betrachte die ge-
richtete Menge o f,-n(.A) aller endlichen Teilmengen von A und ein Netz
x € X9rn(A) mit x F € NF firalle 7 Cg;, A, dann hat x nach (iii) einen
Hiaufungspunkt y € X. Esfolgty € A firalle A € A, dennsei A € Aund
U € U(x), dann gibt es eine endliche Menge 4 Cyj, A mit A € F4 und
xp, € U Weiter gilt xr, € NFa C AjalsoUNA #@,dh.ye A=A
Schlieglich folgty € NA, dh. NA # @.

Lemma: Sei K C X eine Teilmenge eines topologischen Raums (X, 7).
Dann ist K kompakt genau dann, wenn

veCrt: |JCOK = FF S C: |JF 2K

Beweis: (=) Sei K kompakt, und sei C C T mit UC 2 K. DannistC’ =CNK C
T|x mit UC’ = K, also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung F’' C C fin C’ mit
NF' =Kbzw. F Cgj, Cmit ' = FNKund NF 2 K.

(<) Sei C' C 7|k eine Uberdeckung von K. Es gibt also eine Menge C C T mit
C' =CNKund YC 2 K und damit existiert eine endliche Menge F C fin C
mit JF D K. Wahle 7/ = F N K mit F' Cfin C’, dann gilt N F’' = K, also
ist K kompakt.
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1.3 Kompaktheit

Satz 1.21 Sei (X, T) ein topologischer Raum und B C X. Dann gelten:
(i) Wenn X kompakt und B abgeschlossen ist, dann ist B kompakt.
(i) Wenn X hausdorffsch und B kompakt ist, dann ist B abgeschlossen.

Beweis: (i) Sei X kompaktund B abgeschlossen. Sei C C 7 eine Uberdeckung
von B, dannistC’ = C U {X\ B} eine Uberdeckung von X, also existiert eine
endliche Teiliiberdeckung 7' C;, C'. Schlieflich ist F = F'\ {X \ B} C C
eine endliche Teiltiberdeckung von B.

(ii) Sei X hausdorffsch und B kompakt. Sei x € X\ B. Weil X hausdorffsch ist,
gilt
VyeB3Uy,ceU(x)NTt IV, ceU(y)nt: U, NV, =0
und dannist {V; |y € B} eine Uberdeckung von B. Weiter existiert also eine
endliche Menge F C B mit Uye rVy 2 B.Setze

U:=(Uyel(x)Nnt und V:=[JV, 2B,
yeF yeF

dannist UNV = @, also UNB = @ bzw. U C X\ B und damit ist B
abgeschlossen.

Satz 1.22 Seien (X1, T1), (X2, T2) topologische Rdume, X; kompakt und
f: X1 — Xj eine stetige Abbildung. Dann gelten:

(i) f(X;)kompakt.

(i) Wenn X, hausdorffsch und f bijektiv, dann ist f ein Hom&omor-
phismus.

Beweis: (i) Sei C C 1 eine Uberdeckung von f(X;). Dann gilt f(X;) C UC,
also folgt
X cfiJa=uUsrte
und mit der Stetigkeitist f~1(C) C 7. Weiter ist X; kompakt, also gibt es ei-
ne endliche Teiltiberdeckung 7' C;, f ~1(C) und damit eine endliche Men-
ge F Cpiy Cmit 7/ = f~1(F)und X3 CUF =Uf(F) = FHUF),
dh. f(X1) CUF.

(i) Sei f bijektiv, d.h. Vx, € X, 3'x; € Xi: f(x1) = xo. Setze f~1: Xp —
Xy, xp + x1 mit f(x1) = xo. Zu zeigen verbleibt, dass f~! stetig ist.
Sei dazu x, € X, und U € Uy(f~(y)). Fur alley € X\ f(U) gibt es
Umgebungen V, € Up(x2) N und Wy, € Up(y) N mit V, N W, = .
Dannist {W, |y € X, \ f(U)} eine Uberdeckung von X; \ f(U) und damit
existiert F Cry Xp \ f(U) mit Uyer Wy 2 X2\ f(U) 2 Xp\ f(U). Setze

29



1 Grundlagen aus der Topologie

V= yer Vy € Up(x2), dannist VN (X2 \ f(U)) = @, also V C f(U) bzw.
fflv)ycu

Folgerung 1.23 Seien 11, 7» zwei Topologien auf X mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) (X, ) kompakt.

(ii) (X, 1) hausdorffsch.
(i) 71 2
Dann gilt 71 = 1.
Beweis: Betrachte die identische Abbildungid: (X, 1;) — (X, 7). Wegenid (1) =
T, C 7 ist id stetig, also nach Satz ein Hom6omorphismus. Damit folgt
id() =1 Cp,also = 0.

Definition (relativkompakt, lokalkompakt)

Eine Teilmenge B C X eines topologischen Raums (X, 7) heifit
(i) relativkompakt, wenn es eine kompakte Menge K D B gibt.

(ii) lokalkompakt, wenn jeder Punkt x € B eine kompakte Umgebung
K € U(x) besitzt.

Lemma: Sei (X,7) hausdoriffsch. Dann ist eine Menge B C X relativ-
kompakt genau dann, wenn B kompakt ist.

Beweis: Sei B relativkompakt, d.h. es &ibt eine kompakte Obermenge K 2 B.
Weiter ist K abgeschlossen, also gilt K O B und damit ist B kompakt.
Die umgekehrte Richtung ist trivial.

Definition 1.24 (abzdhlbarkompakt, folgenkompakt)

Ein topologischer Raum (X, 7) heifit

(i) abzihlbarkompakt, wenn jede abzahlbare offene Uberdeckung eine
endliche Teiltiberdeckung enthalt.

(ii) folgenkompakt, wenn jede Folge aus X eine in X konvergente Teil-
folge besitzt.

Lemma: Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
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1.3 Kompaktheit

(i) X abzahlbarkompakt.

(ii) Jede Folge aus X besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis: e (i)= (ii) Sei X abzdhlbarkompaktund x € XN eine Folge aus X.
Dann ist
neN

denn sonst wire {X \ {x; |k > n} | n € N} eine abzéhlbare Uberdeckung
und damit gibe es ein ny € N mit X \ {x; |k > ng} = X. Widerspruch!
Wiéhle also y € Nyew {xx |k > n}, und sei U € U(y) eine Umgebung von
yund n € N, dann ist U N {x; |k > n} # @. Damit folgt U N {x; |k >
n}|n € N} # @, also ist y ein Hiufungspunkt von x.

e (ii)= (i) SeiC = {C,|n € N} C, T eine abzihlbare offene Uberdeckung
von X. Angenommen es gibt keine endliche Teiliiberdeckung, dann wéhle
firn € IN

xne X\ G

k<n
und dann hat die Folge x nach (ii) einen Haufungspunkt y. Insbesondere
gibteseinn € Nmity € C, € U(y) und C, enthilt unendlich viele
Glieder von x. Nach Konstruktion der Folge x enthélt C;; aber nur endlich
viele Glieder von x, Widerspruch!

Lemma: In einem abzidhlbarkompakten topologischen Raum besitzt je-
de abzihlbare unendliche Menge einen Haufungspunkt.

Beweis: Sei (X, T) abzghlbarkompakt und B C X eine abzidhlbare Menge. An-
genommen, B hat keinen Haufungspunkt, d.h.

Vx e X Uy eU(x): (UxrNB)\ {x} =2.

Damit besteht B nur aus isolierten Punkten und es gilt B = B. Insbesondere gibt
es fiir jede solche Umgebung U, eine offene Menge O, € T mit x € Oy C Uy
und (Ox N B) \ {x} = @. Nunist {Oy | x € B} U{X\ B} C 7 eine abzihlbare
offene Uberdeckung von X, also existiert eine endliche Menge F C Fin B mit B C
Uxer Ox. Aber es ist

(UOon\F)nBC (U0 \{x}hnB=J(OxNB)\{x} =0

xeF xeF xeF

und damit (B \ F) N B = @. Widerspruch!

Satz 1.25 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann gelten:
(i) X kompakt = X abzdhlbarkompakt
(ii) X folgenkompakt = X abzdhlbarkompakt
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1 Grundlagen aus der Topologie

Beweis: (i) trivial.

(ii) Eine Folge mit konvergenter Teilfolge besitzt einen Haufungspunkt. Die
Umkehrung gilt in topologischen Rdumen, die das erste Abzahlbarkeitsaxi-
om erfiillen.

Definition 1.26 (prikompakt, totalbeschrankt)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. X heif3t prikompakt bzw. totalbeschriinkt,
wenn es zu jedem € > 0 ein endliches e-Netz fiir X gibt, d.h. falls

Ve>03F Cpip X: | Ue(x) = X.
x€F

Lemma: Jeder prakompakte metrische Raum ist beschrankt.

Beweis: Sei X priakompakt, es existiert daher ein endliches 1-Netz fiir X, d.h.
es gibt eine endliche Menge F Cg;; X mit Uyep Ur(x) = X. Wéhle e = 1+
Viyerd(x,y), dann gilt stets X C Ue(x) fiir x € F und damit ist X beschrankt.

Lemma: Fiir einen metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(i) X prakompakt
(ii) Jede Folge aus X besitzt eine Cauchy-Teilfolge.

Beweis: e (i)=(ii) Sei X prakompakt und (x,),cn eine Folge aus X. Fiir
€ > 0 gibt es ein endliches e-Netz fiir X, d.h. es existiert eine endliche Men-
ge Fe Criy X mit Uyer, Ue(x) = X. Damit gibt es stets ein xe € F, sodass
unendlich viele Glieder von (x;),enN in Ue(x¢) liegen, also gibt es eine Teil-
folge, die Cauchyfolge ist.

o (ii)= (i) Jede Folge aus X besitze eine Cauchy-Teilfolge und angenom-
men, X wdre nicht prakompakt, d.h.

Je>0VF Cpy X Ix € XVy € Frd(x,y) > e

Wéhle xp € X, dann gibt es ein x; € X mit d(xp,x1) > e. Fiir die end-
liche Menge {xo,x1} Cfi, X existiert ein x; € X mit d(xp,x2) > ¢ und
d(x1,x) > ¢ Diese Konstruktion wird nun iterativ fortgefiihrt, d.h. fiir
{x0,x1,-.., xn} Cpiy Xexistiertein x, 11 € Xmitd(xo, x,41) > & d(x1, Xy 41) >
& ...,d(xn, xy41) > € Dannist (x),cn eine Folge mit der Eigenschaft

Vm # n:d(xm,xn) > €,

d.h. (x,)nen enthilt keine Cauchyteilfolge. Widerspruch!
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1.3 Kompaktheit

Satz 1.27 (Schachtelsatz von Cantor) Sei (X,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum und (A;),en sei eine absteigende Folge nichtleerer abge-
schlossener Mengen, d.h. es gilt Ag O A1 D Ay D ..., mit diam(A,) =
Viyea, 4(x,y) — 0. Dann gibt es ein x € X mit

() An = {x}.

nelN

Beweis: Seiy € XN eine Folge mit y, € Ay. Dann ist y eine Cauchyfolge und
wegen der Vollstandigkeit konvergent gegen ein x € X mit x € (,en An. Fiir
x,x" € Npew An giltd(x,x') =0, also x = x'.

Satz 1.28 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i) X kompakt.

(ii) X abzdhlbarkompakt.

(iii) X folgenkompakt.

(iv) X prakompakt und vollstandig.

Beweis: e (i)= (ii) trivial.

o (ii) = (iii) gilt nach Satz

e (iii) = (iv) Sei X folgenkompakt. Angenommen, X wére nicht prakompakt,
d.h. es gébe ein e > 0, fiir das kein endliches e-Netz fiir X existiert. Damit
gibt es eine Folge x mit

X € X\ U U (xy)

k<n

und es gilt stets d(xy,, x,) > e fiir n # m, d.h. x hat keine konvergente Teil-
folge im Widerspruch zur Folgenkompaktheit.

Sei weiter x eine Cauchyfolge aus X, dann besitzt x eine konvergente Teil-
folge, also ist x selbst konvergent. Damit ist X vollstandig.

e (iv)= (i) SeiC C Tt eine offene Uberdeckung von X. Angenommen es gibt
keine endliche Teiliiberdeckung. Es werden nun induktiv Mengen A, kon-
struiert, sodass alle Voraussetzungen des Cantorschen Schachtelsatzes
erfiillt sind und aufierdem sich kein A, durch eine endliche Teiliiberde-
ckung von C tiberdecken ldsst. Setze Ag = X und n = 0.

(x) Da (Ap,d|a,) prakompakt ist, existiert fiir A, ein endliches Zl,,-Netz,
also
3F; Crin A U U%n(x) D Ap.
xEF,
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1 Grundlagen aus der Topologie

Eine Kugel U1 (x,) fiir ein x,, € F, ldsst sich nicht durch eine endliche
21
Teiliiberdeckung von C iiberdecken. Setze A, 1 = B 1 (x,), ethohe n um 1
21

und gehe zu ().
Es gelten A1 C A, fir n € IN und diamA, — 0. Da X vollstindig ist,
gibt es nun ein x € X mit

() An = {x}.

nelN

Weiter gibt es eine offene Menge C aus der Uberdeckung C mit x € C. We-
gen diamA, — 0 existiert ein n € IN mit A, C C. Das ist ein Widerspruch
zur Konstruktion der A,,.

Folgerung 1.29 Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und B C
X. Dann sind dquivalent:

(i) B relativkompakt.
(if) Jede Folge aus B besitzt eine in X konvergente Teilfolge.
(iii) B prakompakt.

Beweis: e (i)=-(ii) Sei B relativkompakt, dann ist B kompakt, also besitzt
insbesondere jede Folge aus B C B eine in B C X konvergente Teilfolge.

e (ii) = (iii) Aus (ii) folgt leicht, dass B folgenkompakt, also nach Satz
auch kompakt bzw. prakompakt ist. Sei ¢ > 0, dann gibt es ein endliches
5-Netz fur B, d.h. 3F" C gy Bmit Uyep Us (y) 2 B. Wahle x, € BN U5(y)
und setze F = {x, |y € F'}, dann gilt wegen Uc(xy) 2 Ue (y)

Ulex)2 J 2B2B,
xeF yeF
also ist B prakompakt.

e (iii)= (i) Sei B prakompakt, dann ist auch B prakompakt, denn jedes end-
liche §-Netz fiir B ist ein endliches e-Netz fiir B. Weiter ist B vollstandig,
also ist B kompakt und damit ist B relativkompakt.

Folgerung: Jeder kompakte metrische Raum ist vollstandig.

Aufgaben

Aufgabe 1.3.1 Seip € [1,00) und B C ;. Beweisen Sie die Aquivalenz
der folgenden Aussagen:

(i) B ist prakompakt.
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1.3 Kompaktheit

(ii) Bistbeschranktund Ve > 03n € INVx € B: Yo, |xc|P < €F.

Losung;: e (i) = (ii) Sei B prdkompakt, es existiert daher ein endliches 1-
Netz fiir B, d.h. es gibt eine endliche Menge F C;,, B mit Uycr Ui (x) 2 B.
Wahle ¢ = 1+ V, crdy(x,y), dann gilt stets B C Ue(x) fiir x € F und
damit ist B beschrankt.

Sei ¢ > 0, dann gibt es ein endliches %—Netz F fur B. Fir jedes Element
y € F gibt es einen Index ny, € IN mit

1

P
€
( Z |yk|p) < E/
k>ny

dann setze n = /<y < oo und es gilt fiir alle y € F stets

<Z ka”>; <:

k>n

Sei nun x € B, dann gibt es ein y € F mit dy(x,y) < § und es folgt mit der
Minkowski-Ungleichung

1 1 1

P P 14
(zw) g(zxk—w) +<zw) e
k>n k>n k>n

<dp(x,y)<3 <

NI

o (ii)= (@)
Aufgabe 1.3.2 Sei (X, T) ein topologischer Raum. Zeigen Sie:

(i) Ohne die Voraussetzung , X ist hausdorffsch” die Aussage , kom-
pakte Teilmengen topologischer Rdume sind abgeschlossen” falsch
ist.

(ii) Sei X hausdorffsch und K, L C X seien disjunkt und kompakt. Dann
gibt es disjunkte offene Mengen U,V C X mitK C Uund L C V.
(Hinweis: Beginnen Sie als ersten Schritt mit: L ist einpunktig.)

Losung: (i) Betrachte X = {0, 1} mit der Topologie T = {©®, {0}, X}. Dann ist
T nicht hausdorffsch. Die Menge {0} ist kompakt, aber nicht abgeschlossen,
denn X\ {0} = {1} ¢ 7.

(ii) Der Fall L = @ ist trivial, wahle U = X und V = @. Sei also im ersten Schritt
L = {I} kompakt. Da X hausdorffsch ist, gilt

Vxe KUy eU(x)NTtIVy ceU)NT: Uy NV =D
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1 Grundlagen aus der Topologie

und dann ist {Uy | xcK} eine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kom-
paktheit von K gibt es eine endliche Menge F C fin K, sodass {Uy | xcF} eine
endliche Teiltiberdeckung von K ist. Setze

U=|JUret und V=[)VeerT,

xeF xeF

danngilt KC Uund L C VsowielUNV = Q.

Fiir den zweiten Schritt habe L mindestens zwei Elemente. Nach dem ersten
Schritt gibt es fiir alle x € L disjunkte offene Mengen Uy, Vy mit K C U, und
x € Vy. Dann ist {Vy | x € L} eine offene Uberdeckung von L und damit
existiert eine endliche Menge F C L, sodass {Vy | x € F} eine endliche
Teiltiberdeckung ist. Setze

U=(JUret und V=|[]Ver
xeF xeF

dann gilt KC Uund L C VsowieUNV =Q.
Aufgabe 1.3.3 Betrachte in R die beiden folgenden Mengensysteme:
Trin = {O C R | R\ O endlich}
Teoe = {O C R| R\ O abzihlbar}
(i) Zeigen Sie, dass beiden Mengensysteme Topologien definieren.
(if) Sind diese Topologien hausdorffsch?

(iif) Untersuchen Sie die Konvergenz von Folgen beziiglich beider Topo-
logien.

(iv) M = [0, 1] istbeziiglich dieser Topologien nicht abgeschlossen, warum?
Man bestimme den Abschluss von M. Reicht es aus, zu M die Grenz-
werte in R konvergenter Folgen aus M hinzuzunehmen?

(v) Untersuchen Sie M = [0, 1] beziiglich beider Topologien auf Kom-
paktheit.

Losung: (i) Diebeliebige Vereinigung von Komplementen endlicher/abzahlbarer
Mengen ist das Komplement des Schnitts der endlichen/abzahlbaren Men-
gen, also offen. Der endliche Schnitt von Komplementen endlicher/abzahlbarer
Mengen ist des Komplement der endlichen Vereinigung der endlichen/abzahlbaren
Mengen, also offen.

(ii) Angenommen es gibt endliche/abzéhlbare Teilmengen X, Y C R mit (R \
X)N(R\Y) = @, dann wire R\ (XUY) = @, dh. XUY = R. Wider-
spruch!

Also sind die Topologien nicht hausdorffsch.
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1.3 Kompaktheit

(iii) Es gilt
xﬁy@VUGZ/I(y)HnOEJNVnZnO:xnell
< VF Cpiy R\ {y} Ing e NVn > ng: x, € R\ F
<= Vz#ydnge NVn >np: x, #z
<= Vz #y: {n € N|x, =z} endlich

und

Xy = VU el(ly)Inge NVn >ny: x, € U
<= VF Cpp, R\ {y} Inp e NVn >np: x, € R\ F
= dngeNVn>np:xy,=y

Betrachte fiir die letzte Aquivalenz die abzéhlbare Menge (imx) \ {y}.

(iv) Eine Menge ist abgeschlossen genau dann, wenn sie endlich bzw. abzahlbar
ist. Also ist [0, 1] nicht abgeschlossen und es gibt auch keine abgeschlossene
Obermenge, also gilt in beiden Fillen [0,1] = R.

(v) [0,1] ist 75;,-kompakt genau dann, wenn jedes Netz aus [0,1] einen Hau-
fungspunkt besitzt. Fiir alle Netze x und Punkte y gilt

x hat Haufungspunkt y <= VU € U(y) Vi € I Jig =i: x;, € U
<~ VF gfmIR\{y}Vielﬂio =1 Xiy ER\F
= VzAyvVieldig=i:x, #z

Angenommen, das wére nicht so, d.h. es gibt eine Folge x, sodass
VyeXdz#£ydigeIViziy:x =z,

dann wihle yy € X beliebig, es gibt zy # yo und iy € I mit x; = z fiir alle
i = ig, und weiter gibt es fiir zg ein z; # zp und i1 € I, sodass x; = z; fiir
alle 7 > iy gilt. Nun existiert ein i € [ mit i > i und iy > ip, und damit
gilt fiir i = i) stets x; = zg # z1 = x;. Widerspruch! Also ist [0, 1] folglich
Tfin-kompakt.

[0,1] ist Teoc-kompakt genau dann, wenn

VX C puz(R): [0,1]NX =0 = 3F Cpy, X: 0,1 N[ F = 2.

Betrachte die Menge X = {{1—1|n >k} |k € N}, dann gilt N X = @.
Jedoch gibt es fiir alle endlichen F C fin Xeinkg € Nmit F = {1—
% |n>ko} # @, alsoist [0,1] nicht Teoc-kompakt.
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1 Grundlagen aus der Topologie

1.4 Filter und der Satz von TYCHONOFF

Definition (Filter)
Sei X eine Menge.

(i) Eine Menge F C p(X) von Teilmengen von X heifit Filter auf X,
falls gelten:

e D¢ F, XeF
e VF,hL e F:FFNFK e F
e VACX:(JFEF:FCA) = AcF

(ii) Eine Teilmenge B C F heifit Filterbasis fiir F, wenn

VFe F3dBe B:BCF.

(iii) Fur einen Filter 7 auf X und eine Abbildung f: X — Y heifst
der Filter f(F) auf f(X), der {f(F) | F € F} als Filterbasis hat,
Bildfilter von F unter f.

(iv) Ein Filter F; heifst schwicher bzw. grober als ein Filter 7, und ent-
sprechend heifst F, stirker bzw. feiner als 1, wenn F; C F; gilt.

(v) Ein Filter F heifst Ultrafilter, wenn F in keinem echten Oberfilter
enthalten ist.

Lemma: Ein nichtleeres System B von nichtleeren Teilmengen von X ist
eine Filterbasis genau dann, wenn

VBy,B, € B 3B; € B: By C B, N By.

Beweis: e (=) Sei B eine Filterbasis fiir 7 und seien By, B, € B. Dann ist
B; N By € F und nach Definition der Filterbasis gibt es ein B3 € B mit
B; C B1 N By.
e (<) DieMenge F = {F C X |3B € B: B C F} ist ein Filter, denn:

(i) Essind@ ¢ Fund X € F.

(ii) Fur F;,F, € F gibtes B;,B; € Bmit By C F; und B, C F,. Nach
Voraussetzung existiert dann ein B3 € Bmit B3 C ByNB, C FfNF,
dh.FNF e F.

(iii) Sei A € Xund F € F mit F C A. Es gibtein B € B mit B C F, also
folgt sofort A € F.

Lemma: Jeder Filter ist in einem Ultrafilter enthalten.
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1.4 Filter und der Satz von TYCHONOFF

Beweis: Sei F ein Filter auf einer Menge X. Betrachte die Menge aller Oberfilter
von Fy
® := {F D Fy | F Filter auf X},

diese ist geordnet durch die Teilmengeninklusion bzw. Filtervergleichsrelation C.
Sei @ eine Kette in ®, dann ist |J Py ein Oberfilter fiir alle F € ®g, d.h. eine obere
Schranke von ®(. Nach dem Lemma[A.I]von ZORN hat ® ein maximales Element
G. Nattirlich ist G ein Ultrafilter und enthalt Fj. |

Lemma: Sei F ein Ultrafilter auf X und f: X — Y eine Abbildung.
Dann ist der Bildfilter f(F) ein Ultrafilter auf f(X).

Beweis: o f(F) Filter:
(i) Es gilt fiir alle F € F stets F # @, also f(F) # @ und demnach
@ ¢ f(F). Wegen X € F folgt sofort f(X) € f(F).
(ii) Seien A,B € f(F), d.h.es gibt Fy,Fg € Fmit A = f(F4) und B =
f(Fg). Dann gilt F4 N Fg € F und damit

ANB= f(FA) ﬂf(FB) D) f(FA N FB) S f(]:)

Wegen (iii) folgt AN B € f(F).
(iii) Sei A C f(X)und B € f(F) mit B C A, d.h. 3Fs € F: f(Fg) = B. Es
folgt
Fy C f1(B) C f1(A)
und damit ist F4 := f~1(A) € F mit f(Fy) = A € f(F).

o f(F) Ultrafilter: Sei G C f(F) ein Filter auf f(X). Fiir alle G € § existiert
ein F € F mit f(F) = Gbzw. F C f~1(G). Demnach gilt stets f~1(G) € F,
d.h.

UG cr
Nun ist f~1(G) ein Filter auf X, denn:
(i) Mit@ ¢ F folgt @ ¢ f~1(G). Esist f(X) € G und folglich X =
fHFX) e 19,
(ii) Fur A,B € f~1(G) gibtes G4,Gp € Gmit f1(G4) = Aund f~1(Gp) =
B.Mit G4 NGp € G folgt

ANB=f(Ga)Nf 1 (Gs) = f1(GaNGg) € F(G).

(iii) Sei A C X und B € f~!(G) mit B C A. Wir haben B = f~!(Gj) fiir
ein Gp € G und es gilt Gg = f(B) C f(A). Demnach ist f(A) € G
und schlielich A = f~1(f(A)) € f~1(G).

Weil F ein Ultrafilter ist, muss f~1(G) = F gelten und es folgt
g =f(F)

also ist f(F) ein Ultrafilter. [ |
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1 Grundlagen aus der Topologie

Definition (konvergent)

Sei (X, T) ein topologischer Raum.

(i) Ein Filter F auf X heifst konvergent gegen x € X, wenn F stdrker
als der Umgebungsfilter U (x) ist, d.h.

F D U(x).
Wir schreiben daftir 7 — x.
(ii) Ein x € X heifst Beriihrungspunkt des Filters F auf X, falls

YU € U(x)VF € F: FNU # @.

Lemma: Sei F ein Filter auf X und x € X. Dann sind dquivalent:

(i) x ist Bertthrungspunkt von F.
(ii) x € Nper F.
(iii) F istin einem gegen x konvergenten Oberfilter enthalten.
Beweis: e (i)« (ii) Die Bedingung VF € F VYU € U(x): FNU # @ ist
dquivalent zu VF € F: x € F und das ist gleichbedeutend mit x € Nrcr F.

o (i) < (iii) Sei x Beriihrungspunkt von F. Betrachte die Filterbasis B :=
{FNU|F e F, U e U(x)} fiir einen Filter G. Wegen X € F giltU(x) C B,
also konvergiert G gegen x. Mit X € U(x) folgt # C B und damit ist G
stiarker als F, d.h. ein Oberfilter.

e (iii) < (i) Umgekehrt sei F C G mit G — x, d.h. U(x) C G. Damit folgt
stets FN U # @, denn der Filter G enthilt nicht die leere Menge. Also ist x
ein Bertihrungspunkt von F.

Satz 1.30 Sei (X, 7) ein topologischer Raum, dann sind dquivalent:
(i) X kompakt.

(ii) Jedes System abgeschlossener Mengen mit der endlichen Durch-
schnittseigenschaft (d.h. endliche Durchschnitte sind nichtleer) hat
einen nichtleeren Durchschnitt.

(iii) Jeder Filter auf X besitzt einen Beriihrungspunkt.

(iv) Jeder Ultrafilter konvergiert.
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1.4 Filter und der Satz von TYCHONOFF

Beweis: e (i) = (ii) folgt einfach durch Komplementbildung.

o (ii) = (iii) Sei F ein Filter auf X. Betrachte das System der abgeschlosse-
nen Mengen F := {F | F € F}. Es gilt nach Definition eines Filters stets
FNE DFANEKE € Fund @ ¢ F,dh. FFNF # @. Durch wiederholte
Anwendung erhalten wir, dass je endlich viele Mengen aus F einen nicht-
leeren Durchschnitt haben und folglich gilt N F # @. Nach obigen Lemma
ist also jedes x € N F ein Beriihrungspunkt von JF.

e (iii) = (iv) Sei F ein Ultrafilter, d.h. F ist in keinem echten Oberfilter ent-
halten. Nach Voraussetzung hat F einen Beriihrungspunkt x und damit
existiert ein gegen x konvergenter Oberfilter G von F. Nun kann G kein
echter Oberfilter sein, d.h. G = F und schliefilich konvergiert 7 gegen x.

e (iv)=(i) Sei (O;)jesr C 7 eine offene Uberdeckung von X. Angenommen,
es gibe keine endliche Teiliiberdeckung, dann gilt fiir jede endliche Teil-
menge | C gy [

icJ
Fiir die Mengen A gilt
A NAy, :BU OmC U O; = ﬂ EO,‘:C U O; = Ay,
i€l S i€hU) i€hU)
und [; U J; ist eine endliche Teilmenge von I, also bildet
B:={Ay|] Sfin 1}

eine Filterbasis fiir einen Filter F. Weiter ist F in einem Ultrafilter G ent-
halten, der nach (iv) gegen ein x € X konvergiert, d.h. U (x) C G. Es gilt

x € O; furein i € I und damit O; € G. Nach Konstruktion von G ist aber
auch Agjy = CO; € G. Widerspruch!

Theorem 1.31 (TYCHONOFF) Ein nichtleerer Produktraum

X=X X;
iel

von topologischen Raumen X; ist kompakt genau dann, wenn jedes X;
kompakt ist.

Beweis: e (=) Sei X kompakt. Nach Definition der Produkttopologie sind
die Projektionen pr;: X — X; stetig. Mit Satz folgt die Kompaktheit
von X; = pri’l(X).

o (<) Seien nun die X; kompakt. Ist F ein Ultrafilter auf X, dann ist der
Bildfilter pr;(F) ein Ultrafilter auf X; und nach dem Satz konvergiert
jeder Bildfilter pr;(F) gegen ein x; € X;. Da die projizierten Filter konver-
gieren, konvergiert F gegen x = (x;);c. SchlieBlich ist X kompakt wegen
Satz[[.30
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2 Normierte Riume und lineare
Operatoren

2.1 Normierte Riume und Banachraume

Definition 2.1 (Norm)

Sei X ein Vektorraum iiber K € {R, C}. Eine Halbnorm p auf X ist eine
Abbildung p: X — [0, c0) mit

(i) p(A-x) = |A|- p(x) (homogen)
(i) p(x+y) < p(x)+ p(y) (subadditiv)
fur alle x,y € X. Wenn zusétzlich

(iii) p(x) =0 = x = 0 (definit)

fiir x € X gilt, dann ist p eine Norm, geschrieben p = || - ||. (X, p) bzw.
(X, ]| - 1]) heilt dann (halb-)normierter Raum.. Jede Halbnorm p erzeugt
eine Halbmetrik d: (x,y) — p(x — y) und jede Norm || - || induziert

eine Metrik d: (x,y) — ||x — y||. Ein vollstindiger normierter Raum
heifst Banachraum.

Bemerkung 2.2 (i) In einem Banachraum X ist jeder abgeschlossene
Teilvektorraum Xy C X auch ein Banachraum.

(ii) In einem normierten Raum X ist jeder vollstindige Teilvektorraum
Xp € X abgeschlossen.

(iii) Die (Halb-)Normeigenschaften bedeuten, dass im Vektorraum X die
algebraischen Operationen Addition und Skalarmultiplikation ste-
tig sind.
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2 Normierte Rdume und lineare Operatoren

Satz 2.3 Sei (X, || -||) ein normierter Raum, dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(i) X Banachraum.

Gi) Vx € XN: Yoonllx]| < 0o = 3y € Xiy = Tpenwtn =
limyeN Y ken Xk

Beweis: e (i) = (ii) Sei X ein Banachraum und sei x € XN eine Folge mit
Youew |[|xnl|| < oo. Dannist (Y ;.. xx)nen eine Cauchyfolge, denn es gilt fiir
m<n

I w—Y =1l ¥ =< ¥ lxll—o

k<m k<n m<k<n m<k<n

Da X vollstandig ist, konvergiert die Folge gegen ein Elementy = Y, cy ¥ €
X.

e (ii)= (i) Sei x € XN eine Cauchyfolge. Dann gibt es eine monoton wach-

sende Folge (ny)kew aus IN mit ||xy, — x4]| < 2% fur alle m,n > ny, und

insbesondere gilt stets ||xy,,, — ¥, || < 217 Damit folgt
o1 4 3 1% = %, [] < 00
kelN

und nach Voraussetzung konvergiert also

(xno + Z(x"m - x"i))kE]N = (x"k)kE]N/
i<k

d.h. x hat eine konvergente Teilfolge, also ist x selbst konvergent. Damit ist
X vollstandig bzw. ein Banachraum.

Lemma: Fiir einen normierten Raum X gilt
X vollstaindig <= B;(0) vollstindig <= 51(0) vollstindig.

Beispiel 2.4 (i) Sei X ein topologischer Raum, dann ist die Menge der
stetigen und beschriankten K-wertigen Funktionen auf X

Cp(X) = {f: X — K| f stetig und beschrankt}

mit der Supremumsnorm

flleo =V 1f(x)]

xeX

ein Banachraum. Die Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm
|| - |loo auf Cp(X) ist die gleichmiifige Konvergenz.
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Beweis: Die Normeigenschaften sind offensichtlich. Sei ( f,; ) ;v eine Cauchy-
folge aus Cp(X), dann gilt

| fin = fulloo = \/ | fm(x) = fu(x)] — 0.

xeX

Es folgt
Vx € X: [fu(x) = fulx)] = O,

d.h. alle Koordinatenfolgen ( f;;(x))ew fiir x € X sind Cauchyfolgen. Es ist
(K, | - |) vollstandig, also konvergieren die Koordinatenfolgen. Damit defi-
nieren wir die Abbildung

f:X—-K
x — lim f,(x),

n—o00

dann konvergiert (f,;),en gleichmidBig gegen f, denn es gilt

If = fullo =\ 1f(x) = fu(x)]

xeX
=V | lim_ fn(x) = ful0)
xeX
- W}l_rgo \/ |fm(x) — fu(x)[ — 0.
xeX

Weiter ist f beschrankt, denn wegen ||f — fu|| — 0 gibt es ein ny € IN mit
[If — fuolleo < 1 und damit folgt

LFE S 1F() = fug ()] + g ()] < T+ [ fg [oo < 00

fiir alle x € X. Es verbleibt noch die Stetigkeit von f zu zeigen. Sei dazu
x € Xund & > 0, dann gibt es ein 1y € N mit ||f — fy,]||c < § und
wegen der Stetigkeit von f;;, existiert ein § > 0, sodass fiir alle y € X aus
d(x,y) < 6 stets | fu, (x) — fu, ()| < § folgt. Dann gilt

f() = FWI < [f () = frr (O] + | for (%) = fs W]+ [ fi (y) = fY)] <&

<

1o

<

wie
wim
Wl

Damit ist f stetig und liegt in C,(X). Also ist C,(X) vollstiandig.

Sei C(X) die Menge der stetigen K-wertigen Abbildungen auf X.
Falls X kompakt ist, dann ist eine stetige Funktion f: X — K stets
beschrinkt, denn f(X) ist kompakt, also prakompakt, also beschrankt.
In diesem Fall gilt also
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(ii) Seip € [1,00) und betrachte den Folgenraum

by ={x e K"| Y |x4|P < o0},
nelN

1
14
||xl]p = (Z Ixn|”>
nelN

Beweis: Die Definitheit und Homogenitit sind trivial. Zum Beweis der
Subadditivitit. Sei p € (1,00) und % + % = 1. Die Funktion In ist konkav,
also gilt fir u,v > Ound a+b = Tstets n(u® - o*) = a-lnu+b-Inv <
In(a-u+b-0)und da In streng monoton wachsend ist folgt

dann ist

eine Norm auf £,.

b

ut ' <a-u+b-o.

Weiter gilt damit fiir alle n € IN und fiir alle x € Kp, ye Zq

1 1
<|xn|z)ﬁ(|yn|z)ﬁ ST O 7
[Ixlly) \liwllg ) = # llally Tyl

und Summation iiber n liefert

P q
y ol il (1,|xn|p+1, mq)
ne]NHxHP ||y||’7 nelw \ P Hpr q H]/Hq
B O 1 1
Pl g Il
1 1
= — 4+ -
P q
=1,

also folgt die Holder-Ungleichung

[lx - yll < [lxllp - lyllg-
Es gilt nun

[+ yllp = [1(x+y)lh
=lGc+y)- x4+ Hh
<l )P i+ ly - (e+9)
< lxellp - 11+ )P Hlg +yllp - 1+ )P g
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und mit (p — 1) - g = p folgt

1

[+ yllh < (Ll + liylly) - (1l +115) "
insgesamt haben wir damit die Minkowski-Ungleichung

[+ yllp < {1x[lp +[lyllp-

Die Minkowski-Ungleichung gilt auch fiir p = 1, das folgt einfach aus der
Dreiecksungleichung fiir den Betrag | - | in K.

Der Folgenraum

lo={x € KN| \/ |xu] < o0}
nelN

[Ixlleo =\ [aa]

nelN

ist ein normierter Raum. Die Normeigenschaften sind einfach nach-
zuweisen.

Satz 2.5 Seien p,q € [1, 0] mit p < q. Dann gelten:
(i) ¢p vollstandig.
(i) € & £,

(iii) Die Einbettung j: £, — {; ist stetig.

Beweis: (i) Seip € [1,00]und (x("),c = ((xl((n))ke]N)ng]N eine Cauchy-
folge in £, d.h.

Ve >0 3ng € N Vm,n > ng: || fx(”)||p <e
und damit folgt insbesondere |x]((m) - x,(cn>| < efiralle k € IN, d.h.

jede Koordinatenfolge (x}((n) )nen ist eine Cauchyfolge in K. Nun ist K
vollstandig, also konvergiert jede Koordinatenfolge gegen ein Element
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X¢. Setze ¥ = (x¢)ken, dann gilt x(W) — x, denn

[lx = x5 = ¥ a7

kelN

= L | lim " =)
kelN

= nklé% Z |xk - xk

=1l 4
i [[x(") — 2]}

— 0

bzw. fiir p = oo
llx = 2o = \/ [ — x|

kelN

=V hm xk fx,<(">|
kelN
= lim \/ |xk )\
me]NkE]N

= lim |[x"™ — x|
melN

— 0

Damit gibt es ein 19 € N, sodass x — x(") € Ly gilt. £, ist ein Vektor-
raum und x(") Ly, also folgt x € £

1
(i) Esgilt||x||p = (Cyemw |xu|P)?, alsoist stets |x,| < ||x||p. Es folgt sofort

[Ixlleo = \/ [ou] < [Ix]]
nelN

und fiir 1 < p < g < oo folgt mit \mll <1
4

|2 |9 |xn|?
[lxl15 = lIxllh ~
und weiter 5l 5l
X |1 X |P
Z < Z P
nelN Hpr nelN ||x||p
Es gilt also

Y el < J1x]f}

nelN
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2.1 Normierte Riume und Banachrdume

und das liefert die Jensen-Ungleichung
[Ix[lq < [[x[lp-

Wenn also x € £, ist, dann ist Htz < 00, also auch ||x||, < co. Dann
folgt mit der Jensen-Ungleichung sofort ||x||; < oo, d.h. HxHZ < o0

bzw. x € {;. Demnach gilt
Ly C Ay,
Betrachte die Folge x = (n_ 0%1) .Esgiltx € {;,dennmitg >g—1
nelN
folgt *q%l < —1und damit

Z |n7¢7%1|‘7 = Z nf'iq%l < 0.

nelN nelN

Jedoch ist fiir alle p € [1,4) stets x ¢ £}, denn wire Y, 1y n_ﬂ% < 0o,

dann miisste _q%l < —1bzw. p > q — 1 sein. Widerspruch! Damit
gilt also

Ly & 4y
Die Folge x = (1), ist beschrinkt, liegt also in {eo. Es gilt jedoch fiir
alle p € [1, 00) stets ||x||, = oo, d.h. x & £,. SchlieSlich gilt auch

Uy G L.

(iii) Die Einbettung j: £, — / ist stetig, denn j ist linear und in 0 stetig,
denn sei ¢ > 0, dann wiéhle § = ¢ und fiir alle x € £, folgt mit der
Jensen-Ungleichung aus ||x||, < 4 stets ||x|[; < e.

(iii) Der Raum der konvergenten Folgen ist
c:={x e KY| limx € K}

und entsprechend ist

o := {x € KN| limx = 0}

der Raum der Nullfolgen.
Lemma 2.6 Es gilt
GGl
und c sowie ¢p sind abgeschlossene Unterrdume, also selbst Banachréu-

me.
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2 Normierte Rdume und lineare Operatoren

Beweis: Die Inklusionen sind trivial. Betrachte die dem Cauchykriterium
nachempfundene Abbildung

filo — R

li —
x — lim Vo xm — xal,
mmn>k

dann ist f stetig, denn es gilt

X = xu| < [(xm = ym) = (X0 =yn)| + [ym = ynl < 2-[|x = Ylloo + [ym — vl
und damit

fx) <2 |lx = ylleo + f(y)-
Vertauschen von x, y liefert nun

f() = fFWI <2+ [[x = Ylloos

also ist f in der Tat stetig. Nach dem Cauchykriterium gilt

c=f1({0})

und c ist abgeschlossen, denn {0} ist abgeschlossen.
Betrachte die Abbildung

g:c— K

X — lim x,.
n—00

Es gilt stets |x,; — ¥u| < Vuen [0 — ¥u| = ||x — ||, also folgt
§(x) =g(y)| = | lim x, — Tim yu| < ||x = y[|eo,
also ist g stetig und damit ist

co =g '({0})

abgeschlossen.

Es gilt
U Ep g Co-

peE[l,00)

Die Nullfolge () nen liegt in keinem £,,, denn fiir groBe n gilt

Inn

1\’ _1 1 b kenp
<1n> > = Inn<nr <= n<e" " Kk <eh
n

50



2.1 Normierte Riume und Banachrdume

(iv) Sei I C R ein nichtleeres offenes Intervall und n € IN. Dann ist die
Menge C}/(I) aller n-mal stetig differenzierbaren K-wertigen Funk-
tionen auf I, deren Ableitungen bis n-ter Ordnung auf I beschrankt
sind, also

Cy(I) ={f: 1 — K| fist n-mal stetig differenzierbar,
vk < n: f(*) beschrinkt auf I},

mit der Norm

1l = 3 119l

k<n

ein vollstindiger normierter Raum, also ein Banachraum. Auch ||f]|
Yk<n %Hf(k) || ist eine geeignete Norm.

nco =

(v) Produkt normierter Riume: Seien (X, || - ||x), (Y, || - ||y) normierte Rau-
me, dann ist X X Y ein Vektorraum, in den sich X und Y einbetten
lassen. Fiir Normen auf X x Y gibt es viele Moglichkeiten, zum Bei-
spiel die Maximumsnorm

G )0 = [lxl1x v [ly[ly

oder die Minkowski-Norm

1

1wl = (111 + 1111}

fiir p € [1,00). || - ||1 heiflt auch Summen-Norm und || - ||2 heilt auch
euklidische Norm. Weiter sind

G y)llx = lxllx  und  [|(x )y = [lylly

Halbnormen. X und Y sind nach Einbettung abgeschlossene Unter-
rdume in (X X Y, || - ||) und X x Y ist ein Banachraum genau dann,
wenn X und Y Banachrdume sind. Entsprechende Aussagen und
Konstruktionen sind fiir das Produkt endlich vieler normierter Rau-
me moglich. O

Definition 2.7 (stdrker, schwicher, dquivalent)

Sei X ein Vektorraum und || - [|1, || - ||2 seien zwei Normen auf X.

(@) || - |2 heilt stirker als || - ||; und entsprechend heift || - ||1 schwii-

51



2 Normierte Rdume und lineare Operatoren

cher als || - ||2, wenn

IK > 0Vx € X: [|x|[; < K- ||x]].

@) || - |]; und || - ||2 heiBen dquivalent, wenn

IK,L>0Vxe X: K- [|x|[ < ||x[[2 < L-[]x]h.

Beispiel: Die Normen im Beispiel 2.4 (iv) und (v) sind dquivalent.

Satz 2.8 (Hausdorff) In einem endlich-dimensionalen Vektorraum sind
alle Normen &dquivalent und der Vektorraum ist beziiglich jeder Norm
ein Banachraum.

Beweis: Sei X ein Vektorraum mit dim X = nund (ey, .. ., e,) sei eine normierte
Basis, d.h. es gilt stets ||¢;|| = 1 fiir eine Norm || - || auf X. Wir zeigen, dass || - ||
zur Summennorm || - ||; 4quivalent ist. Es ist ||x||1 || LI q xjeill1 = Ljq |xi]. Eine
Richtung der Aquivalenz ist trivial, denn nach der Drelcksunglelchung gilt

n n n
llaell = 11 32 xieill < Y- facil < lleall = 3 il = [l
i=1 i=1 i=1

Das heiflt die Norm || - || ist beziiglich || - ||; stetig, d.h. || - ||: (X, ] - ]l1) — R ist
stetig. Sei S = S1(0) = {x € X | ||x|l1 = 1} die Einheitssphére in (X, || - ||1), dann
ist S abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt. Die || - ||1-stetige Funktion || - ||
nimmt also auf S ein Minumum m > 0 an. Da || - || eine Norm ist, folgt m > 0.

Dann gilt fiir alle y € S stets ||y|| > m > 0. Fiir beliebiges x € X gilty = HXH €s
und damit folgt || = IEiR || > mbzw.

m[lxlly < [lx]].
Also sind || - || und || - ||; dquivalent und damit sind zwei beliebige Normen auf
X stets dquivalent.
Lemma: Sei (X, | -||) ein normierter Raum und B = B;(0) die abge-

schlossene Einheitskugel. B ist kompakt genau dann, wenn dim X < oo.

Aufgaben
Aufgabe 2.1.1

Losung:
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2.2 Stetige und kompakte Operatoren

2.2 Stetige und kompakte Operatoren

Alle folgenden Raume seien stets normiert.
Definition (beschrinkt)

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Eine Menge B C X heift beschriinkt,
wenn Je > 0: B C U,(0).

Lemma: Fiir eine Teilmenge B C X eines normierten Raums (X, || - ||)
sind dquivalent:

(i) B beschrénkt.

(i) Vyep [[x[] < co.
(i) YU € U(0) Jgg > 0Ve > ¢gp: BCe-U.
Beweis: e (i)=(ii) Sei B beschrinkt, d.h. es gibt ein ¢ > 0 mit B C U(0).
Dann gilt fiir alle x € B stets ||x|| < «.

o (il) = (iii) Setze 0 < d = V ¢p ||x|| < oo und sei U € U (0) eine Nullumge-
bung, d.h. es gibt ein r > 0 mit U,(0) C U. Setze ¢y = % > 0, dann gilt fiir
alle € > g stets

d
B C U;(0) = P U,(0) C e- U, (0).

e (ili)= (i) Seir > 0, dann ist U,;(0) € U(0) eine Nullumgebung, also gibt

es ein € > 0 mit
B Ce- Uy (0) = Uer(0)

und wegen ¢ - 7 > 0 ist B beschrankt.

Definition 2.9 (linearer Operator)

Ein linearer Operator (kurz: Operator) von X nach Y ist eine lineare Ab-
bildung
T:D(T)C X —Y.

Dabei ist D(T) ein linearer Teilraum von X und heit Definitionsbereich
von T. Fiir D(T) schreiben wir auch einfach T: X — Y. Falls D(T) = X
und Y = K gilt, dann heiit T lineares Funktional. Die Menge imT =
T(D(T)) = {T(x) | x € D(T)} heiflt auch Bild oder Wertebereich von T
und ker T = T-1({0}) = {x € D(T) | T(x) = 0} heifit Kern von T.

Definition (beschriankt)

Ein linearer Operator T: X — Y heif3t beschrinkt, wenn T beschrankte
Mengermr i beschréankte Mengemabbitdet:
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2 Normierte Rdume und lineare Operatoren

Satz 2.10 Fiir einen linearen Operator T: X — Y sind dquivalent:

(i) T stetigin 0.

(i) T stetig.

(iii) T gleichmafig stetig.

(iv) T(U;(0)) beschréankt.

(v) T beschrankt.

(vi) IM > 0 Vx € X: ||Tx|| < M- ||x].

(vii) [[T]| 2= Vieu, (o) ITx[| < eo.

Gelten diese Bedingungen, dann gilt stets || Tx|| < ||T|| - || x|l

Beweis: e (i)= (ii) Sei T stetig in 0, dann ist T folgenstetig in 0. Sei also

xn — x, dann gilt x, —x — 0, also folgt Tx, — Tx = T(x, —x) — 0 bzw.
Tx, — Tx.

(if) = (iii) Dies folgt wegen der Linearitit von X.
(i) = (iv) Sei T stetigin 0, d.h. Ve > 035 > 0: T(Us(0)) C U,(0). Es folgt

1 1 1
5Us(0)) = 5T(U(0)) € SU(0) = U3 (0).
(iv)=(v) Sei B eine beschriankte Menge, also gibt es ein ¢ > 0 mit B C
U, (0). Damit folgt

T(B) € T(Ue(0)) = T(e- Us(0)) = & T(U1(0)),

also ist T(B) beschrankt.

(v) = (vi) Sei T beschrankt, also gibt es ein ¢ > 0 mit T(B1(0)) C B¢(0
d.h. aus ||x]] <1 folgtstets ||Tx|| < e Seix € X\ {0}, dann gilt H|—|| <

und damit folgt

T(U1(0)) = T(

£
o

),

Tl = I[llx[l- (W)” = |- HT(W)H <|lxf-e

fur alle x € X.

(vi)= (vii) Esist|T|| < e aus dem vorigen Teilabschnitt.

(vii) = (iii) Die Ungleichung ||Tx|| < ||T|| - ||x|| ist trivial fiir x = 0. Sei also
x # 0, dann gilt

X
ITx|| = [ITlx[l - | < llx[- 11Tl

X

e = =l -IT

[« &
~—

[I-I<1
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2.2 Stetige und kompakte Operatoren

und damit folgt

[T =Tyl = IT(x =l < TN - [lx = yll.

Folgerung 2.11 Sei Xy C X ein dichter Teilraum, Y ein Banachraum und
Tp: Xo — Y ein stetiger Operator. Dann existiert eine eindeutige stetige
Fortsetzung T: X — Y mit T|x, = To und ||T|| = || Tp||-

Beweis: o Existenz: Sei x € X, dann gibt es wegen der Dichtheit von X eine
Folge aus Xy mit x, — x. Nun ist die Bildfolge (Tpx,),en eine Cauchyfol-
ge, denn T ist stetig und mit der Vollstindigkeit von Y ist die Bildfolge
konvergent gegen ein y € Y. Wir setzen Tx = y.

e Eindeutigkeit: Seien (xn)nenN, (X )nen zwel Folgen aus X, die gegen x € X
konvergieren, dann gilt x, — x/, — 0 und damit Tp(x, — x,) — 0. Folglich
haben also beide Bildfolgen (Tpx,),ew und (Tpx),) e den gleichen Limes.
Obige Definition von Tx hdngt also nicht von der gegen x konvergierenden
Folge aus X ab und damit ist die Fortsetzung T eindeutig.

o Linearitit: folgt aus der Linearitat von Ty und der Eindeutigkeit des Limes.

o Stetigkeit: Es gilt
ITx|| = [ITo lim xy || = Tim {|Toxy|| < T {|Tol - [|xa]l = |[Tol| - [[x]],
also ist T stetig und weiter folgt
ITI < I Toll-
Andererseits ist || Ty|| < ||T|| sowieso klar.

Lemma: Sei X ein normierter Raum und f # 0 ein lineares Funktional
auf X. Dann sind dquivalent:

(i) f stetig.
(ii) ker f abgeschlossen.
(iii) ker f nicht dicht.
(iv) f beschrankt auf einer Nullumgebung.

Definition (positiver Operator)

Seien X, Y geordnete normierte Rdume. Ein Operator T: X — Y heif3t
positiv, falls aus x > 0 stets Tx > 0 folgt. Fiir eine Menge F von Opera-
toren bezeichnen wir die Teilmenge der positiven Operatoren mit 7.

55



2 Normierte Rdume und lineare Operatoren

Definition (topologischer Dualraum)

Es sei
B(X,Y):={T: X — Y| T stetig}

die Menge der stetigen bzw. beschrénkten linearen Operatoren von X
nach Y. Weiter ist B(X) := B(X, X) und der Raum der stetigen linearen
Funktionale auf X

X = B(X,K)

heif$t topologischer Dualraum zu X.

Bemerkung: Der Raum aller linearen Funktionale auf X ist der algebrai-
sche Dualraum X* und fiir dim X < oo gilt X’ = X*.

Satz2.12 (i) B(X,Y) ist mit

IT =\ [T«

xell (0)
ein normierter Raum.

(ii) Wenn Y ein Banachraum ist, dann ist B(X,Y) ein Banachraum. Ins-
besondere ist X’ stets vollstindig.

(iii) Wenn X ein Banachraum ist, dann ist B(X) eine Banachalgebra, d.h.
(B(X), || - ]|) ist ein Banachraum und es gelten fiir alle A € K und
S, T € B(X)
o A-S+T e B(X).
e SoT e B(X).
o STl <SII- Tl

Beweis: (i) Beachte die Linearitit der Réume bzw. Operatoren und die Stetig-
keit der Operatoren bzw. Operationen. Die Normeigenschaften sind einfach
nachzuweisen.

(i) SeiY ein Banachraum und (Ty),c eine Cauchyfolge aus B(X, Y). Dann gilt
furallex € X

| Tnx — Tux|| < | T — Tl - Ix]| — 0
und damit ist (T,x),ew eine Cauchyfolge in Y, die wegen der Vollstindig-

keit gegen ein Element y € Y konvergiert. Setze Tx := y = lim T,x, dann
ist T linear. Weiter ist T stetig, denn sei ¢ > 0 gegeben, dann existiert ein
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2.2 Stetige und kompakte Operatoren

np € NN, sodass fiir m,n > ng stets || T,y — Tu|| < € gilt. Also folgt fiir alle
xeX
| Tx — Tx|| < & ||x]| (%)

und fiir m — oo gilt damit
|Tx — Tux|| <e-|lx]|.

Demnachist T — T, € B(X,Y) und damitist T = (T — T,) + T, € B(X,Y).
Aus (%) folgt | T — Ty || < € fiir alle n > ng, d.h.

T, .

(iii) Sei X ein Banachraum, dann ist nach (ii) nun B(X) = B(X, X) ein Banach-
raum. Die erste Eigenschaft A - S + T € B(X) folgt aus (i). Die Eigenschaft
SoT € B(X) gilt allgemein, denn die Komposition von stetigen Abbildun-
gen ist stetig.

Tx
[SeTll= "\ [(SeDx|= YV IITXH~HSiHTxH l
xel; (0) — .7 xell(0) N

=S(T
() =1

< VATl lsl = lsh- Tl

xell (0)
|
Definition 2.13 (kompakt)
Ein Operator T: X — Y heif3t kompakt, wenn T (U; (0)) relativkompakt
in Y ist. Die Menge aller kompakten Operatoren von X nach Y wird
mit (X, Y) bezeichnet und K£(X) := (X, X).
Lemma 2.14 Seien A, B C X relativkompakte Mengen und A € K, dann
ist sind auch A 4 B und A - A relativkompakt.
Beweis: Nach Folgerung ist relativkompakt dquivalent mit prakompakt.
Nun lassen sich aus e-Netzen fiir A und B leicht e-Netze fiir A+ B und A - A
konstruieren. [}
Lemma: (i) EinOperator T ist kompakt genau dann, wenn T beschrank-
te Mengen in relativkompakte Mengen abbildet.
(i) Esgilt K(X,Y) C B(X,Y).
Beweis: (i) Das folgt einfach unter Anwendung des Lemma[2.14]
(ii) Relativkompakte Mengen sind prakompakt, also beschrinkt. Also bilden
kompakte Operatoren beschrankte Mengen in beschrankte Mengen ab, d.h.
sie sind beschrankt bzw. stetig. |
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2 Normierte Rdume und lineare Operatoren

Definition (Ideal)

Sei R ein Ring oder eine Algebra. Eine Teilmenge 7 C ‘R heifst zweisei-
tiges Ideal, wenn 7 ein Unterring bzw. eine Unteralgebra von R ist und
furallex € Rstetsx-Z CZund Z - x C 7 gelten.

Beispiel: (i) Die Nullfolgen ¢y bilden ein Ideal in den konvergenten
Folgen ¢ und auch in den beschrdnkten Folgen {« oder ¢, fiir p €
[1,00).

(if) Sei X ein topologischer Raum und B C X eine nichtleere Teilmenge.
Dann ist
Ip:={f € C(X)|Vx € B: f(x) =0}

ein Ideal in C(X). Fiir x € X ist 7|, ein maximales Ideal.

Satz2.15 (i) K(X,Y) ist ein linearer Teilraum von B(X,Y). Wenn Y
ein Banachraum ist, dann ist (X, Y) abgeschlossen in B(X, Y), also
auch vollstandig.

(i) Seien T € B(X,Y),S € B(Y,Z) und einer sei kompakt, dann ist
auch S o T kompakt. Mit anderen Worten: IC(X) ist ein zweiseitiges
Ideal in B(X).

Beweis: (i) Die Vektorraumeigenschaften folgen im Wesentlichen aus dem
Lemma Sei Y vollstandig und (T,),en eine Folge in K(X,Y), die be-
ziiglich || - || gegen ein T € B(X,Y) konvergiert. Zu zeigen ist die Kom-
paktheit von T. Nach Satz[1.29geniigt es zu zeigen, dass T(U; (0 )) prakom-
pakt ist. Sei ¢ > 0 gegeben und wiahle n € IN mit ||T, — T|| < §. Nun ist
T, (U7 (0)) prakompakt, also gibtes x1, ..., x; € T, (U7 (0)) mit T,,(U;(0)) C

Uf;l U: (x;). Seien yy, ...,y € Up(0) mit T,,y; = x;. Weiter gilt

£
4
k

T(U(0)) € U Us (x,),

i=1

denn sei y € U;(0), dann gibt es ein x; mit || T,y — x;|| < 7 und damit gilt

1Ty = xll = [Ty = Ty + Ty — x5 < |IT = Tl - |
N

~—
€
<1

| + 1Ty — x| <

o{z
|

Setze nun x} := Ty;, dann gilt

€
i = xll = 1Ty = Tyill < 3
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und insgesamt folgt
k
T(w(0)) € (U

d.h. T(U;(0)) ist totalbeschrankt.

(i) Sei B C X beschriankt. Fir T € K(X,Y),S € B(Y,Z) ist T(B) relativ-
kompakt und damit ist S(T(B)) relativkompakt, denn S ist stetig. Fiir T €
B(X,Y),S € K(Y, Z) ist T(B) beschrénkt, also ist S(T(B)) relativkompakt.

Satz 2.16 (Lemma von Riesz) Fiir einen normierten Raum X sind dqui-
valent:
(i) dim X < oo.
(i) idx kompakt, d.h. U;(0) relativkompakt.
(iii) X lokalkompakt.
(iv) U;(0) prakompakt.

Beweis: Die Implikationen (i)=-(ii)=(iii)=(iv) sind einfach. Zum Beweis der
Implikation (iv)=-(i) sei U;(0) prakompakt. Nun existieren xy,...,x; € U;(0)
mit
k
1 U% (x;) = Q(xl' +Uu
i=

(0))-

=

U (0) €

1
2

Sei L := lin{x;}*_, die lineare Hiille der x;, dann gilt dim L < oo und L ist voll-
standig, also in X abgeschlossen. Es gilt

U;(0) < (0) =5 - (L+U(0)) €

(0)C - CL+U, (0)

-(L—&-L—l—U%(O))

N =
N[ —

[N

L+Uu
L+U

+
_|_

o

fiir alle m € IN. Damit gibt es fiir alle x € U;(0) eine Folge (x)nen aus L mit
xy, — x. Da L abgeschlossen ist, gilt x € L, d.h. U;(0) C L. Es folgt L = X.

Lemma 2.17 Ein Operator T: X — Y ist kompakt genau dann, wenn
fiir jede beschrankte Folge (x,, ) e aus die Bildfolge (Tx;,),en aus Y eine
konvergente Teilfolge enthalt.

Beweis: folgt unmittelbar aus Satz[1.28]

Lemma: Wenndim X < oo, dann ist jeder Operator T: X — Y kompakt.
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2 Normierte Rdume und lineare Operatoren

Beweis: Aus dim X < oo folgt dim TX < oo und dann ist TU;(0) relativkom-
pakt genau dann, wenn TU; (0) beschréankt ist. Das ist der Fall, denn T ist auch
stetig, also beschrankt.

Definition 2.18 (endlichdimensional)

Ein Operator T: X — Y heif8t endlichdimensional, wenn dim TX < oco.
Die Menge der endlichdimensionalen Operatoren sei F (X, Y).

Lemma: Esgilt F(X,Y) C £(X,Y).

Folgerung 2.19 Seien X,Y Banachrdume. Sei (T,),en eine Folge aus
FX,Y)mit T, "/ T firein T € B(X,Y). Dann gilt T € K(X,Y), d.h.

(X,Y)

FXY) ckx, ).

Bemerkung: Lange Zeit war unbekannt, ob F(X, Y)B(X'Y) = K(X,Y)
gilt. Wenn X, Y Hilbertrdume sind, dann gilt dies.

Definition (gleichgradig stetig, punktweise beschrankt)

Sei K ein kompakter Raum. Dann heifit eine Menge von Funktionen
F C C(K)

(i) gleichgradig stetigin x € K, wenn
Ve>03U eU(x)VfeF: f(U) C U(f(x))

gilt. F heifdt gleichgradig stetig, wenn F in jedem x € K gleichgradig
stetig ist.

(i) punktweise beschrinkt, wenn fiir alle x € K die Menge F(x) :=
{f(x)| f € F} beschrankt ist.

Satz 2.20 (Arzela-Ascoli) Sei K kompaktund F C C(K), dann sind dqui-
valent:

(i) F relativkompakt.

(ii) F gleichgradig stetig und punktweise beschrankt.

Beweis: e (i)=(ii) Sei F relativkompakt, dann ist F prakompakt, also || -
|lco-beschrankt und damit auch punktweise beschrénkt. Sei ¢ > 0, dann
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2.2 Stetige und kompakte Operatoren

gibt es ein endliches e-Netz fiir F, d.h. fi,..., f; € Fmit F C U, Ue (fi)-
Sei x € K, mit der Stetigkeit von f; existiert eine Umgebung U; € U (x) mit
fill) € Uc(fi(x)). Setze U := N, U; € U(x), sei f € F, dann gibt es ein
fimit f € Uc(f;). Firalle y € U gilt dann

f() = fWI < [f(x) = fi)| + [ fi(x) = i) |+ |fiy) = f(W)| <&

<

< <

wie
wie
wlm

also ist F gleichgradig stetig.

(ii) = (i) Es gentigt zu zeigen, dass F prakompakt ist. Sei dazu ¢ > 0, dann
gibt es fiir alle x € K eine offene Umgebung Uy € U(x), sodass fiir alle
f € Fstets f(Uy) C U(f(x)) gilt. Dann ist {Uy | x € K} eine offene Uber-
deckung von K, also existieren x1, . .., x, € KmitK C L, Uy,. Da F(x) fiir
alle x € K beschrinkt ist, ist auch die Menge F := {(f(x1),...,f(xx)) | f €
F} beschréankt in K", also totalbeschrénkt bzw. prakompakt. Damit gibt
es Mengen Ay,..., Ay C F mit diamA; < eund F = U;‘Zl Aj. Setze nun

Aj:={f € F[(f(x1),...,f(xn)) € A}}, dann folgt
k
F=JA4;.
j=1

Wir zeigen noch, dass diamA; < 3¢ gilt und damit ist F dann pradkompakt.
Seien f,g € Ajund x € K, dann gibt es ein x; mit x € Uy,. Es gilt also

f(x) =8 < [f(x) = flxi) [+ | f(xi) — g(xi) +|g(xi) —8(x)[ <3¢

<€ <e <e

und damit

If —8llo <3¢
d.h.

diamA]' <3-e

Folgerung 2.21 Sei I = (a,b) C R. Dann ist die kanonische Einbettung
id: (Cy (1), [l - [l1,00) = (Co(I), || - [leo) kompakt.

Beweis: Man kann offenbar C(I) als Teilraum von Cy(I) auffassen. Es gilt aber
Cy(I) ¢ C(I), betrachte dazu die Funktion (0,1) 3 x — sin 1. Weiter gilt C} (I) C
C(I), denn sei ¢ € I fest, dann gilt fiir f € C}(I)

lim £(x) = lim(F(c) + [ £y = f@) + [ £y

X—a X—a

und analog an der Stelle b. Es verbleibt zu zeigen, dass

Ui (0) = {f € Co(D) [[Iflleo + 1 f'llo < 1}
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2 Normierte Rdume und lineare Operatoren

relativkompakt in C (1) ist. Die punktweise Beschréanktheit ist klar, denn fiir alle
f € Up(0) gilt || flleo < 1. Fiir die gleichgradige Stetigkeit sei f € U;(0), dann gilt
stets

£ = f =1 [ F 0] < |7 s b3 = y] < = .
Jx N——r

<1

Aufgaben
Aufgabe 2.2.1

Losung:
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3 Separabilitit und
Vervollstindigung

3.1 Separabilitit und Abzihlbarkeitsaxiome

Definition 3.1 (separabel, erstes und zweites Abzdhlbarkeitsaxiom)

Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(i) X heift separabel, wenn eine abzdhlbare dichte Menge in X exis-
tiert.

(if) X erfuillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom, wenn jedes x € X eine ab-
zahlbare Umgebungsbasis besitzt.

(iii) X erfullt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, wenn T eine abzdhlbare
Basis hat.

Beispiel: (i) C" ist separabel, denn die Menge (Q +1- Q)" ist abzahl-
bar und dicht in C".

(ii) C" erfillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, denn fiir jedes x € C" ist
{U¢(x) | € € Q4 } eine abzdhlbare Umgebungsbasis.

(iii) C" erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, denn {U.(x) | x € (Q +
i-Q)", e € Q4 } ist eine abzihlbare Basis fiir die Topologie in C".

Satz 3.2 Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann gelten:
(i) X erftillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom.

(ii) X erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom genau dann, wenn X se-
parabel ist.

Beweis: (i) Fiirjedesx € Xist {U;(x) | ¢ € Q4 } eine abzdhlbare Umgebungs-
basis.
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3 Separabilitit und Vervollstindigung

(ii) Sei X separabel, also gibt es eine abzahlbare dichte Menge A C X. Bilde nun
B={U.(x)|x€ A neN}

Sei O C X offen mit x € O, dann gibt es ein n € IN mit U; (x) € O. Wegen
der Dichtheit von A gibteseiny € ANU 1 (x). Nun gilt

xEU%(y)QUl(x)QO

und damit ist O darstellbar als Vereinigung von Mengen aus B.

Sei umgekehrt B eine abzdhlbare Basis fiir 7. Sei xg € B € B fiir alle B # @.
Dann ist A = {xg|B € B} dichtin X, dennsei x € X und U € U(x)
eine Umgebung, dann gibt es eine offene Menge O C U mit x € O und
O = Uo>Beg B, also gibt es ein B € B mit x € B und B ist offen. Dann gilt

xp€BCU.
Folgerung 3.3 Sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Wenn X
separabel ist, dann auch (M, d|p1xm)-

Beweis: Sei B eine abzihlbare Basis fiir 74, dann ist BN M eine abzihlbare Basis
fiir T|py, also ist M separabel.

Satz 3.4 Sei (X, || - ||) ein normierter Raum, dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(i) X separabel.

(ii) Es existiert eine abzéhlbare totale Menge A C X, d.h. die lineare
Hiille von A ist dicht in X.

Beweis: e (i)=(ii) trivial.

e (ii)= (i) Wenn die lineare Hiille linA dicht ist, dann auch ling A. A ist ab-
zéhlbar, also ist auch ling A abzéhlbar.

Beispiel: (i) K" ist separabel.

(i) ¢, fiir p € [1,00) ist separabel. Die Menge {e, | n € N} mit e, := 65
ist total in den £,-Rdumen. Es ist

d:=lin{e, |n € N}

die Menge der abbrechenden bzw. endlichen Folgen und d ist dicht
in£p.
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3.1 Separabilitit und Abzihlbarkeitsaxiome

(iii) fe ist nicht separabel. Betrachte dazu eine Folge (x(”))nE]N aus lo.
Setze
_ [ o =0

X =
¢ {+1 R < 0),
dann gilt fiir die Folge x = (xy ke

=2 o > o — 2" > 1

fur alle n € IN. Damit kann in /. keine abzdhlbare dichte Menge
existieren.

Satz 3.5 (Approximationssatz von WEIERSTRASS)

(i) Die Menge der stetigen Funktionen auf [0, 1]
clo,1]

ist separabel. Die Menge der Polynomfunktionen P[0, 1] liegt dicht
in C[0,1].

(i) Seif € C[0,1] und setze By (x) := Yo (1) - f(5) - x*- (1 — x)"* fuar
n € IN, dann gilt
If = Bullw — 0.

By, heif3t n-tes Bernsteinpolynom.

Beweis: Eine alternative Beweisidee siehe in LANG: Undergraduate Analysis
oder LANG: Real and Functional Analysis.

Bemerkung 3.6 Der Approximationssatz gilt auch fiir C[a, b] oder allge-
meiner fiir C(K) fiir kompakte K C R". Es gilt fiir einen metrischen Raum
(K,d), dass Cp(K) separabel genau dann, wenn K kompakt ist.

Satz 3.7 (STONE-WEIERSTRASS) Sei X ein kompakter Hausdorffraum
und A C C(X, K) eine Teilalgebra mit folgenden Eigenschaften:

(i) A enthilt eine konstante Funktion.

(ii) A trennt die Punkte von X, d.h. fiir x; # x; aus X existiertein f € A

mit f(x1) # f(x2).
(iii) FallsIK = C, dann sei A selbstadjungiert, d.h. aus f € A folgt f € A.
Dann ist A dicht in C(X, K).

Beweis: siehe Literatur.
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3 Separabilitit und Vervollstindigung

3.2 Vervollstindigung

Definition 3.8 (Vervollstindigung)

Sei (M, d) ein metrischer Raum. Ein metrischer Raum (M, d) heif3t Ver-
vollstindigung von (M, d), wenn gelten:

(i) (M,d) vollstandig.

(ii) Es existiert eine isometrische Einbettung j: M — M, sodass j(M)
dicht in M ist. Isometrie bedeutet d(j(x),j(y)) = d(x,y) fiir alle
X,y € M.

Satz 3.9 Jeder metrische Raum besitzt eine bis auf Isometrie eindeutige
Vervollstindigung.

Beispiel 3.10 Sei () C R" offen und p € [1, c0). Die Menge der stetigen
Funktionen auf Q) mit kompakten Trager suppf := {x € Q| f(x) # 0}

Cc(Q) == {f € C(Q) | suppf kompakt}

Wy = (o)’

liefert als Vervollstindigung den Raum L, (Q2).

und der Norm
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4 Der Satz von BAIRE und
Anwendungen

4.1 Der Satz von BAIRE

Theorem 4.1 (BAIRE, 1. Variante) Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer
Raum. Dann gilt: Fiir jede Folge (O, ) e offener und dichter Teilmengen
von X ist der Durchschnitt

() On

nelN
dicht in X.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass in jeder Umgebung eines beliebigen Punktes aus
X stets ein Punkt aus dem Durchschnitt (,cy Oy, liegt. Sei also x € X und & > 0.
Da O offen und dicht ist, gibt es x; € X und & > 0 mit

Ugl (xl) Q Ol N US(X)

O.E.d.A. sei dabei £; < § und sogar B, (x1) € O1 N U(X). Weiter ist O, offen
und dicht, also existiert ein x, € X und €, > 0, sodass

U, (XZ) CON Ugl(xl) CO,N0O1N Ug(x)

gilt. Wieder sei 0.E.d.A. &, < § und auch B, (xp) € O, N Ug, (x1). Analog fithren
wir nun diese Konstruktion fort und erhalten eine Punktfolge (xy),en und eine
Zahlenfolge (€),cn mit der Eigenschaft

Bg”(xn) C Oy ﬂugnfl(xn,l) C---CO,NO0,_1N---NONOy ﬂUg(x).

AuBerdem gilt &, < S"T’l < -+ < 4, also folgt e, — 0 bzw. diamB;, (x,) — 0.
Mit dem Schachtelsatz[[.27] von CANTOR erhalten wir

W} = () Be() € () OuNUs(¥)
nelN nelN
fiir ein y € X, also ist der Durchschnitt ",,cy Oy dicht in X.
Lemma: Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raums (X, d), die keine

Kugel bzw. keine inneren Punkte enthilt. Dann ist das Komplement CA
dicht in X.
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4 Der Satz von BAIRE und Anwendungen

Beweis: Angenommen, das Komplement CA wire nicht dichtin X, d.h. C A ;é
bzw. es gibt ein x € X und & > 0 mit CA N U, (x) = @. Dann wére aber U (x) C A
Widerspruch!

Satz 4.2 (BAIRE, 2.Variante) Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer
Raum. Hat X eine Darstellung

X=|J Ax

nelN

als Vereinigung von abzihlbar vielen abgeschlossenen Mengen, dann
enthilt ein A, eine Kugel.

Beweis: Angenommen, kein A, enthélt eine Kugel, dann waren die Komple-
mente (A, dicht in X. Nach dem Theorem.von BAIRE ist also (e CA, dicht
in X, aber das liegt im Widerspruch zu

(A, =C | An=Cx=0.

nelN nelN

Definition 4.3 (Baireraum, nirgends dicht, mager, fett, Kategorie, G, F,)

Sei (X, T) ein topologischer Raum.

(i) X heifst Baireraum, wenn der abzédhlbare Durchschnitt von offenen
dichten Teilmengen von X stets dicht in X ist.

(ii) Eine Teilmenge B C X heifst
e nirgends dicht, falls der Abschluss B keine inneren Punkte
enthalt.
e mager bzw. von erster (Baire’scher) Kategorie, wenn B eine Dar-
stellung als abzdhlbare Vereinigung B = |J,cy By von nir-
gends dichten Mengen B, hat.

e fett bzw. von zweiter (Baire’scher) Kategorie, wenn B nicht von
erster Kategorie ist.

o Gs-Menge, falls B = (,,cy Oy fiir abzdhlbar viele offene O;,.

o F,-Menge, falls B = (J,,cy Ax fiir abzédhlbar viele abgeschlos-
sene Aj.

Lemma: In einem topologischen Raum (X, T) gelten:

(i) Eine nichtleere nirgends dichte Menge ist nicht offen.
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4.1 Der Satz von BAIRE

(ii) Eine Teilmenge B C X ist nirgends dicht genau dann, wenn jede
nichtleere offene Menge O C X eine nichtleere offene Menge U C O
mit U N B = @ enthilt.

(iii) Das Komplement einer nirgends dichten Menge ist dicht.
(iv) Das Komplement einer offenen dichten Menge ist nirgends dicht.

(v) Die Vereinigung endlich vieler nirgends dichter Mengen ist nirgends
dicht.

Beweis: (i) Sei B nirgends dicht. Wir nehmen an, B wire offen. Dann gébe es
ein x € Bmit B € U(x), also wére x ein innerer Punkt von B. Widerspruch!
(ii) Sei B C X nirgends dicht und O C X eine nichtleere offene Menge. Wihle

U:=0n (E UCB) € 7\ {@}, dann gilt

umB=Om(§uC§)mB=(on B NB)uU (0N B NB) C @.
~~ ~—

o C
CB=0 g
Co

Umgekehrt: Angenommen, B hat einen inneren Punkt x, d.h. es gibt eine
nichtleere offene Menge O mitx € O C B. Weitel;existiert eine nichtleere of-
feneMenge U C OmitUNB = @, alsogilt U C BN CB C 9B. Widerspruch!

(iii) Sei B nirgends dicht, d.h. B hat keine inneren Punkte, also gilt
VxeXVUeU(x): UL B

und insbesondere stets U ;(_ B. Damit folgt U N CB # @, d.h. CB ist dicht.

(iv) Fiir eine offene dichte Menge B gilt Vx € X YU € U(x): UNB # @. Es

folgt stets U j(_ CB = CB, also enthilt CB keine inneren Punkte und ist damit
nirgends dicht.

(v) Seien By, By nirgends dichte Mengen. Wir benutzen (ii). Angenommen, By U
B, enthilt ein offenes O # @. Dann gébe es ein nichtleeres offenes U C O C
BiUBymitUNBy =@, d.h. U C By. Widerspruch! Also ist By U By nirgends
dicht. Durch eine endliche Anwendung erhélt man die entsprechende Aus-
sage fiir endlich viele nirgends dichte Mengen.

Lemma: Fiir einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) X ist Baireraum.

(ii) Das Komplement einer mageren Menge ist dicht.
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4 Der Satz von BAIRE und Anwendungen

(iii) Jede nichtleere offene Menge ist fett.

(iv)

Das Innere jeder mageren Menge ist leer.

Beweis: e (i) = (ii) Sei B mager in einem Baireraum, d.h. B = |J,,cy Bx fiir

nirgends dichte abgeschlossene Mengen Bj,. Es folgt CB = N,,ci 0B, und
die Mengen (B, sind dicht und offen. Mit der Baireraumeigenschaft folgt,
dass CB dicht ist.

(if) = (iii) Angenommen, es gibe eine nichtleere offene magere Menge O C

X.Es gilt Vx € O: O € U(x) und damit x ¢ (O = €O, d.h. CO wire nicht
dicht. Widerspruch!

(iii) = (iv) Sei B C X eine magere Menge, d.h. es gibt eine Folge (B )neN
nirgends dichter Mengen mit B = |J,cy Bx. Nun gilt

B=BNB=Bn |J B,= |J (BNBy)
nelN nelN
und die Mengen }cE)f N B, sind offen und nirgends dicht, also nach (iii) leer
und es folgt B=0.
(iv) = (i) Sei (On)nen eine Folge offener dichter Mengen, dann sind die

Mengen A, := Co, abgeschlossen mit A, = @, d.h. die A, sind nirgends
dicht und damit besitzt die magere Menge

A=J A= C0=C) Onu
nelN nelN nelN

nach (iv) ein leeres Inneres, also ist (,,cy On dicht und damit ist X ein Bai-
reraum.

Bemerkung 44 (i) Ein vollstdndiger metrischer Raum ist nach dem

(ii)

(iii)

Theorem von BAIRE ein Baireraum und fett bzw. von zweiter
Kategorie in sich, falls er nicht leer ist. Umgekehrt muss aber ein
metrischer Raum, der ein Baireraum ist, nicht vollstindig sein. Bei-
spielsweise ist das reelle Intervall (0, 1) mit der tiblichen Metrik ein
Baireraum, jedoch nicht vollstandig. Ein Grund dafiir ist, dass Voll-
standigkeit keine topologische Eigenschaft ist, aber die Baireraumei-
genschalft ist topologisch.

Die Menge (0, 1) ist nicht dicht in R, aber nicht nirgends dicht, denn
der Abschluss [0, 1] hat den inneren Punkt 3.

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist dicht in den reellen Zahlen
R. Das Komplement CQ ist die Menge der irrationalen Zahlen und
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4.1 Der Satz von BAIRE

diese liegt auch dicht in R. Die Mengen {x} fiir x € Q sind nirgends
dicht und wegen der Abzahlbarkeit von @ ist also Q = Uyeq{x}
mager bzw. von erster Kategorie in RR. Es gibt demnach Mengen, die
gleichzeitig mager und dicht sind.

(iv) Das Intervall [0,1] C R ist trivialerweise eine F,-Menge und wegen
[0,1] = Nypen(—2,1+ 1) auch eine Gs-Menge.

(v) Im topologischen Sinne sind magere Mengen , klein” und im maf3-
theoretischen Sinne sind Nullmengen ,klein”. Beide Kleinheitsbe-
griffe sind jedoch nicht gleichwertig. Es existiert ndmlich eine dis-
junkte Zerlegung der reellen Zahlen R = A U B, sodass A mager
und B eine Lebesguenullmenge ist.

Satz 4.5 Sei X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i) X Baireraum.

(ii) Wenn (By),en eine Folge dichter Gs-Mengen ist, dann ist der
Durchschnitt (,cy B eine dichte G5-Menge.

(iii) Wenn (By),en eine Folge nirgends dichter Mengen ist, dann besitzt
die Vereinigung |J,,cy B keine inneren Punkte.

Beweis: e (i)=(ii) Sei X ein Baireraum und (Bj),cnN eine Folge dichter
Gs-Mengen, d.h. B, = ;e On,m fiir offene dichte Mengen Oy, ;. Dann ist

ﬂ B, = m ﬂ On,m

nelN nelNmelN

ein Durchschnitt abzahlbar vieler offener dichter Mengen, also eine dichte
Gs-Menge.

e (ii) = (i) Offene Mengen sind insbesondere Gs-Mengen. Demnach ist der
abzdhlbare Durchschnitt offener dichter Mengen wieder dicht, d.h. X ist
Baireraum.

e (i) = (ili) Sei X ein Baireraum und (By),cn eine Folge nirgends dichter
Mengen. Angenommen, x € |J,c By wére ein innerer Punkt, dann gdbe
es ein offenes O mit x € O C |J,,cy By Weiter folgt

on(CB,=0nC | B.=2
nelN nelN

und damit wiare ),y OB, nicht dicht. Das ist aber ein Widerspruch zur
Baireraumeigenschaft, denn alle CB,, sind offen und dicht.
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4 Der Satz von BAIRE und Anwendungen

e (iii)= (i) Sei (On)nen eine Folge offener dichter Teilmengen von X, dann
sind alle CO,, nirgends dicht und damit enthédlt |,y CO, keine inneren
Punkte. SchlieBlich ist CU,,cpy COn = Nyen On dicht in X.

Lemma: Sei X ein normierter, unendlichdimensionaler Raum und B sei
eine algebraische Basis von X, d.h. jedes x € X ist (eindeutige) Linear-
kombination endlich vieler Elemente aus B. Dann gelten:

(i) Jeder endlichdimensionale lineare Teilraum von X ist abgeschlos-
sen.

(ii) Ein linearer Teilraum von X, der nicht dicht in X ist, ist nirgends
dicht in X.

(iif) Wenn X vollstandig ist, dann ist B {iberabzahlbar.

4.2 Erste Anwendungen des BAIREschen
Kategoriensatz

Satz 4.6 Sei f eine auf [4,b] C R (oder auf ganz R) definierte Funktion,
die auf einer dichten Teilmenge ihres Definitionsbereiches stetig ist. Dann
ist die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen mager bzw. von erster Kategorie
in [a, b] (bzw. in R).

Beispiel: Die Funktion
0,1 - R

f 0 (xeR\Q)
TV (x=L peN, geZ ged(p,q) =1
g (k=5 pPeN qeZ gad(pg)=1)

ist unstetig auf Q und stetig auf R \ Q. Es gibt jedoch keine Funktion, die
stetig auf Q und unstetig auf R \ Q ist, denn R \ Q ist nicht von erster
Kategorie.

Beachte, dass ohne die Voraussetzung der Stetigkeit auf einer dichten
Menge der Satz falsch ist: Die Dirichlet-Funktion

0,1 - R

g: ‘s 0 (xeR\Q)
1 (xeQ)

ist auf ganz R unstetig.
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4.3 Das Prinzip der gleichméfSigen Beschrinktheit

Satz 4.7 Es gibt eine Funktion f: [0,1] — R, die tiberall stetig und nir-
gends differenzierbar ist.

4.3 Das Prinzip der gleichmifiigen
Beschranktheit

Theorem 4.8 (BANACH-STEINHAUS) Seien X, Y normierte Réume und
X sei ein Baire-Raum. Ferner sei ¥ C B(X,Y) eine punktweise be-
schrankte Menge stetiger linearer Abbildungen, d.h. fiir alle x € X gilt

\/ | Tx|| < oo.
TeF

Dann ist F gleichméfiig beschréankt, d.h.

\/ IT| < oo.

TeF

Beweis: Fiir alle n € IN setze

Xp:={x € X|VT € F: |Tx|| <n}= () |T-]I71([0,n]).
TeF

Da die Norm || - || und alle T € F stetig sind, istauch || - [[o T = ||T - || stetig.
Damit ist | T - ||*1([0, n]) stets abgeschlossen, also sind alle X,, abgeschlossen. Es
gilt
X=J Xu
nelN

denn F ist punktweise beschrénkt. Nach dem Satz[4.2]von BAIRE hat ein X}, ein
nicht-leeres Inneres, d.h. 3xy € X, Je > 0: Ue(xg) C X, Mit U (xg) = x0 + U (0)
folgt fiir beliebiges T € F und fiir alle x € U,(0) sofort ||T(xp + x)|| < n und
damit gilt

Vx € Ue(0): || Tx]| = [IT(x + x0 — x0) | < [[T(x + xo)[| + | Txo| < 2.
Es gilt also stets ||TX || < 2?" und mit Uy (0) = %Us(O) erhalten wir

2
Vx € Up(0): || Tx|| < ?”
Schlieflich ist

2
VT < 2 < oo,
TeF €
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4 Der Satz von BAIRE und Anwendungen

Folgerung 4.9 Seien X, Y normierte Rdume, X ein Baire-Raum und F C
B(X,Y) sei eine Menge stetiger linearer Abbildungen, die nicht gleich-
miBig beschrinkt ist, d.h. \/r¢c 7 || T|| = oo. Dann ist F nicht punktweise
beschrinkt, d.h. es existiert ein x € X mit \/7c 7 || Tx|| = oco.

Dies wird auch als Kondensation von Singularititen bezeichnet und bedeu-
tet Folgendes: Hat man eine Menge von Elementen x; mit Eigenschaft
(=Singularitdt) E;, dann gelingt es oft, alle Eigenschaften E; in einem Ele-
ment x zu vereinen (=kondensieren).

Beispiel: Sei g: R — R beschrdnkt und stetig bis auf x = 0. Wahle
{x; |1 € I} C R beliebig und setze f;(x) := g(x — x;), dann ist f; in x;
unstetig (Eigenschaft E;). Die Funktion f(x) := Y ;¢; ! ’éfc) ist unstetig in
allen x;.

Bemerkung 410 (i) Aus den Voraussetzungen im Theorem von
BANACH-STEINHAUS folgt auch, dass F gleichgradig stetig ist, denn
es gilt fiir alle T € F stets TU;(0) € U2 (0) und jedes T € F ist li-
near.

(if) Manchmal wird das Prinzip der gleichméfSiigen Beschranktheit all-
gemeiner formuliert: Sei X ein Baireraum und Fj eine Familie ste-
tiger reellwertiger Funktionen auf X, die punktweise beschrankt ist
(nach oben beschrédnkt). Dann ist 7y auf einer Kugel in X gleichmé-
Big beschrankt (nach oben beschrdnkt). Zum Beweis setze analog
Xy = {x € X|Vf € Fy: fx < n}. Diesen Satz wiirde man zum
Beweis von Theorem [4.8auf die Familie 7o = {||T- ||| T € F} an-
wenden. Die gleichmafiige Beschranktheit folgt auch hier aus der
Linearitdit der T € F.

Definition 4.11 (punktweise Konvergenz)

Seien X, Y normierte Raume, (T ),en eine Folge aus B(X,Y) und T €
B(X,Y). Man sagt, die Folge (Ty)new konvergiert punktweise bzw. bzgl.
der starken Operatortopologie gegen T, wenn fiir alle x € X die Folge

(Tux)nen gegen Tx konvergiert. Man schreibt dafiir auch T,, > T.

74



4.3 Das Prinzip der gleichméfSigen Beschrinktheit

Satz 4.12 Sei X ein normierter Raum und Y ein Banachraum. Eine Folge
(Tn)nen aus B(X,Y) konvergiert punktweise gegen T € B(X,Y), wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es existiert eine totale Menge B C X, sodass fiir jedes x € B die
Folge (T,.x)nen in Y konvergiert.

(i) (Tu)nen ist gleichmaBig beschrankt, d.h. \/,,ciy || Tn|| < oo.
(i) 1T)| < liminfycw | Tl

Falls X ein Banachraum ist, dann sind obige Bedingungen notwendig
und hinreichend.
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4 Der Satz von BAIRE und Anwendungen
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5 Der Satz von der offenen
Abbildung und der Satz vom
abgeschlossenen Graphen

5.1 Der Satz von der offenen Abbildung

Definition 5.1 (offen)

Seien X, Y topologische Raume. Eine Abbildung T: X — Y heift offen,
wenn das Bild jeder offenen Mengen aus X offen in Y ist.

Bemerkung: Bei stetigen Abbildungen ist das Urbild offener Mengen
offen. Offene Abbildungen haben aber keineswegs die Eigenschaft, ab-
geschlossene Mengen in abgeschlossene Mengen abzubilden. Betrachte
hierfiir die Projektion p;: R — R auf die erste Koordinate. p; ist offen,
aber fiir die abgeschlossene Menge A = {(x,y)|x > 0, xy > 1} gilt
PlA = (0, OO)

Lemma 5.2 Seien X,Y normierte Raume und T: X — Y eine lineare
Abbildung. Dann sind dquivalent:

(1) T offen.
(ii) T bildet offene Kugeln um 0 auf Nullumgebungen ab.
(iii) TU;(0) ist Nullumgebung.

Beweis: e (i)=(il) Sei Us(0) eine Kugel um 0. Es gilt T0 = O und V :=
TUs(0) ist offen mit 0 € V, also ist V eine Nullumgebung.
e (ii))= (1) SeiO C X offenund x € O, dann gibt es eine Umgebung U;(x) C
O. Es folgt
TO D TUs(x) = T(x + Us(0)) = Tx + TU4(0),

also ist TO offen.

e (ii) < (iii) trivial mit der Linearitit von T.
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5 Der Satz von der offenen Abbildung und der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Definition (absorbierend)

Sei X ein normierter Raum. Eine Teilmenge B C X heifst absorbierend,
falls
Vx e X3A>0V|u| > A:x € uB.

Lemma: Fiir eine absorbierende Teilmenge B C X eines normierten
Raums X gilt
X = [J nB.

nelN
Folgerung: Seien X, Y normierte Réume und T: X — Y eine offene li-
neare Abbildung. Dann ist T surjektiv.
Beweis: Nach obigen Lemma ist TU;(0) eine Nullumgebung, d.h. 3¢ >
0: U:(0) C TU;(0). Die Einheitskugel U;(0) C X ist absorbierend in X, also
gilt X = U,en nU1(0) und damit folgt mit der Linearitit von T

TX = |J nTU;(0) 2 | J nUe(0) =Y.
nelN nelN
Definition 5.3 (abzihlbarkonvex)

Sei X ein normierter Raum und B C X beschrankt. B heif$t abzihlbar-
konvex (oder auch idealkonvex), wenn fiir alle Folgen (x,),en aus B und
alle Zahlenfolgen («, )nen aus (0,1) mit Y,y &4 = 1 die Summe

Y anxy

nelN

gegen ein Element aus B konvergiert.

Satz 5.4 (i) Wenn B C X abzdhlbarkonvex ist, dann gilt B C B.

(i) Wenn X ein Banachraum und B C X abgeschlossen, konvex und
absorbierend ist, dann ist B eine Nullumgebung.

(iii)) Wenn X ein Banachraum und B C X abz&dhlbarkonvex und absor-
bierend, dann ist B eine Nullumgebung.

Beweis: (i) Sei x € B, 0.E.d.A. x = 0, also gibt es ein ¢ > 0 mit U;(0) C B.
Sei (an)new aus (0,1) mit Y, ey & = 1, es gilt insbesondere a;, — 0. Wegen

0 € B gibtes ein x; € B mit

[Jacpq || < e
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5.1 Der Satz von der offenen Abbildung

(ii)

(iii)

Es gilt -
y1 = —a1x] € Uea, (0) = apU,(0) C apB = apB

und damit existiert ein x, € B mit
llarx1 + a2z = [lazxz =y [] < eas.
Konstruiere nun iterativ eine Folge (x),en: Es gilt
n p— R
ap Xy € Uen, 4 (0) = 0pt1 U:(0) C &y41B =, 1B

Yn = —
k=1

und damit existiert ein x,, 11 € B mit

n+1

[ Z WXl = @1 X041 — Yull < ewpio.
k=1

Da (a4)nen eine Nullfolge ist, gilt || Y, ew @nxn| = 0, dh. ¥, e anxn = 0.
Weil B abzahlbarkonvex ist, folgt damit 0 € B.

B ist absorbierend, d.h. es ist X = U, ey 1B, also gibt es nach Satz 4.2 von
BAIRE ein n € N, sodass nB eine Kugel enthélt. Damit hat auch B einen

inneren Punkt x. Weil B absorbierend ist, existiert ein ¢ > 0 mit —x € %B,
also —ex € B. Es folgt mit der Konvexitdt von B

x€B B konvex
I e 9° 1
0 - C B,
€ Tre + Tre (—ex) C
offen

d.h. B ist eine Nullumgebung.
Nach (ii) ist B eine Nullumgebung, denn es gilt die Implikationskette

B abzihlbarkonvex =—> Bkonvex =—> B konvex.

Nach (i) gilt B C B und weiter ist B offen mit 0 € B, d.h. B ist eine Nullum-
gebung.

Lemma: (i) Die offene Einheitskugel U;(0) in einem Banachraum X

ist abzdhlbarkonvex.

(ii) Das stetige lineare Bild einer abzdhlbarkonvexen Menge ist abzdhl-

barkonvex.

(iii) Eine surjektive lineare Abbildung bildet absorbierende Mengen auf

absorbierende Mengen ab.
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5 Der Satz von der offenen Abbildung und der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Beweis: (i) Uj(0) istersichtlich beschrankt. Sei (xy)en € Up(0) und (ay)pen <
(0,1) mit ), cy & = 1. Es gilt

Y lanxall = Y anllxall < Y an=1< o0

nelN nelN \’1" nelN
<

und damit konvergiert die Summe ),y 4 X, nach Satz in X. (Es ist
auch moglich zu zeigen, dass die Partialsummenfolge eine Cauchyfolge ist.)

‘/Veiter lst
KnXn &n || Xn 1

nelN nelN
<1

und damit gilt Y, ey anxn € Up (0).
(i) Sei T € B(X,Y) stetig und B C X abzihlbarkonvex. Ferner sei (y)new C
TB, d.h. 3(xn)nenw € B: Txy = Yy, und sei () ey C (0,1) mit ¥pepy an =
1. Weil B abzédhlbarkonvex ist, gilt ),y #» x4 € B und mit der Folgenstetig-
keit von T folgt
n
apxe — T Z anxy € TB,

n n
2 XY = 2 ockak =T
k=1 k=1 k=1 neclN

also ist auch T'B abzihlbarkonvex.
(iii) Sei T: X — Y surjektiv und B C X absorbierend, dann folgt

Y=TX=T |JnB= | nTB,
nclN nclN

d.h. TB ist absorbierend in Y.

Theorem 5.5 (Satz von der offenen Abbildung) Seien X,Y Banachriu-
me und T € B(X,Y) surjektiv. Dann ist T offen.

Beweis: Nach obigen Lemma ist U; (0) abzdhlbarkonvex und absorbierend in X
und damit ist auch TU; (0) abzéahlbarkonvex und absorbierend. Nach Satz [5.4]ist
TU;(0) eine Nullumgebung, also ist T nach Lemma|5.2]offen.

Satz 5.6 (Satz vom stetigen Inversen) Seien X, Y Banachrdume und T €
B(X,Y) bijektiv. Dann ist T~! stetig.

Beweis: Weil T bijektiv ist, existiert die Umkehrabbildung T~'. Nun ist nach
dem Theoremvon der offenen Abbildung T offen, d.h. T = (T~!)~! bildet of-
fene Mengen auf offene Mengen ab, also sind die Urbilder offener Mengen unter
T~ 1 stets offen, d.h. T~ 1 ist stetig.

Folgerung 5.7 Seien || - |1, - |2 zwei Normen auf X mit den Eigenschaf-
ten:
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5.1 Der Satz von der offenen Abbildung

(i) X ist beziiglich beider Normen ein Banachraum.

(i) || - ||z ist stidrker als || - ||1.

Dann sind || - | und || - ||2 &quivalent.

Beweis: Wegen (ii) ist die identische Abbildung idx: (X, |- |2) — (X, ] - [l1)
stetig. Auflerdem ist idx bijektiv, also folgt mit dem Satz Vom stetigen Inver-
sen, dass id;(lz (X, ]| - 1l1) = (X || - |l2) stetig ist, also ist || - ||; stdrker als || - |2
und insgesamt sind beide Normen dquivalent.

Lemma: Seien X,Y normierte Riume und T: X — Y eine lineare Abbil-
dung, deren Bild imT fett in Y ist. Dann gelten:

(i) TU;(0) ist eine Nullumgebung in Y.

(i) Wenn X ein Banachraum ist, dann ist TU; (0) eine Nullumgebung

inY.

Beweis: (i) Die Kugel U% (0) istabsorbierend in X, d.h. es gilt X = U,;ey nll% (0)

(ii)

und damit ist
TX = |J nTU,(0).
nelN

Da das Bild TX = imT fett in Y ist, gibt es ein n € N, sodass nTU% (0) ein

nichtleeres Inneres hat, also folgt TU, (0) # @ und damit gibteseiny € Y
und & > 0 mit
Y+ Ue(0) = Ue(y) € TU1(0).

Seinun z € U¢(0), dh.esisty+z € TU% (0). Weiter gibt es eine Folge
(vn)nenw = (Tun)pen C TU% (0) mit v, — y + z und eine Folge (Yn)nen =
(Txn)pen C TU% (0) mit y, — y. Folglich konvergiert die Folge (v, —
Yn)nen gegen z und wegen u, — x, € Up(0) gilt v, —y, = T(up — xy) €
TU,(0), also ist z € TU; (0). Damit gilt also

us(o) g Tul (0)/

d.h. TU;(0) ist eine Nullumgebung. Wegen der Linearitit von T folgt insbe-
sondere fiir allen € IN
U. (0) C TU, (0).
27 o

Wir tibernehmen das ¢ aus Teil (i). Sei y € Ug(0) € TU% (0) und wéhle
x| € U% (0) mit [|[y — Txq|| < &, dh.y—Tx; € U (0). Wihle x;, € U% (0)
mit || (y — Tx;) — Txp|| < §, dh.y — Tx; — Txp € U:(0). Dieses Verfahren

=1}
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5 Der Satz von der offenen Abbildung und der Satz vom abgeschlossenen Graphen

setzen wir iterativ fort und erhalten eine Folge (x;)cn mit x, € U (0)
271
und
& €
Iy = - ol < gy
k=1
Es gilt x,;, — 0 und wegen
1
Y ol < ¥ o =1 <00

n

nelN —v— nelN 2
<L
m

konvergiert nach Satz [2.3| die Partialsummenfolge (Y}_; ),y € U1(0).

Weiter gilt
1Y xall < ) [l <1
nelN nelN "
<1
o
und damit ist Y, ey x4 € Up(0). SchlieBlich gilty = TY e xn € TU1(0),
also

Us (0) C TU (0).
Es folgt fiir alle 6 > 0 stets
Us(0) C TU (0).

Theorem 5.8 (Satz von der offenen Abbildung) Sei X ein Banachraum
und Y ein normierter Raum. Weiter sei T € B(X,Y) und das Bild imT sei
fettin Y. Dann ist T surjektiv und offen und auflerdem ist Y vollstandig.

Beweis: Nach dem vorangegangenen Lemma ist TU; (0) eine Nullumgebung,
also ist T offen nach Lemma Weiter ist T auch surjektiv. Zum Beweis der
Vollstandigkeit von Y benutzen wir den Satz Sei (¥n)new C Y eine Folge mit
Y ew llynll < oo, es gibt also eine Folge (x4 ),eny € X mit Tx, = y,. Nun gilt

Yn € Uy, (0) © T (0)
und damit ,
flcn | < g“ynH

fir alle n € IN, also ist ey ||x1]] < oo und weil X vollstindig ist, konvergiert
Y e Xn gegen ein Element x € X. Mit der Folgenstetigkeit von T gilt schliefSlich

=

n
yk:TZxk—ﬂ"xeY.
k k=1

1

Folgerung: Seien p,q € [1,00] mit p < g, dann ist £, mager in £,.
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5.2 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

5.2 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Definition (Graph)

Seien X, Y normierte Rédume und T: X O D(T) — Y ein linearer Ope-
rator. Die Menge

G(T):={(x,Tx) |x € D(T)}

heif3t Graph von T.

Lemma: G(T) ist ein linearer Unterraum von X x Y. Wenn T stetig mit
D(T) = X ist, dann ist G(T) abgeschlossen in X x Y.

Beweis: Wegen der Linearitit von X, Y, T ist G(T) ersichtlich ein linearer Unter-
raum von X X Y. Eine Norm auf X x Y bzw. G(T) ist beispielsweise ||(x,y)| =
[Ix]| + |ly]|- Seinun T: X — Y stetig. Dann ist auch die Abbildung

. XxY—=Y
(x,y) = Tx—y

stetig und damit ist G(T) = T~1{0} abgeschlossen.

Definition 5.9 (abgeschlossen)

Seien X, Y normierte Rdume. Eine lineare Abbildung T: X D D(T) —
Y hei8t abgeschlossen, wenn G (T) abgeschlossen in X x Y ist.

Satz 5.10 Seien X,Y normierte Rdume und T: X O D(T) — Y eine
lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) T abgeschlossen.

(il) Wenn (x,),en eine Folge aus D(T) mitx, — x € Xund Tx, — y €
Y ist, dann gilt x € D(T) und Tx = y.

Beweis: Der Graph G(T) ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir alle konver-
genten Folgen ((xy, yn))new C G(T) der Grenzpunkt (x,y) in G(T) liegt. Dies ist
dquivalent damit, dass die Koordinatenfolge (x,),ew C D(T) gegen ein Element
x € D(T) konvergiert und (y,),ew C Y gegeneiny € Y mity = Tx.

Bemerkung: Sei T: X O D(T) — Y eine lineare Abbildung. Betrachte
die folgenden Aussagen:

(i) (xn)new € D(T) konvergiert gegen x € X.
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5 Der Satz von der offenen Abbildung und der Satz vom abgeschlossenen Graphen

(i) (Txn)new € imT konvergiert gegeny € Y.
(iii) x € D(T) und Tx =y, d.h. y € imT.

T ist nach Satz genau dann abgeschlossen, wenn stets (i)/A(ii)=-(iii)
gilt. Sei zundchst D(T) = X. Wenn T stetig ist, dann gilt (i)=-(ii) A(iii). Sei
nun D(T) # X, dann erhalten wir die Aquivalenz

T abgeschlossen <= D(T) abgeschlossen in X.

Theorem 5.11 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien X,Y Ba-
nachrdume und T: X — Y ein abgeschlossener linearer Operator. Dann
ist T stetig, d.h.es gilt T € B(X,Y).

Beweis: X,Y sind Banachrdume, also ist auch X x Y ein Banachraum. Weil T
abgeschlossen ist, ist der Graph G(T) abgeschlossen in X x Y und damit ist auch
G(T) ein Banachraum. Betrachte die kanonischen Projektionen px: X x Y — X
und py: X x Y — Y. Beide Abbildungen sind stetig, denn es gilt

IpxCe )l = llx[l < [lx[[ + [yl = [[ (e, y)]-
Die Einschrankung px: G(T) — X ist bijektiv, denn durch x € X ist Tx und damit
das Paar (x, Tx) eindeutig bestimmt. Nach dem Satzvom stetigen Inversen ist
px': X — G(T), x — (x, Tx) stetig. Offenbar gilt
T=pyopy'
und damit ist T stetig.

Lemma: Sei X ein Banachraum und T: X O D(T) — X ein abgeschlos-
sener Operator. Dann gelten:

@) (D(T), | - ||r) mit der Graphennorm ||x|| 1 := ||x|| + || Tx|| ist ein Ba-
nachraum.
(i) T: (D(T), |- Ir) — (X, | - ) ist stetig.

(iii) Sei S: X D D(S) — X mit D(S) = D(T) ein weiterer abgeschlosse-
ner Operator, dann sind die Graphennormen || - |7 und || - ||s 4qui-
valent.

(iv) Wenn T unbeschrankt mit D(T) # X ist, dann ist D(T) mager in X.
Beweis: (i) Sei (x4)yenw € D(T) eine Cauchyfolge bzgl. || - || 1, also gilt
lxn = Xl + [ Txn = Totm|| = |10 = xm|l7 — 0

und damit sind (x,,)nen und (Tx,),ew Cauchyfolgen fiir || - ||, d.h. x, — x
und Tx, — y. Weil T abgeschlossen ist, folgt (x,y) € G(T), also x € D(T)
und Tx =y, d.h. (x,),en konvergiert beziiglich || - || gegen x.
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5.2 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

(i) Furalle x € D(T) gilt
ITxll < flxll + Tx ]l = fIx[lr,

d.h. T: (D(T), |- llt) — (X, - ||) ist stetig.
(iii) Betrachte die Abbildung

p. G(T)—X
" (x,Tx) > Sx.
P ist abgeschlossen, also stetig. Damit gilt
3C>0Vx € D(T): [|[P(x, Tx)[| = [|Sx|| < Cl|x[lr = C([lx| + [|Tx]))
und analog beim Vertauschen von S und T. Weiter folgt

xlls = lIx[l + [ISx]| < (€ + DIx[lr

und
[xll7 = [[x]| + [|Tx[| < (D +1)]lx[[s,

also insgesamt

1
el < Jxls < (€ + 1) el
und || - ||s, || - || sind dquivalent.
(iv) D(T) und G(T) sind Banachrdume. Die Abbildung

. 9(T) = D(T)
" (x, Tx) — x

ist linear, stetig und bijektiv. Falls also das Bild imP = D(T) fett in X ist,
so ist P offen nach dem Theoremvon der offenen Abbildung und damit
wiire P~1 stetig, d.h.

3C > 0Vx € D(T): [P~ 1x|| = |lx]| + | Tx|| = [|x]Ir < Cllx]|.

Wegen ||Tx|| < C||x| fir alle x € D(T) wére T stetig, also beschrankt. Wi-
derspruch!

Beispiel: Der Ableitungsoperator auf der Menge C'[0, 1] der einmal ste-
tig differenzierbaren Funktionen ist unbeschrénkt, aber abgeschlossen.
Also ist C'[0, 1] mager in C[0, 1].

Definition 5.12 (Einschriankung, Fortsetzung, abschliefSbar, Abschluss)

Seien X, Y normierte Rdéume und S, T: X — Y lineare Operatoren.
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5 Der Satz von der offenen Abbildung und der Satz vom abgeschlossenen Graphen

(i) S heiflt Einschrinkung von T und T heif3t Fortsetzung von S, wenn
Gg(s) < 6(T)
gilt. Wir schreiben daftir auch S C T.

(ii) T heifst abschliefSbar, wenn T eine abgeschlossene Fortsetzung be-
sitzt. Die kleinste abgeschlossene Fortsetzung heifst Abschluss von
T und wir schreiben dafiir T.

Bemerkung: Wenn eine abgeschlossene Fortsetzung von T existiert, dann
ist T eindeutig definiert durch

g(T)= (1 9(5).

TCSabg.

Lemma: Seien X,Y normierte Riume und T: X O D(T) — Y ein linea-
rer Operator. Dann sind dquivalent:

(i) T abschliefsbar.

(ii) G(T) ist der Graph eines linearen, abgeschlossenen Operators S. Es

gilt T = S.
(iii) Fir eine Nullfolge (x,),en aus D(T) folgt aus Tx,, — y stets y = 0.
Beweis: o (i)=(ii) Wenn T abschliefibar ist, dann existiert eine abgeschlos-
sene Fortsetzung So O T mit G(Sg) abgeschlossen und G(T) C G(Sp). Es
folgt G(T) C G(Sp) und damit ist G(T) Graph eines abgeschlossenen Ope-

rators S. Weiter ist G(T) ist kleinste abgeschlossene Menge, die G(T) ent-
hilt, also ist S die kleinste abgeschlossene Fortsetzung T von T.

o (ii)=-(iii) Sei (xy)yen aus D(T) mit x, — 0 und Tx, — y, dann folgt

(0,y) € G(T) = G(T) und damit gilty = 0.
o (ii)=-(i) trivial.

e (ili)=(ii) Sei (x,y) € G(T), dann existiert eine Folge ((xn, ¥n))new < G(T)
mit (xn,yn) — (x,y), dh. x; — xund y, = Tx, — y. Falls x = 0, so folgt
y = 0. Unter Beachtung der Linearitdt von T folgt, dass G(T) Graph eines
abgeschlossenen linearen Operators S O T ist. Weiter ist G(T) ist kleinste
abgeschlossene Menge, die G(T) enthilt, also ist S die kleinste abgeschlos-

sene Fortsetzung T von T.

Lemma: Seien X,Y Banachrdaume und T: X — Y abschliefSbar. Dann ist
T stetig.

86



5.2 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Beweis: Wenn T abschliebar ist, dann ist der Abschluss T abgeschlossen und
auflerdem eine Fortsetzung von T. Nach dem Theorem vom abgeschlossenen
Graphen ist also T stetig und damit ist auch die Einschrankung T stetig.
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6 Der Satz von HAHN-BANACH
und Anwendungen

6.1 Der Satz von HAHN-BANACH

Definition 6.1 (algebraischer Dualraum)

Sei X ein K-linearer Raum fiir K € {R, C}. Der algebraische Dualraum
X*:={f: X — K| f linear}

ist der KK-lineare Raum aller linearen Funktionale auf X. Wenn f € X*
und x € X, dann schreiben wir statt f(x) hdufig auch (f, x) oder (x, f).

Lemma 6.2 Sei X ein C-linearer Raum.
(i) Ist f: X — R ein R-lineares Funktional und setzt man
flx) = f(x) —if(ix),
dannist f: X — C ein C-lineares Funktional mit Rf = f.
(ii) Ist h: X — C ein C-lineares Funktional und setzt man
f:=%h
sowie f wie in (i), dann ist f ein R-lineares Funktional mit f = h.

(iii) Ist p: X — R eine Halbnorm und f: X — C ein C-lineares Funktio-
nal, dann gilt:

Vx e X: |f(x)| <p(x) < VxeX:|Rf(x)| <px).

(iv) Ist X ein normierter C-linearer Raum, dann gilt fiir ein stetiges C-
lineares Funktional f auf X stets

1A= [RA1-
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6 Der Satz von HAHN-BANACH und Anwendungen

Beweis: (i) DasFunktional f ist als Komposition R-linearer Funktionale selbst
R-linear. Die C-Linearitét folgt wegen

flix) = f(ix) —if (iix) = if (x) + f(ix) = i(f(x) —if (ix)) = if (x).

(ii) Das Funktional f = Jth ist als Realteil eines C-linearen Funktionals nattir-
lich R-linear. Weiter gilt mit Rz = J(iz) bzw. Sz = —R(iz)

f(x) = Rh(x) — iRh(ix) = Rh(x) +iSh(x) = h(x)

fiir alle x € X und damit ist f = h.

(iii) Es gilt stets |Rf(x)| < |f(x)], also ist die Richtung (=) trivial. Sei nun
|Rf(x)] < p(x) fiir alle x € X. Fiir alle z € C existiert ein « € C mit |a| =1
und |z| = az. Damit gilt fiir alle x € X nun

[f()] = af(x) = flax) = Rf(ax) < [Rf(ax)| < pax) <[alp(x) = p(x).

(iv) Trivialist ||Rf]| < ||f]|- Weil f stetig ist, gilt || f|] < oco. Aus (iii) folgt unmit-
telbar

Vx e Up(0): |f(x)] <a <= VxelUp(0): |Rf(x)| <a.

Wegen |Rf (x)| < [|Rf]|| folgt | f(x)| < ||Rf] fiir alle x € U;(0) und damit
giltauch [|f|| < [[Rf].

Korollar: Sei X ein C-linearer Raum. Die Zuordnung

fr=Rf

ist nach dem Lemma i),(ii) eine bijektive R-lineare Abbildung zwi-
schen dem Raum der C-linearen C-wertigen Funktionale auf X und dem
Raum der R-linearen R-wertigen Funktionale auf X. Die Zuordnung ist
aber keinesfalls C-linear, denn fiir die Abbildung f: € — Cmit f(x) =1
firx € Rund f(x) = Osonst gilt Rif = 0, aberiRf = if # 0. Falls X nor-
miert ist, dann ist diese Zuordnung isometrisch, nach Lemma [6.2(iii), (iv).

Definition (sublinear, konvex)
Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung p: X — R heifst:

(i) subadditiv, wennVx,y € X: p(x +y) < p(x) + p(v).
(ii) positiv homogen, wenn Vx € X Voo > 0: p(ax) = ap(x).

(iii) absolut homogen, wenn Vx € X Va € K: p(ax) = |a|p(x).

(iv) sublinear, falls p subadditiv und positiv homogen ist.
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6.1 Der Satz von HAHN-BANACH

(v) konvex, falls p subadditiv und absolut homogen ist.

Theorem 6.3 (HAHN-BANACH) Sei X ein K-Vektorraum und p ein sub-
lineares Funktional auf X. Ferner sei L C X ein linearer Unterraum und
f e L*mitRf(x) < p(x) fir alle x € L. Dann gibt es eine lineare Fortset-
zung F € X* von f, sodass RF(x) < p(x) fiir alle x € X.

Beweis: e (K=R)
(i) Fortsetzung um eine Dimension: Seia € X \ L und setze

M:=1lin(LU{a}) =L+ Ra,

dann gibt es also fiir jedes y € M eine eindeutige Darstellung y =
x4+ Aamitx € Lund A € R. Eine lineare Fortsetzung F O f auf M ist
eindeutig durch « = F(a) bestimmt, denn fiir eine Abbildung F € M*
gilt

F(y) = F(x) + AF(a) = f(x) + Aa.
Anders gesagt: Jedes « € R erzeugt eine Fortsetzung F, € M*. Wir
zeigen nun, dass es ein &« € R gibt, sodass

Fy(x+ Aa) < p(x+ Aa)

firallex € Lund A € R gilt. Der Fall A = 0 gilt nach Voraussetzung.
Es geniigt, obige Gleichung fiir A = +£1 zu erfiillen, denn dann gilt
fuir beliebiges A # 0

X A x A
Fo(x +Aa) = [ME(57 4+ 7 a) < IMP(W + Wa) = p(x +Aa).

+
Al A

N~~~
==+1

Es ist also die Existenz eines « € R mit f(x) +a < p(x+a) fiir
alle x € L sowie f(y) —a < p(y —a) fur alley € L zu zeigen, d.h.
fly) —ply—a) < a < p(x+a) — f(x). Wegen der Linearitit von f
und der Sublinearitdt von p gilt fiir x,y € L stets

fW) +f(x) =fly+x) <ply+x) <ply—a)+p(x+a)
und damit folgt

f) =ply—a) < plx+a) = f(x).

Wihle also a; = Vye (f(y) = p(y — ) und ag := Axep(p(x +a) —
f(x)) mita; < ap, dann gilt fiir jedes & € [a1, ap] und firallex,y € L
stets

fy)=ply—a) sa<plx+a)—f(x)
und damit folgt f(y) —a < p(y — a) sowie f(x) +a < p(x +4a).
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6 Der Satz von HAHN-BANACH und Anwendungen

(ii) Anwendung des Lemma von Zorn: Betrachte die Menge

F:={g 2 f|glinear, Vx € D(g): g(x) < p(x)},

diese ist halbgeordnet vermoge der Teilmengen- bzw. Fortsetzungsre-
lation C. Sei G C F eine Kette in F, dann definiere ein lineares Funk-
tional k auf D (k) := Ugeg D(g) mitk(x) := g(x) fiir alle x € D(g) fiir
alle ¢ € G. Wegen der Ketteneigenschaft ist k korrekt definiert, d.h.
unabhingig von ¢ € G mit x € D(g). Es gilt ¢ C k furalle g € G,
d.h. k setzt alle g fort. Weiter gilt k € F und damit ist k eine obere
Schranke von G. Mit dem Lemma von ZORN folgt die Existenz
eines maximalen Elements F € F. Nun gilt D(F) = X, denn andern-
falls konnte F nach (i) um eine Dimension fortgesetzt werden. Das ist
ein Widerspruch zur Maximalitit von F.

e (K = C) Betrachte X als R-linearen Raum und wende den ersten Teil auf
fo = Rf € L* an. Wir erhalten ein R-lineares R-wertiges Funktional Fy €
X* mit Fy|;, = Rf und Fy(x) < p(x) fiir alle x € X. Nach Lemma [6.2] gibt
es ein eindeutiges C-lineares C-wertiges Funktional F € X* mit RF = Fj
und F|p = f sowie RF(x) < p(x) fiir alle x € X.

Satz 6.4 (HAHN-BANACH) Sei (X, p) ein halbnormierter Raum, L C X
ein linearer Unterraum und f € L* mit |f(x)| < p(x) fiir alle x € L. Dann
gibt es eine lineare Fortsetzung F € X* von f, sodass |F(x)| < p(x) fiir
alle x € X.

Beweis: Eine Halbnorm p ist sublinear und es gilt Rf(x) < |f(x)| < p(x) fiir
alle x € X, also existiert nach dem Theorem[6.3]von HAHN-BANACH eine lineare
Fortsetzung F € X* mit RF(x) < p(x) fiir alle x € X. Fiir alle z € C existiert ein
6 € Cmit |§| = 1 und |z| = 6z und damit folgt

[F(x)| = 6F(x) = F(6x) = RF(6x) < p(6x) = [6]p(x) = p(x)
fuir jedes x € X.

Folgerung 6.5 Sei (X, || - ||) ein normierter Raum, L C X ein linearer
Unterraum und f € L’ ein stetiges lineares Funktional. Dann gibt es eine
stetige lineare Fortsetzung F € X' von f, sodass || f||. = ||F||x gilt.

Beweis: Weil f stetig ist, gilt nach Satz[2.10fiir x € X stets |f(x)| < ||f]|.[x].
Wende nun den Satz [6.4 von HAHN-BANACH auf die Halbnorm p = |[f||.]| - ||
an und erhalte eine lineare Fortsetzung F € X* mit |F(x)| < ||f||L|x| fiir alle
x € X. Damit ist F stetig, d.h. F € X/, und es gilt | F||x < ||f||L. Die umgekehrte
Abschitzung || || < ||F||x ist trivial, denn F ist eine Fortsetzung von f.
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Folgerung 6.6 Sei X ein normierter Raum, L C X ein linearer Unter-
raum und xg ¢ L mitd := ||L — xo|| = Arer ||¥ — x0]| > 0. Dann existiert
ein stetiges lineares Funktional F € X’ mit F(xyp) = d und F|p = 0, d.h.
L C ker F, sowie ||F|| = 1.

Beweis: Setze L; := lin(LU {x9}) = L + Kxg und definiere f € L} mit f(x +
Axg) := Ad, dannist f(xg) =dund f|p =0.Fir A € K\ {0} gilt

x x
2+ Axoll = [Alll 5 +xoll = |Ald = [Alf(x0) = [AIf(5 +x0) = [f(x + Axo)]
~~
eL
und damit folgt || f||, < 1. Andererseits existiert eine Folge (x4 )nen € L mit
|| — xo]] — d. Folglich gilt

f( Xn — X0 ) _ d 1
l[xn — xol lxn —xoll 7

alsoist || f||z, = 1. Wende nun die Folgerung auf den linearen Unterraum Ly C
X und das stetige lineare Funktional f € L; mit ||f||, = 1 an und erhalte eine
stetige lineare Fortsetzung F € X’ mit ||F||x = ||f||r, = 1. Weil F eine Fortsetzung
von f ist, gilt sofort F(xy) = d sowie F|p = 0.

Folgerung 6.7 Sei X ein normierter Raum. Fiir alle x € X \ {0} existiert
ein stetiges lineares Funktional f € X’ mit ||f|| = 1 und f(x) = | x]|.

Beweis: Wende die Folgerung auf den linearen Unterraum L := {0} und
X := x ¢ Lmitd := ||x|| an.

Folgerung 6.8 Sei X ein normierter Raum. Fiir alle x € X gilt
Il ="V [f )]

fex’
IflI<1

Beweis: Fiir x = 0 ist die Gleichung trivial. Wegen |f(x)| < || f||||x]| gilt

Vo] < .
fex’
IflI<1

Andererseits gibt es nach Folgerungeinf € X' mit ||f|| = 1und f(x) = |||,
also wird das Supremum sogar angenommen.

Bemerkung: Man beachte die Dualitédt zu

Ifl ="V 1f&)l

xeX
flx[|<1
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6 Der Satz von HAHN-BANACH und Anwendungen

Allgemein wird das Supremum hier nicht angenommen, d.h. es gibt meist
kein x € X mit ||x|| < 1und |f(x)| = ||f]|-

Folgerung 6.9 Sei X ein normierter Raum. Dann trennt X’ die Punkte
von X, d.h.
Vxe X\ {0} 3f e X": f(x) #0

bzw.
Vxe X: (VfeX: f(x)=0 = x=0).

Beweis: folgt direkt aus der Folgerung|[6.7}

Bemerkung: Trivial ist, dass X die Punkte von X’ trennt, denn fiir jedes
f e X'\ {0} gibtes ein x € X mit f(x) # 0.

Folgerung 6.10 Sei X ein normierter Raum und D C X. Dann sind dqui-
valent:

(i) D total in X, d.h. linD dicht in X.

(ii) D trennt die Punkte von X/, d.h.Vf € X': (Vx € D: f(x) =0 —
f=0).
Beweis: o ()=(ii) Sei f € X' mit f(x) = O fiir alle x € D, dann gilt mit
der Linearitdt von f sofort f(x) = 0 fiir jedes x € linD. Weil linD dicht
in X ist, gibt es fiir jedes x € X eine Folge (x,),en C linD, die gegen x
konvergiert. Es ist stets f(x,) = 0 und wegen der Folgenstetigkeit von f
gilt f(x,) — f(x), also folgt f(x) = 0.
o (ii))=(i) Angenommen, D wire nicht total, d.h. linD wire nicht dicht, also
gibe es ein xp € X \ linD mit ||linD — x¢|| > 0. Nach Folgerunggibt es
dannein f € X’ mit f(xp) # 0 und f|p = 0, im Widerspruch zu f = 0.

Folgerung 6.11 Sei X ein normierter Raum und xi,...,x, € X linear
unabhingig. Dann existieren stetige lineare Funktionale fi, ..., fy € X’

Beweis: Fiirje {1,...,n}ist
Li:=lin{x; | x # j}

ein linearer Unterraum von X. Wegen der linearen Unabhéngigkeit gilt stets x; ¢
Lj und damit d; := Ayer, [|x — x; > 0. Nach Folgerunggibt es stetige linear'e
Funktionale F; € X’ mit Fjlr, = 0 und Fi(x;) = d; sowie Fj(xx) = 0 fir k # j.
Dann sind

fii=

!

die gesuchten Funktionale.
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6.2 Trennungssitze

Definition (Minkowski-Funktional, Eichfunktional)

Sei X ein normierter Raum und A C X eine nichtleere Teilmenge. Das
Minkowski-Funktional bzw. Eichfunktional von A ist definiert als

X — [0,00]
pa: X+ /\ t.

>0
XELA

Als Konvention setzen wir dabei A @ = oo.

Lemma 6.12 Sei X ein normierter Raum und A C X eine konvexe Teil-
menge mit innerem Punkt 0. Dann gelten:

(i) A ist absorbierend, genauer gibt es ein ¢ > 0 mit p4(x) < @ fiir
allex € X.

(ii) p4 ist sublinear.
(iii) Falls A zusétzlich offen ist, dannist A = p,'[0,1).

Beweis: (i) 0istinnerer Punktvon A, also gibt es ein ¢ > 0 mit U:(0) C A. Sei
x € X\ {0} und wihle A := @ > 0, dann gilt fiir alle p € K mit |y| > A

e I _ Izl
x x x
== <3 Te
peolul
also f{ € U(0) C A, d.h. x € pA. Damit ist A absorbierend und weiter gilt
noch
preaslal
palx)= N\t :
t>0
XEtA

(ii) pa ist positivhomogen, denn fiir A > 0 gilt

pa(Ax) = /\ t= /\ At=A /\ t=Apy(x).
t>0 At>0 t>0
Ax€etA AXEALA XELA
Seie > 0und x,y € X.Wahle A, > 0mit A < py(x)+eundpu < pa(y) +e
sowie § € Aund % € A. Weil A konvex ist, folgt

A x oy x+y
- = = €A
/\+;4/\+A+yy A+
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6 Der Satz von HAHN-BANACH und Anwendungen

und damit gilt

pa(x+y) <A+p <pa(x)+paly) +2e

Lassen wir nun ¢ gegen 0 gehen, dann erhalten wir die Subadditivitit p 4 (x +
y) < palx) +paly).
(iii) Seipa(x) <1,dh.3A <1: € A. Wegen 0 € A und A konvex folgt
x:/\%—&—(l—)\)OEA.
Seinunp(x) >1,dh. VA <1: § ¢ A. Weil CA abgeschlossen ist, folgt

.X
xf)ltlmXECA.

—1

Definition 6.13 (Hyperebene, trennbar)

(i) Sei X ein K-linearer Raum. Eine Teilmenge H C X heif3t Hyperebe-
ne, wenn es ein reelles lineares Funktional f auf X und einc € R
gibt, sodass

H=H::={xeX|f(x)=c}.

(ii) Sei X ein normierter Raum. Zwei Teilmengen A, B C X heiflen
durch Hyperebene trennbar, wenn es ein reelles lineares Funktional
f € X* und ein ¢ € R gibt, sodass A und B auf verschiedenen
Seiten der Hyperebene H, liegen, d.h.

Vxe A: Rf(x) <c und VyeB:Rf(y) >c.

(iii) A und B heifSen durch Hyperebene strikt trennbar, wenn in obigen
Ungleichungen stets < bzw. > gelten.

Lemma 6.14 Sei X ein normierter Raum und f € X*\ {0} ein lineares
Funktional auf X. Dann ist f offen.

Beweis: Sei f # 0 ein lineares Funktional auf X, also gibt es ein y € X mit
fly) = 1.Sei O C X offen und x € O, dann gibt es ein § > 0 mit U;(0) C
O — x. Die Menge O — x ist also absorbierend und damit existiert ein € > 0, sodass
fir A € K mit |A] < estets Ay € O — x ist. Wegen der Linearitdt von f folgt
flx+Ay) = f(x)+ A € f(O), dh.

Ue(f(x)) € £(O).
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Lemma 6.15 Sei X ein normierter Raum und A, B C X disjunkte Teil-
mengen mit A kompakt und B abgeschlossen. Dann existiert eine konve-
xe offene Nullumgebung V C X mit

(A+V)N(B+V) =0,
d.h. insbesondere haben A und B disjunkte offene Umgebungen.
Beweis: Seix € A C CB, dann gibt es wegen der Offenheit von CBstetseine > 0
mit
X+ Uz (0) + Us (0) + Uz (0) = x + Ue(0) = Ue(x) C CB
und folglich gilt mit der Vereinbarung V := U (0)

x4+ Vy+ Vi CO(B+ V).

Die Vy sind Kugeln um 0, also konvex. Nunist {x + Vy | x € A} eine Uberdeckung
von A, also gibt es wegen der Kompaktheit x1,...,x, € A mit Ul (x; + Vy,) 2
A. Wihle ;
V=) Vx,
i=1
dann ist V konvex und wegen x + Vy 4+ V C x + Vy + Vy erhalten wir

n n n n
A+V C | Jxi+Vu+V C Jxi+Vy+Vy, CJCB+Vy) =C(B+ () Vx,) =C(B+V),
i=1 i=1 i=1 i=1

dh. (A+V)N(B+V) = 0. n

Bemerkung: (i) Im Lemma ist wichtig, dass an jedem Punkt von A
und B die gleiche Nullumgebung V angehdngt wird. Wenn A nicht
kompakt ist, dann geht das nicht. Betrachte beispielsweise im R? die
abgeschlossenen konvexen Mengen A := {(x,y) € R? |y > 1} und
B:={(x,y) € R?|y < 0}.

(ii) In metrischen Rdumen gilt sogar: Wenn A, B abgeschlossen und dis-
junkt sind, dann haben A, B disjunkte offene Umgebungen.

Theorem 6.16 (HAHN-BANACH) Sei X in normierter Raum und A, B C
X konvex und disjunkt. Dann gelten:

(i) Wenn A offen, dann konnen A und B durch eine Hyperebene ge-
trennt werden.

(i) Wenn A und B offen, dann konnen A und B durch eine Hyperebene
strikt getrennt werden.

(iii) Wenn A kompakt und B abgeschlossen, dann kénnen A und B
durch eine Hyperebene strikt getrennt werden.
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Beweis:

(i)

(ii)

e (K=R) Sei X zunichst R-linear.
Wiéhle xg € —(A — B) und setze

CZ:A—B+XO: UA—b+x0,

beB offen

dann ist C offen, konvex und 0 € C, also ist C eine Nullumgebung.
Konvexe Nullumgebungen sind nach Lemma absorbierend und
damit ist das Minkowskifunktional p¢c sublinear. Betrachte auf dem
linearen Unterraum

L:=lin{xg} = Rxp = {Axp | A € R}

das lineare Funktional f € L* mit f(Axg) := A. Weil A, B disjunkt
sind, gilt 0 ¢ A — B und folglich xyg ¢ C. Mit Lemma folgt
pc(xg) > 1= f(xp). Weiter gilt fiir A > 0

f(Axg) = A < Apc(xo) = pc(Axo)
und fir A <0 gilt
f(Axg) = A <0 < pc(Axg).

Fiir alle x € L gilt also die Ungleichung f(x) < pc(x). Mit dem Theo-
rem |6.3| von HAHN-BANACH lésst sich f € L* fortsetzen zu einem
linearen Funktional F € X*, sodass fiir x € X stets F(x) < pc(x) gilt.
Jedes x € C = A — B + x hat eine Darstellung x = a — b + xg mit
a € Aund b € B, demnach ist

=f(x0)=1

und damit gilt fiir allea € A, b € B stets F(a) < F(b), also auch

\/ F(A) < \F(B).

Wihle schlieBlich ¢ € [\ F(A), A F(B)], dann trennt die Hyperebene
H, = {x € X | F(x) = ¢} die Mengen A und B.

Sei F wie in (i). Weil F nicht das Nullfunktional ist, folgt mit Lemma
[6.14die Offenheit von F. Damit sind F(A) und F(B) offen und konvex
in R, d.h. offene Intervalle. Folglich gilt F(a) < \/ F(A) fiira € A und
entsprechend auch A F(B) < F(b) fiir jedes b € B, also haben wir
insgesamt

F(a) < \/ F(A) <c¢ < /\F(B) < F(b)

und damit werden A und B von der Hyperebene H, strikt getrennt.
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(iii) Aus Lemma folgt, dass eine offene konvexe Nullumgebung V
mit (A4 V)N (B+ V) = @ existiert. Die Mengen A+ V und B+ V
sind offen und konvex, also konnen sie nach (ii) durch eine Hyper-
ebene strikt getrennt werden. Unter Beachtung von A C A+ V und
B C B+ V ergibt sich, dass auch A und B strikt trennbar sind.

e (K = C) Sei X nun C-linear.

(i) Wihle analog L := Cxg sowie f: L — Cmit f(Axg) := A. Betrachte X
als R-linearen Raum und wende den reellen ersten Teil auf fo = Rf €
L* an. Wir erhalten ein R-lineares R-wertiges Funktional Fy € X* mit
Folr = Rf und Fy(x) < pc(x) fiir alle x € X. Nach Lemmal6.2]gibt es
ein eindeutiges C-lineares C-wertiges Funktional F € X* mit RF = F
und F|p = f sowie RF(x) < pc(x) fiir alle x € X. Weiter folgt fiir alle
a € Aund b € B entsprechend RF(a) < RF(b), also konnen wir
c € [VRF(a), A RF(b)] wéhlen und H, trennt dann A und B.

(i) Analog ist RF offen, also sind RF(A) und RF(B) offene Intervalle in
R. Es ergibt sich RF(a) < V RF(A) < ¢ < ARF(B) < RF(b),dh. A
und B werden von der Hyperebene H, strikt getrennt.

Bemerkung: Das Funktional F aus Teil (i) des Beweis ist sogar stetig.
Beweis: Seiz € CN—C,d.h. £z € C, dann gilt
F(£z) < pc(£z) <1,

d.h. |[F(z)| < 1. Es folgt, dass F auf der Nullumgebung C N —C beschrénkt ist,
also ist F nach Satz[2.10|stetig.

6.3 Anfinge der Dualititstheorie normierter
Rdume

Definition (bidualer Raum)

Sei X ein normierter Raum. Der topologische Dualraum X" des topo-
logischen Dualraums von X heift bidualer Raum zu X.

Satz 6.17 Sei X ein normierter Raum, dann ist die kanonische Einbet-
tung

X"X//
J: x— j(x): X =K
P f () = f(x)

linear, injektiv und isometrisch.
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Beweis: (i) jistlinear, denn seien x,y € X und A € K, dann gilt

jx+Ay)(f) = fx +Ay) = f(x) + A f(y) = j()(f) + A (v)(f)
fiiralle f € X'.

(i) j ist injektiv, denn sei j(x) = j(y), d.h. j(x —y) = 0. Also gilt fiir f € X’
immer f(x —y) = j(x —y)(f) = 0und demnach ist x —y = 0, also x = y.
(iii) j ist isometrisch. Betrachte dazu x € X. Es gilt

6.8l

i@l =V @6 =V IF] 2 ).
fex' fex’
[IflI<1 IIfl<1

Definition 6.18 (reflexiv)

Ein normierter Raum X heifst reflexiv, falls die kanonische Einbettung
j in den bidualen Raum surjektiv ist, d.h. falls X und X" isometrisch
isomorph sind.

Bemerkung: (i) Nach dem Satz ist X’ vollstindig, also auch X”.
Folglich sind reflexive normierte Rdume stets Banachraume.

(i) Haufig wird das Bild j(X) C X” der kanonischen Einbettung mit X
identifiziert, d.h. X C X”. Fiir reflexive Rdume gilt dann X = X"’

Beispiel 6.19 Fiir p € (1,00) und % + % gilt £}, = {,, also ist £ reflexiv.
Weiter gelten ¢] = (e und ¢ = ¢4, also ¢ = {« und damit ist ¢y nicht
reflexiv. Es gilt £1 & ¢, und ¢, ist schwer zu beschreiben. Die Folgen-

raume {1, o und c sind auch nicht reflexiv. Analoge Aussagen gelten fiir
Ly(Q,Z, ).

Theorem 6.20 (RIESZ-MARKOV-KAKUTANI) Sei K ein kompakter topo-
logischer Raum. Es gilt (C(K)")+ = M4 (K) und

C(K) = M(K)
mit dem isometrischen Isomorphismus

M(K) — C(K)'

j:
- du:
#H/K p

f [ fan.
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6.3 Anfinge der Dualitédtstheorie normierter Riume

Beweis: siehe auch[12.5]
Definition 6.21 (dualer Operator)

Sei T € B(X,Y). Der duale Operator (oder auch adjugierter Operator) zu
T ist definiert als

T Y - X
S g—T(g):=goT.

Bemerkung: (i) Obiges ist wohldefiniert, denn sei T € B(X,Y) und
¢ €Y/, dann sind T und g stetig und damit auch go T = T’(g), d.h.
T'(g) € X'.

(ii) Es gilt
IT'(8)(x)| = 1g(T)] < TN < NglITI x|
und damit folgt T" € B(Y’, X’), denn

IT=V IT@I=V V IT@®<IT].

geY’ geY’ xeX
lgll<1 ligl<1llxl<1

Satz 6.22 Die Abbildung

B(X,Y)— B(Y, X

T—T
ist eine lineare isometrische Einbettung und fiir T € B(X,Y), S € B(Y, Z)
i (SoT) =T oS
Beweis: (i) Linearitit: Fir T,S € B(X,Y) und A € K gilt
(T+A8)'(8)(x) = g(T(x) +AS(x)) = g(T(x)) +Ag(S(x)) = T'(g) (x) +AS'(8) (x).
(i) Injektivitit: Sei T' = S', dann gilt stets
0=(T"-5)(g)(x) = (T - 9)"(8)(x) = g((T = $)(x)) = g(T(x) — S(x))

und folglich T(x) = S(x), also T = S.
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6 Der Satz von HAHN-BANACH und Anwendungen

(iii) Isometrie: Es ist

1=V IT@l=V V IT'(g)(x)
geY’ geY’ xeX
llgll<1 ligll<1llxlI<1

6.8]

=V \/ ST = 1T = 7]

xeX geY xeX
[lx[I<1 H3H<1 l[xl<1

(iv) SeienT € B(X,Y),S € B(Y,Z),dann gilt fiiralle h € Z' und x € X
(SoT) (h)(x) = h((SoT)(x)) = h(S(T(x)))
= S'(h)(T(x)) = T'(8'(h))(x) = (T" 0 ") () ().

Lemma 6.23 Seien X, Y normierte Raume.
(i) Fur die Einbettungen jx: X — X" und jy: Y — Y” und alle T €
B(X,Y) gilt
ijT = T//ij.

(i) Ein S € B(Y’,X’) ist der duale Operator zu einem T € B(X,Y)

genau dann, wenn
' (jx(X)) C jy(Y).
Beweis: (i) Esgiltfirxe Xundge Y’

Uy o T)(x)(g) = jy(T(x))(8) = &(T(x))
= (T'(8)(x) = jx(x)(T'(8)) = T"(jx(x))(8) = (T" o jx) (x)(8)-

(ii) Seizundchst S = T’, dann gilt

§'(jx (x)) = (T" 0 jx)(x) = (jy o T)(x) = jy(T(x)) € jy(Y).
Sei umgekehrt §'(jx (X)) C jy(Y). Esist (' 0jx)" ojy» = S, denn fiir alle
g €Y' und x € X gelten
((8"0jx) o jy)(8)(x) = (S" o jx)' (jy (8)) ()
= (jv(8) 0§ o jix)(x)
= jv (8)(S'(jx(x)))
= (S'(jx(2)))(8)
= (jx(x) 0 $)(g)
= jx(x)(5(8))
= 5(8)(%).
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Satz 6.24 Seien X, Y Banachraume. Ein Operator T € B(X,Y) ist kom-
pakt genau dann, wenn der duale Operator T’ € B(Y’, X’) kompakt ist.

Definition (orthogonales Komplement, Annulator)

Sei X ein normierter Raum. Fiir Teilmengen U C X und V C X’ sind
Ut :={feX'|vxeU: f(x) =0}

und
V,={xeX|VfeV: f(x)=0}

abgeschlossene Unterrdaume von X’ bzw. X und sie heilen auch ortho-
gonales Komplement oder Annulator von U bzw. V.

Satz 6.25 Seien X, Y normierte Rdume. Fiir T € B(X,Y) gilt stets
imT = (kerT') .

Folgerung 6.26 Seien X, Y normierte Rdume und T € B(X,Y) ein Ope-
rator mit abgeschlossenem Bild imT. Dann ist die Gleichung

T(x)=y
genau dann losbar, wenn die Implikation
T'(g)=0 = gy) =0

gilt. Mit anderen Worten: Die rechte Seite der zu losenden Gleichung
muss orthogonal (im obigen Sinne) zum Kern von T’ stehen.
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7 Lokalkonvexe Riume und
Dualititstheorem

7.1 Topologische Vektorraume und
lokalkonvexe Riume
Definition 7.1 (topologischer Vektorraum)

Sei X ein K-linearer Raum. Eine Topologie T auf X heif$t lineare Topolo-
gie und das Paar (X, T) heift topologischer Vektorraum, wenn die Topo-
logie mit der Vektorraumstruktur vertrédglich ist, d.h. falls die algebrai-
schen Operationen Addition

XxX—X
a:
(y) = x+y
und Skalarmultiplikation
CKxX—X
(A, x) — Ax

stetig sind.

Bemerkung: In der Sprache der Umgebungen bedeutet die Stetigkeit
der Operationen folgendes: Sei U € U (x +y), dann gibtes V € U(x) und
W € U(y) mit V+ W C U. Analog existieren fiir U € U (Ax) Umgebun-
genV € U(A)und W € U(x), sodass VW C U ist.

Definition 7.2 (konvex, absolutkonvex, kreisformig)

Sei X ein K-linearer Raum. Eine Teilmenge B C X heifst

(i) konvex, falls

Vx,y € BYA €[0,1]: Ax+ (1 —A)y € B.
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7 Lokalkonvexe Riume und Dualitdtstheorem

(ii) absolutkonvex, wenn
Vx,y € BVA, u € K: |A|+ || <1 = Ax+puy € B.
(iii) kreisformig, wenn

VxeBVYAe€K: |A| <1 = Ax € B.

Lemma: Sei X ein Vektorraum.

(i) Eine Menge ist absolutkonvex genau dann, wenn sie konvex und
kreisformig ist.

(if) Der Abschluss einer absolutkonvexen Menge ist absolutkonvex.

(iif) Das lineare Bild und Urbild einer absolutkonvexen Menge ist abso-
lutkonvex.

(iv) Der Durchschnitt von absolutkonvexen Mengen ist absolutkonvex.

(v) Sei (B;)c; eine Folge konvexer Mengen, dann gilt fiir die konvexe
Hiille der Vereinigung

COU B; = {E/\lxl|Vz e€l:x;e B, A >0, supp()\i)iel < oo, Z/\l = 1}
i€l i€l i€l
Satz 7.3 Sei X ein linearer topologischer Raum. Dann gelten:

(i) Fur jedes x € X ist die Abbildung a,: vy — x + y ein Homdomor-
phismus.

(i) Furalle A € Kist m): x — Ax ein Homdomorphismus.

(iii) Eine Nullumgebung U € U/ (0) hat folgende Eigenschaften:
o U ist absorbierend.
o IV eU(0): V+V CU.
o Jkreisformiges W C U.

Folgerung 7.4 Sei (X, 7) ein topologischer Vektorraum. Dann ist T be-
reits durch die Angabe einer Nullumgebungsbasis eindeutig bestimmt.
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Definition 7.5 (lokalkonvexer Raum)

Ein linearer topologischer Raum heifit lokalkonvexer Raum, wenn es ei-
ne Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen gibt.

Satz7.6 Jederlokalkonvexe Raum besitzt eine Nullumgebungsbasis aus
absolutkonvexen Mengen.

Lemma 7.7 Sei X ein K-linearer Raum und A, B C X absolutkonvex.
Dann gelten:

(i) inA = Up-oAA.
(ii) Vx € linA: pa(x) < co.
(i) {x € X | pa(x) <1} CAC {x € X | pa(x) <1).
(iv) Wenn A C B gilt, soist pa(x) > pp(x) fiir alle x € linA.

(v) Wenn linA = X, d.h. falls A absorbierend ist, dann ist das Minkow-
skifunktional p4 eine Halbnorm auf X.

Satz 7.8 Sei X ein lokalkonvexer Raum, dann gilt fiir jede absolutkon-
vexe Nullumgebung:
(i) Das Minkowskifunktional py; ist eine stetige Halbnorm auf X.

e}

() U={xeX|pylx) <1} CUC{xeX|pylx) <1} =U.

(¢)

(i) +U C U.

Definition 7.9 (Fundamentalsystem)

Sei X ein lokalkonvexer Raum.

(i) Eine Menge V C U(0) von Nullumgebungen heiit Fundamental-
system von Nullumgebungen, falls

YU €U0)IVEVYIe>0:eV CU,
also wenn {eV |V € V, € > 0} eine Nullumgebungsbasis ist.

(ii) Eine Familie (p;);c; stetiger Halbnormen auf X heifit Fundamen-
talsystem von Halbnormen, wenn die Menge aller

Vii={xeX|pi(x) <1}

107




7 Lokalkonvexe Riume und Dualitdtstheorem

ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen ist.

Satz 7.10 Jeder lokalkonvexe Raum X besitzt ein Fundamentalsystem
von Halbnormen (p;);c; und es gelten:

@) Vi,;jelIkelde>0:p;Vp;<ep.
(il)) Wenn X hausdorffsch ist, dann Vx € X\ {0} 3i € I: p;(x) > 0.

Satz7.11 Sei X ein Vektorraum tiber K und (p;);c; ein System von Halb-
normen mit der Eigenschaft

VijjelJdkelde>0:p;Vp; <epy,

dann existiert genau eine lokalkonvexe Topologie T auf X, fiir die (p;);c;
ein Fundamentalsystem von Halbnormen ist. Gilt auflerdem noch

Vx e X\ {0} JieI: pi(x)>0,

dann ist T hausdorffsch.

Bemerkung: Meist hat man eine allgemeinere Situation vorliegen: Sei X
ein linearer Raum und (g;);c; ein System von Halbnormen auf X. Dann
ist auch pr := Vcp ¢; fiir alle endlichen F C;;, I eine Halbnorm und das
System (pr)rc fin1 istnach obigem Satz sogar ein Fundamentalsystem von
Halbnormen fiir eine eindeutig bestimmte Topologie T auf X. Wir nennen
T die von (g;) ;e erzeugte lokalkonvexe Topologie.

Die Topologie T ist gerade die initale Topologie beziiglich der Einbettun-
gen X — (X, q;).

Lemma: Sei X ein lokalkonvexer Raum mit (p;);cs als Fundamentalsys-
tem von Halbnormen. Dann konvergiert ein Netz (x;);c; C X genau dann
gegen x € X, wenn fiir alle j € ] das Netz (p;(x — x;));c1 gegen 0 konver-
giert.

Satz 7.12 Seien X,Y lokalkonvexe Rdume mit den Fundamentalsyste-
men von Halbnormen (p;);c; bzw. (qj)je;. Fiir jede lineare Abbildung
T: X — Y sind dquivalent:

(i) T ist stetig.
(if) T ist stetig in 0.
(iii) Vj € J Ji € I 3e > 0 Vx € X: q;(T(x)) < epi(x).
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Folgerung 7.13 Sei X ein lokalkonvexer Raum und (p;);c; ein Funda-
mentalsystemen von Halbnormen. Fiir jedes f € X* sind dquivalent:

(i) fiststetig.

(i) Fielde>0Vxe X: |f(x)] <epi(x).
(i) 3U € U0): Vyey |f(x)] < .
Beweis: SetzeY :=Kundg;:=|-|fiirallej € J.

Lemma: Sei (X, T) ein hausdorffscher lokalkonvexer Raum mit einem
abzihlbaren Fundamentalsystem von Halbnormen (p;),en. Dann ist T
metrisierbar, genauer wird T von der Metrik

o 1 pulx—y)
Az y) = ngqf”lwx(x—y)

erzeugt.

7.2 Duales Paar, schwache Topologien und der
Satz von BOURBAKI-ALAOGLU

Definition 7.14 (duales Paar)

Seien X, Y Vektorrdume iiber K mit Y C X*. Dann heifit (X, Y) duales
Paar oder Dualsystem, falls Y die Punkte von X trennt, d.h. falls

Vxp,xp € Xexp #£xp = 3f €Y: f(x1) # f(x2).

Bemerkung: (i) Die Eigenschaft der Punktetrennung ist dquivalent
zu

Ve X\ {0} 3feY: f(x) #0

und auch zu

Vxe X:VfeY: f(x)=0 = x=0.

(ii) Trivialerweise trennt auch X die Punkte von Y, denn es gilt

VieY:VxeX: f(x) =0 = f=0.
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7 Lokalkonvexe Riume und Dualitdtstheorem

(iii) Hat man ein duales Paar (X, Y), dann erhilt man eine bilineare Ab-

bildung
() XxY—-K
C(xf) e (x f) = f).
Beispiel: (i) (X, X*) fiir einen linearen Raum X.

(ii) (X, X’) fiir einen normierten Raum X, nach Folgerung|6.9|

Definition 7.15 (schwache Topologien im dualen Paar)
Sei (X, Y) ein duales Paar.

(i) Die von dem Halbnormensystem

(ppix = 1 N1

fey

erzeugte lokalkonvexe Topologie o (X, Y) auf X heif3t schwache To-
pologie oder auch w-Topologie auf X.

(ii) Dual wird die von dem Halbnormensystem

(px: f = 100 F)l)xex

erzeugte lokalkonvexe Topologie o (Y, X) auf Y als schwache *-
Topologie oder wx-Topologie auf Y bezeichnet.

Bemerkung: (i) Ausder Eigenschaft der Punktetrennung folgt sofort,
dass die beiden schwachen Topologien o(X,Y) und (Y, X) haus-
dorffsch sind.

(i) o(X,Y) ist die initiale Topologie beziiglich Y = (x — (x, f))sey-
Damit ist ein lineares Funktional f € Y stets o(X,Y)-stetig.

(iii) Dualisto(Y, X) die initiale Topologie beztiglich X = (f +— (x, f))xex,
also ist ein lineares Funktional auf Y genau dann schwach-x-stetig,
wenn es ein Auswertungsfunktional x: f — f(x) ist.

Definition (zulidssige Topologie im dualen Paar)

Sei (X,Y) ein duales Paar. Eine lokalkonvexe Topologie T auf X mit
(X, 1) =Y
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heifit zulissige Topologie im dualen Paar.

Die Bedingung (X, T)’ = Y bedeutet, dass ein lineares Funktional f € Y
immer T-stetig ist.

Lemma 7.16 Sei X ein linearer Raum und fy,..., f; € X*. Dann ist fj
entweder eine Linearkombination der fi, .. ., f, oder es existiert ein xy €

Xmitfo(xo) =1und fl(XO) == fn(XQ) =0.

Folgerung 7.17 Seien f,..., fy linear unabhidngige Elemente aus X*.
Dann gibt es x1, ..., x, aus X mitfi(xj) = Jjj.

Satz7.18 o(X,Y) istdie schwichste zulédssige Topologie im dualen Paar.

Es gilt also (X,0(X,Y))" = Y und damit sind alle linearen Funktionale
f € Y schwach stetig. Falls zusétzlich auch 7 eine zulédssige Topologie
ist,also (X, 7) =Y gilt, dann ist ein lineares Funktional f € Y schwach
stetig genau dann, wenn es T-stetig ist.

Definition (Polare)
Sei (X, Y) ein duales Paar und U C X. Dann heif3t

U :={feY|Vxel:|f(x) <1}

Polare zu U.

Lemma: Die Polare U° einer absolutkonvexen Menge U ist absolutkon-
vex.

Beweis: Seien A,y € Kmit|A|+ |p| <1lund f,g € U°, dh.Vx e U: |f(x)| <1
und |g(x)| < 1. Damit folgt

((Af + 1) ()] = [Af(x) + ug () < [A][f(0)| +[ul [§(x)] <A+ [u] <1,

alsoist Af +pug € U°.

Theorem 7.19 (BOURBAKI-ALAOGLU) Sei (X,Y) ein duales Paar, T ei-
ne zuldssige Topologie und U C X eine T-Nullumgebung. Dann ist die
Polare U° stets (Y, X)-kompakt.

Beweis: Sei x € X. Nach Satzist U absorbierend, also gibt es ein Ay > 0 mit
x € A U. Fir x € U wihlen wir stets Ay = 1 und sonst Ay > 1. Nun sei f € U°,
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dann gilt |f(x)] <1 = Ay furalle x € U. Fir x ¢ U ist - € U und damit folgt
F(E) = |f/(\f)‘ < 1. Insgesamt gilt

Viel®VxeX:|f(x)] < Ay
Die Mengen Vy := {A € K||A| < Ay} sind nach dem Satz von Heine-Borel
kompakt fiir alle x € X. Weiter ist also das Produkt
Vi= X Ve={f: X > K|Vx e X: |f(x)| <A}
xeX

nach dem Theorem [I.31] von TYCHONOFF kompakt in der Produkttopologie auf
KX, d.h. alle Projektionen pry: KX — K, f + f(x) fiir x € X sind stetig. Die
w-k-Topologie o (Y, X) auf Y ist gerade die initiale Topologie beziiglich X, d.h.
alle Auswertungsfunktionale x: Y — K, f — f(x) sind stetig. Folglich stimmt
auf Y die Produkttopologie mit der schwachen *-Topologie {iberein. Die Polare

U ={feY|vxel:|f(x)| <1} = N{feY|p(f) <1} = () px'[01]

xel xel

ist o(Y, X)-abgeschlossen, also wegen
u°cv
auch o (Y, X)-kompakt.
Beispiel: Sei X ein normierter Raum. Die identische Abbildung
id: (X, |- [) = (X,0(X, X))
ist nach Satz stetig, denn es gilt
Vf e X Vx € X ps(x) = [f(x)] < JAIL Tl
>0
Damit ist die schwache Topologie schwicher als die Normtopologie, also
o(X,X') C 1

Die Normtopologie 7. und auch die schwache Topologie o(X, X') ist
zuldssig im dualen Paar (X, X'), folglich ist ein lineares Funktional auf X
schwach stetig genau dann, wenn es norm-stetig ist.

Fiir einen normierten Raum X sei By := {f € X' | ||f|| < 1} die abge-
schlossene Einheitskugel im topologischen Dualraum. Nun ist X’ (und
damit auch X) endlichdimensional genau dann, wenn By, kompakt be-
ziiglich || - || ist. Fiir die Topologie ¢ (X', X) gilt noch mehr:
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Theorem 7.20 (BANACH-ALAOGLU) Sei X ein normierter Raum. Dann
ist die Einheitskugel By im Dualraum o (X’, X)-kompakt.

Beweis: Im normierten Fall hat man speziell Bys = (Bx)° und damit ist dies ein
Spezialfall vom Theorem von BOURBAKI-ALAOGLU.

Folgerung 7.21 Fiir einen separablen normierten Raum X ist By, sogar
o (X', X)-folgenkompakt.
Folgerung7.22 Sei X ein Banachraum. Die Einheitskugel By ist w-kompakt

genau dann, wenn X reflexiv ist.

Folgerung: Jeder Banachraum ist isometrisch isomorph zu einem ab-
geschlossenen Unterraum von C(K) mit einem geeigneten kompakten
Hausdorffraum K.

7.3 Extremalpunkte und der Satz von
KREIN-MILMAN
Definition 7.23 (Extremalpunkt)

Sei X ein Vektorraum und K # @ eine konvexe Teilmenge. Ein Element
x € K heiSt Extremalpunkt von K, wenn aus x = Ax; + (1 — A)x, fiir
x1,% € Kund A € (0,1) stets x = x; = x, folgt. Die Menge aller
Extremalpunkte von K bezeichnen wir mit extK.

Die konvexe Hiille coB einer Menge B C X ist die kleinste konvexe Menge,
die B enthalt. Es gilt
coB= (] K

K konvex

K2>B

Theorem 7.24 (KREIN-MILMAN) Jede konvexe kompakte Teilmenge
K # @ eines hausdorff’schen lokalkonvexen Raums X ist gleich dem Ab-
schluss der konvexen Hiille ihrer Extremalpunkte, d.h.

K = coextK.
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8 Hilbertraume und Elemente
der Operatortheorie

8.1 Hilbertraume
Definition 8.1 (Skalarprodukt, unitirer Raum, Hilbertraum)

Sei X ein C-linearer Raum. Ein Skalarprodukt auf X ist eine Abbildung
():XxX—=C
mit folgenden Eigenschaften fiir alle ¢, , x € X und A € C:
@) (¢, ¢) >0
(i) (p¢)=0 & ¢=0
(i) (¢, ) = (¥, ¢)
(iv) (¢, Ap) = A, ¢)
V) (. p+x)=(P.9)+ (P X)

Dann heift (X, (-, -)) unitirer Raum und ein vollstdndiger unitirer Raum
heiflt Hilbertraum. Wir schreiben dann auch (H, (-, -)).

Wir schreiben ||¢||? := (¢, ¢). Dabei ist || - || zunéchst ein Symbol - wir
sehen spiter, dass dies tatsachlich eine Norm ist.

Definition 8.2 (orthogonal, Orthonormalsystem)

Sei (X, (-, -)) ein unitdrer Raum. Zwei Elemente ¢, ¢ € X heiflen ortho-
gonal, wenn

(. 9) =0.

Ein System (¢;)ic; € X heiBt Orthogonalsystem, falls die ¢; paarwei-
se orthogonal sind, also wenn Vi,j € I:i # j = (¢, ¢;) = 0.
Ein Orthogonalsystem heifst Orthonormalsystem, wenn zusitzlich stets
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(¢i, pi) =1 gilt, d.h. wenn

Vi,j el: <(P1,(P]> = 511

Satz 8.3 (PYTHAGORAS) Sei (X, (-, -)) ein unitarer Raum und (¢;)?_; ein
endliches Orthonormalsystem. Dann gilt fiir alle ¢ € X

p]|* = )jlcpz, W2+ g — }:4>l, Ypil|>-

i=1

Folgerung 8.4 (BESSEL-Ungleichung) Sei (X, (-,-)) ein unitirer Raum
und (¢;)!" ; ein endliches Orthonormalsystem. Dann gilt fiir alle ¢ € X

; (i, ) > < [|o]|?

Folgerung: Sei (X, (:,)) ein unitdrer Raum und (¢, ),en ein abzihlba-
res Orthonormalsystem. Dann gilt fiir alle ¢ € X

Yo Hpn 0} < [lo]?

nelN

Folgerung 8.5 (CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung) Sei (X, (-, -)) ein uni-
tarer Raum. Dann gilt fiir alle ¢, p € X

e p)] < Loyl

Folgerung 8.6 Sei (X, (-,-)) ein unitirer Raum. Dann ist die Abbildung
II|I: X — [0, c0) mit

9]l == (¢, )2

eine Norm auf X.

Satz 8.7 Sei (X, (-,-)) ein unitdrer Raum. Fiir ¢, ¢ € X sind folgende
Aussagen dquivalent:

@ ¢ +yll = loll + Nyl

i) (¢, 9) = lollyl
(iil) IA > 0: p = Ay
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Folgerung 8.8 Sei (X, (-,-)) ein unitdrer Raum. Fiir ¢, € X sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

@ [, ) = lllllwl
(ii) 3A € C: ¢ = Ay, d.h. ¢, ¢ linear abhéngig.

Satz 8.9 Sei (X, (-,-)) ein unitdrer Raum. Dann ist das Skalarprodukt
(-,): X x X — C stetig.

Satz 8.10 (NEUMANN) Sei X ein Menge.

(i) Sei (:,-) ein Skalarprodukt auf X, dann erfiillt die Norm ||¢| :=
(¢, p) ? die Parallelogramm-Identitit

1 +wl? + lle — wlI* = 2/lpl|* + 2]l
fur alle ¢, ¥ € X.

(ii) Sei || - || eine Norm auf X, die die Parallelogramm-Identitét erfiillt.
Dann definiert die Polarisations-Identitit

1
(@, 9) =7 (lo+ 12— llp = 9I2+illo — iwl? —illp + ig]?)

ein Skalarprodukt auf X mit der Eigenschaft

gl = (¢,9)?
fur alle ¢ € X.

Satz 8.11 Sei H ein Hilbertraum, X C H eine abgeschlossene konvexe
Teilmenge und ¢y € H. Dann existiert genau ein 1y € K mit

o — woll = llgo — Kl := A ligo — 9l

pek

und
R(¥, ¢o — Yo) < R{¢o, $o — Yo)
fur alle ¢ € K. Wir nennen ¢y Bestapproximation von ¢g beztiglich K.

Bemerkung: Die Abgeschlossenheit von K sichert die Existenz von
und die Konvexitit sichert die Eindeutigkeit.
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8 Hilbertrdume und Elemente der Operatortheorie

Definition 8.12 (orthogonales Komplement)

Sei X ein unitdrer Raum. Fiir eine Teilmenge B C X heifst

B :={¢ € X|Vy € B: (¢, ) = 0}

orthogonales Komplement von B.

Offenbar ist ein orthogonales Komplement stets ein linearer Teilraum
und abgeschlossen, denn es ist B+ = Nycp{9} .

Definition (direkte Summe)

Sei ‘H ein Hilbertraum und H1, Hy C H abgeschlossene lineare Teil-
raume.

(i) Wenn H; N'Hy = {0} gilt, dann ist
Hy+ Hy := {4)1 + ¢ |(P1 € Hi, ¢2 € Hz}

ein abgeschlossener linearer Teilraum und heift direkte Summe von
‘H1 und H;. Insbesondere hat jedes Element ¢ € Hy + Hy eine
eindeutige Darstellung ¢ = ¢1 + ¢ mit ¢; € Hy und ¢, € H,.

(i) Falls Hy LHy, dann ist H1 NHy = {0} und die direkte Summe
H1® Hy :=H1+ H>

heif$t orthogonale direkte Summe.

Fiir beliebige Hilbertraume H1, H; bilde das Produkt H := H; x Hp mit
komponentenweisen Skalarprodukt, dann ist auch H ein Hilbertraum.
Weiter konnen H; und H» in H isometrisch eingebettet werden und wenn
wir diese Einbettungen mit H; bzw. H, identifizieren, dann gilt H =
H1 & Ho.

Entsprechende Verallgemeinerungen sind auch fiir mehr als zwei Hilber-
traume moglich.
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8.1 Hilbertrdume

Satz 8.13 (Projektionssatz) Sei H ein Hilbertraum und £ C H ein abge-
schlossener linearer Teilraum. Dann gilt

H=L®L,

d.h. jedes ¢ € H hat eine eindeutige Darstellung ¢ = ¢ + ¢+ mit p € £
und ¢+ € L+ und ¢ heiit orthogonale Projektion von ¢ auf £. Die Abbil-
dung P: H — L, die jedem ¢ € H dessen orthogonale Projektion ¢ € £
zuordnet, ist ein linearer Operator. Falls £ # {0}, dann gilt ||P|| = 1.

Definition 8.14 (summierbar)

Sei X ein normierter Raum und (x;);c; € X eine Familie von Ele-
menten aus X. Dann heif8t (x;);c; summierbar in X, wenn das Netz
(Yier)rer gegenein x € X konvergiert. Wir schreiben dafiir auch

le' = X.
iel

Dabei ist F := gy, (I) = {F C I[|I| < oo} das beztiglich der Teil-
mengeninklusion C gerichtete System aller endlichen Teilmengen von
I

Satz 8.15 Sei X ein unitdrer Raum. Fiir jedes Orthonormalsystem (¢;);c1
in X sind dquivalent:

(i) lin{¢; |i € I} dichtin X.

(ii) Vo € X: ¢ = Yier (i §)¢i-
(iii) Vo € X: [|¢]|*> = Licr [{¢i, ¢)|* (PARSEVALsche Gleichung).
Die (¢;, ¢) heilen Fourierkoeffizienten von ¢ beziiglich (¢;);c; und falls ei-

ne der obigen Bedingungen gilt, dann ist (¢;,¢) # 0 fiir hochstens ab-
zdhlbar viele i € I.

Definition 8.16 (Orthonormalbasis)

Sei X ein unitdrer Raum. Ein Orthonormalsystem (¢;);c; in X heifit
Orthonormalbasis, wenn eine der dquivalenten Bedingungen aus Satz

erfiillt ist.

Bemerkung 8.17 (i) Sei X ein unitirer Raum und H := X seine Ver-
vollstindigung, d.h. H ist ein Hilbertraum. Wenn (¢;);c; eine Or-
thonormalbasis in X ist, dann auch in H.
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8 Hilbertrdume und Elemente der Operatortheorie

(ii) Seien ¢, € H, dann gilt
(@.9) =) (¢, 1) (Pi ).

i€l
(iif) Die Fourierkoeffizienten sind eindeutig: Hat ¢ € H eine Darstellung
¢ = Yicj ci¢i, dann folgt stets ¢; = (¢;, ¢) wegen
(b, @) = (@), Yo cidi) = }_ci (9j, 1) = cj.
iel iel S~

=3j;

Satz 8.18 Jedes Orthonormalsystem in einem Hilbertraum lédsst sich zu
einer Orthonormalbasis erweitern. Insbesondere besitzt also jeder Hilber-
traum eine Basis.

Satz 8.19 Fiir einen Hilbertraum H sind dquivalent:

(i) 'H ist separabel.

(ii) H hat eine abz&hlbare Orthonormalbasis.
(iii) Jedes Orthonormalsystem in H ist hochstens abzahlbar.
(iv) H ist isometrisch isomorph zu 45.

Lemma: Alle Orthonormalbasen eines Hilbertraums haben die gleiche
Miéchtigkeit.

Definition 8.20 (Dimension)

Sei H ein Hilbertraum. Die Dimension von H ist die Kardinalzahl einer
Orthonormalbasis in H. Wir schreiben dafiir dim H.

Bemerkung 8.21 (i) Setzt man im Satz voraus, dass X ein Hil-
bertraum ist, dann sind die angegebenen Bedingungen dquivalent
dazu, dass (¢;)ic; ein maximales Orthonormalsystem ist. Eine Or-
thonormalbasis eines Hilbertraums ist demnach stets ein maximales
Orthonormalsystem.

(ii) Analog zum Satz existiert in einem unitdren Raum immer ein
maximales Orthonormalsystem, aber nicht unbedingt eine Ortho-
normalbasis. (siehe dazu BOURBAKI: Topologische Vektorriume.) Mit
dem Orthonormalisierungsverfahren von GRAM-SCHMIDT lésst sich
in einem separablen unitdren Raum stets eine Orthonormalbasis kon-
struieren.
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8.1 Hilbertrdume

(iii) Ineinem unitdren Raum ist der Satz im Allgemeinen falsch, d.h.
man kann ein Orthonormalsystem nicht immer zu einer Orthonor-
malbasis ergénzen.

(iv) Auch der folgende Satz von RIESZ ist in unitdren Raéumen falsch.

Theorem 8.22 (RIESZ) Sei H ein Hilbertraum. Dann ist die Abbildung

H—H
j: . .: 0 H— K

ein antilinearer isometrischer Isomorphismus.

Beweis: (i) jantilinear: Seien ¢, ¢, x € H und A € K, dann gilt
(@ +A0)(¢) = (¥ +Ax, @) = (9,) + Ax. ¢) = j(®)(9) + A(X)(¢)-

(ii) j injektiv: Seien ¢, x € H mit j(p) = j(x), also gilt (p,¢) = (x,¢) fir alle
¢ € H. Weiter ist stets (¢ — x,¢) = 0 und damit ¢ = x.

(iii) j surjektiv: Sei f € H'. Fiir f = 0 wihle einfach = 0. Nun sei f # 0, dann
wihle g € (ker f) mit [|¢po|| = 1. Setze xp := f(po)$ — f(¢) o fir g € H,
dann gilt x4 € ker f. Es folgt

0= (o, xg) = (o, f(¥0)¢ — f(@)tho) = (o, f(¥0)p) — (o, f(¢) o)
N— ——

=f(@)llpol>=f(¢)

und damit gilt

f(¢) = (o, f($o)d) = (f (o) o, ¢)-

SchlieBlich setzen wir ¢ := f(1pg)1Pp und erhalten f = j(¢).
(iv) jisometrisch: Seiyp € H.Wir haben nach der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung

il ="V liw@l= V [@el< V olvllel = lvl

lloll<1 lloll<1 loll<t

und fiir ¢p := HTLI;II mit ||¢o|| = 1 gilt

2
@) = 1 o) = % "

Insgesamt gilt immer [|j()|| = ||y]| fir p € H.

Folgerung 8.23 Jeder Hilbertraum ist reflexiv.
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8 Hilbertrdume und Elemente der Operatortheorie

Beweis: Mit dem im Satz eingefiithrten Isomorphismus j: H — H’' lasst
sich in H’ ein Skalarprodukt einfithren, sodass H’ zu einem Hilbertraum wird.
Dann wenden wir den Satz von RIESZ auf H’ an und erhalten

HeH =H"

8.2 Elemente der Operatortheorie
Sei T € B(H). Fiir ¢ € H betrachte das lineare Funktional

H—K

o (9, 10).

Esist fy € H' und nach dem Theorem von RIESZ gibt es ein xy € H
mit fy = (xy,-), d.h. (P, TP) = (xy, ¢) firalle p € H.

Definition (adjugierten Operator)

Damit definieren wir den sogenannten adjugierten Operator zu T ver-
moge

H—H

ey

*

und dann gilt stets

(. To) = (T", ¢).

Lemma8.24 Sei T € B(H), dann gelten:
(i) T* € B(H).

ii) T* = 71 o T' 0 j und dabei ist j wie im Theorem [8.22/von RIESZ.
) ) )
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8.2 Elemente der Operatortheorie

Satz8.25 (i) Esgilt||T|| = ||T*|| firralle T € B(H).
(ii) Die Abbildung T +— T* ist eine *-Abbildung in B(’H), d.h. es gelten
o (TH+AS)* =T*+AS*
o (TS)" =S5*T*
° (T*)*
fiuralle T,S € B(H) und A € C.
(iii) Die Norm erfiillt die C*-Eigenschaft: Es gilt

1T = ||T|?
firalle T € B(H).

Folgerung: B(H) ist eine C*-Algebra. Siehe dazu die Definition [11.1}
Damit haben wir die im dortigen Kapitel definierten Begriffe und bewie-
senen Sitze nun auch in B(H) zur Verfiigung. Im folgenden werden ei-
nige Ergdnzungen gemacht.

Satz 8.26 Sei H ein Hilbertraum und T € B(H), dann gelten:
(i) (imT)* = ker T*

(ii) Wenn H ein komplexer Hilbertraum ist, dann folgt aus (¢, T¢p) = 0
fiir alle ¢ € H stets T = 0.

Beweis: (i) Esgilt

(imT)t = {p e H|Vp e H: (p, TY) =0} = ker T*.
~—

N—
:<T*¢/lp>

= T*p=0
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8 Hilbertrdume und Elemente der Operatortheorie

Satz 8.27 Sei T € B(H), dann gelten:

(i) T ist positiv genau dann, wenn

(9. T9) >0
fir alle ¢ € H gilt.

(ii) T ist selbstadjugiert genau dann, wenn

(¢, Tp) € R
fiir alle ¢ € H ist.
(iii) T ist unitdr genau dann, wenn T surjektiv und isometrisch ist.

(iv) T istisometrisch genau dann, wenn
(T, Ty) = (¢, 9)
tiir alle ¢, € H gilt.
(v) T ist normal genau dann, wenn
IT¢ll = [IT" ¢l
fiir alle ¢ € H ist.

Definition 8.28 (Zerlegung des Spektrum)

Sei T € B(H). Das Spektrum ¢(T) kann in folgende disjunkte Teil-
mengen zerlegt werden:

(i) Punktspektrum

0p(T):={AcC|3pecH\{0}: Tp = Ap}
= {A € C| T — Al nicht injektiv}

(ii) stetiges Spektrum

0c(T) := {A € C| T — Al injektiv,
im(T — AI) dichtin H,
(T — AI)~! unbeschrinkt}
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(iii) Residualspektrum

0(T) := {A € C| T — AI injektiv,
im(T — AI) nicht dicht in H}

Satz 8.29 Fiir T € B(H) gelten:
(i) 7p(T) C 0p(T*) Ucy(T*)
(i) 07(T) S 0p(T")

(i) 0c(T) = 0c(T")

Dabei bedeute ¢(T) nicht etwa den Abschluss, sondern das Konjugieren
in den komplexen Zahlen.

Beweis: (i) Sei A € 0(T), dann gibt es ein ¢ € H \ {0} mit
lin{p} C ker(T — AI) = (im(T* — AI))*

und damit kann im(T* — AI) nicht dicht sein, d.h. A & o¢(T*).

(ii) Sei A € 04(T), d-h. T — Al ist injektiv und das Bild im(T — AI) = (ker(T* —
AI))L ist nicht dicht. Also existiert ein ¢ # 0 mit ¢ € ker(T* — AI).

(iii) Nach (i) und (i) gilt

op(T) Uor(T) = 0p(T*) Uoy(T")

und nach Folgerung gilt o(T) = o(T*), also muss

0.(T) = 0.(T")

gelten.
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8 Hilbertrdume und Elemente der Operatortheorie

Satz 830 SeiT =T* € B(H).
(i) Esgilt A € p(T) genau dann, wenn

Je > 0V € H: ||(T = AD¢| > ellg].

(ii) WEYLsches Kriterium: Es gilt A € ¢(T) genau dann, wenn es eine
Folge (¢n)new € H mit ||¢,|| = 1 gibt und es gilt

(T — )\I)(])n — 0.

(iii) Das Spektrum ist reell, d.h. ¢(T) C R, und die Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal.

(iv) Das Residualspektrum ist leer, also 0(T) = @.

Beweis: (1)
(ii)
(iii) folgt aus Seien A, i € 0,(T) Eigenwerte mit A # pund ¢ € Eig, (T) =
ker(T — AI) sowie i € Eigﬂ(T) = ker(T — ulI) entsprechende Eigenvekto-
ren. Dann gilt

@.9) = A0 8) = 1 (Top) = 2 (9.T9) = 1 0) = X o)

und damit (¢, ) = 0.
(iv) Esgilt 0;(T) C 0,(T) nach[8.29} also folgt 0;(T) = @.
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9 Einige Klassen beschrankter
linearer Operatoren

Definition 9.1 (Orthoprojektor, isometrisch)
Ein Operator T € B(H) heifit

(i) Projektor, falls T idempotent ist.
(ii) Orthoprojektor, falls T idempotent und selbstadjugiert ist.

(iii) isometrisch, wenn || T¢|| = ||¢|| fiir alle ¢ € H gilt.

Bemerkung 9.2 (i) P ist ein (Ortho-)Projektor genau dann, wenn I —
P ein (Ortho-)Projektor ist.

(ii) Fiir einen Projektor P ist das Bild imP und der Kern ker P abge-
schlossen. Ferner gilt imP = ker(I — P).

(iii) P und I — P kommutieren und das Produkt ist 0.

(iv) WennimP Nker P = {0}, dann gilt imP + ker P = H.

Satz 9.3 Sei P = P? € B(H) \ {0} ein Projektor. Dann sind dquivalent:
(i) imPL ker P.
(i) [IP] = 1.

(iii) P selbstadjugiert, d.h. P = P*.

(iv) P normal, d.h. P*P = PP*.
(v) P positiv, d.h. P > 0 bzw. (¢, P$) > 0 fiir alle ¢ € H.

Gilt eine dieser Bedingungen, dann ist P ein Orthoprojektor.
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9 Einige Klassen beschrénkter linearer Operatoren

Definition 9.4 (invariant, reduzierend)
Sei T € B(H). Ein Unterraum &/ C 'H heif3t

(i) invariant fur T, wenn TU C U gilt.

(i) reduzierend fiir T, wenn U und U invariant fiir T sind, d.h. falls
TU C U und TU+ C U+ gelten.

Bemerkung 9.5 Sei / C H ein Unterraum und H = U @ U~*. Dann
kann jeder Operator T € B(H) auch als eine (2,2)-Operatormatrix

(Y

mit Operatoren W € B(U), X € BU*,U), Y € BU,U') und Z €
B(U') geschrieben werden.

Satz 9.6 Sei T € B(H) und P = Py der Orthoprojektor auf den Unter-
raum I/ C ‘H. Dann sind dquivalent:

(i) U istinvariant fiir T.
(i) Es gilt PTP = TP.

(iii) Fir eine Matrixdarstellung T = (W X) gilt stets Y = 0.

Y Zz

Satz 9.7 Sei T € B(H) und P = P, der Orthoprojektor auf den Unter-
raum I/ C ‘H. Dann sind dquivalent:

(i) U ist reduzierend fiir T.
(i) Es gilt PT = TP.

(iii) Fir eine Matrixdarstellung T = (W X) giltstets X =Y = 0.

Y Z

(iv) U istinvariant fiir T und T*.

Folgerung 9.8 Wenn T = T* selbstadjugiert ist, so ist jeder invariante
Unterraum auch reduzierend fiir T.
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Satz9.9 SeiT € B(H), dann gelten folgende Aussagen:

(i) Wenn es ein C > 0 mit || T¢|| > C||¢|| fiir alle ¢ € H gibt, dann ist
das Bild imT abgeschlossen.

(ii) T ist invertierbar in B(H) genau dann, wenn das Bild imT dicht in
H istund es ein C > 0 mit || T¢|| > C||¢|| fiir alle ¢ € H gibt.

(iii) T istbeschrankt invertierbar in B(H) genau dann, wennes C,D > 0
mit |Tg]| > Cllg]| und | T*g]| > DIl far alle ¢ & H gibt.
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10 Kompakte Operatoren

10.1 Charakterisierung kompakter Operatoren

Satz 10.1 KC(H) ist ein normabgeschlossenes zweiseitiges *-Ideal in
B(H), das F(H) enthilt.

Definition (schwach konvergent, vollstetig)

(i) Eine Folge (¢n)new € H heiflt schwach konvergent gegen ¢ € H,
wenn

(@, n) — (¢, ¢)
fir alle € H gilt. Wir schreiben dafiir auch ¢, > ¢.

(i) Ein Operator T € B(H) heif3t vollstetig, wenn T schwach konver-
gente Folgen auf || - ||-konvergente Folgen abbildet.

Satz 10.2 Sei T € B(H). Dann sind dquivalent:
(i) T ist kompakt.

(ii) T ist vollstetig.

Folgerung 10.3 Wenn T € B(H) kompakt ist, dann gilt fiir ein beliebi-

ges unendliches Orthonormalsystem (¢, ),en in H stets T¢y I,

Beweis: Sei (¢n)en ein Orthonormalsystem. Nach der BESSEL-Ungleichung

gilt Yuen [, )| < ||9]|> und demnach (i, ¢,,) — O fiir alle ¢ € H. Die Fol-

ge (¢n)new ist also schwach konvergent und demnach ist die Bildfolge (T¢y )nen
I

normkonvergent mit T¢p, — 0.

Theorem 10.4 Esist T € K(H) genau dann, wenn eine Folge (T, )env €

F(H) mit T, I 7 existiert. Die endlichdimensionalen Operatoren F(H)

liegen also dicht in den kompakten Operatoren K(H).

131
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Beweis: (=) Sei T € K(H). Dann ist TU;(0) kompakt, d.h. prakompakt und
damit gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein endliches e-Netz fiir TU;(0). Mit dem
Grenzwertiibergang ¢ — 0 erhalten wir eine abzdhlbare dichte Menge in
TU7(0), also ist TU; (0) separabel. Mit Satzgibt es eine abzihlbare totale
Menge in TU;(0) und wenn eine lineare Hiille dicht in TU;(0) liegt, dann
ist sie auch dicht in imT, d.h. imT ist separabel. Sei nun (¢, ),cn eine, al-
so abzdhlbare, Orthonormalbasis von imT und P, sei jeweils die Projektion
auf den Unterraum lin{¢y, ..., ¢, }, d.h. P, € F(H). Ersichtlich gilt P, SNy
Setze nun

T, := P,T € F(H),

dann konvergiert (T, ),en stark gegen T. Weiter sei ¢ > 0, dann gibt es ein
endliches §-Netz F C TU;(0). Fiir ¢ € U;(0) gibt es also stets ein ¢ € F
mit |T¢ — Ty|| < §. Weil (T;) e stark gegen T konvergiert, gibt es einen
Index 1, € IN, sodass fiir alle n > n, stets || T, — Tp|| < § fiir p € F gilt.
Insgesamt folgt

ITap = Tel < [ITup = Tupll  +|[Tuyp = Tyl + || Ty — To| <e
—_

=|Pu(To-Ty) || <[ Pall 5=5 <3 <

wles

fiir n > ng, also || T, — T|| — 0.

(<) Jedes T, ist insbesondere kompakt und K(H) ist normabgeschlossen, also
folgt sogleich T € K(H).

Folgerung 10.5 SeiT € K(H). Dann istimT separabel. Wenn (¢, ), eine
Orthonormalbasis in imT und P, der Orthoprojektor auf lin{¢y, ..., ¢, }

ist, dann gilt P, T U T.

10.2 Spektraleigenschaften kompakter
Operatoren

Satz 10.6 Sei T € K(H) ein kompakter Operator und A # 0, dann ist
das Bild im(T — AI) abgeschlossen.

Bemerkung 10.7 (i) Fiir die identische Abbildung gilt E € K(H) ge-
nau dann, wenn dim H < oo.

(ii) Fiir einen Orthoprojektor gilt P € IC(H) genau dann, wenn dim PH <
co.
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(iii) Fir den Eigenraum Eig), (T) = ker(T — AI) gilt T|EigA(T) = AE \Eig\(T)

~

also ist der Eigenraum Eig), (T) stets endlichdimensional. Jedes A €
0p(T) \ {0} hat demnach eine endliche Vielfachheit.

Beweis: Nach dem Lemma Von RIESZ ist Eig, (T) endlichdimensio-
nal genau dann, wenn die identische Abbildung auf Eig, (T) kompakt ist.
Das ist nach Lemma dquivalent dazu, dass jede Folge aus Eig), (T) ei-
ne konvergente Teilfolge besitzt. Sei also (¢n)new € Eigy (T) = ker(T —
AI), dann gibt es wegen der Kompaktheit von T eine konvergente Teilfolge
(Ton, ) kew- Wegen Ty, = Ay, ist (¢n, )kew konvergent.

Satz10.8 SeiT € K(H) und dim H = co. Dann gelten:

(i) Die von Null verschiedenen Elemente aus o(T) sind Eigenwerte,
d.h. o(T) = 0, (T) U{0}.

(ii) T hat hochstens abzdhlbar viele Eigenwerte, deren einziger Hau-
fungspunkt 0 sein kann. Jeder Eigenwert A # 0 hat endliche Viel-
fachheit.

(iii) Fir A € 0,(T) \ {0} gilt A € 0,(T*) und die beiden Eigenwerte
haben gleiche Vielfachheit dim ker(T — AI) = dim ker(T* — AI).

Beweis: (i) Es gilt stets 0 € ¢(T), denn andernfalls wire T invertierbar und
damit wire T~!T = E kompakt. Fiir unendlichdimensionale Hilbertraume
ist das ein Widerspruch zum Lemma Von RIESZ. Sei A ¢ 0,(T) U {0}.
Wir zeigen, dass dann A ¢ o(T) folgt. Wegen ker(T — AI) = {0} ist T — AI
injektiv und damit T — AI: H — im(T — AI) bijektiv, also ist

(T— AL H —im(T — AQ)

stetig nach dem Satzvom stetigen Inversen. Angenommen, es wire im(T —
Al) # H. Setze Hy := H und H, := (T — AI)H,—1 = (T — AD)"H fiir
n € IN, dann gilt H; C Hp und induktiv folgt

Hi = (T = MMy 1 C (T = AlYHy 5 = Hyy
fiir jedes n € IN, also
Ho2H12H2 2 - 2Hn 2 ...
Weiter gilt stets
THy = (T = ADHy + AHy = Hys1 + AHy C Hp + AHy = Ha

und demnachist T € B(H;). Mit dem Satz folgt wegen A # 0 nun, dass
alle (T — AI)H, abgeschlossen sind. Angenommen, es wire H, 1 = Hy, fiir
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einn € N, dh. (T — A" 'H = (T — AI)"H und damit folgt (T — AI)H =
‘H. Widerspruch! Also gilt

Ho2Hi2Ho 2 2Hn2....

Waiéhle jetzt ¢, € Hy © Hy11, d.h. ¢ € Hy und ¢ LH,, 4. Dies ist moglich,
denn alle H;, sind als Bild einer linearen Abbildung stets lineare Unterrau-
me. O.E.d.A. gelte ||| = 1, also ist (¢n)yew ein Orthonormalsystem. Mit
der Folgerung[10.3|erhalten wir || T¢, || — 0. Andererseits ist

Tp = (T — Ay & Ay
—_——  —~~

EH”+1 J~7-{ﬂ+1

und damit

T@nll = [[Agnll = A > 0.
Widerspruch! Schlielich folgt im(T — AI) = H und (T — AI)~! € B(H),
alsoA ¢ o(T).

(ii) Angenommen, A # 0 wire ein Haufungspunkt von ¢, (T), dann gibt es eine
Folge (An)new C 0p(T) \ {0} mit paarweise verschiedenen A, und A, — A.
Wahle nun ¢, € Eig, (T) = ker(T — A;I) mit [[¢y|| = 1, dann ist die Folge
(¢n)new linear unabhingig, denn Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwer-
ten haben den Durchschnitt {0}. Setze damit H := {0} und

Hp:=lin{¢1,...,¢un}.

Wiéhle nun ¢, € Hy, © H,,—_1 mit ||| = 1, dann ist () e ein Orthonor-
malsystem und wegen folgt ||T¢u|| — 0. Es gilt Ty, = (T — Aul)gpy +
Antpp. Mit ¢, = Y/ xi ¢y folgt

-1

(T — Anl) wn—Zka M) = Zxk/\k*)ln)%GHn 1
=1 f=

und das heifst

Ty = (T — An) Py @ Apipn.
Folglich gilt

ITnll = IAntnll = [An] > 0.

Widerspruch! Also ist 0 der einzige mogliche Haufungspunkt und damit
gibt es nur abzéhlbar viele Eigenwerte.

[ | (iii) Nach Satz[8.29gilt 7, (T) C 0, (T*) U o (T*)

Satz10.9 SeiT = T* € B(H).Danngilt |T|| € o(T) oder —||T|| € o(T).
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10.2 Spektraleigenschaften kompakter Operatoren

Theorem 10.10 (Spektraltheorem)

(i) Sei T = T* € K(H) und P, die Projektion auf den Eigenraum
Eig, (T) fiir jeden Eigenwert A € ¢(T). Dann gilt

T= @ AP,

A€oy (T)\{0}
und diese Reihe konvergiert in der Operatornorm.

(ii) Die obige Darstellung von T ist in folgendem Sinne eindeutig: Sei

(A;); eine Nullfolge oder eine endliche Folge aus R \ {0}, sodass
alle Glieder A; paarweise verschieden sind. P; seien paarweise or-
thogonale endlichdimensionale Orthoprojektoren. Dann ist die un-
endliche Reihe )} ; A;P; in der Operatornorm konvergent. Weiter ist
T := @;A;P; dann selbstadjugiert und kompakt und T hat genau
die A; als Eigenwerte und die P; als Orthoprojektoren auf die zuge-

hoérigen Eigenrdume.

Beweis: (i) Nach dem Satz[10.8besteht das Spektrum von T genau aus 0 und
den Eigenwerten von T, d.h. 0(T) = 0,(T) U {0}. AuBerdem hat T hochs-
tens abzahlbar viele Eigenwerte, deren einziger Haufungspunkt 0 sein kann.
Fiir jeden Eigenwert A € 0y,(T) \ {0} sei Py der Orthoprojektor auf den Ei-
genraum Eig, (T) = {¢ € H|T¢ = A¢p}.Jeder Eigenraum ist endlichdimen-
sional, also gilt stets Py € F(H). Nun definiere den linearen Unterraum

U= D Figy(T)
Aeap(T)\{0}

und sei P der Orthoprojektor auf U. Sei ¢ € U, d.h. es gibt eine Zerlegung
(Pr)reo,(1)\ {0} Mit ¢ = Drcq, () {0} Pa- Nun gilt

To=T D ¢= Y T;w= ) Ia= D el

A€y (T)\{0} A€oy (T)\{0} Aeay(T)\{0} A€y (T)\{0}

also ist Y invariant fiir T, d.h. TU C U, und wegen T = T* sowie [0.8]ist
U reduzierend fiir T, d.h. TUL C U~L. Die Einschrankung T|;,. ist auch
kompakt und selbstadjugiert und kann nur den Eigenwert 0 haben, denn fiir
¢ LU gilt Tp LU, also gibt es keinen Eigenwert A € 0, (T) \ {0} mit T = A¢p.
Angenommen es wire T|;;1 # 0, dann wire auch || T|;,. || # 0 und

e wegen Satz[11.30|gilt #(T) = ||T|,.|| # 0, d.h. es gibt ein A # 0 mit

A€ 0(T)\ {0} = 0p(T). Widerspruch!
e wegen Satz gilt || [y || € o(T) \ {0} = 0(T). Widerspruch!
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Also haben wir T|;;1 = 0. Weiter ist [ = P + @arco, (T)\ {0} Pr und es gilt

Top=TPp+ P TPho= P APr¢.
7 e (T)\{0} A€y (T)\{0}
Wenn es nur endlich viele Eigenwerte gibt, dann ist die Reihe eine endliche
Summe, also konvergent. Sonst haben wir noch

T— D APIel=I D APl
Aeo, (T)\{0} Aeo,(T)\{0}
[Al<n [A|>n

= X IRl
Aeo, (T)\{0}
[A|zn

< VvV X Ikl

reo,(T)\{0}  Aeo,(T)\{0}
[A|>n

[A[>n
=V I & pol
Aeo, (T)\{0} Ao, (T)\{0}
[A|>n [A|>n
—0 <l¢ll

das heifst die Reihe konvergiert gleichméfig gegen T.

(ii) Die Konvergenz der Reihe B; A; - P; sieht man analog wiein (i). T = ®; Aj-

P; ist selbstadjugiert und nach dem Theorem ist T kompakt. Es ist auch

klar, dass die Aj Eigenwerte von T sind und die Bilder imP; sind gerade die
Eigenrdume. Es verbleibt zu zeigen, dass kein weiterer von 0 verschiedener
Eigenwert existiert.

Folgerung 10.11 Sei T = T* € K(H). Dann gibt es ein hochstens ab-
zéhlbares Orthonormalsystem (¢, ), in H und eine Nullfolge (y,), aus
R\ {0}, sodass

Ty = Z Hn{(Pn, ) Pn

fiir alle ¢ € H gilt.

Beweis: Es gibt nur abzdhlbar viele Eigenwerte und jeder Eigenraum ist end-
lichdimensional. Wahle fiir jeden Eigenwert A € 03(T) \ {0} eine endliche Or-

thonormalbasis (4){\, ey, ngA ) , dann ist deren Aneinanderreihung

(€ 9% | A € p(T)\ {0})
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10.2 Spektraleigenschaften kompakter Operatoren

abzahlbar, ein Orthonormalsystem in H und sogar eine Basis fiir das Bild von T.
Es gilt

ny
T= @ Drel e
A€o, (T)\{0} i=1

und nun muss man nur geeignet umindizieren.

Theorem 10.12 (HILBERT-SCHMIDT) Sei T € K(H). Dann gibt es eine
monoton fallende Folge (yy ), mit 1, > 0, die endlich oder eine Nullfolge
ist, und Orthonormalsysteme (¢ )n, (¥ )y in H mit

To =Y pnldu, ¢)n.

Beweis: Der Operator T*T ist positiv, also selbstadjugiert. Weiter ist T*T auch
kompakt, denn K () ist ein *-Ideal. Nach der obigen Folgerunggibt es ein
hochstens abzidhlbares Orthonormalsystem (¢ ), in H und eine Nullfolge (y)n
aus R\ {0}, sodass

To =Y 1i(Pn ¢)¢n

fiir alle ¢ € H gilt. Dann ist (), mit ¢, := T¢" ein Orthonormalsystem, denn
es gilt

1
<1/«’i,1/1]'> <T¢71,T¢]> Hiltj (T* 471,4)]) <.uz4)1/4’]>

Hilj
Sei ¢ € H, so gibt es eine Zerlegung ¢ = Y, (¢n, §)Pn + ¢po mit ¢ € ker(T*T).
Weiter gilt

I Tgoll* = (Tgo, Tgo) = (T"Tgo, go) =
also ¢ € ker T. SchliefSlich folgt

To =Y (¢n, §)Tdn =Y tn{Pn, §)Pn.

Bemerkung 10.13 (i) Die p, heiflen singulire Zahlen und sind gerade
die Eigenwerte von der Quadratwurzel |T| := (T*T) 2.

(ii) Entsprechende Verallgemeinerungen sind auch fiir normale Opera-
toren moglich. Dazu verwende man die selbstadjugierte Zerlegung
aus dem Satz
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11 Banachalgebren und
C*-Algebren

11.1 Definitionen und erste Eigenschaften

Definition (Algebra)

(i) (A, +) heilt abelsche Gruppe, wenn +: A x A — A eine bindre
Operation auf A (,,Addition”) ist mit den Eigenschaften:

Vx,y,z€ A:x+ (y+z) = (x+y) +z (assoziativ)
Vx,y € A: x+y =y +x (kommutativ)

Joe AVx € A: x+0 = x (neutrales Element)

Vx e A3(—x) € A: x+ (—x) = 0 (inverses Element)

(i) (A, +,-) heilt K-Vektorraum, wenn (K, ®, ®) ein Korper, (A, +)
eine abelsche Gruppe und -: K x A — A eine duflere Operation
von K auf A (,, Skalarmultiplikation”) ist mit den Eigenschaften:

VApue KVxe A: (Aou) -x=A-(pu-x) (reguldr)

VA ue KVxe A: (Adpu) -x=A-x+pu-x (distributiv)
e VAcKVx,ye A: A (x+y) =A-x+A-y (distributiv)
e J1eKVx e A:1-x=x (unitdr)

(iii) (A,+,o,-) heilt Algebra, wenn (A, +, ) ein K-Modul und o: A x
A — A eine bindre Operation auf A (, Multiplikation”) ist mit den
Eigenschaften:

o Vx,y,z€ A: xo(yoz) = (xoy)oz (assoziativ)

e VA e KVxy € At A-(xoy) = (A-x)oy = x0(A-y)
(regulér)

o Vx,y,z€ A: (x+y)oz=x0z+yoz (distributiv)
o Vx,y,z€ A: xo(y+z) =xoy+xoz (distributiv)
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11 Banachalgebren und C*-Algebren

Lemma: (i) In einer abelschen Gruppe (A, +) gelten:
e Das neutrale Element o ist eindeutig.
e Das inverse Element —x eines x € A ist eindeutig.
eVx,yzec Aix+y=z & x=z+(—y).
(ii) In einem K-Vektorraum (A4, +, -) gelten:
e VAceKVxe A:d-x=0 & A=0V x=0
e Vxe A: (-1) - x = —x
e VAcKVxe A: (—A)-x=—(A-x) =A-(—x)
Beweis: (1) e Seien 0,0’ zwei neutrale Elemente, dann gilt
o=o0+0 =0
e Seix € X und y ein inverses Element von x, dann gilt
(=x)=x+ty+(-x)=x+(-x)+y=y.
o Esgilt
x=xt+to=x+y+(-y)=z+(-y)
und umgekehrt
x+y=z+(-y)+y=z+o=z
(ii) o Esgilt
0-x=(0®0)-x=0-x+0-x,
also folgt 0 - x = 0. Analog ist
Ao=A-(04+0)=A-0+A-0,

alsoA-0=o.
Umgekehrt sei A - x = 0, angenommen A # 0, dann folgt

x=1-x=AT1oA) -x=2"1-(A-x)=Ar"1.0=0.
o Esgilt
x+(-1)-x=1-x+(-1)-x=(1+(-1))-x=0-x=0
und damit folgt —x = (—1) - x, denn das inverse Element ist eindeutig
nach (i).
e Esist
A (-1) %) = A= ()
(=A) - x=((-1)©A)-x=
(=1)-(A-x) = =(A-x).

Im folgenden seien alle Vektorraume und Algebren tiber C. Das ist wich-
tig, denn manche Sitze gelten sonst nicht.
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Definition 11.1 (kommutativ, unital, normiert, Banach-, x-, C*-Algebra)
Eine Algebra (A, +, o, -) heif3t:

(i) kommutativ, wenn

Vx,y € A: xoy =yonx.

(ii) unital, wenn

Jeec AVx e A: xoe=x=cox.

(iii) x heifst invertierbar, wenn
Ixledixox T=e=x"1onx
(iv) normiert, wenn || - ||: A — [0, c0) eine Abbildung ist mit
e Vxe A: ||x]| =0 & x =0 (definit)
e VAeCVxe A: ||A x| =|A©]x]| (homogen)
e Vx,ye A: |lx+y| <|x||®|y| (subadditiv)
und zusatzlich

e Vx,y € A: ||xoy| < |x|]| ®|ly| (submultiplikativ)
(v) Banachalgebra, wenn A normiert und vollstindig ist.

(vi) *-Algebra, wenn eine Involution x — x* existiert mit
e VAeCVxye A: (x+y)" =x*+y*
e Vx,yc A: (xoy)* =y ox*
eVAeCVxe A: (A-x)* =7 x*
o Vxe A: (x")* =x
(vii) C*-Algebra, wenn A eine Banach-x-Algebra ist und zusitzlich
o Vx € A: [x*ox|| = [|x|?

Lemma: In einer unitalen *-Algebra gilt stets ¢ = ¢*.

Beweis: Es gilt
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11 Banachalgebren und C*-Algebren

Bemerkung 11.2 (i) Inden vorangegangenen Definitionen wurden die

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

Additions- und Multiplikationsoperationen in den einzelnen Réu-
men unterschieden. Ab jetzt schreiben wir einheitlich + fiir Addi-
tionen und - fiir Multiplikationen, wir setzen noch xy := x - y.

In einer Algebra (A, +, o,-) definieren wir die Potenzen eines Ele-
ments x € A als

1

x :=x und x 1

"= xox""

fir n € IN. Ist die Algebra unital, dann setzen wir noch
xi=e
und fiir ein invertierbares Element x € A setzen wir
XM= (x7 )
Fiir eine normierte Algebra folgt aus ||x - y|| < ||x| - |ly||, dass die
Multiplikation in beiden Faktoren gleichzeitig stetig ist.

Wenn A eine unitale Algebra ist, dann nehmen wir stets ||¢|| = 1 an.
Das kann durch eine geeignete Normierung erfolgen.

Wenn A nicht unital ist, dann gibt es eine kanonische Konstruktion
~Adjunktion der Eins” mit der A in eine (minimale) groflere unitale
Algebra B eingebettet wird. Idee: Betrachte B := A @& C mit Einsele-
ment e = (0,1) und definiere die Rechenoperationen geeignet.

Beispiel 11.3 (i) Die Menge der Polynome P|a, b] mit der Supremums-

(if)

(ii)

(iv)
v)

norm || - || ist eine normierte Algebra und nicht vollstindig.

Fiir einen kompakten topologischen Raum K ist C(K) mit der Supre-
mumsnorm || - || und der Konjugation f — f* := f als Involution
eine C*-Algebra. Die Konvergenz ist die gleichméfsige Konvergenz.
C(K) ist der Prototyp einer kommutativen unitalen C*-Algebra -
nach dem Theorem von GELFAND-NEUMARK gibt es bis auf

isometrische Isomorphie keine anderen C*-Algebren.

Sei (X, S, ) ein o-endlicher Mairaum, dann ist Le, (X, S, #) mit der
wesentlichen Supremumsnorm || - ||co,ess €ine kommutative C*-Algebra.

B(H) ist C*-Algebra.

KC(H) ist eine nicht unitale C*-Algebra.
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(vi) ¢1(Z) ist mit der Summennorm || - ||; und der Faltung (x xy), =
Y kez Xk - Yn—k eine kommutative unitale Banachalgebra mit dem
Einselement e = 6% = (...,0,1,0,...).

Lemma 11.4 Sei A eine unitale Banachalgebra und x € A mit ||x|| < 1.
Dann gelten:

(i) e — xistinvertierbar und es gilt (e — x) ™1 = Y00 x™.

i) f[(e—x)7! <

=[xl

(i) [[(e—x)"'—e—x|| <5

Beweis: (i) Die Reihe ),y x" ist konvergent, denn die Partialsummenfolge
(Croo xF) e ist wegen

m n
|- Y= L s 2 I < Yl =0
k=0 k=0 k=m k=m
eine Cauchyfolge. Insbesondere ist also (x"), e eine Nullfolge. Fiir die Sum-
me Y o7 x" gilt

00 n
(Y x")(e—x) = (lim }_ x¥)(e —x)
n=0 " k=0
- k
= lim x(e —x)
n+1)

= h’gn(e —x

=e—limx"*!
n
=e
und analog (e — x) (X5 o x") = ¢, dh.esist (e —x) 1 = Y0, x.
(ii) Es gilt
1
1— x|

(o] (o] (o]
le=x)" =1 < Y "< Y Ixll" =
n=0 n=0

n=0
(iii) analog.

Folgerung 11.5 Sei A eine unitale Banachalgebra und x € A mit |le —
x|| < 1. Dann ist x invertierbar mit

und es gilt [|x71|| < 1

He x|
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Satz11.6 Sei A eine unitale Banachalgebra. Fiir die Gruppe G der inver-
tierbaren Elemente gelten:

(1) G offen.

(ii) x — x~! Homoomorphismus auf G.
Beweis: (i) Seix € Gund wihley € Amit ||[x —y|| < H;TH' dann gilt

1> a7t [lx =yl > fle =yl

und damit ist x 1y invertierbar. Also ist auch y = xx~ly invertierbar, d.h.
y € G. Es gilt demnach fiir alle x € G stets

u . (X)QG

[l

(i) Wegen (x~1)~! = x ist x invertierbar genau dann, wenn x~! invertierbar

ist. Auflerdem sind inverse Elemente stets eindeutig, also ist die Abbildung
x +— x~! bijektiv auf G. Zum Beweis der Stetigkeit sei x € G und ferner
y € Gmit ||x —y| < ﬁ, dann gilt

_ _ 1
le =Tyl < [l flx =yl < 5

und weiter

[Ea]

<2fx 7.
lle —x~1yl|

Iy =M< My el I = Gt Tl < =

Mit x~! —y~1 = x71(y — x)y~! folgt
I =y < T e =l < 2012 e =yl
und damit ist die Abbildung x + x~! stetig.

Definition 11.7 (Ideal)

Sei A eine Algebra. Eine Teilmenge 7 C A heif3t (zweiseitiges) Ideal in
A, wenn 7 eine Unteralgebra von A ist und

ATCT TACT

gelten. Falls 7 # A gilt, so heif$t 7 echtes Ideal. Ein Ideal heifst maximales
Ideal, wenn es in keinem echt grofieren Ideal enthalten ist. Die Menge
aller maximalen Ideale bezeichnen wir mit M bzw. M(A).
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Lemma 11.8 Seien A, B Algebren und f: A — B ein Homomorphis-
mus. Dann gelten:

(i) Wenn 7 ein Ideal in B ist, dann ist das Urbild f~!(Z) ein Ideal in .A.
(ii) Ein Ideal 7 ist ein echtes Ideal genau dann, wenn e ¢ 7 gilt.

(iii) Wenn Z ein echtes Ideal in B ist, dann ist f~!(Z) ein echtes Ideal in

A.
(iv) ker f ist ein Ideal in A.

Beweis: (i) Seienay,ay € f~1(Z) und u € K, d-h. 3by,by € Z mit f(ar) = by
und f(ay) = by. Es folgt f(ay + pay) = f(a1) + uf(az) = by + pby € Z und
damit aj + pa; € f~1(Z).

Seinun a; € Aund ay € f~1(Z), dann gibt es ein b; € B mit f(a;) = by
und ein by € Z mit f(ay) = by. Weiter gilt f(a1a2) = f(ay)f(a2) = biby € Z,
also aya € f~H(T).

(i) Sei Z # A ein echtes Ideal. Angenommen es wire ¢ € 7, dann wére A =
eA C 7. Widerspruch!
Umgekehrt sei e ¢ 7 fiir ein Ideal 7. Es folgt sofort Z # A.

(iii) Wir nehmen an, dass f~!(Z) kein echtes Ideal ist, also gilt f ~1(Z) = A, d.h.
f(A) =Z.Nuniste € Aund wegen f(e) = e folgt e € Z. Widerspruch!

(iv) Esgiltker f = f~1({0}) und {0} ist ein Ideal in B, also ist ker f nach (i) ein
Ideal in A.

Satz 11.9 Sei A eine unitale Banachalgebra und Z C A ein echtes Ideal.
Dann gelten:

(i) Z ist ein echtes Ideal.

(ii) Wenn 7 abgeschlossen, dann ist A/Z eine unitale Banachalgebra.
(iif) Wenn Z maximales Ideal, dann ist Z abgeschlossen.
(iv) Z istin einem maximalem Ideal enthalten.

(v) x € Aistlinks-/rechts-invertierbar genau dann, wenn x in keinem
echten Links-/Rechts-Ideal enthalten ist.

Beweis: (i) Z ist wegen der Stetigkeit der algebraischen Operationen ein Ide-
al. Angenommen es wire 7 = A kein echtes Ideal, dann wire e € Z und es
gdbe ein x € 7 mit ||e — x|| < 1. Folglich ist x invertierbar nach Folgerung
und damit wire x~!x = e € 7. Widerspruch!
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(ii) Die Faktoralgebra

(iii)

(iv)

A/T = {[x]|x € A}
ist definiert durch die Aquivalenzrelation
x~y:&x—yel
mit den Aquivalenzklassen
K={yeAlx~y}={x+ylyel}t=x+T
Die kanonische Quotientenabbildung ist definiert als

A— A/T
nat:
x> [x]

und nat ist stetig. Die algebraischen Operationen werden in natiirlicher Wei-
se fortgesetzt:

B+ =[x +y] [yl =yl plx] = [ua]

Das Nullelement ist [0] = Z und das Einselement ist [e¢]. Damit ist .A/Z eine
unitale Algebra. Weiter haben wir noch eine Norm

alllo = A llx+yll = A lyl,

yel yeE(x]

beziiglich der .A/Z zu einer Banachalgebra wird. Sei ndmlich ([x,]),enw C
A/ZT eine Folge mit

Y Malllo="3Y A llxn+yall <oo

nelN neNy, ez

dann gibt es also eine Folge (yn)nen € Z mit ||x, + ya|| < ||[xa]llo + % und
es gilt Yenv [|xn + yal| < oo. Mit Satz:3|folgt x, + yu — z = x + yo mit
Yo € Z und demnach ist

[xn] = [xn + yn] — [x0 + yo] = [xol,
also ist auch A /Z vollstandig.

Sei 7 ein maximales Ideal, es gilt 7 C 7 und 7 ist nach (i) ein echtes Ideal,

also folgt 7 = 7.

Betrachte die durch Teilmengeninklusion C geordnete Menge
X :={J DZ|J echtesIdeal}.

Sei K eine Kette in X, dann ist |J K ein echtes Ideal und damit eine obere
Schranke fiir K. Also hat X nach dem Lemmal[A.Tlvon ZORN ein maximales
Element und dieses ist natiirlich ein maximales Ideal, welches 7 enthilt.
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(v) Sei x linksinvertierbar, d.h. 3x~1 mit x 1x = e. Angenommen, 7 wére ein
echtes Linksideal mit x € Z, dann folgt sofort x~'x = e € Z. Widerspruch!
Sei umgekehrt x in keinem echten Linksideal enthalten. Nehmen wir an, x
wire nicht invertierbar, d.h. Vy € A: yx # e. Dannist Z := (x) = Ax ein
echtes Linksideal, welches x enthélt. Widerspruch!
Fiir Rechtsinvertierbarkeit und Rechtsideal erfolgt der Beweis analog.

Bemerkung: Innicht-kommutativen Banachalgebren gilt keinesfalls, dass
x genau dann invertierbar ist, wenn x in keinem echten Ideal enthalten
ist. Betrachte zum Beispiel die Banachalgebra B(7) und einen unendlich-
dimensionalen Orthoprojektor P # E. Dann ist P nicht invertierbar und
auch in keinem echten Ideal enthalten.

11.2 Das Spektrum

Definition 11.10 (Spektrum)

Sei A eine unitale Banachalgebra und x € A.

(i) Die Menge
p(x):={AeC|(x—Ae)"t € A}

hei$t Resolventenmenge von x und R, (x) := (x — Ae)~! heifit Re-
solvente von x in A.

(if) Das Komplement der Resolventenmenge

o(x) = C\p(x)
heifst Spektrum von x.

(iii)

heif3t Spektralradius von x.
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Theorem 11.11 Sei A eine unitale Banachalgebra. Dann gelten fiir alle

x e A
(i) p(x) offen.
(i) o(x) # @ kompakt.

(i) r(x) < lx]-

Beweis; (i) o(x) offen: Sei A € p(x). Fiir u € Cmit [u— A| < ||(x — Ae) 1|
gilt
(x—pe)™ = (x—Ae— (= A)e) ™
= (xr=Ae) e~ (u=A)(x—Ae)")7!

(x — Ae)™ Z i—A)(x—Ae)~Hyr
n=0 ~——~——~

[I-1<1

und die Reihe ist konvergent nach Satz also ist x — pe invertierbar, d.h.
i € p(x). Folglich gilt fiir alle A € p(x)

Uj(x-ae)1-1(A) € p(x),

also ist p(x) offen.

(ii) o(x) kompakt: Wegen (i) ist o(x) abgeschlossen und nach (iv) gilt |A| < [|x]|
furalle A € o(x), d.h. o(x) ist beschrénkt. Nach dem Satz von HEINE-BOREL
ist o(x) kompakt.

(iii) Seix € Aund A € Cmit [A| > ||x||, dh. A € p(x) nach (iv). Es gilt

Il
|
SO
Me T
= 7
L

3
o ©
R

(x —Ae)~?

|
>R >R

3
Il

und damit ist die Resolventenabbildung
plx) — A
R(x): =
A= Ry(x) = (x — Ae)

in jedem Punkt der Resolventenmenge in eine Potenzreihe entwickelbar,
d.h. sie ist analytisch in p(x). Angenommen es wire p(x) = C, dann wé-
re also R(x) auf ganz C analytisch. Mit dem Satz von LIOUVILLE folgt, dass
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11.2 Das Spektrum

R(x) konstant ist. Weiter gilt

(o]

I =20 =115 LG

n=0

T A7 Il
| |1—T

_ 1

Al = [lx]

[A| =00
—

und das bedeutet R (x) = O fiir alle A € p(x). Widerspruch!

(iv) Sei |A| > ||x||, dann folgt || £|| < 1. Also ist e — § invertierbar und damit
auch —A(e — %) = x — Ae, dh. A € p(x). Mit der Kontraposition erhalten
wir |A| < ||x|| fiir alle A € o(x) und es folgt r(x) < ||x]|. [ ]

Theorem 11.12 (GELFAND-MAZUR) Sei A eine Divisionsalgebra, d.h. al-
le x € A\ {0} sind invertierbar. Dann gilt

A=C

vermoge eines isometrischen Algebrenisomorphismus.

Beweis: Seienalle x € A\ {0} invertierbar, dann ist
p(x) ={AeC|(x—Ae) L c A} ={A € C|x # Ae}
fiir alle x € A und folglich ist
o(x) ={A e C|x = Ae}.

Das Spektrum ist stets einelementig, denn seien A, it € 0(x), so folgt Ae = x = pe.
Umstellen ergibt (A — p)e = 0, d.h. A = . Wir schreiben also

o(x) = {A(x)}
und definieren eine Abbildung

o A—C
Tox e Ax).

Dann hat ® folgende Eigenschaften:
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11 Banachalgebren und C*-Algebren

(i) @ ist ein Homomorphismus.
(if) @ ist bijektiv.
(iii) & ist isometrisch.
Diese drei Eigenschaften wollen wir nun beweisen:

(i) ® Homomorphismus: Seien x,y € A und y € C. Es gelten x = A(x)e und
y = A(y)e. Wegen x +y = A(x + y)e folgt

Alx+y) = A(x) + Ay).
Analog ist xy = A(xy)e und damit
Axy) = Ax)A(y)-
SchlieBlich gilt mit yx = A(ux)e auch
Aux) = pA(x).

Nach Definition von ® haben wir stets ®(x) = A(x), also ist ® ein Homo-
morphismus.

(i)  bijektiv: Seien x,y € A mit ®(x) = ®(y). Es folgt sofort
x=A(x)e=A(y)e=1y.
Fiir A € C setze x := Ae, dannist A = A(x) = O(x).
(iii) P isometrisch: Fir x € A gilt
®(x)] = M) = A ell = [A)ell = [1x].

Satz 11.13 Sei A eine unitale Banachalgebra. Dann gilt fiir alle x € A

anl o anl
ES :1 .
)= A I =l 11

Beweis: Sei A € o(x), dann gilt nach dem Spektralabbildungssatz |11.16| auch
A" € g(x"). Damit haben wir stets [A|" < ||x"]| bzw. |A| < Hx”||% und es folgt
1 1
AL< A Il < Time Al
nelN nelN k>n

sowie

1 1
r(x) < A Il < lime A"
nelN ”ElNk>n

Betrachte nun die Mengen
1

U::{AGC||A|<@}
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11.2 Das Spektrum

1
Vi={AeC|A < +—}
x|
mit V C U wegen r(x) < ||x||. Die folgende Funktion ist analytisch auf U:

u—A

S: R N L PRt n

A (x e) h=—Ale—Ax)T =—-A ) yuA
A nelN

mit Koeffizienten y, € A. Fir A € V gilt |[Ax|] < 1 und damit nach Lem-
ma stets S(A) = =AY ,ewx"A". Sei nun f € A’, dann gilt f(S(A)) =
“AYew A" f(yn) fir A € U sowie f(S(A)) = —AL,enA"f(x") fir A € V.
Wegen der Eindeutigkeit einer Potenzreihenentwicklung folgt f(y,) = f(x™) fiir
alle n € IN. Folglich ist (A" f(x™)),en fiir alle A € U und alle Funktionale f € A’
eine Nullfolge. Demnach muss nach dem Prinzip der gleichméfiigen Beschréankt-
heit die Folge (A"x™"), e auch || - ||-beschrankt sein, d.h. [|A"x" || = |A]"||x"|| < €
fiir ein e > 0. Es folgt |)\|||x”||717 < ¢ und damit

. nyd
Alim \/ "7 < 1
k>n
fiiralle A € U. Mit [A| < ;5 folgt

li nw <
lim \/ [l < r(x)
k>n
und damit die Behauptung. [ |

Satz11.14 Sei A eine unitale Banachalgebra und x,y € A. Es gilt: xy —e
ist invertierbar genau dann, wenn yx — e invertierbar ist.

Beweis: Sei xy — e invertierbar. Dann gilt

(xy—e)t=—(e—xy)t==) ()"

nelN

fiir ||xy|| < 1. Weiter ist damit

(lxy —e)x —e)(yx —e) = (y(= L (xy)")x —e)(yx —e)

nelN
= (=Y )" (yx—e
nelN
== Y (" = (yx)")
nelN
=e

und analog gilt auch (yx —e)(y(xy —e)~'x —¢) = ¢, d.h. yx — e ist invertierbar
mit (yx —e) "l =y(xy —e)'x —e. [ |
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Folgerung 11.15 Sei A eine unitale Banachalgebra und x,y € A. Dann
gelten:

(i) o(xy) = o(yx)
(i) r(xy) = r(yx)
Beweis: (i) Wir haben die Aquivalenzen:

A€ o(xy)\ {0} < xy — Ae nicht invertierbar

X
<— Ty — e nicht invertierbar

— X _ ¢ nicht invertierbar
<= yx — Ae nicht invertierbar
<= Aeo(yx)\ {0}
Es gilt auch 0 € o(xy) < 0 € o(yx), denn xy ist invertierbar genau dann,
wenn yx invertierbar ist.
(if) Mit (i) folgt sofort
ry)= "\ A=\ [Al=r(yx).

Aeo(xy) A€o (yx)

Satz 11.16 (Spektralabbildungssatz) Sei A eine unitale Banachalgebra
und x € A. Dann gelten:

(i) Wenn p ein beliebiges Polynom in einer Variablen ist, dann gilt
o(p(x)) = plo(x)).
(ii) Wenn x invertierbar ist, dann gilt o(x 1) = o(x) L.
(iii) Wenn A kommutativ ist, dann gelten
o(x+y) Cox)+oly) olxy) Co(x)o(y)
rx+y) <r(x)+rly)  rlxy) <r(x)r(y)

Beweis: (i) Seip(t) = L, axt* ein Polynom. Sei zunachst A € ¢(x), dann ist
also x — Ae nicht invertierbar, d.h. 0.E.d.A. nicht linksinvertierbar. Nach Satz
ist x — Ae einem echten Linksideal Z := A(x — Ae) enthalten. Weiter ist

n

p(x) —p(Ae= kZ a (x* — Ake)
-0
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11.2 Das Spektrum

(if)

(iii)

und wegen

k-1

k_ ak, _ iy k—i—1y(r _
X —Afe (;x)\ )x—Ae) €T
€A
|
€A

folgt p(x) — p(A)e € Z. Damit ist p(x) — p(A)e nicht invertierbar, also ist

p(h) £ a(p(x)), dh
p(o(x)) C o (p(x).

Seinun A € ¢(p(x)), dann ist p(x) — Ae nicht invertierbar. Seien Ay, ..., Ay
die Nullstellen von ¢ — p(t) — A, dann gilt

p(x) —Ae = ﬁ an(x — Age)
k=1

und folglich ist ein x — Age nicht invertierbar, d.h. wir haben Ay € o(x). Nun
gilt p(Ax) = A und weiter
A€ p(o(x)).

Insgesamt ist schliefSlich
o(p(x)) = p(o(x)).
Sei x invertierbar. Wir haben die Gleichheit
(x = Ae)(—xA) T =x"1 — A le
Weiter gelten

A € 0(x) <= x — Ae nicht invertierbar

<= x~1 — A~ lenicht invertierbar

—Aleox™

und das heifit o(x 1) = o(x) "L

Sei A kommutativ. Fiir A € o(x +y) ist x + y — Ae nicht invertierbar und da-
mit nach Satz in einem echten Ideal enthalten, also in einem maximalen
Ideal 7 enthalten. Nach dem Satz[11.21|gibt es einen Charakter w € () mit
Z = ker w und folglich gilt

O=w(x+y—Ae) =w(x)+w(y) —A,

d.h. w(x) + w(y) = A. Betrachte die Elemente x — w(x)e € kerw und y —
w(y)e € kerw, fiir diese gelten w(x) € o(x) und ebenso w(y) € o(y). Es
folgt

Aeo(x)+o(y).
Die Formel fiir den Spektralradius 7(x) ist nun offensichtlich. Analog fiir die
Multiplikation.
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11 Banachalgebren und C*-Algebren

11.3 Multiplikative lineare Funktionale und
kommutative Banachalgebren

Definition 11.17 (multiplikativ, Charakter)

Sei A eine Algebra. Ein nichttrivialer Homomorphismus w: A — C
heifst multiplikativ bzw. Charakter. Ein lineares Funktional w # 0 ist also
genau dann multiplikativ, wenn w(xy) = w(x)w(y) fir alle x,y € A
gilt. Die Menge aller Charaktere bezeichnen wir mit Q) bzw. Q(A).

Lemma11.18 Sei A eine unitale Banachalgebra. Dann gilt fiir einen Cha-
rakter w € () stets
lwl = w(e) =1,
d.h. esist
QC A
und dabei bezeichnet A} die Einheitskugel in A*.
Beweis: Es gilt w(e) = w(ee) = w(e)w(e), also folgt w(e) € {0,1}. Angenom-

men, es wire w(e) = 0, dann wire w(x) = w(ex) = w(e)w(x) = 0 fiiralle x € A,
d.h. w = 0. Widerspruch! Unter Beachtung von ||e|| = 1 folgt

lwll ="V lwx)]>w(e) =1
xeA
llxl<1
Nun nehmen wir an, dass ||w| > 1, also gibt es ein x € A mit ||x|| < 1 und
|w(x)| > 1. Setze xp := x — w(x)e, dann gilt xy € ker w. Wegen

X [Ed 1

e+ =2l = | = = <1
w(x) w(x)"  w(x)] T fw(x)]
ist — w’;‘;) invertierbar nach Lemma und damit auch xy. Dann wére aber
1=w(e) = w(xoxo_l) = w(xo)w(xo_l) =0
ein Widerspruch.

Satz 11.19 Sei A eine unitale Banachalgebra. Dann ist () wx-kompakt.

Beweis: Nach dem Theorem|[7.20lvon BANACH-ALAOGLU ist die Einheitskugel
Aj schwach-+-kompakt. Die Menge der Charaktere () ist wx-abgeschlossen: Sei
w ein wix-Hiufungspunkt von (), dann gibt es ein Netz (w;);c; € ), das wx-
konvergent gegen w ist, d.h. es gilt w;(x) — w(x) fiir jedes i € I. Sofort folgt
w(e) =1wegenl = w;(e) — w(e).Seien x,y € A. Wir haben

wi(x) = w(x)  wily) = w(y)
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wi(x+y) —wlx+y)  wilxy) = wlxy)  wilpx) = w(px)
Mit der Stetigkeit der algebraischen Operationen und mit der Eindeutigkeit von
Limites (wx-Topologie ist hausdorffsch) folgen

wr+y) =wx) +wly)  wy)=wxwly) wpx)=pw(x)

Das heifit w € ). Schliefilich ist () eine wx-abgeschlossene Teilmenge der w-
kompakten Einheitskugel A7, also selbst w+-kompakt.

Satz 11.20 Sei A eine kommutative unitale Banachalgebra. Fiir ein ma-
ximales Ideal 7 C A gilt
A/T=C.

Beweis: Wir zeigen, dass .A/Z eine Divisionsalgebra ist. Dann folgt mit dem
Theorem [11.12] von GELFAND-MAZUR die Behauptung. Sei [x] € A/Z\ {[0]},
d.h. [x] # [0] = Z und damit x ¢ Z. Angenommen [x] wére nicht invertierbar in
A/Z, dann ist nach Satz [x] in einem echten Ideal J enthalten. Dann ist das
homomorphe Urbild nat™"(J) auch ein echtes Ideal und mit {[0]} & {[0], [x]} C
J gilt

7 = nat~1(]0]) & nat~1(7).

Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass 7 ein maximales Ideal ist.

Lemma: Sei A eine linearer Raum und f € A* \ {0} ein lineares Funk-
tional. Dann ist ker f 1-kodimensional.

Beweis: Seix € A. Wegen f # 0 gibteseiny € Amit f(y) = 1. Dann gilt stets
x = (x = f()y) + f()y

eker f cK

und damit folgt A = ker f + lin{y}. Alsoist A/ ker f 1-dimensional, d.h. ker f ist
1-kodimensional.

Folgerung: Sei A eine kommutative unitale Banachalgebra und w ein
Charakter. Dann ist ker w ein maximales Ideal in A.

Beweis: Nach Lemma ist ker w ein Ideal und wegen obigen Lemma ist
kerw 1-kodimensional. Mit w # 0 gilt kerw # A, d.h. kerw kann nicht 0-
kodimensional sein. Folglich ist ker w maximal.

Satz 11.21 Sei A eine kommutative unitale Banachalgebra. Dann ist die
folgende Abbildung bijektiv:

Q—-M

w — kerw
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Beweis: (i) injektiv: Seien wy,wy € Q) mit kerwy = kerwy, =: Z. Firx € A
gilt
(w1(x) —wa(x))e = (x —wa(x)e) — (x —wi(x)e) € T
——— ——r
€T €l

und wegen e ¢ 7 muss stets wy (x) — wy(x) = 0 gelten. Also folgt w1 = wy.
(ii) surjektiv: Sei Z € M ein maximales Ideal. Dann gilt nach Satz[11.20|.4/Z =
C vermoge eines Isomorphismus ®: A/Z — C. Setze w := P onat, dann
ist w ein Charakter, denn ® # 0 und nat # 0 sind Homomorphismen. Es
gilt
ker w = ker(® o nat)
= {x € A|P(nat(x)) =0}
= {x e A[@([x]) = 0}

={xe A[[x] = [0]}
={xeAlxeT}
=17.

Definition 11.22 (GELFAND-Transformation)

Sei A eine kommutative unitale Banachalgebra. Dann ist die soge-
nannte GELFAND-Transformation definiert durch

A — C(Q)
I: O— K

¥ TE =8 T ) = w()

Bemerkung;: (i) Oist stets ein nicht-invertierbares Element von A und
liegt wegen Satz in einem echten Ideal Z. Weiter ist Z in einem
maximalen Ideal J € M enthalten und damit ist M bzw. Q) nicht-
leer.

(ii) Es gilt tatsdchlich T'(x) € C(Q)), denn sei (w;)ic; C Q) ein gegen
w € O schwach-*-konvergentes Netz. Es gilt also

T(x)(wi) = wi(x) = w(x) =T(x)(w),

d.h. T'(x) ist netzstetig.
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Theorem 11.23 (GELFAND) Sei A eine kommutative unitale Banachalge-
bra. Dann gelten:

(i) T ist ein unitaler Algebrenhomomorphismus.
(ii) T ist stetig, genauer Vx € A: ||T(x)|le < ||x]|.

(iii) x ist invertierbar in A genau dann, wenn I'(x) invertierbar in C ()
ist.

(iv) kerT = N M (Radikal von A).
(v) o(x) =imI(x), d.h. 7(x) = ||T(x)||co-

(vi) imI trennt die Punkte von Q).

Beweis: (i) T Homomorphismus: Es gilt T'(e)(w) = w(e) = 1 fur alle w € Q,
also ist I' unital. Seien x,y € A und y € C, dann gelten

Ix+y)(w) =w(x+y) =w(x) +w(y) =T(x)(w) +I(y)(w)
I'(xy)(w) = w(xy) = w(x)w(y) = T'(x)(w)T(y)(w)
F(p) (@) = w(px) = peo(x) = pl(x) (@)
fiir alle w € O3, d.h. I ist ein Homomorphismus.
(ii) T stetig: Fur x € A haben wir

IT@)llo =V [T (@) =V |wx)]< leoll lell = il
1

we weQ) weN ™

(iii) Sei x invertierbar in A. Dann ist
1=T(e) =T(xx"!) =T(x)I(x~1)

und es folgt T'(x) ™! =T'(x~1).

Sei umgekehrt nun I'(x) invertierbar in C(Q2), d.h. I'(x) hat keine Nullstelle
auf Q). Fiir alle w € Q gilt damit x ¢ ker w und demnach liegt x in keinem
maximalen Ideal, also auch in keinem echten Ideal. Folglich ist x nach Satz

invertierbar in A.

(iv) Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

xekerI' <= Vw e O: w(x) =0
—= Vw € O: x € kerw

< xe () kerw =M.

we)
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(v) Wir haben

A ¢ o(x) <= x — Ae invertierbar in A
<= I'(x — Ae) invertierbar in C(Q))
= VweQ:w(x—Ae) #0
= Yw e Q: w(§) £ wle) =1
= Vwe O T(x)(w) =w(x)#A
< A ¢ imI'(x).

Es folgt sogleich
r) =\ 1A=V lw@)]=[T(x)]e.

Aeo(x) weN

(vi) Seien wq,w, € QY mit wy # wy, also gibt es ein x € A mit

[(x)(w1) = wi(x) # wy(x) = T(x)(w2).
Folglich trennt imI" die Punkte von ).

Folgerung 11.24 Die GELFAND-Transformation I' ist ein homomorphe
Einbettung von A in C(Q)) genau dann, wenn A halbeinfach ist, d.h. wenn
fiir das Radikal N M = {0} gilt.

Beweis: Sei I' injektiv, dann folgt sofort kerI' = (M = {0}. Sei umgekehrt
kerI' = N M = {0}, und seien I'(x) = I'(y), dann gilt T'(x — ) = 0 und es folgt
x=y.

Bemerkung 11.25 In diesem Fall trennt Q) auch die Punkte von A, denn

seien x,y € A mit x # y, dann folgt I'(x) # T'(y), d.h. es existiert ein
w € QO mitw(x) # w(y).

Satz 11.26 Sei A eine kommutative Banachalgebra und x ein Generator
von A, d.h. die kleinste kommutative Banachalgebra, die x enthalt, ist A.
Dann existiert ein Homdomorphismus 7: () — o(x) mit

I(p(x)) =pot
fiir alle Polynome p.

Beweis: Nach dem Theorem|11.23|von GELFAND gilto(x) = imI'(x) = {w(x) |w €
Q}. Betrachte die Abbildung

' Q- o(x)
o w = T(w) = w(x).
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Dann ist T ersichtlich surjektiv. Seien T(w;) = T(wy), d.h. w1 (x) = wy(x). Es gilt
fiir alle Polynome p

w1 (p(x)) = wa(p(x)).
Also gilt w; = wy auf einem dichten Unterraum von A und damit gilt tiberall
wj = wy. Demnach ist T injektiv. Sei (w;)ic; € Q) ein gegen w € Q) schwach-*-
konvergentes Netz, dann gilt insbesondere

T(wi) = wji(x) = w(x) = T(w)

und damit ist T stetig. Nun sind die Menge der Charaktere () und das Spek-
trum o (x) kompakte Mengen, also ist T als bijektive stetige Abbildung zwischen
kompakten Mengen ein Homoéomorphismus. Fiir die GELFAND-Transformation
Ir: A—C(Q) gilt

und damit I'(p(x)) = p o 7 fiir alle Polynome p.

Folgerung 11.27 Hat A zwei Generatoren x und y, so sind ¢ (x) und o (y)
homoomorph.

11.4 C*-Algebren und einfachste Eigenschaften
Lemma 11.28 Sei A eine C*-Algebra. Dann gelten fiir alle x € A:
@ flxll = [l
(ii) r(x) = r(x)
Beweis: (i) Es gelten mit der C*-Eigenschaft der Norm
el = el < [l Uil a2 = ™[] < el

und damit folgt || x| = [|x*]|.
(ii) Mit (i) und dem Satz[11.13|erhalten wir

r(x%) = lim [|(x*)")[[7 = lim [|(x")")][7 = lim [l2"[|7 = r(x).
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Satz 11.29 Sei A eine C*-Algebra. Fiir jedes x € A gilt dann

el ="\ llxyll =V llyxll-

yeA yeA
lyl<1 lyll<1

Anders ausgedriickt: Die Linksmultiplikation

A = B(A)
l: . ZA—>,A
Ty Ly) =xy

und analog die Rechtsmultiplikation r mit ry(y) := yx sind isometrische
Einbettungen von A in B(A).

Beweis: Es gilt

Vollxl < Vo Dixllliyll= Dl

yeA yeA
lyl<1 lyll<t
und fir yp := H)g:H mit ||yp]| = 1 folgt mit obigen Lemma
x|
Vol = llxyoll = = [I-
Y ]
lyll<1

Analog fiir die Rechtsmultiplikation.

Definition (selbstadjugiert, normal, unitar, positiv, idempotent)
Sei A eine *-Algebra. Ein Element x € A heif3t

(i) selbstadjugiert, symmetrisch oder auch hermitesch, wenn x = x*.

(i) wunitdr, wenn x* = x~1.

)

)
(iii) normal, wenn xx* = x*x.
(iv) positiv, falls dy € A: x = y*y. Wir schreiben dafiir auch x > 0.
)

(v) idempotent, falls x* = x.

Unitdre und selbstadjugierte Elemente sind stets normal.
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Satz 11.30 Sei A eine unitale C*-Algebra. Fiir beliebiges x € A gelten:

(i) x ist invertierbar genau dann, wenn x* invertierbar ist. Es gilt
(x—l)* _ (x*)fl.

(ii) Es gibt eine Zerlegung x = y + iz mit selbstadjugierten v,z € A,

. * YL
nédmlich y = ¥~ und z = 35X,

(iii) Wenn x unitér ist, so gilt ||x|| = 1.
(iv) Wenn x normal ist, dann gilt r(x) = ||x||.
Beweis: (i) Seix invertierbar, dann gilt

) = (v lx) =t =

und es folgt (x71)* = (x*)~1. Wegen x** = x folgt damit auch gleich die
Umkehrung.

(ii) Das ist einfaches Nachrechnen.
(iii) Sei x unitar, d.h. x* = x~1. Es folgt
x[? = flc*x]| = llx~ x| = fle]l = 1,
also ist || x|| = 1.

(iv) Sei x zunéchst selbstadjugiert, d.h. x = x*. Es gilt |[x?|| = [x*x| = | x]||?

und folglich ||x*"|| = ||x||*". Mit Satz[11.13|haben wir dann

r(x) = lim [l¢" [ = lim |12 = lim |lx]| = [|x].
Sei nun x normal, dann ist x*x selbstadjugiert und es ist

1] = lla"x ]| = r(x*x) < r(x*)r(x) = r(x)
Damit gilt ||x|| < r(x) und schlieBlich r(x) = ||x||.

Satz 11.31 Seien A, B unitale C*-Algebren und 7: A — B ein unitaler
*-Homomorphismus. Dann gilt

(] < 1]l
fiir alle x € A, d.h. 77 ist stetig.

Beweis: Seix € A.Fiir A ¢ o(x) ist x — Ae invertierbar, also ist auch 77(x — Ae) =
71(x) — Ae invertierbar, d.h. A ¢ o(7(x)). Es gilt demnach

o(n(x)) Co(x) und r(m(x)) <r(x).
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Weiter haben wir
172 (x)|? = [|7e(x)*7e(x) || = r(7e(x)*7(x)) = r(7(x*x)) < r(x"x) = [|x*x|| = ||x[|?
und das bedeutet ||7r(x)|| < |[x]|.

Folgerung 11.32 Auf einer *-Algebra .4 kann es hochstens eine C*-Norm
geben.

Beweis: Seien | - ||1, || - ||2 zwei C*-Normen auf A. Die identische Abbildung
id: (A, ] - |lh) = (A, | - |l2) ist ein *-Isomorphismus, also folgt mit Satz[11.31|die
Gleichheit der beiden Normen.

Satz 11.33 Sei A eine unitale C*-Algebra. Fiir einen Charakter w gelten:

(i) w(x) € R fiir alle selbstadjugierten x € A.

(i) w(x*) = w(x) fiir alle x € A.

(ili) w ist positiv, d.h. w(x*x) > 0 fiir alle x € A.
(iv) |w(x)| =1 fiir alle unitdren x € A.
Beweis: (i) Seix = x*. Fiiralle t € R gilt

jw(x +ite) | < ||w|? [l + ite]|?
——
=1
= || (x +ite)*(x + ite)
N——

=x—ite
= [l + 2]

< ||x||* + £2.
Sei w(x) = a +if mita, f € R, dann ist

%[ + £ > |o(x + ite)|?
= |w(x) +it]?
=|a+i(B+1)|?
=a’+ (B+1)
=a?+ B2+ 2Bt + 1
und es folgt
w? + B2+ 28t < ||x?

fiir alle t € R. Demnach muss 8 = 0 sein.
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(ii) Sei x = y + iz eine selbstadjugierte Zerlegung, dann ist

W(x*) = wly —iz) = wly) — iw(z) = @(y) + () = @y + &) = ().

(iii) Seix € A, dann gilt

w(x*x) = w(xw(x) = w(x)w(x) = |w(x)> > 0.

(iv) Seix* = x~1, dann folgt

Folgerung 11.34 Es gilt o(x*) = o(x) fiir alle x € A.

Beweis:

o(x*)

11.5 Kommutative C*-Algebren

Theorem 11.35 (GELFAND-NEUMARK) Sei A eine kommutative unitale
C*-Algebra. Dann ist die Gelfand-Transformation I': A — C(Q) ein iso-
metrischer x-Isomorphismus.

Beweis: (i) T *-Homomorphismus: Wir wissen bereits aus dem Theorem [11.23]
von GELFAND, dass I ein unitaler Homomorphismus ist. Mit Satz(11.33|folgt

I(¥)(w) = w(x) = w(x") =T (x*)(w)

fiir jedes w € Q. Damit ist stets I'(x) = I'(x*), d.h. T ist tatsdchlich ein
*-Homomorphismus.

(ii) T isometrisch: Nach dem Theorem [11.23|von GELFAND gilt stets ||T'(x)|c =
r(x) und weil in kommutativen *-Algebren jedes Element normal ist, folgt

mit Satz([11.307(x) = ||x||. Insgesamt ist also
IT() oo = 1]l
fiir alle x € A, d.h. T ist isometrisch.
(iii) T injektiv: SeiT'(x) = I'(y), dann folgt

0=T(x) =TIl = IT(x=y)ll = llx =yl

Also ist x = y und demnach I' injektiv.
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(iv) T surjektiv: Die Voraussetzungen im Satz[3.7) von STONE-WEIERSTRASS sind
erfullt:

o imT ist eine Unteralgebra von C((2), denn T ist ein Homomorphismus.
e imI enthilt die konstante Funktion I'(e), denn es gilt

I(e)(w) = w(e) =1

fir allew € Q.
e Fiir eine Funktion IT'(x) € imI ist wegen (i) auch die konjugierte Funk-

tion'(x) = T'(x*) € imT.
e iml trennt die Punkte von () nach dem Theorem von GELFAND.

Also folgt, dass imI dicht in C(Q)) liegt. Weiter ist I' stetig, also ist imI" ab-
geschlossen. SchlieSlich gilt

imIl' =C(Q)
und damit ist I" surjektiv.

Folgerung 11.36 Sei A eine kommutative unitale C*-Algebra. Dann gel-
ten fiir x € A stets:

(i) x istselbstadjugiert genau dann, wenn o(x) C R.
(ii) x ist unitdr genau dann, wenn o(x) C C; := {A € C| [A| =1}.
(iii) x ist positiv genau dann, wenn o(x) C R..
(iv) x istidempotent genau dann, wenn o(x) C {0,1}.
Beweis: Es gilt stets imI'(x) = '(x) nach Theorem[11.23|von GELFAND.
(@)

x=x"<=T(x)

I
—
=

(if)

=y = I”(x)fl :m
& 1=T(x)T(x) = [T(x)]?
= VYw € Q: w(x)| =1
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(iii)

(iv)
x =x? = T(x) =T(x)?
“— VYw e Q: w(x) € {0,1}
< o(x) € {0,1}

Theorem 11.37 (GELFAND-NEUMARK-SEGAL) Jede C*-Algebra A ist
isometrisch *-isomorph zu einer C*-Unteralgebra von B(H) fiir einen ge-
eigneten Hilbertraum H. (Meist ist H nicht separabel.)

11.6 Der stetige Funktionenkalkiil in
C*-Algebren

Theorem 11.38 (Stetiger Funktionenkalkiil) Sei A eine unitale C*-
Algebra und x = x* € A. Dann existiert eine injektive stetige Abbildung

Clo(x)) — A

T e = )

mit folgenden Eigenschaften:

(i) Dy ist ein isometrischer *-Isomorphismus von C(c(x)) auf die kom-
mutative C*-Algebra C*(x) C A, d.h. insbesondere || f||c = || f(x)]|-

(ii) f(x)iststetsnormal. AuBerdem ist f(x) selbstadjugiert genau dann,
wenn f auf o(x) nur reelle Werte annimmt.

(iii) Fiur y € A folgt aus xy = yx stets f(x)y = yf(x) fur alle f €
C(o(x)).

Beweis: (i) Seix = x*, dann gilt nach Folgerung|11.36|stets o(x) C R und da-
mit liegt die Menge der Polynome P (c(x)) dicht in C(o(x)) nach dem Ap-
proximationssatzvon WEIERSTRASS. Betrachte ein Polynom p € P(c(x)),

165



11 Banachalgebren und C*-Algebren

dannist p(t) = Yf_, axt* und p(t) = T, at*. Definiere eine Abbildung
Po(x)) — A

D, : 1 3
p = Ox(p) = p(x) := ) gx".
k=0

Dann ist @, isometrisch, denn es gilt

[2x(p) =llp) = r(p) =\ Al

Aeo(p(x)) Aep(o(x))

(i) [IT-30
= Al = plleo-

Folglich ist @, auch injektiv. Das Bild aller Polynome unter ®, ist dicht in
der von x erzeugten C*-Algebra C*(x) (das ist die kleinste *-Unteralgebra
von A, die x und e enthilt), also ist @y ein isometrischer *-Isomorphismus
von P(c(x)) auf eine dichte *-Unteralgebra C(x) von C*(x). Nun setzen
wir ®, von dem dichten Unterraum P (o (x)) auf C(c(x)) fort. Die Fortset-
zung hat dann die gewiinschten Eigenschaften. Sei namlich f € C(o(x)),
dann gibt es nach dem Approximationssatz[3.5/von WEIERSTRASS eine Fol-
ge (Pn)nenw € P(o(x)) von Polynomen, die gegen f konvergiert. Damit ist
auch die Fortsetzung isometrisch wegen

L = [ty pa (1] = T [ (0] = lim [l = 1| T puloo = [

Weil py(x) stets in der dichten *-Unteralgebra C(x) liegt, folgt f(x) €
C*(x). Wegen der Stetigkeit der algebraischen Operationen ist auch die Fort-
setzung ein *-Homomorphismus. Die Fortsetzung ®x: C(o(x)) — C*(x)
muss auch surjektiv sein, denn P (o (x)) ist dicht in C(o(x)) und Cp(x) ist
dicht in C*(x).

Die noch folgenden Eigenschaften werden fiir ein Polynom p gezeigt. Fiir
eine stetige Funktion f folgen sie durch Betrachten einer approximierenden
Polynomfolge fiir f mit Beachtung der Stetigkeit der algebraischen Opera-
tionen.

(i) p(x) ist normal, denn es gilt

p(x)'p(x) =px)p(x) = Y | ¥ @a; | xF = p(x)p(x) = p(x)p(x)".
k=0 i+j:k::a:i

Weiter ist p(x) selbstadjugiert genau dann, wenn o(p(x)) C R (Folgerung
11.36). Fiir ein Polynom gilt aber nach dem Spektralabbildungssatz [11.16
stets p(o(x)) = o(p(x)) und damit folgt

p(o(x)) C R.
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(iii) Seiy € A mit xy = yx. Dann gilt fiir ein Polynom p € P(c(x))

n n n
p()y =Y apx"y =) awyx" =y ) anx" = yp(x).
k=0 k=0 k=0

Satz 11.39 Sei A eine unitale C*-Algebra und B C A eine C*-
Unteralgebra mit dem gleichen Einselement. Dann gilt

op(x) = oa(x)
fiir alle x € B.
Beweis: Wegen B C A folgt bereits
oa(x)={AeC|(x—Ae) ' ¢ A} C{AeC|(x—Ae)" ' ¢ B} =0p(x).

Zum Beweis der anderen Inklusionsrichtung zeigen wir, dass aus x € Bmitx~! €
A stets x~! € B folgt. Dann impliziert (x — Ae)~! ¢ B namlich (x — Ae) ™! ¢ A,
d.h. o(x) C o g(x).
(i) Sei zunéchst x = x* € Bmitx~! € A, d.h.0 ¢ 04(x) also auch 0 ¢ o5(x).
Dann ist die Abbildung

O’B(x) —C
A At
stetig, also f € C(0p(x)). Betrachte die von x erzeugte *-Unteralgebra C*(x) C
B. Nach dem stetigen Funktionenkalkiil[11.38|gilt f(x) € C*(x).Fiiralle A €
op(x) gilt Af(A) = 1 und mit[11.38|folgt xf(x) = ¢, d.h. f(x) = x~! € B.

(i) Seinun x € B beliebig mity := x~! € A. Dann ist x*x € B selbstadjugiert
und invertierbar mit (x*x) ™1 = x~1(x*)~! = yy*. Es folgt yy* € B nach (i)
und damit gilt

xl=yy'x* B
wegen yy“x* = y(xy)" =y.

Satz 11.40 (Spektralabbildungssatz) Sei A eine unitale C*-Algebra und
x € A selbstadjugiert. Dann gilt fiir f € C(o(x)) stets

o (f(x)) = fo(x)).

Beweis: Sei C*(x) die kleinste C*-Unteralgebra von A, die x und das Einsele-
ment enthdlt, dann gilt nach dem Satz [11.39| o(f(x)) = o¢-(y)(f(x)). Mit dem
Funktionenkalkiil [11.38|gilt C*(x) = C(c(x)), also folgt insgesamt

o(f(x)) = o¢(o(x)) (f)-
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Schliefslich gilt noch

0e(o(x)) (f) = {A € C| f — A nicht invertierbar}
={reCl3puea(x): f(u) =2}
={fw|peacx}
= f(e(x)).

Theorem 11.41 (Stetiger Funktionalkalkiil) Sei 4 eine unitale C*-
Algebraund x € A normal. Ferner sei P(c(x)) die Menge aller Polynome
auf o(x) C C der Art

p(z) = % Crnd 2
m,n=0
Dann gelten:
(i) Q= Q(C*(x)) ist homdomorph zu o(x).
(if) Die Abbildung

P(o(x)) — C*(x)

N
popx) =} cmax"(x")"

m,n=0

b, :

lasst sich eindeutig zu einem isometrischen *-Isomorphismus von
C(o(x)) nach C*(x) fortsetzen.

Beweis: (i) Nach dem Theorem [11.23| von GELFAND gilt (x) = imI'(x) =
{w(x) |w € O}. Betrachte die Abbildung

. Q — o(x)
" w s T(w) = w(x).

Dann ist T ersichtlich surjektiv. Seien T(wq) = T(w2), d.h. wi(x) = wy(x).
Es folgt

133 133
Ww(x) L w(x) = wx) =

und damit gilt auch fiir alle p € P(c(x))
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(i)

Also gilt w; = wy auf dem dichten Unterraum @, (P(o(x))) C C*(x) und
damit gilt iiberall w; = w,. Demnach ist T injektiv. Sei (w;);e; € O ein
gegen w € () schwach-+-konvergentes Netz, dann gilt insbesondere

T(wi) = wi(x) — w(x) = T(w)

und damit ist T stetig. Nun sind die Menge der Charaktere () und das Spek-
trum o (x) kompakte Mengen, also ist 7 als bijektive stetige Abbildung zwi-
schen kompakten Mengen ein Homdomorphismus.

Fiir die GELFAND-Transformation I': C*(x) — C(Q) gilt

I(p(x))(w) = w(p(x)) = p(w(x)) = p(t(w))

und damit I'(p(x)) = p o 7 fiir alle Polynome p € P(o(x)). Mit der Abbil-
dung

Clo(x)) = C(Q)

T Fiofort

definiere
O, =T loy: C(e(x)) = C(Q) — C*(x).
Dann ist dies die gesuchte Fortsetzung, denn fiir jedes Polynom p € P(c(x))
gilt
Px(p) =T (v(p) =T H(por) =T (T(p(x))) = p(x).

D, ist ein isometrischer *-Isomorphismus, denn:

o I'list ein isometrischer *-Isomorphismus,

e ist wegen

Ifotle=V lf(x@)l =V Iflw)l =\ [fV)]=]fle

wen we Aeo(x)

eine Isometrie, also auch injektiv,

e 1 ist surjektiv, denn fiir ¢ € C(Q) ist f := got ! € C(r(x)) und es
gilty(f) =got loT =g,

e 7 ist ein *-Homomorphismus, also insgesamt auch ein isometrischer
*-Isomorphismus.
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12 Das Spektraltheorem

12.1 Topologien in B(H)

Definition 12.1 (starke Operatortopologie, schwache Operatortopologie)

(i) Die gleichmdifige Topologie T
-1l T= 1T = (Tl
$peH
lloll<1
(if) Die starke Operatortopologie Ts
(- llg: T=AITllg == ITPll) pere
(iif) Die schwache Operatortopologie T,

(I llgg s T= 1T llgp = (@, TH)) g yere

Bemerkung 12.2 (i) Die schwache Operatortopologie ist nicht die schwa-
che Topologie im dualen Paar.

(ii) Die starke Operatortopologie ist die schwéchste lokalkonvexe Topo-
logie auf B('H), fiir die alle Abbildungen

B(H) — H
E‘P .
Tw— T¢

fiir ¢ € 'H stetig sind.

(iii) Die schwache Operatortopologie ist die schwéchste lokalkonvexe
Topologie auf B(H), fiir die alle Abbildungen

£ B(H)—C
PV T (¢, Ty)
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fiir ¢, € 'H stetig sind.
Satz 12.3 Es gilt
o S T S T
Satz124 (i) Alle x-Algebra-Operationen in B(H) sind 7. -stetig. Die
Multiplikation ist in beiden Faktoren gleichzeitig stetig.
(if) Die Addition ist Ts-stetig und 7,-stetig.
(iii) Die *-Operation ist T,-stetig, aber nicht 7;-stetig.
(iv) Die Multiplikation ist jeweils in einem Faktor 7;-stetig und T, -stetig.

(v) Die Multiplikation ist in beiden Faktoren gleichzeitig -
folgenstetig, aber nicht 7,-folgenstetig.

12.2 Spektraltheorem und Diagonalisierung

Definition (c-Algebra, Maf3)
Sei X eine Menge.

(i) Eine System S C p(X) von Teilmengen von X heifit o-Algebra auf
X, falls gelten:

o VX Cp S: UX €S
e¥XeS:XesS

(ii) Eine Abbildung u: & — [0, oo] heifSt (positives) Mapf, falls y(D) = 0
und p ist o-additiv, d.h. fiir alle Folgen (B;),ew € S von disjunk-

ten Mengen gilt
V( U Bn) = Z ‘u(Bn)'
nelN neN
(iii) Das Tripel (X, S, ) heifit dann auch Mafraum.

(iv) Der Mairaum (X, S, u) bzw. das MaB u heifit o-endlich, wenn es
eine Folge (B, )nenv C S gibt mit u(B,,) < oo und ey Bn = X.

(v) Der Mairaum (X, S, it) heif8t vollstindig, wenn fiir B € S mit
#(B) =0aus A C Bimmer A € S und p(A) = 0 folgt.

(vi) Der Mafiraum (X, S, i) hei8t separabel, wenn S ein abzihlbares
Erzeugendensystem besitzt.
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Definition (regulidres Borelmaf)

Sei (K, T) ein kompakter topologischer Raum.

(i) Die kleinste o-Algebra o(7) auf K, die alle offenen Mengen von K
enthalt, heifst borelsche o-Algebra auf K.

(ii) Eine Abbildung u: o(t) — CU {oo} heifst komplexes Borelmaf,
falls 41(@) = 0 und fiir alle Folgen (B, ),ew € 0(7) von disjunkten

Mengen gilt
V( U Bn) = 2 V(Bn)'

nelN nelN

(iif) Fir ein komplexes Borelmaf$ y ist durch

ul(B) =\ ) [u(E)|

ZePartBEEZ
ein positives Borelmaf erklidrt und |p| heifit Variation von .

(iv) Ein positives Borelmaf yi: 0(7) — [0, co] heifit requliir, wenn fiir
alle kompakten C C K stets u(C) < oo sowie fiir alle Mengen

Beo(T)
wB)= V wC= A noO
C kompakt O offen
CCB O2B

gilt. Ein komplexes Borelmaf3 y heif8t regulir, wenn die Variation
|i| regulér ist.

(v) Die Menge der reguldren positiven Borelmafle sei M (K) und
die Menge aller reguldren komplexen Borelmafle bezeichnen wir
mit
Durch

]l = [wl(K)

wird eine Norm in M (K) definiert, beziiglich der der Raum die-
ser Maf3e vollstandig ist.
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Theorem 12.5 (RIESZ-MARKOV) Sei X ein lokalkompakter topologi-
scher Raum. Es gilt (Cc(X)")+ &2 M4 (X) und

mit dem isometrischen Isomorphismus

Co(X) =2 M(X)

M(X) = Co(X)'

J =L
FH/ w

f /. fan.

Beweis: Die isometrische Isomorphie (Cc (X)) = M (X) zwischen den posi-
tiven Funktionalen auf C.(X) und den positiven Malen auf X sieht man so:

(i) j Homomorphismus: Das gilt nach fundamentalen Sitzen der MafStheorie.

(ii) jisometrisch: Sei p € M4 (X), dann ist

I [ -anl=V |/fdm< Vv /Hflldﬂ—/ldﬂ n(X) = [

f CC f C(
Hf||<1 HfH<1
und
I/ = I/fdm>/1du W) = [l
Hf||<1

Aus der Isometrie folgt auch die Injektivitdt von j.

(iii) j surjektiv: Sei F € Cc(X)'. Sei O C X offen. Wir wollen xo von unten durch

Funktionen f € C.(X) approximieren und setzen

i0) =\ E(f)

feC(X)
0<f<1

suppfCO

Fiir eine beliebige Menge B C X definiere

A #0)

O offen
O2B

Dann ist fi ein dufSeres Mafs und dieses wird auf eine geeignete o-Algebra
eingeschrankt, dann erhilt man unter Beachtung des Fortsetzungssatzes von
CARATHEODORY das gesuchte 1 € M(X) mit F = [, - dp.
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Nun geht man von den positiven Mafien und positiven Operatoren zu den si-
gnierten Maflen und den reellwertigen Operatoren tiber. Mit Benutzung der Hahn-
Jordan-Zerlegung yu = 4 — p— fiir positive MafSe ji ., ji— konnen wir die eben ge-
zeigten Aussagen auf den signierten Fall tibertragen. Schlieflich benutzt man die
signierten Maf3e zur Behandlung der komplexen Mafle.

Bemerkung: Das obige Theorem von RIESZ-MARKOV besagt Folgen-
des: Sei X ein lokalkompakter Raum und F ein positives lineares Funk-
tional auf C.(X). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes positives Maf
u auf einer o-Algebra S, die alle Borelmengen von X enthdlt, sodass

F(f) = [ fdu
fiir alle f € C.(X) gilt. Dieses Ma8 y ist regulir, d.h. es gelten
(i) u(K) < oo fiir alle kompakten K C X,
(i) p#(B) = ABCO offen #(O) fiiralle B € S,

(111) V(B) = \/BQK kompakt V(K) furalle B € S.

AuBerdem ist (X, S, u) vollstandig, d.h. fiir B € S mit u(B) = 0 folgt aus
A CBstets Ae Sund u(A) =0.

Definition 12.6 (diagonalisierbar)

Ein Operator T € B(H) heift diagonalisierbar, wenn es einen separa-
blen o-endlichen Mafiraum (X, S, u#), eine Funktion f € Le(X) und
einen unitdren Operator W: Ly(X, S, 1) — H gibt, sodass

WMW ! =T
gilt. Dabei ist M ¢ der Multiplikationsoperator

La(X, S, 1) — La(X, S, p)
8 f8): x»—»Mf(g)(x) = f(x)g(x).

Lemma 12.7 Seien (H,), ein endliches oder abzdhlbares System von
Hilbertraumen und (T;), ein System von diagonalisierbaren Operatoren
Tu € B(Hy) mit V,, | Ty|| < co. Dann ist die direkte Summe

H:= @Hn ={¢ = (Pn)n | Pn € Hn, Z ||‘Pn|‘%1n < oo}
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ein Hilbertraum und

H—H
T:= Ty
er? ¢ T := (Tupn)n

ist diagonalisierbar auf H.

Beweis: Seien alle T,, € B(H,) diagonalisierbar und V/,, | Tx|| < oo, es gibt also
e o-endliche MaBrdume (Xy;, Sy, pn),
e Funktionen f; € Loo(Xn),
e unitire Operatoren Wy, : Ly (Xy, Sn, pin) — Han

mit W, Mg, W, L — T, fiir alle n. Definiere einen Mafraum als Produktraum der

Xn
(Xr S, “l/l) = ®(an S, ﬂn),

n

dann ist dieser auch o-endlich. Es ldsst sich L, (X) in natiirlicher Weise mit @,, Loo (X»)
identifizieren, denn es gilt stets g = @, | x, . Ebenso fiir L,. Wir definieren damit

f=Dfn € Leo(X)

und den Operator
W= P Wa: Lr(X, S, 1) — H.
n

Ersichtlich ist auch W unitédr und es gilt
WMW =T

nach der komponentenweisen Konstruktion von W und f. Es folgt, dass T diago-
nalisierbar ist.

Definition 12.8 (zyklisch)

Sei T € B(H). Ein Element ¢ € H heif8t zyklisch fiir T, wenn C*(T)¢
dicht in H ist.

Lemma 12.9 Sei T € B(H) fiir einen separablen Hilbertraum H. Dann
gibt es eine endliche oder abzghlbare Folge (H,), von Hilbertraumen mit
folgenden Eigenschaften:

(i) Die direkte Summe ist H = @,, Hx.
(ii) Es gilt stets H,, # {0}.

(iii) Die H; sind paarweise orthogonal.
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(iv) Alle H,, sind C*(T)-invariant, d.h. SH, C H, fiiralle S € C*(T).
(v) Jedes H, besitzt ein zyklisches Element ¢, fiir T|y, € B(Hn).
Beweis: Betrachte die durch die Teilmengeninklusion C geordnete Menge

X:Z{XI{Hi|iEIx,
Hi CH,
Hi # {0}
HiLHjfuri # j
H, C*(T)-invariant
H; besitzt zyklisches Element ¢; fiir T|y, € B(H;)}}.

X istnichtleer, denn sei ¢ € H \ {0}, dann ist C*(T)¢ dicht in Hg := C*(T)¢, also
ist Xo := {Hp} € X.Seinun K eine Kette in X, dann ist | K eine obere Schranke
fur K und liegt in X. Nach dem Lemma von ZORN hat X ein maximales
Element

Fmax = {Hi | ic Imax}-

Weil H separabel ist, kann I;;;5r und damit auch Fyqx hochstens abzédhlbar sein,
d.h. 0.E.d.A. ist I;yax € IN. Weiter gilt

@ Hﬂ/

nepmﬂx
andernfalls wére namlich 7+ # {0} auch C*(T)-invariant, denn sei S € C*(T)
und ¢ € H+, dann gilt

(¥, S¢) = (S"p,¢) =0
~—

e
fiir alle ¢ € F, also S € H*. Auch wire fiir ¢ € H* \ {0} dann C*(T)¢ dicht in
Ho := C*(T)¢ C H*,und C*(T)¢ ist natiirlich C*(T)-invariant. Demnach wire

Fmax Q Fmax U {HO} cX.

Widerspruch!

Satz 12.10 Sei T € B(H) normal. Wenn ein zyklisches Element fiir T
existiert, dann ist T diagonalisierbar.

Beweis: Sei ¢ € 'H ein zyklisches Element fiir T. Nach dem stetigen Funktional-
kalkiil[11.41)ist die Abbildung
C(e(T)) — C(T)

R S
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12 Das Spektraltheorem

ein isometrischer *-Isomorphismus. Definiere ein lineares Funktional
 Ce(T)) = C
' f=p(f) = (¢ f(T)¢),

dann gelten:

e p ist positiv:

o p ist stetig:
(O =1t AP < NI@lIF D@ < ISIPIF T = NoN21 leo-

Es gilt also p € (C(0(T)))+ und damit existiert nach dem Theorem von
RIESZ-MARKOV ein positives regulédres BorelmaB8 € M (¢(T)), sodass

o) = [ f =9 f(T)9)

gilt. Wir definieren nun einen Operator
. Ce(T) = K
f=f(T)¢,
dann gelten:
e C(0(T))istdichtin Ly(c(T), ).

e Nach[11.41|gilt C(0(T)) = C*(T), und weil ¢ ein zyklisches Element ist, ist
C*(T)¢ dicht in H und demnach ist auch das Bild imW dicht in H.

o W ist isometrisch:
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Nun lésst sich W zu einem surjektiven und isometrischen, d.h. unitdren Operator
W: Ly(0(T), u) — H fortsetzen. Es gilt stets

W(My(g)) = W(fg) = (f&)(T)¢ = f(T)e(T)¢ = F(T)W(g)
und damit folgt fiir f := id € Lo (0 (T)) sofort
WMy = TW.

Also ist T diagonalisierbar.

Theorem 12.11 (Spektraltheorem) Jeder normale Operator auf einem
separablen Hilbertraum ist diagonalisierbar.

Beweis: Sei T € B(H) normal. Nach dem Lemma gibt es eine Zerlegung
H == @ Hn
n

und jedes H, enthélt ein zyklisches Element fiir T|y;, € B(Hy). Also sind nach
dem Satz alle Einschriankungen Ty, diagonalisierbar, denn natiirlich sind
sie als Einschrankung eines normalen Operators selbst normal. Mit Lemma m
erhalten wir schliefilich die Diagonalisierbarkeit von

T=T|y,.
n

12.3 Darstellungen kommutativer C*-Algebren
und Spektralmafie

Definition 12.12 (x-Darstellung)

Sei A eine unitale C*-Algebra und H ein Hilbertraum. Dann heif3t ein
*-Homomorphismus

m: A— B(H)

auch x-Darstellung von A in H. Eine Darstellung 7 von A heif8t nicht
entartet, wenn das Bild im7r die Punkte von H trennt.

Bemerkung: (i) Sei 7 eine *-Darstellung von A in H. Das Bild imrm
trennt die Punkte von H, falls aus 71(x)¢ = O fiir alle x € A stets
¢ = 0 folgt.

(ii) 7 ist nicht entartet genau dann, wenn 71(A)H dicht in H ist.
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12 Das Spektraltheorem

Definition (Borelfunktion)

Sei (X, T) kompakt, metrisierbar und ¢ (7) die borelsche o-Algebra auf
X. Eine Funktion f: X — C heif8t Borelfunktion, wenn sie o (T)-messbar
ist, d.h. wenn das Urbild einer Borelmenge stets eine Borelmenge ist.
Den Raum aller beschrinkten Borelfunktionen bezeichnen wir mit

B(X)

und dieser ist normiert mit der Supremumsnorm || - ||c.

Bemerkung: (i) B(X) ist eine C*-Algebra, die C(X) enthilt.

(ii) Der Unterschied zwischen B(X) und C(X) ist signifikant: C(X) ist
separabel, B (X) nicht. C(X) enthélt nichttriviale Projektoren, wenn
X nicht zusammenhéngend ist. B(X) wird sogar von den Projekto-
ren erzeugt.
Definition 12.13 (c-Darstellung)

Eine *-Darstellung 7v: B(X) — B(H) heifit o-Darstellung von B(X)
in H, wenn fiir jede || - ||-beschrinkte Folge (fu)new C B(X), die
punktweise gegen 0 konvergiert, d.h.

Vx € X: fu(x) — 0,

die Folge der Operatoren (77(f,))new € B(H) in der starken Operator-
topologie gegen 0 konvergiert, d.h.

Vo € H: t(fu)p — 0.

Bemerkung: Fiir die Anwendung ist es wichtig, dass in der Definition
die Konvergenz in der starken Operatortopologie durch die Konvergenz
in der schwachen Operatortopologie ersetzt werden kann. Aus der star-
ken Konvergenz folgt die schwache Konvergenz. Sei umgekehrt 7 eine
x-Darstellung von B(X) in H, sodass fiir jede || - [|«-beschrinkte Folge
(fu)new € B(X), die punktweise gegen 0 konvergiert, die Folge der Ope-
ratoren (77(fy))new C B(H) in der schwachen Operatortopologie gegen
0 konvergiert, d.h.

Vo, € He (¢, 7t(fu)p) — 0.
Dann folgt

I (f)pl? = (m(fu)p, T(fu) ) = (@, 70(fu) 7 (fu) $) = (¢, 7 (fu fu)$) — O
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12.3 Darstellungen kommutativer C*-Algebren und Spektralmafse

wegen fufy € B(X) und (fufn)(x) = |fa(x)|*> — 0. Also konvergiert
(7t(fn))new € B(H) in der starken Operatortopologie gegen 0.

Theorem 12.14 Sei X ein kompakter metrisierbarer Raum und H ein
Hilbertraum. Dann lésst sich jede nicht entartete *-Darstellung 7t von
C(X) in 'H eindeutig zu einer o-Darstellung 77 von B(X) in H fortsetzen.

Beweis: Definiere j,(A) := (¢, T(xa)). Wir schreiben
(@, 72N9) = [ f dugy.

Definition 12.15 (Spektralmaf)

Sei X eine Menge, S eine o-Algebra auf X und H ein Hilbertraum. Ein
Spektralmafs fir (X, S, H) ist eine Abbildung

E:S — B(H)
mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Furalle A € Sist E(A) ein Orthoprojektor.
(i) Esist E(®) =0und E(X) = 1.

(iii) E ist o-additiv, d.h. fiir jede Folge (Ay)qenv paarweise disjunkter
Mengen A, € S gilt

E( U An) = Z E(An)'

nelN nelN

Bemerkung 12.16 Die Reihe Y, .y E(A,) konvergiert in der starken Ope-
ratortopologie und ist der Orthoprojektor auf den kleinsten abgeschlos-
senen Unterraum von H, der alle projizierten Mengen E(A;,)’H enthilt.

Lemma 12.17 Sei E ein Spektralmaf8 auf (X, S, H). Dann gelten fiir alle
A, N €S

(i) E ist monoton wachsend, d.h. aus A; C A, folgt E(A1) < E(Az),
dh. E(A))H C E(A)H.

(ii) Die Spektralmafle fiir disjunkte Mengen stehen orthogonal: Aus A1 N
N =@ fOlgt E(Al)LE(A2), d.h. E(Al)HLE(Az)H.
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12 Das Spektraltheorem

(iii) Das Spektralmafl des Durchschnitts ist das Produkt der Spektralma-
Be: Es gilt stets E(A1 N Ay) = E(A1)E(As).
Beweis: (i) Sei Ay C Ay, dannist Ay = A U (A; \ Ap) und es folgt mit der
o-Additivitat
E(A2) = E(A1) + E(Ay\ Ay) > E(D).
| S

>0
(ii) Seien A N A, = @, also gilt A; C CA, und mit (i) folgt wegen E(CA,) +
E(A)) =E(X) =1
E(A1) < E(CAy) =1 - E(Ap).
Weiter ist
imE(A1) Cim(I — E(A)) = ker(E(A;)) = im(E(A)*) " = im(E(A2))*

und demnach E(A1) LE(A;).
(iii) Die Mengen Aq \ Ay, Ay \ A und Aj N A sind paarweise disjunkt, also sind
E(A1\ Az), E(Ap \ A1) und E(A1 N Ay) nach (ii) paarweise orthogonal. Fer-

ner haben wir
E(A1) = E(A1\ A2) + E(A1 N Ap)

E(A2) = E(A2\ A1) + E(A1 N A)
und damit folgt

E(A)E(Ay) = E(A1NA2)? = E(A1 N Ay).

Lemma 12.18 Sei E ein Spektralmag fiir (X, S, H). Seien ¢, ¢ € H fest.
Dann ist Ey,p mit

Epy(8) = (¢, E(A)Y)
ein o-additives, komplexes Maf auf (X, S) und es gilt ||Ey,y
Speziell fiir ¢ = 1 ist Ey ¢ ein gewohnliches Mafs.

| < llelllwll-

Beweis: Es gilt
Egp(@) = (4, E(@) ) = 0.
A d
=0
Sei (An)nen C S eine Folge paarweise disjunkter Mengen, dann gilt

Epy(|J Bn) = (¢ ECJ An)9)

nelN nelN

= (¢, Y E(An)y)

nelN

=Y (¢ E(An)¥)

nelN

=Y Egpyp(An).

nelN
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Ferner haben wir
1 Egyll = [Egpl(X)

=V Y IEpp)]

ZePartX A€Z

ZePartX Ag:z % E‘P'lp (A)
VoY aa(@ E)9)

ZecPartX A€Z

Vo (0 Y aaE@)y)

ZcPartX A€Z

< Vel Yo asE(a)g]

ZePartX AeZ

<[l

= llellill-

Satz 12.19 Sei E ein Spektralmag fiir (X,S,H) und f € B(X,S) eine
Borelfunktion. Dann gibt es einen eindeutigen Operator T € B(H) mit
folgender Eigenschaft: Fiir alle ¢ > 0 und fiir jede disjunkte Zerlegung
X = Uy, Ax mit Ay € S sowie

V If0) - fly)l<e

X, YEAL

furallek € {1,...,n} und fiir alle x; € A gilt stets
n
IT= Y FE@AY] <&
k=1

Ferner ist || T|| < || ||« und wir schreiben T = fo dE.

Beweis: Die Abbildung
(6. 9) — [ f dEpy
ist eine stetige Sesquilinearform, denn es gilt

I_/Xf dEgp| < [IflleoEgp(X) = [l flleo{, ¥) < [ flleollllI#ll-

Nach dem Satz von RIESZ gibt es ein eindeutig bestimmtes T € B(H) mit

(¢, Ty) = ' /X fdEgy
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12 Das Spektraltheorem

und T erfiillt die geforderten Eigenschaften. Wegen | (¢, T9)| < || f|lo[|®] || 9]l gilt
ITIF < [1£ lloo-

Satz 12.20 Sei E ein Spektralma8 fiir (X, S, H). Dann ist
B(X,S) — B(H)
dE
fr [ f

7T

eine *-Darstellung von B (X, S) in H.

Beweis: Die Linearitit von 7 ist einfach, ebenso die *-Eigenschaft 77(f) = 7t(f)*.
Die Multiplikativitat ist etwas aufwéandiger; verwende dazu den vorigen Satz.

Folgerung 12.21 Sei X ein kompakter (metrisierbarer) Hausdorff-Raum,
S die o-Algebra der Borelmengen von X und E ein Spektralmag fiir (X, S, H).
Dann ist

C(X) — B(H)
f— /Xf dE

7T

eine *-Darstellung von C(X) in H.

Theorem 12.22 Sei X ein kompakter metrisierbarer Hausdorff-Raum
und S die o-Algebra der Borelmengen von X. Ferner sei H ein separabler
Hilbertraum und 7: C(X) — B(H) eine *-Darstellung. Dann existiert
ein Spektralmag E fiir (X, S, H), sodass

n(f) = [ faE

fiir alle f € C(X) gilt. AuBerdem kommutiert T € B(H) mit allen 7t(f)
genau dann, wenn T mit dem Spektralmafl E kommutiert.

Beweis: Nach dem Theorem[12.14|ldsst sich 7t eindeutig zu einer o-Darstellung
7t von B(X,S) in H fortsetzen. Setze

E(A) == 7t(xa)
fiir jedes A € S, dann ist E ein Spektralma8 fiir (X, S, H), denn:

(i) SeiA € S.Weil x5 idempotent und selbstadjugiert ist und 7 ein *-Homomorphismus
ist, ist auch E(A) = 71(xa) idempotent und selbstadjugiert, d.h. ein Ortho-
projektor.
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12.3 Darstellungen kommutativer C*-Algebren und Spektralmafse

(ii) Es gelten:
E(©) = 7t(xo) = 7(0) = 0

E(X) = #t(xx) = #(1) = I

(iii) Sei (An)new C S eine Folge paarweiser disjunkter Mengen. Dann haben wir
zundchst die endliche Additivitat

E(|J Bn) = Axy,a,) = Y. xa,) = Y, Axa,) = Y E(Bn).

n<k n<k n<k n<k

Weiter folgt

IECU ) = X E(An)9)* = IECU dn)el>

nelN n<k n>k

= (E(U An)¢, E(U An)9)

n>k n>k

= (¢, E(U dn)¢)

n>k
= (¢, (XU, 8,)¢) — O,

denn 7 ist eine o-Darstellung. Also folgt die o-Additivitat

E( U An) = Z E(An).

nelN nelN

Nun verbleibt noch die Kommutierungseigenschaft. Sei T € B(H).

Ve B(X,S): Tn(f) =n(f)T
SV EBX,S) gy e H: [ fdEyry = (. 7NTY) = (T'6,7(N) = [ fdErgy
<:>V47,l[) € H: E¢,T¢ = ET*‘P#’
=VA €SV, p € H: Eyry(A) = (¢, E(A)T) = (¢, TE(A)h) = E7+¢,5(A)
“=VA € S: TE(A) = E(A)T.
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Theorem 12.23 (Spektraltheorem) Sei T € B(H) ein normaler Opera-
tor. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes SpektralmafS auf der Borel-
o-Algebra S von 0 (T), sodass gelten:

(i) T= f sz ), und allgemein
£ = [ FEMEG)
fir alle f € B(c(T)).

(i) Wenn G C o(T) offen und nichtleer, dann ist E(G) # 0, d.h.
suppE = o(T).

(iii) Fur alle S € C*(T) gilt: ST = TS und ST* = T*S <= VA €
S: TE(A) = E(A)T.

Beweis: (i) Der stetige Funktionenkalkiil aus Theorem [11.41

C(e(T)) — €*(T) € B(H)
(DTZ
f= (D)

ist eine *-Darstellung von C(c(T)
T),

[12.22]ein Spektralmaf E fiir (o
D =gr(f)= [ e

) in H, also gibt es nach dem Theorem
S, H) mit

Speziell fiir f = id erhalten wir T = ¢r(id) = fa(T) id dE.

(i) Sei G C o(T) offen und nichtleer. Wihle ein kompaktes A C G. Auch B :=
o(T) \ G ist kompakt. Setze

|x — Bl

U = AT BT

dann gilt u(x) =1 fiir x € A und u(x) = 0 fiir x € B. Weiter ist u stetig und
es gilt 0 < u < x¢ sowie u # 0, also folgt

E(G) = 7t(xc) = 7t(u) = 7t(u) # 0.
(iif) Nach dem Theorem [12.22] kommutiert T mit dem Spektralmal E genau

dann, wenn T mit allen @ (f) fir f € C(0(T)) kommutiert. Die ®7(f)
sind aber gerade Operatoren S € C*(T).
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Bemerkung 12.24 (i) Die Darstellung

T = /U(T) z dE(z)

heifst Spektralzerlegung von T.
(ii) Die Abbildung
B(X) — B(H)

T g sm= [ e e

heif3t Borelfunktionenkalkiil.

187



12 Das Spektraltheorem

188



A Anhang

A.1 Lemma von Zorn

Definition (halbgeordnet, Kette, obere Schranke, maximales Element)

(i) Eine Menge X heifit halbgeordnet, wenn in X eine bindre Relation
< C X x X erklért ist mit den Eigenschaften:

o Ax C < (reflexiv)
e <N<1TCAyx (antisymmetrisch)
o <; < C < (transitiv)

(ii) Eine Teilmenge Y C X heifst totalgeordnet oder Kette in X, falls
Yxyc<u<.
(iii) Ein Element x € X heifst obere Schranke von'Y C X, falls
Y x{x}C<.
(iv) Ein Element x € X heif$t maximales Element von X, wenn

x < C {x}.

Ein maximales Element muss keine obere Schranke sein.

Lemma A.1(ZORN) Eine halbgeordnete Menge, in der jede Kette eine
obere Schranke besitzt, hat ein maximales Element.

Wir benutzen das Lemma von ZORN als Axiom. Das ZORNsche Lemma
ist dquivalent zum Auswahlaxiom. Typische Anwendungen sind reine
(nicht-konstruktive) Existenzaussagen; Standardbeispiele hierfiir sind:

e Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

e Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.
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A Anhang

e Jedes Ideal eines unitdren Rings ist in einem maximalen Ideal ent-
halten.
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