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Definitio: Quasiordnung, Halbordnung, Totalordnung

Eine reflexive transitive bindre Relation auf einer Menge A heifst QUASIORDNUNG
auf A. Eine antisymmetrische Quasiordnung nennen wir auch HALBORDNUNG,
und eine konnexe Halbordnung heifit TOTALORDNUNG. Eine Totalordnung, in
der jede Teilmenge ein kleinstes Element besitzt, heifst WOHLORDNUNG. Eine
irreflexive transitive bindre Relation heif{t STRIKTORDNUNG. Fiir Ordnungen
verwenden wir gerne Symbole wie <, C, C, .. .. Fiir die inverse Relation <1
schreiben wir dann auch >. Weiterhin schreiben wir fiir die Striktordnung < \A
auch <. Wir bezeichnen das Paar

A = (A <p),
bestehend aus einer Grundmenge A und einer Ordnung < auf A, als GEORDNE-
TE MENGE. A? = (A, <pa)? := (A, >a) heiflt DUAL GEORDNETE MENGE zu A.

Zu einer ordnungstheoretischen Aussage A tiber A, die aufler Variablen, Konstan-

ten und logischen Operatoren nur das Zeichen < enthdlt, erhélt man die duale
Aussage A°, indem man in A alle Vorkommen von < A durch > p ersetzt. Eine
ordnungstheoretische Aussage A iiber eine geordnete Menge A gilt genau dann,
wenn A% in A? gilt.

Lemma

Wenn < eine Striktordnung ist, dann ist < U A eine Halbordnung. Wenn < eine
Halbordnung ist, dann ist <\ A eine Striktordnung.




1 Ordnungen

Definitio: Vergleichbarkeit, Kette

Zwei Elemente x,y € A heiffen VERGLEICHBAR beztiglich einer Ordnung <p,
falls x < yodery <pa x, sonst UNVERGLEICHBAR. Ist < eine Totalordnung, so
sind je zwei Elemente der Grundmenge A stets vergleichbar. Aus diesem Grund
nennen wir eine totalgeordnete Menge auch KETTE.

Zwei Elemente x,y € A heifien AQUIVALENT beziiglich einer echten Quasiord-
nung < oder kurz < -AQUIVALENT, falls sowohl x <p yalsauchy <a x
gelten. Jedes Element x € A ist wegen der Reflexivitat auch stets < a-dquivalent
mit sich selbst.

Lemma

Fiir eine Quasiordnung T auf einer Menge M ist = := C N J eine Aqujvalenz

auf M und die Faktormenge M / = ist dann halbgeordnet vermoge
C/=={(x=,vl>) |xCy}

undesgilt C = {(x,y) | [x]l= /= [y]_}.

Definitio: Besondere Elemente in geordneten Mengen

Fiir eine halbgeordnete Menge (P, <) heifit ein Element p € P
(I) OBERE SCHRANKE von X C P, wenn x < p flir alle x € X gilt.
(I) UNTERE SCHRANKE von X C P, wenn p < x fiir alle x € X gilt.

(IIT) GROSSTES ELEMENT von X C P, wenn p € X und p eine obere Schranke
von X ist.

(IV) KLEINSTES ELEMENT von X C P, wenn p € X und p eine untere Schranke
von X ist.

(V) KLEINSTE OBERE SCHRANKE oder SUPREMUM von X C P, wenn p das
kleinste Element der Menge aller oberen Schranken von X ist.

(VI) GROSSTE UNTERE SCHRANKE oder INFIMUM von X C P, wenn p das
grofite Element der Menge aller unteren Schranken von X ist.
(VII) MAXIMALES ELEMENT oder MAXIMUM von X C P, wenn p € X und
p £ x fur alle x € X gilt.
(VIII) MINIMALES ELEMENT oder MINIMUM von X C P,wenn p € Xund x £ p
fir alle x € X gilt.

(IX) UNTERER NACHBAR vong € P, wenn p < g gilt und es kein Element x € P
mit p < x < g gibt.

(X) OBERER NACHBAR von g € P, wenn q < p gilt und es kein Element x € P
mitg < x < p gibt.
Fiir zwei Elemente p, g € P definieren wir das

(I) ABGESCHLOSSENE INTERVALL [p,q] :={x € P|p <x <gq},
(II) LINKS HALBOFFENE INTERVALL (p,q] :=={x € P|p <x <gq},




(III) RECHTS HALBOFFENE INTERVALL [p,q) :=={x € P|p < x < gq},
(IV) OFFENE INTERVALL (p,q) :={x € P|p < x < q}.

Exemplum

Wir betrachten die halbgeordnete Menge (P, <), die durch das folgende Ordnungs-
diagramm dargestellt wird:

Es ergeben sich folgende Werte:

A 12,3568} {2,358} |{4,5)

Sa | {1} {1} {1y H{y2}

Sa % o 8y 79}
Va | 1 1 1 2
AV A A 8 7

Maxp| {1} {2,3} {2,3} |{4,5}

Minp [{6,8,9} {6,8} {8} {4,5}
maxp | 1 A A A
ming | A A 8 A

Intervalle sind hier beispielsweise
[11 5]A = {11 2/ 3/ 5}/

(1,5]a = {2,3,5},
(3,9a =1{5,7}.

Definitio: Summe, Produkt

Fiir zwei halbgeordnete Mengen (P, <p) und (Q, <) definieren wir
KARDINALE SUMME oder HORIZONTALE SUMME
(P,<)¥(Q <) = (PUQ <pU=o)
ORDINALE SUMME oder VERTIKALE SUMME
(P,<)®(Q<):=(PUQ <pU<gUPxQ)
DIREKTES PRODUKT
(P,<)x(Q =)= (PxQ{((pa),(rs)) | p<prAq<qs})

Definitio: Ordnungshomomorphismus

Eine Abbildung ¢: P — Q zwischen geordneten Mengen (P, <p) und (Q, <o)
heifst

MONOTON bzw. ORDNUNGSERHALTEND, falls p1 <p p» = ¢p1 <q ¢p> fiir
alle p.p2 €P gﬂt.
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ORDNUNGSREFLEKTIEREND , falls p1 <p ps <= ¢pp1 <g ¢po fiiralle py, p» € P
gilt.

ORDNUNGSMONOMORPHISMUS , falls ¢ sowohl ordnungserhaltend als auch
-reflektierend ist.

ORDNUNGSISOMORPHISMUS , falls ¢ ein surjektiver Ordnungsmonomorphis-
mus ist.

Definitio: Ordnungsideal, Ordnungsfilter
Sei (P, <) eine geordnete Menge. Eine FALLENDE MENGE bzw. ein ORDNUNGS-
IDEAL ist eine Teilmenge I C P mit der Eigenschaft

pliel=pel

fir alle p € P. Dual ist eine STEIGENDE MENGE bzw. ein ORDNUNGSFILTER eine
Teilmenge F C P, sodass

p>feF=peF
fir alle p € P gilt.

Lemma
Fiir eine Teilmenge X einer geordneten Menge (P, <) gibt es ein kleinstes Ord-

nungsideal, welches X enthilt. Das ist gerade

1X:= {pEP xgxpgx}

und heifit auch das von X erzeugte Ordnungsideal. Ein von einer einelementigen
Menge erzeugtes Ordnungsideal wird als PRIMIDEAL bezeichnet und wir schrei-
ben |x := |{x}. Dual gibt es einen kleinsten Ordnungsfilter, in dem X enthalten

= < .

1X wird der von X erzeugte Ordnungsfilter genannt. Einelementig erzeugte
Ordnungsfilter heiflen PRIMFILTER und werden mit Tx := T{x} symbolisiert.

1.1 Transitive Hiille

Let R be a binary relation on a set M. A TRANSITIVE CLOSURE of R is a minimal
transitive superrelation, symbolized by R As the intersection of transitive relations
is again transitive, a transitive closure must be uniquely determined by
R"= () S
SOR
S transitive
Overthis the transitive closure can be computed directly: Let R! := R and R" :=
R"1; R for all natural numbers n > 1, then
R"=[JR"
n>1




1.2 Transitive Reduktion

holds. By construction J,,~1 R" is a transitive superrelation of R. To inductivelly
proof its minimality let S be another transitive superrelation of R. The base case: S
contains R = R!. The inductive step: Whenever S contains R” it must also contain
R™;R = R"" since S is transitive. The relation S thus contains all powers R" and
is a superrelation of | J,,~1 R".

There is a natural isomorphism between binary relations and binary square matrices.
R can be displayed by a square matrix whose rows and columns are labeled with
the elements of the base set M and whose entries are either 1 iff the appropriate row
and column label are in relation or 0 otherwise. This permits the computation of
relation compositions like for the transitive closure by means of matrix multiplicati-
on. Furthermore there is also a canonical isomorphism between binary relations and
directed graphs. R can be seen as a graph with the elements from M as nodes and
there is an edge from x to y iff x R y. Thereby the transitive closure can also be deter-
mined using graph algorithms like the FLOYD-WARSHALL algorithm. However both
naive matrix multiplication and FLOYD-WARSHALL algorithm have time complexity
O(n3) where n is the cardinality of M. There are various algorithms with lower time
complexity but higher constant factor. So they are only faster for huge input sets.

Lemma

Eine bindre Relation ist genau dann azyklisch, wenn ihre transitive Hiille irreflexiv
ist.

1.2 Transitive Reduktion

A TRANSITIVE REDUCTION of R is a minimal subrelation R~ C R such that the
transitive closure of R™ equals the transitive closure of R. For an acyclic relation
R the transitive reduction is unique. Especially all (strict) order relations are acyclic.
It then can be computed by means of the transitive closure and is given by

R~ =R\ (R;R").
For further information please have a look on (? ). In summary the transitive
reduction of a relation is obtained by removing all transitively redundant pairs.
Let (P, <) be an ordered set and p,q € P. Then p is COVERED BY g iff p < g and
there is no element x € P with p < x < g, ie. iff (p,q) € <\ <2 One then also say
that g COVERS p, or p and g are NEIGHBORING, and write p < g or g > p. Thereby a
binary relation < on P is obtained that is called NEIGHBORHOOD or COVER relation.
In the finite case the order relation < and the cover relation < determine each other
in a unique way. One can show that the neighborhood < is the (unique) transitive
reduction of the corresponding strict order < and dually the strict order < is the
transitive closure of the neighborhood <. This is due to the fact that p < g hold
iff there is a finite sequence p < xg < X1 <+ -+ < X} < gin P, ie. iff p <" qis true.
Indeed, < is the smallest subrelation whose transitive closure equals <, since p < g
always implies (p,q) # (<\ {(p,4)})".
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Lemma

Bk ial
Jede Striktordnung < auf einer endlichen Menge ist die transitive Hiille der
zugehorigen Nachbarschaftsrelation <, also gilt

< = <tans,
und < ist die kleinste solche Teilrelation, d.h. falls R eine Teilrelation mit < =
Rfans jst dann enthilt R bereits die Nachbarschaftsrelation <.

1.3 Wohlfundierte Induktion

Theorema: wohlfundierte Induktion |
Sei (M, <) eine wohlfundierte Menge und P ein Pradikat tiber M. Dann gilt
(Vx € M: {[Vy < x: P(y)] = P(x)}) = [Vx € M: P(x)].

APPROBATIO Fiir alle x € M gelte [Vy < x: P(y)] = P(x). Sei
X:={xe M|-P(x)},
angenommen es gébe ein x € M mit —~P(x), d.h. X # @. Dann existiert wegen der
Wohlfundiertheit ein minimales Element xy von X mit —P(xg). Weil x( ein mini-
males Element ist, folgt fiir alle y < xg stets y ¢ X, also P(y). Nach Voraussetzung
B ergibt sich damit aber P(xp). Widerspruch!
Mochte man also die Giiltigkeit eines Pradikats P fiir alle Elemente einer wohlfun-
dierten Menge (M, <) zeigen, so geht man schrittweise vor:
INDUKTIONSANFANG Man zeigt, dass P fiir alle minimalen Elemente von M gilt.
INDUKTIONSSCHRITT Unter der Voraussetzung, dass P fiir alle Elemente y < x
gilt, zeigt man dass P auch fiir x gilt.
Die vollstindige Induktion ist eine wohlfundierte Induktion tiber der wohlfundier-
ten Menge (IN, <) der natiirlichen Zahlen mit der tiblichen Ordnung,.

1.4 ZORN’s Lemma und das Auswahlaxiom

Theorema: Das Auswahlaxiom und 4quivalente Formulierungen —————
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

AUSWAHLAXIOM Zu jeder nichtleeren Menge M gibt es eine AUSWAHLFUNK-
TION

frop(M)\{2} = M

mit f(X) € X fiir alle nichtleeren Teilmengen X C M.

AUSWAHLAXIOM 2 Das kartesische Produkt einer nichtleeren Familie nicht-
leerer Mengen ist nichtleer.

ZORN’S LEMMA Eine halbgeordnete Menge, in der jede Kette eine obere
Schranke besitzt, hat ein maximales Element.

ZORN’S LEMMA 2 Eine halbgeordnete Menge, in der jede Kette ein Supremum
besitzt, hat ein maximales Element.
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1.5 RADO’s Kompaktheitssatz

ZERMELO’S WOHLORDNUNGSPRINZIP Jede nichtleere Menge besitzt eine
Wohlordnung.

HAUSDORFF'S MAXIMALITATSPRINZIP Jede Kette einer geordneten Menge
ist in einer maximalen Kette enthalten.

Typische Anwendungen sind reine (nicht-konstruktive) Existenzaussagen, zum
Beispiel:

e Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

e Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

e Jedes Ideal eines unitdren Rings ist in einem maximalen Ideal enthalten.
Corollarium

Ist Y C pM eine Menge von Teilmengen von M und ist fiir jede Kette L C Y
auch ihre Vereinigung |J K in ), dann hat ) ein maximales Element.

1.5 RADO’s Kompaktheitssatz

Theorema: Kompaktheitssatz von RADO |
Sei { A;}icr eine Familie von endlichen nichtleeren Mengen und {fj};c, 1 eine
Familie von Auswahlfunktionen fj: | = Ujcj A; mit fj(j) € A; frallej € J.
Dann gibt es eine globale Auswahlfunktion

f:I=JA

i€l

mitf(i)eAl-fﬁra]leielund
fly = fxly-

]c IKC 1
@)

APPROBATIO Setze

=< {B; B; C A; = ) € B;
B {Bitier .V@# /\]C\ZHIKCﬁnI]\zj k() € Bj ¢,
KDJ
dann ist (B, <) mit {B;};c; < {Ci}ics & Vie; Bi C C; eine geordnete Menge.
Es ist klar, dass {A;}ic; € Bist. Sei K eine Kette in (B, <), dann ist {U; };c; mit
Ui == Bj}je1ek B; eine untere Schranke von ', denn:
(1) Ersichtlich ist {U; };c; < {B;}ie; fiir alle {B; };¢; € K.
(1) Weil K eine Kette ist, muss auch {B; } B} ek €ine Kette sein, und damit ist
(1) Sei | Cgp I, dann gilt
3 Vv /) € B;.
{Bi}iEIEKK{Bi}ielgﬁanEIfK{Bi}iEI (]) ]
Kipitie 2
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Mit K := (B}, ek K}, tnd K 2 J folgt
Z/]fK(j) e () B=U
: {BicieK
Nach dem Theorema: Das Auswahlaxiom und dquivalente Formulierungen 1.15 hat

also (B, <) ein minimales Element { M; } i ;. Wir machen eine Fallunterscheidung.
(Vier IMi| =1) Dannwahlef I— UIGIA rmt{f i)} :=M; C A;und es gilt

B G) € M= (7).
K27 . <:U’K(]'):f(]')
< fil=fly
o , M; (i #])
i i >1 = . j =
(Jjer IMj| > 1) Dannist zunéchst M; = {x,y} mitx # y. Setze X; {{x} iz
sowie Y; := {{yl} Ei i ;i, dann sind {X;}icp, {Yi}ier € B, weil ja { M };c; mini-
mal ist. Insgesamt haben wir nun
{Xi}ic1 ¢ B= ]xcﬁnIKV fx() & Xj = {x}
]x3] K2Jx
{Y}zeI¢B=>ICEf| V JxG) €Y= {y}
y]ygl? KD]y
und wegen
{Mi}ic; € B= ngﬁnngEflmlfK(]) € M; = {xy}
K2J
folgt mit ] := [, U J,
Kcﬁn x = fxk(j) =
KDJ

Das ist aber ein Widerspruch zu x # y, also konnen alle M; nur einelementig sein.

Corollarium: Verschirfter Kompaktheitssatz von RADO |

Sei { A;}ic eine Familie von endlichen nichtleeren Mengen und {f; } <l eine Fa-
eT

milie von Auswahlfunktionen f] ] = Ujey Ajmit Vjg) fI( ) € Aj und endlicher

Indexmenge T. Dann gibt es eine Familie { f t}teT von globalen Auswahlfunk
tionen

1= A
iel
mit Viey f*(i) € A;und Vg 1 ke, 1l = fil)-
K]

APPROBATIO Die Familie { AT} besteht aus endlichen nichtleeren Mengen und
{ ( f It) } ist eine Familie von Auswahlfunktionen, sie erftillen also die Vor-
teT} Il

aussetzungen vom Theorema: Kompaktheitssatz von RADO 1.17. Daher gibt es eine
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1.6 Ordnungsdiagramme

globale Auswahlfunktion f: I — ;c; AT und dann ist {71; o f } 7 die gesuchte
Familie von Auswahlfunktionen.

1.6 Ordnungsdiagramme

Eine geordnete Menge (A, <) wird durch ein ORDNUNGSDIAGRAMM dadurch
dargestellt, dass
(1) alle Elemente von A so als Knoten gezeichnet werden, dass im Fall x <p v
der Knoten fiir x unterhalb des Knotens fiir y liegt,
(I1) Knoten mit x < y durch eine (von x nach y aufsteigende) Kante verbun-
den werden.

Selbstverstandlich ist die Darstellung durch ein Ordnungsdiagramm nicht eindeutig.
Solange die vertikale Anordnung der durch Linien verbundenen Punkte (sie gibt die
Ordnung wieder) erhalten bleibt, konnen die Punkte beliebig verschoben werden. Es
ist auch nicht ohne weiteres klar, was ein gutes Ordnungsdiagramm ausmacht. Eine
Minimierung der Uberschneidungen von Linien erhdht normalerweise die Uber-
sichtlichkeit. In einigen Fallen kann es aber auch giinstig sein, Uberschneidungen
in Kauf zu nehmen, um schon bekannte Teilstrukturen herauszustellen.
Exemplum

Gegeben sei eine Menge A, die aus 6 Elementen besteht. Das untenstehende linke
Diagramm veranschaulicht die Halbordnung <p auf A: Die Knoten stellen die
Elemente dar. Sind zwei Knoten durch eine Linie verbunden, so sind die zugeho-
rigen Elemente vergleichbar und das durch den unteren Endknoten repréasentierte
Element ist beziiglich < kleiner als das Element des oberen Endknoten. Nun stellt
das untenstehende rechte Diagramm die zugehérige Nachbarschaftsrelation auf A
dar und es entsteht wieder das linke Diagramm, wenn wir es reflexiv und transitiv

abschliefSen.
(A,5) (A, <)

Aus einem Ordnungsdiagramm fiir A = (A, <p ) erhilt man ein Ordnungsdia-
gramm fiir die dual geordnete Menge A?, indem man es einfach auf den Kopf stellt.

Definitio: Ordnungsdiagra
Ein ORDNUNGSDIAGRAMM einer geordneten Menge (P, <) ist eine Einbettung

pos: P — R? in die reelle Ebene, sodass p < g stets mmpposp < 7rpposq impliziert.
Die Abbildung pos heifit POSITIONIERUNG oder ORDNUNGSDIAGRAMM.
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Eine MENGENREPRASENTATION einer geordneten Menge (P, <) ist eine Ord-
nungseinbettung von (P, <) in die Potenzmenge einer Menge X, also eine Ab-
bildung rep: (P, <) < (pX,C) mit p < g < repp C repq. Eine RASTERPROJEK-
TION einer Menge X ist eine Abbildung vec: X — R x R+.

Theorema: Additives Ordnungsdiagramm |

Fiir eine Mengenreprésentation rep: P — X einer geordneten Menge (P, <)
und eine Rasterprojektion vec: X — R x R ist

P—-RXxRy

POSt pis ) vecx
xErepp

eine Positionierung von (P, <) und heifit ADDITIVES ORDNUNGSDIAGRAMM.

Every finite ordered set (P, <) can be visualized in the real plane (or more generally
in the real space) by a LINE DIAGRAM. A line diagram is an arrangement of circles
(nodes) and interconnecting lines (edges). First of all a PLACEMENT FUNCTION
pos: P — RR?,

is required, that assigns a position pos(p) = (pos,(p), pos, (p)) in the real plane to
each element p of P. The placement must be injective to ensure distinguishability
for different nodes in the drawn diagram. The elements of p are then depicted
by circles at their position pos(p) in the plane, and each circle is labeled with its
appropriate element p. Next, two circles at pos(p) and pos(q) are joined by a straight
line segment, denoted by pos(p,q), iff p and g are neighboring in (P, <). To omit
arrowheads, the diagram is drawed upwards, i.e. the vertical coordinate pos, (p) is
smaller than pos, (7) whenever p is smaller than g. No node at pos(p) intersect any
edge pos(g,r) if p # qand p # r. This ensures no node being on any edge except the
start and end node, otherwise it would not be clear where the edge starts and ends.
A generalisation are line diagrams with continuous curves as edges: For an ordered
set (P, <) a LINE DIAGRAM WITH CURVES is defined as a mapping

pos: PU < — R2U p(R?)
such that pos|p is a line diagram, and pos|<: < — p (R?) assigns to each neigh-
borhood p < g a one-dimensional set pos(p, q) of points in the real plane R?, such
that pos(p, q) = 7p4[0,1] is the image of a plane curve yp,: [0,1] — R? starting at
Yo (0) = pos(p) and ending at 'ypq(l) = pos(q).
The question arises whether a line diagram must be completely defined by assigning
a position to each element of the underlying ordered set, or if it suffices to give
position for certain elements and compute the remaining position by means of
them. This leads to the additive line diagrams. For example, when (P, <) is a finite
complete lattice, then the A-irreducibles form a A-dense set and each element p
can thus be displayed as an infimum of all A-irreducibles smaller than p.
An order-preserving mapping rep: (P, <) — (p(S), C) is called SET REPRESENTA-

TION of (P, <) in S. A SEED VECTOR MAP is a map seed: S — R? with seed(s) =
10




1.7 LAWLER’s Algorithmus

(seedy(s), seedy(s)) for each element s of the representing set S. Then the mapping
P — R?
POS: pis ) seed(x)
xerep(p)

is a line diagram and is called ADDITIVE LINE DIAGRAM of (P, <) w.r.t. rep and
seed. To ensure the upward drawing convention the seed vectors must be chosen
with positive vertical coordinates. It is also possible to choose a order-reversing set
representation and seed vectors with negative vertical coordinates. Both possibilities

yield the same diagrams for bounded ordered sets (especially lattices), as an order-

preserving set representation rep with upward seed vectors seed can be transformed
in an order-reversing set representation rep’: p — rep(T) \ rep(p) with downward
seed vectors seed’ = —seed such that pos’(p) = pos(p) — pos(T ) hold. Indeed:

pos(p) —pos(T) = ) seed(x)— ) = seed(x)

xerep(p) xerep(T)

:_( Y oseed(x)— ) seed(x))

xerep(T) xerep(p)

=— Y seed(x)

xerep(T)\rep(p)

= ) seed(x)

xerep!(p)
= pos'(p).

1.7 LAWLER’s Algorithmus

Theorema: Algorithmus von LAWLER |
Sei (A, <) eine strikt geordnete Menge von Aufgaben, T: A — R eine Ab-
bildung, die jeder Aufgabe 2 € A ihre Bearbeitungszeit ta zuordnet, und
k: A x Ry — Ry eine Abbildung, die jeder Aufgabe 2 € A die (monoton
steigenden) Verzugskosten x(a, t) zum Zeitpunkt t € R zuordnet. Dann gibt es
eine lineare Erweiterung <0 von < mit minimalen maximalen Verzugskosten, d.h.

\ « (a,Zrb) = AV K(a,ZTb).
acA b<a EE1;< acA bCa

< kann mit folgendem Algorithmus konstruiert werden:

(BEGIN) Setze X := Aundt:= ) TA.

(Loor) Wahle eine maximale Aufgabe 2 € X mit minimalen Verzugskosten
x(a,t) und setze ax| = a. Setze X := X\ {a} und t := t — 7a und gehe zu
(Loop), falls X # @.

(END) Setze <:= {(a;,4j) | i < j}.

11
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APPROBATIO Fiir eine Teilmenge X C A von Aufgaben seien x*X die maximalen
Verzugskosten fiir eine optimale Linearisierung von X. Sei also a die gewdhlte
Aufgabe in (LOOP). Die Verzugskosten fiir eine Linearisierung mit a als grofstem
Element ergeben sich zu

r(a, t) Vit (XA {a})
und weil keiner der beiden Werte grofser als x* X sein kann, muss die Wahl von
a optimal sein.

1.8 Weite und Lange

Fiir eine geordneten Menge (P, <) definieren wir
WEITE als das Supremum aller Michtigkeiten von Antiketten in (P, <). Sym-
bol: wid(P, <) *
LANGE als das Supremum aller Méchtigkeiten von Ketten in (P, <). Symbol:
len(P, <)
_ KETTENUBERDECKUNGSZAHL als die kleinste Anzahl von Ketten, die eine
Uberdeckung von (P, <) bilden. Symbol cen(P, <)

“Die Weite unterscheidet nicht zwischen geordneten Mengen mit beliebig grofien endlichen
Antiketten und geordneten Mengen mit einer abzahlbar unendlichen Antikette. Daher ist es fiir
unendlich weite geordnete Mengen manchmal niitzlich, die Weite als kleinste Kardinalzahl x
mit x + 1 > | Al fiir jede Antikette A zu definieren. Das wollen wir hier aber nicht tun.

Metadaten: Satz von DILWORTH <+ Satz von KONIG <+ Heiratssatz <+ FORD-
FULKERSON (MaxFlow /MinCut)
Theorema: Satz von DILWORTH |
Die Weite und die Kettentiberdeckungszahl einer geordneten Menge sind stets
gleich.

APPROBATIO Falls (P, <) eine Kette ist, dann folgt sofort wid(P, <) = cen(P, <
) = 1. Sei also nun (P, <) keine Kette und von der Weite 1, d.h. es gibt eine
n-elementige Antikette.

(<) Weil die Elemente von Antiketten paarweise unvergleichbar sind, gibt es
keine Kette in (P, <), die zwei oder mehr Elemente der Antikette enthilt. Demnach
werden fiir eine Uberdeckung mindestens n Ketten benotigt.

(>) Wir zeigen nun mit vollstindiger Induktion {iber die Anzahl der Elemente
von (P, <), dass genau n Ketten fiir eine Uberdeckung ausreichen. Der Induk-
tionsanfang fiir leere geordnete Mengen ist offenbar erfiillt, weil es ja nichts zu
tiberdecken gibt. Wir machen nun den Induktionsschritt. Sei K eine maximale Kette
in (P, <), also folgt K # P, weil ja (P, <) keine Kette ist. K kann hochstens ein
Element einer maximalen Antikette enthalten, daher gilt

wid(P\ K, <) € {n,n—1}.
Es folgt eine Fallunterscheidung;:

12



1.8 Weite und Lange

(wid(P\ K, <) = n — 1) Nach Induktionsvoraussetzung hat (P \ K, <) eine
Uberdeckung mit 7 — 1 Ketten, also hat P eine Uberdeckung mit n Ketten.

(wid(P \ K, <) = n) Sei A eine maximale Antikette in (P \ K, <). Wegen
|A| = nist A auch eine maximale Antikette in (P, <). Dann gilt JANTA = A
und |AU7TA = P, weil jedes Element p € P mit irgendeinem a € A vergleichbar
sein muss. Weil K maximal ist, kann das grofite Element von K nicht in | A liegen.!
Folglich sind || A| < |P| und dual [tA| < |P|, und damit haben | A und 1A nach
Induktionsvoraussetzung jeweils eine Uberdeckung mit 1 Ketten. Diese Ketten
lassen sich dann zu Ketten in (P, <) zusammensetzen und demnach kann auch
(P, <) von n Ketten iiberdeckt werden.

o Die Schleifscheiben, komponentenweise nach Radius und Hohe geordnet,
bilden eine geordnete Menge. Jede Schleifscheibe wird nach Gebrauch nicht mehr
benotigt, kann also auf eine kleinere Schleifscheibe abgeschliffen werden. Daher
stellt sich die Frage nach einer materialoptimalen Abarbeitung der Auftrdge, wobei
moglichst wenig Material verschwendet werden soll. Das Problem ist also, diese
geordnete Menge durch moglichst wenige Ketten zu tiberdecken, und deren Anzahl
ist gerade dessen Weite.

o Aus dem Transportproblem ldsst sich eine geordnete Menge wie folgt kon-
struieren: Die Grundmenge sei die Menge aller Transportauftrdge und ein Transport-
auftrag A sei kleiner oder gleich einem Transportauftrag B, wenn nachdem das Ziel
von A erreicht worden ist, der Start von B noch rechtzeitig erreicht werden kann.

9 1
+/ \+/
\+ =2
1 5 165 330 165 55 1
\+/ \+/ 0 GG P +/ \+/ <7

1 1287 1715 1716 1237 715 zsa
/
Cu) (364) 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 (364)
+/ \+ +/ \ Nt 7Nt

1365 3003 50 03 1365 455 1

455

1WérenémlichVK € JA, dann gidbe eseina € A mitk < a fiiralle k € K. Wegen A C P\ K, wire
dann a ¢ K im Widerspruch zur Maximalitit von K.

13



1 Ordnungen

Definitio: SPERNER-Familie
Eine SPERNER-FAMILIE einer Menge M ist eine Antikette im Potenzmengen-
verband (pM, C), d.h. eine Menge von bzgl. C paarweise unvergleichbaren
Teilmengen von M.

Der Potenzmengenverband (oM, C) einer n-elementigen Menge M ist in Schichten
M
k

ment @ und das grofite Element M. Aus den Permutationen (mq,my, ..., my) von

M erhalten wir alle maximalen Ketten, denn maximale Ketten haben stets die Form

@ {m} c{m,m}C - C{m,my,...,my_1} C{my,my,...,m;_1,m} =M.

Demnach gibt es also genau n! maximale Ketten in (pM, C). Fiir eine vorgegebe-

ne k-elementige Teilmenge A C M gibt es folglich genau k! maximale Ketten in

(pA, C) sowie (n — k)! maximale Ketten in (p(M \ A), C). Eine maximale Kette in

(pA, C) und eine maximale Kette in (p(M \ A), C) lisst sich zu einer maximalen

n!

Kette in (pM, C) zusammensetzen und damit gibt es genau k! - (n — k)! = (n
y

firk € {0,1,...,n} aufgebaut. Maximale Ketten haben stets das kleinste Ele-

maximale Ketten in (pM, C), die A enthalten.
14




1.8 Weite und Lange

Lemma: LUBELL-YAMAMOTO-MESHALKIN-Ungleichung |

Fiir eine SPERNER-Familie S einer n-elementigen Menge M sei «; die Anzahl der
k-elementigen Mengen in S, dann gilt

n

50

k=0
k

APPROBATIO Jede Kette im Potenzmengenverband (oM, C) enthilt hochstens ein
Element von S. Es gibt genau k! - (n — k)! maximale Ketten, die eine k-elementige
Teilmenge A C M enthalten. Folglich gilt
n
Y gkl (n—k) <n!
k=0

15



1 Ordnungen

und durch Division mit n! folgt die Behauptung.

Lemma: Lemma von SPERNER }

Sei F C (Ak/I) eine m-elementige SPERNER-Familie von k-elementigen Teilmen-
gen einer n-elementigen Menge M.

(1) Fallsk > "zil ist, dann existiert eine SPERNER-Familie G C (kl\_/11> , die
echt mehr Elemente als F hat.

2
), die echt mehr Elemente als F hat.

(1) Falls n ungerade und F C <["M]) sind, dann existiert eine SPERNER-

Familie G C < ]XI

5]

(1) Falls k < ”7*1 ist, dann existiert eine SPERNER-Familie G C (le) , die
echt mehr Elemente als F hat.

(1v) Falls n ungerade und F C (LHMJ) sind, dann existiert eine SPERNER-
2

Familie G C (ﬁ/ﬂ ) , die echt mehr Elemente als F hat.
2

APPROBATIO  (I) Eine Menge A € F hat genau k Teilmengen aus (k]:/Il)’

Eine Menge aus (k]i/ll) ist Teilmenge von genau n — (k — 1) Mengen aus (124) ,

also von hochstens n — (k — 1) Mengen aus F. Wir setzen

. M
N ATER T

dann folgt durch doppelte Abzihlung der induzierten Teilmengeninklusionsrelation
R zwischen G und F

mek=Y k=Y [RAl= Y BRI < ¥ (n—(k—1)) = |g] - (n— (k—1)).

AeF AeF Beg Beg
Also ist #k’il) < |G| und wegen k > " istk > n — (k — 1), und insgesamt
|G| >m = |F|.

(i) Mitk = = giltk = n — (k — 1), und analog zu (1) folgt |G| > m = |F|.
Es gibt also | 5 |-elementige Mengen By, ..., B, € G, die jeweils Teilmenge eines

A € F sind. Wegen m < <LZ J) gibt es eine Menge B’ € <LnMJ ) , die verschieden
2 2

von allen B; ist und sich von einem B; nur in jeweils einem Element unterscheidet.
Dann ist klar, dass A’ := B'UB,; € (ﬁ}:ﬂ) ist. Wir machen eine Fallunterscheidung.
2
(A’ € F) Dannist sofort B € G, denn B’ C A’. Also gilt auch |G| > | F|.

(A’ ¢ F) Dann kann eine Menge aus (ﬁ/ﬂ) nur eine Teilmenge von hochstens
2

16



1.8 Weite und Lange

n— (k—1) —1 =k —1Mengen aus F sein und es folgt |G| > % >m = |F|.
(1) folgt aus (1) durch Anwendung des involutorischen dualen Automorphismus
C, der Komplementbildung.
(1v) folgt aus (1) durch Komplementbildung.

Theorema: Satz von SPERNER |
Sei M eine n-elementige Menge.

(1) Eine SPERNER-Familie von M hat hochstens (LZ J) Elemente.
2

n J ) Elemente,

(11) Eine SPERNER-Familie S von M hat genau dann exakt ( Vl
2

s<{(if)- (i)}

(111) Der Potenzmengenverband (oM, C) hat die Weite ( Unl | ) .
2

wenn

APPROBATIO (1) Sei S eine SPERNER-Familie von M. Es gilt <Z> < (LZ J)
2

fiir alle k € {0,...,n} und daraus folgt mit der Lemma: LUBELL-YAMAMOTO-

MESHALKIN-Ungleichung 1.28
n

i>z o Yio%% _ IS

1Zi " n\  (n) ()
= (k> "‘°<L§J) (L;J) <L3J)

Durch Multiplikation mit (LZZ J) folgt die Behauptung,.

2
(1) (<) Wenn S entweder die Familie aller | 5 |-elementigen Teilmengen oder
die Familie aller [%] -elementigen Teilmengen von M ist, dann folgt sofort, dass

S ( " )-elementig ist.
3]

(=) SeiS ¢ { (%) , (%) } eine SPERNER-Familie. Wir konstruieren aus
2 2
S eine SPERNER-Familie 7~ mit echt mehr Elementen und dann folgt |S| < |T] <

( LZ J ) . Wir machen eine Fallunterscheidung.
2

(k := maxges |S| > 5) Dannlésstsichaus F := SN (ZZI) mit Lemma: Lem-
ma von SPERNER 1.29 eine SPERNER-Familie G C (k]\—41> konstruieren, die echt

mehr Elemente hat. Weil keine Menge aus S \ (]ZI) mit irgendeiner Menge aus F

vergleichbar ist, also insbesondere keine Teilmenge einer der Mengen aus . ist, kann
auch keine eine Teilmenge einer der Mengen aus G sein. Demnach bildet dann auch

T:=(S\F)ug

17



1 Ordnungen

eine SPERNER-Familie, die nach Konstruktion echt mehr Elemente hat.

n ‘N

K :=minges S| < 4 2 (n €2 ]l\v) Dann ldsst sich analog aus
= (ne2-N+1)

der SPERNER-Familie F := SN ]I\c/’I eine SPERNER-Familie G C <k,]\_|/_I 1> kon-

struieren, die groBer ist. Analog ist dann 7 := (S \ F) U G eine SPERNER-Familie
mit echt mehr Elementen.

(ne2-NAK =1%) Dannfolgt S C (]%), also S C (],\1/1) nach Vorausset-
2 2

zung. Damit ist auch klar, dass |S| < <g) = (LZJ> = QZO sein muss.

(n € 2-N+1AK = "5!) Dann folgt analog S C (an) und somit

a< () - ()~ () |

(1) folgt aus (I) und (I1).

ST

1.8.1 Group Testing

Sei E eine Mengen von Entitdten. Hochstens eine Entitdt ep € E habe eine gewisse
Eigenschaft P. Diese Entitét soll mit moglichst wenig Aufwand gefunden werden.
Wir setzen dabei voraus, dass sich diese Eigenschaft P auch auf alle Gruppierungen
von Entitdten vererbt, die ep enthalten. Sei G C pE eine Menge von Gruppierungen.
Wir setzen G, := {g € G | e € g} als die Menge aller Gruppierungen aus G, die die
Entitit e € E umfassen. Die Gruppierungen sollen zur Bestimmung von ep gentigen,
das bedeutet falls G, die Eigenschaft P hat, dann muss ¢ = ep sein. Daher muss
Ge gZ Gy fiir verschiedene Entititen e # f gelten. Denn wére G, C G f und G f hat
P, dann wiére nicht sicher zu bestimmen, ob nur f = ep gilt, oder auch e = ¢p gilt.
Wire G, C G ¥ und G, hat P, dann hitte auch G f die Eigenschaft P und es wire e =
f = ep. Das ist aber ein Widerspruch, denn hochstens eine Entitat hat P. Also bilden
die Gruppierungen { G }cf eine SPERNER-Familie in (pG, C). Diese ist nach Theo-

rema: Satz von SPERNER 1.30 maximal, wenn die G, genau die L@j -elementigen
Teilmengen von G sind. Weil G, zur Bestimmung von e ausreicht, konnen also mit #

Gruppierungen hochstens < Z > Entitaten korrekt getestet werden, vorausgesetzt

2
der eigentliche Test auf die Eigenschaft liefert stets fehlerfreie Ergebnisse. Die Aus-
wertung kann bindr kodiert in einer Matrixform gespeichert und berechnet werden.

(e e g)gglé B (78)gec = (€e)eck

Dabeiiste, = T <> ehat Pund 7y = T < g hat P sowie e, = AgeG 7s-

eeg
n 12345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 ... 20

<LZJ) 12361020 3570 126 252 462 924 1716 3432 6435 12870 ... 184756
2
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e E kann eine Menge von Substanzen sein, die Allergien auslosen kénnen.
Die Eigenschaft P ist genau dann fiir eine Substanz e € E erfiillt, wenn der Proband
X gegen die Substanz e allergisch ist. Dann konnen beispielsweise 10 Substanz-
gruppierungen ausreichen, um erfolgreich zu tiberpriifen, ob der Proband gegen
hochstens eine von 252 Substanzen allergisch reagiert, und wenn ja, welche das ist.

e L kann eine Menge von Personen sein, die krank sein kénnen. Die Eigen-
schaft P ist genau dann fiir eine Person e € E erfiillt, wenn die Person an Krankheit
X leidet. Dann gentigen bereits 20 Personengruppen, um korrekt zu bestimmen,
ob hochstens eine Person von 184756 erkrankt ist, und wenn ja, wer das ist.

Ausblick

Wenn wir voraussetzen, dass hochstens zwei Entititen P haben, dann lautet die
Bedingung G; £ G, U G fiir alle paarweise verschiedenen Entititen d, ¢, f € E.
Dies lasst sich weiter verallgemeinern und fiihrt dann zu den k-Familien. Eine
k-Familie ist eine Menge von Teilmengen, in der es hochstens Ketten der Lange
k gibt. Eine SPERNER-Familie ist also eine 1-Familie. Fiir eine k-Familie F einer

n-elementigen Menge gilt
k-1
n
=5 (g )

i=0

1.9 Ordnungsdimension

Sei R C P x P eine Relation. Eine ERWEITERUNG von R ist eine Relation
S € P x Pmit R C S. Eine ORDNUNGSERWEITERUNG ist eine Erweiterung,
die eine Ordnung ist. Eine LINEARE ERWEITERUNG ist eine konnexe Ordnungs-
erweiterung, d.h. je zwei Elemente sind vergleichbar.

Die ORDNUNGSDIMENSION einer geordneten Menge (P, <) ist die kleinste An-
zahl von linearen Erweiterungen, deren Durchschnitt die gegebene Ordnung <
ergibt. Symbol: odim(P, <)

Die Anzahl Tyn von Isomorphieklassen geordneter Mengen mit # Elementen ist
bis n = 14 bekannt, siehe Tabelle. Die asymptotische Entwicklung dieser Anzahl ist

Ton = (1 +0 (1)> 2% +¥+0(1ogn),
n

Von den 23 nichttrivialen geordneten Mengen mit bis zu 4 Elementen ist nur eine
einzige sowohl kardinal als auch ordinal unzerlegbar, ndmlich

N- B8

Das ist aber eine Ausnahmesituation: Man kann zeigen, dass der Anteil der zer-
legbaren Ordnungen gegen 0 geht.

19
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1 Ordnungen

Die Abbildung zeigt alle Ordnungserweiterungen von N = 8\8 , geordnet durch
Teilmengeninklusion. Es gibt fiinf maximale, also lineare, Erweiterungen. Darunter
sind zwei, deren Durchschnitt gerade wieder N ergibt — die Ordnungsdimension
ist demnach hochstens gleich 2. Weil N selbst nicht linear ist, muss die Ordnungs-
dimension echt grofSer als 1 sein, und insgesamt gilt

odimN = 2.

Lemma

Sei (P, <) eine geordnete Menge und i || j unvergleichbare Elemente. Dann ist
<ij=<U{wy)[x<i j<y}
eine Ordnungserweiterung von < miti <;; j.

APPROBATIO  (REFLEXIV) Weil <; ; eine Erweiterung der Ordnung < ist, ist auch
<, reflexiv.

(ANTISYMMETRISCH) Seien x <;; y und y <;; x. Wir machen eine Fallunter-
scheidung. Fiir x < y und y < x folgt sofort x = y. Fiir x <;; y und y < x wére
j <y < x <iim Widerspruch zur Unvergleichbarkeit von i und j. Fiir die beiden
verbleibenden Fille wére analog j < i. Also kann nur der erste Fall eintreten und
es gilt dann stets x = ..
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(TRANSITIV) Seien x <;; ¥ <;; z. Auch hier eine Fallunterscheidung. Der Fall
x <y < zist trivial. Fiir x <ijy<z ergibtsichx <iundj <y <z alsox <ij 2.
Furx <y <ijz analog. Der letzte Fall x <ijy <ijzist trivial.

(i <ij j) Wegeni <iundj < jfolgtsoforti <;;j.

Lemma: Lemma von SZPILRAJN |

Fiir jede geordnete Menge (P, <) mit Elementen i £ j gibt es eine lineare Erwei-
terung C mit i [Z j.

APPROBATIO Sei X die Menge aller Ordnungserweiterungen von <, die (i,7) nicht
enthalten. Wegen < € X ist X nichtleer. Sei & C X eine nichtleere Kette in (X, C).
Dann ist |J £ eine Ordnungserweiterung von < und enthalt nicht (7, j), denn:

(REFLEXIV) VeegAp CECUR

(ANTISYMMETRISCH) Seien (x,Y), (y,x) € U, dann gibt es zwei Ordnungser-
weiterungen C1,C; € Amit x T y und y &5 x. Weil 8 eine Kette ist, muss &
eine Erweiterung von C, sein oder umgekehrt. In beiden Fallen ergibt sich x = y.

(TRANSITIV) analog.

((1,7) ¢ UR) Ware (i,7) € |lJ&, dann gibe es eine Ordnungserweiterung C € &
mit i C j. Widerspruch.
Insgesamt ist also |J & € X und damit hat (¥, C) nach ?? 22.2? ein maximales Ele-
ment C. Es verbleibt zu zeigen, dass C eine konnexe Ordnung ist. Angenommen,
das wére nicht der Fall, d.h. es gabe unvergleichbare Elemente x || y, dann wéren
nach Lemma 1.33 £y, und E, y echte Ordnungserweiterungen von C, also auch
von <. Weil C ein maximales Element von X ist, konnen C,, und C, , nicht in
X liegen, d.h. es gilti Eyy jund i T, j. Daraus erhielten wir i C x C jim
Widerspruch zu E € X bzw. i [Z j. Also muss C eine lineare Erweiterung sein.

Theorema: Satz von DUSHNIK und MILLER |
Jede Ordnung ist Durchschnitt all ihrer linearen Erweiterungen.

APPROBATIO Sei (P, <) eine geordnete Menge und £ die Menge aller linearen
Erweiterungen von <. Es ist erstmal klar, dass < im Durchschnitt () £ aller linearen
Erweiterungen enthalten ist. Zum Beweis der anderen Inklusionsrichtung sei x £ y,
dann gibt es nach Lemma: Lemma von SZPILRA]N 1.34 eine lineare Erweiterung
C mit x Z y und daraus folgt (x,y) &€ N L.

Theorema: Satz von ORE }

Die Ordnungsdimension einer geordneten Menge ist die kleinste Anzahl von
Ketten, in deren direktes Produkt die geordnete Menge eingebettet werden kann.

APPROBATIO Sei (P, <) eine geordnete Menge. Nach Definitio: Ordnungsdimen-
sion 1.32 ist die Ordnungsdimension odim(P, <) die kleinste Anzahl linearer Er-
weiterungen von <, deren Schnitt wieder die Ordnung < ergibt. Also geniigt es zu
beweisen, dass es genau dann 7 lineare Erweiterungen <4,..., <, mit )} ; <; = <
gibt, wenn es n Ketten (Py, Cq), ..., (Py, C,) mit einer Ordnungseinbettung von
(P, <) in deren direktes Produkt X, (P;, C;) gibt.
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1 Ordnungen

(=) SeienCy,...,C, lineare Erweiterungen mit N} ; C; = <, dann kann (P, <
) in das direkte Produkt X, (P, C;) eingebettet werden vermoge der Abbildung

(P, <) = Xi4(P,Ei)

pr (p)isa:
1 ist ordnungserhaltend: Sei p < g, dann gilt p T; g fiir alle 7/ und damit ip =
(P, < (9)'; = 1g. SchlieRlich ist  auch ordnungsreflektierend: Fiir p £ ¢ gibt
es eine lineare Erweiterung C; mit p IZ; g, also gilt ip £ 1q.
(«<=) Umgekehrt seien (P, C1),.. ., (Py, C,) Ketten mit einer Ordnungseinbet-
tung i: (P, <) — X!;(P;, ;). Dann definieren wir Relationen <; auf P verméoge

p<ig:=p<gqgVrmpC; mig
fiir alle i. Wir zeigen zunéchst, dass alle <; Ordnungserweiterungen von < sind.

(ERWEITERUNG) Es ist trivial, dass <; nach Definition eine Erweiterung von
<ist.
(REFLEX1V) Das folgt sofort aus der Reflexivitdt von <.
(ANTISYMMETRISCH) Seien p <; g sowie g <; p. Wir machen eine Fallunter-
scheidung:
(p <qNg<p) Esfolgtsofort p = q.
(p < gAmug C; mip) Wegen g T 7tjp folgt zunéchst mtjp # jiq. Aus
p < gergibt sich tp C 1q und damit 7rjip &; 71519, also wére wegen Antisymmetrie
von ; aber 7tjip = 7tj19. Widerspruch!
(rttp C; g A q < p) analog.
(7t1p 5 mt0g A 71309 [ titp) analog.
(TRANSITIV) Seien p <; q sowie g <; . Wir machen auch hier eine Fallunter-
scheidung;:
(p <gqngq <r) Esfolgtsofort p < rund damit p <; r.
(p < qgAmug ; mur) Aus p < g ergibt sich ip C 1g und damit 7tjip T
mt;1q, also folgt mit der Transitivitdt von C; sofort 7ryp C; mr, dh. p <;r.
(7tp ©; g A q < r) analog.
(7titp T 70 A 7t30q T mrir) analog.
Weiter hat nach Lemma: Lemma von SZPILRA]N 1.34 jede Ordnung <; eine lineare
Erweiterung <;. Weil <; eine Erweiterung von < ist, muss auch <; eine Erweiterung
von < sein. Es verbleibt nun noch zu zeigen, dass der Durchschnitt aller <; genau <
ergibt. Die Inklusionsrichtung < C ;L <; ist klar. Weil ; eine Ordnungseinbettung
und damit insbesondere ordnungsreflektierend ist, muss fiir p £ g stets ip I 1g
sein, d.h. 7tjp Z; g fiir ein i. Demnach gilt 7r;ip 7; 719, denn T ist linear, also
auch p >; gund p >; q. Also p ¢; g wegen p # q. Damit gilt die Implikation

pEta= Ipdia= (o) ¢
i=1

Demnach ist < genau der Durchschnitt der <;.
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1.9 Ordnungsdimension

Corollarium

Die Ordnungsdimension eines direkten Produkts von Ketten K; der Lange 2 oder
langer fiir t € T ist |T|. Insbesondere gilt odim2" = n.

Lemma

Die Ordnungsdimension von ((111) U (n E 1> , g) ist n.

n
1
einbettbar ist und dieser isomorph zur Potenz 2" ist, folgt zundchst

odim ((?) U (n n 1) ,C> < odim (pn, C) = odim2" = n.

Es verbleibt zu zeigen, dass die Ordnungsdimension > n ist. Seien dazu {C¢ } et
lineare Erweiterungen, deren Durchschnitt die induzierte Teilordnung von C auf

<r11> U (n 2 1) ergibt. Wir miissen zeigen, dass |T| > n gilt. Fiir alle k € n gilt

{k} & t{k} und damit gibt es stets ein t; € T, sodass {k} Z; C{k} und demnach
{k} 3i, C{k} gelten. Fiir jedes 1 € n\ {k} gelten {h} C C{k} sowie {k} C C{h},
also auch {h} C; C{k} sowie {k} C; C{h}.Es folgt C{h} £ {h}, denn sonst
wiirden wir durch Transitivitét

{k} Ct, C{h} Ct {h} Ci C{k}
erhalten, was ja ein Widerspruch ist. Also sind die linearen Erweiterungen { T, }xen
paarweise verschieden und es folgt |T| > n.

Theorema: Satz von HARZHEIM |

Eine geordnete Menge hat genau dann hochstens die Dimension 71, wenn jede
endlich induzierte Teilordnung hochstens die Dimension 7 besitzt.

APPROBATIO Weil ) U (n E 1) , C ] in den Potenzmengenverband (pn, C)

APPROBATIO  (<=) Sei (P, <) eine geordnete Menge in der jede endlich induzier-
te Teilordnung hochstens die Dimension n besitzt. Setze I := (12)) und Ay, oy =

{(p.9),(q,p)} furalle {p,q} € I. Furjedes | Cg, I'ist U] Cgn P und damit gibt
es nach Voraussetzung stets hochstens # lineare Ordnungen E{ PR 211 auf J J mit

n
<n(UrxU1)=Nch
k=1
Falls die lokale Dimension kleiner als # ist, dann verwende manche Erweiterungen
einfach mehrfach. Fiirk € {1,...,n} setzen wir nun {f}‘({p,q})} =Apgy N E,{

fir alle {p,q} € J. Dann st { A; };c; eine Familie von endlichen nichtleeren Mengen
und {f }‘ } jcg,1  ist eine Familie von Auswahlfunktionen. Nach dem Corollarium:
k

e{1,..n}
Verschirfter Kompaktheitssatz von RADO 1.18 gibt es also nun eine Familie { f*}?_,

von globalen Auswahlfunktlonen fk I — Ujep A mit Ve f5(i) € A; und
fly = fxly-

]c 11<c 1
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1 Ordnungen

Wihle Cy := f k(I), dann sind die Cj lineare Ordnungen, deren Durchschnitt die
Ordnung < ergibt, denn:

(LINEAR) Sei p,q € Pund k € {1,...,n}, dann st f* ({p,q}) € Ay,q =
{(r,9), (9, p)} und demnach muss p Cy q oder p Ji g gelten.

(< SN, Ck) Sei p < g, dann gibt es K Cg, I mit K O {{p,q}} und

F{p.q}) = fK ({p.q}) = (p,q). Somit gilt < C C; fiirrallek € {1,...,n} und
< liegt dann auch im Durchschmtt der ;.

(2N, 5y Sei (p9) € NPy Tk, dh. Vi1 (p,q) € f5(I) und damit
fdpa}) = ( q). Weiter gibt es K Cg, I mit K 2 {{p,q}} und f* ({p,q}) =
f& {p.9}) = (p,q) und wegen

{pa)}t= ﬂ Sk n{(p.9). (@.p)} =<n{(p.9).@4@p)}

k=1
folgt p < g.
(=) Wenn es fiir eine geordnete Menge hochstens 7 lineare Erweiterungen gibt,

deren Durchschnitt die Ordnung ergibt, dann lasst sich jede endlich induzierte Teil-
ordnung auch als Durchschnitt der induzierten linearen Erweiterungen darstellen.

Theorema: HIRAGUCHI-Ungleichung |
Eine geordnete Menge mit # > 3 Elementen hat eine Ordnungsdimension < 7.

APPROBATIO Es liegt nahe, die Ungleichung mit vollstindiger Induktion zu bewei-
sen. Der Induktionsschritt lasst sich dann so formulieren: Jede geordnete Menge mit
mindestens 4 Elementen enthélt zwei Elemente, deren Wegnahme die Ordnungsdi-
mension um hochstens 1 senkt. Diese Behauptung ist bisher unbewiesen und heifst
REMOVABLE PAIR CONJECTURE.

1.10 Ordnungswahrscheinlichkeit
Definitio: Ordnungswahrscheinlichkeit

Fiir zwei Elemente p und g einer geordneten Menge (P, <) definieren wir die
ORDNUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT

P(p <)
als den Quotienten der Anzahl der linearen Erweiterungen, in denen p vor g
kommt, durch die Anzahl aller linearen Erweiterungen, und weiter die BEDINGTE
ORDNUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT

Plp<qlx<y)
als den Quotienten der Anzahl der linearen Erweiterungen, in denen p vor g und
x vor iy kommt, durch die Anzahl der linearen Erweiterungen, in denen x vor y
kommt.
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1.11 Triadische Ordnungen

Theorema: 3-5-Vermutung }

In jeder endlichen geordneten Menge, die keine Kette ist, existieren Elemente p
und g mit

%SP(qu)S

WIN

APPROBATIO Die %-%—Vermut—ung lasst sich fiir geordnete Mengen mit einem
nichttrivialen Automorphismus beweisen. Sonst ist sie bisher unbewiesen. Wir
fithren hier den Bewetis fiir eine geordnete Menge (P, <) mit einem nichttrivialen
Automorphismus und nehmen dafiir an, dass die %—%—Vermutung fiir (P, <) nicht
gelte (modus ponens). Wir definieren auf P eine weitere Relation [<]auf P vermoge

pElg:ePlp<q > %

Weil die %—%—Vermutung nach Voraussetzung nicht gilt, ist dies genau dann der Fall,
wenn P(p < q) > $ ist. Dann ist[<] eine lineare Ordnung, denn:

(REFLEXIV) Wegen P(p < p) = 1> 1 gilt stets p [<] p.

(ANTISYMMETRISCH) Es giltstets P(p < q) +P(q < p) =1fiirp #q.Seip
qund q <] p, dann folgt P(p < q) +P(q9 < p) > % und damit muss p = g sein.

(TRANSITIV) Seien p [<] ¢ und g [<] r. Dann enthalten mehr als % aller linea-
ren Erweiterungen von < das Paar (p,q) und ebenso enthalten mehr als % aller

linearen Erweiterungen das Paar (g, r). Demzufolge miissen in mindestens % aller
linearen Erweiterungen beide Paare (p, q) und (g,7) vorkommen, und in diesen
Erweiterungen miissen wegen Transitivitit auch (p, ) enthalten. Es folgt p [<] .
(LINEAR) Weil stets P(p < q) +P(gq < p) = 1 fiir p # ¢ gilt, muss wenigstens
einer der beiden Ordnungswahrscheinlichkeiten grofier als % sein, d.h. es gilt p [<| g
oder p [>] g fur alle p,q € P.
Weil [<] vollstindig durch < bestimmt ist, muss jeder Automorphismus von (P, <)
auch ein Automorphismus von (P,[<]) sein. Weil (P, [<]) eine Kette ist, kann sie nur
den trivialen Automorphismus, die Identitdt, haben. (Daher heifien Ketten auch

STARR.) Demnach kann dann (P, <) auch nur die Identitét als Automorphismus ha-

ben. Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt die %-%-Vermutung

fiir geordnete Mengen mit einem nichttrivialen Automorphismus. Ein allgemeines
Gegenbeispiel zur %-%-Vermutung kann also keinen nichttrivialen Automorphismus

haben.
Theorema: xyz-Vermutung|

Es gilt fiir alle Elemente x, y, z einer geordneten Menge (P, <)
Plx<y) <P(x<yl|x<2).

APPROBATIO Dies wurde 1984 von SHEPP mit der FKG-Ungleichung bewiesen.

1.11 Triadische Ordnungen
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1 Ordnungen

Definitio: Triordnung, Triset
Eine TRIGEORDNETE MENGE oder kurz TRISET ist eine relationale Struktur
(T, <1, 52, S3) bestehend aus einer Menge T sowie drei Quasiordnungen <q, S

~lr 52
und <3 auf T, sodass fiir {i, j, k} = {1,2,3} stets

SiNS; € Rk (Antiordinalitit)

gilt und fiir die zugehérigen drei Aquivalenzen ~; := <; N >; miti € {1,2,3}
stets

~i N~ N~ =idr (Tridquivalenz)

fiir {i,j,k} = {1,2,3) gilt.

Um eine gewisse Analogie zu den geordneten Mengen herzustellen, kann jede
geordnete Menge (P, <) auch als relationale Struktur bzw. bigeordnete Menge
(P, <1, S2) mit $q:= < und S := > betrachtet werden. Es gilt dann natiirlich
- Z]‘ fir {7,j} = {1,2}, und auBerdem gilt auch ~1 = ~y = ~ N~y =idp
wegen der Antisymmetrie. Es stellt sich nun die Frage, ob es fiir trigeordnete Men-
gen auch gentigt, den Durchschnitt von lediglich zwei Aquivalenzen zu bilden um
die Identitdt auf P zu erhalten. Dies beantwortet das folgende Lemma.
Lemma
Fiir jede trigeordnete Menge (T, <1, <p, S3) gilt fiir {7, j, k} = {1,2,3} sogar
~iep = =idr.
Demnach sind die Relationen <j; := ;N <; Ordnungen auf T.

APPROBATIO Aus der Definition erhalten wir ~; N ~; C ~ und damit folgt sofort
Definitio: i-Filter, i-dicht

Sei T = (T, <1, S0, S3) eine trigeordnete Menge. Jeder Ordnungsfilter F von
(T, <i) heifit auch i-FILTER, d.h. aus f € Fund f <; t folgt dann stets € F. Die
Menge aller i-Filter symbolisieren wir mit F;(T). Fiir jedes Element x € T ist
dessen i-PRIMFILTER definiert als

= {teT|x <t}
Eine Teilmenge D C F;(T) heifit -DICHT in T, wenn jeder i-Primfilter von T als
Durchschnitt von i-Filtern aus D darstellbar ist.

Lemma

(1) Jeder i-Filter ist eine Vereinigung von i-Primfiltern. Insbesondere ist zu jeder
Teilmenge X C T ist der kleinste X umfassende i-Filter gegeben durch

X Ti— <
X xgxx {tET xglxle t}.
(1) F;(T) ist abgeschlossen gegen beliebige Durchschnitte.

(1) F;(T) ist i-dicht in T.
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1.11 Triadische Ordnungen

APPROBATIO (1) Offensichtlich ist 1;X ein i-Filter. (Transitivitit beachten!) Daher
lasst sich jeder i-Filter auch als Vereinigung von i-Primfiltern darstellen.
(11) Fiir eine beliebige Menge von i-Filtern { F; };c 7 ist stets F := ;1 F; ein i-Filter,
dennaus f € Fund f <; t folgtnattirlich f € F; furalle t € T, also liegt ¢ in allen F;.
(111) Weil jeder i-Primfilter ein i-Filter ist, muss F;(T) bereits alle i-Primfilter
enthalten.
Eine obere Schranke u einer Teilmenge X einer geordneten Menge (P, <) ist ein Ele-
ment von P, sodass u > x fiir alle x € X gilt. Entsprechend sind untere Schranken
definiert. Es gibt fiir (bi)geordnete Mengen also zwei Arten von Schranken; dies wird
nun wie folgt zu drei Schrankentypen in trigeordneten Mengen verallgemeinert.

Sei (T, <1, S0, Sa) eine trigeordnete Menge und {7, j, k} = {1,2,3}. Fiir zwei Teil-
mengen X, Y C T heifit ein Element s € T ik-SCHRANKE von (X, Y), falls gelten:
(1) Vyexx Si 5
(1) Vyeyy Sk s
Eine ik-Schranke ! von (X, Y) heifit ik-LIMES von (X, Y), falls
fiir alle ik-Schranken s von (X, Y) gilt. Die Menge aller ik-Schranken von (X, Y')
symbolisieren wir mit X fffi Y und die Menge aller ik-Limites mit X fff; Y, es
gelten also

kaY:{seT V x<jsund V y§ks} = XNy
xeX yeY

V s5 z} =XV = (X“mYTk)ﬁ.

dX i Y=<IleXY
un mk { < Z/TT\k SEXm‘kY

Lemma

Fir {i,j,k} = {1,2,3} und X, Y C T gelten:
(1) Die ik-Schranken von (X, Y) sind genau die ki-Schranken von (Y, X), d.h.
XY =Yl X.
(11) Die ik-Limites von (X, Y) sind genau die ki-Limites von (Y, X), d.h.
XY =YX
(111) Zwei ik-Limites von (X, Y) sind stets j-dquivalent, d.h.
(X il Y) > (X e Y) S ~;.

In der Sprache der bigeordneten Mengen entsprechen die oberen Schranken also
genau den 1-Schranken und die unteren Schranken genau den 2-Schranken. Wei-
terhin gibt es in geordneten Mengen kleinste obere Schranken und dual grofite
untere Schranken. Ein Element u ist genau dann die kleinste obere Schranke einer
Teilmenge X, falls u eine obere Schranke von X ist, die kleiner allen oberen Schran-
ken von X ist; fiir bigeordnete Mengen ist eine kleinste obere Schranke # von X
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1 Ordnungen

also eine 1-Schranke, d.h. Vyex x <1 1, und es gilt x <, u fiir alle 1-Schranken von
X, folglich ein 1-Limes. Dual sind grofite untere Schranken genau die 2-Limites.
Nun wissen wir bereits dass kleinste obere (Suprema) bzw. grofite untere Schranken
(Infima) in geordneten Mengen stets eindeutig sind, falls sie existieren; analog gilt
dies nach dem folgenden Lemma auch fiir trigeordnete Mengen.

Lemma: ik-Supremum |
Sei (T, <1, 52, Sa) eine trigeordnete Menge, {7,j,k} = {1,2,3} und X,Y C T.
Dann gibt es hochstens einen ik-Limes v € X ifffi, Y, sodass eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

(1) v <i I fur alle ik-Limites I € X i Y, oder dquivalent

(1) I <;ofiir alle ik-Limites ] € X #ffi Y
Ein solches Element heifit ik-SUPREMUM von (X,Y) und wird mit X ), Y
symbolisiert. Es gilt

T

Xi\/kY@ {UEXﬁTTkY‘ \ USkl} = (X M Y)ﬁz ((XTiﬂYTk)Tj)

leXitY

_ i
= . <. o\ —(x: i _ i~y k)
{veXmTkY l@ymzwv} (X #% Y) <(X ny ) ) .

Wir schreiben x € X, falls X = {x} gilt.

APPROBATIO (1) Seien v und w zwei ik-Suprema von (X, Y) nach der ersten
Bedingung. Weil beide Elemente ik-Limites (und damit auch ik-Schranken) von
(X,Y) sind, folgt zunéchst

v Sjwund o 2; w,also v ~; w.
Weil beide Elemente ik-Suprema sind, folgt auch

v <pwund v 2 w,also v ~j w.
Schliefilich erhalten wir die Gleichheit von v und w wegen ~; N ~; = idp.

(1)< (11) Seien nun v ein ik-Supremum von (X, Y) nach (1) und w ein ik-Supremum
nach (11). Dann gilt insbesondere v <; w nach (I) (und trial v <; w nach (11)).
Weiterhin sind v und w als ik-Limites von (X, Y) natiirlich j-4quivalent, also gilt ins-
besondere v <; w. Mit der antiordinalen Bedingung folgt w <; v (und trial w S ).
Also sind v und w auch i-dquivalent (bzw. trial k-dquivalent), und daher gleich.

Die Suprema in geordneten Mengen entsprechen genau den 1-Suprema, bzw. analog
entsprechen die Infima genau den 2-Suprema.
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2 Verbande

Kapiteliibersicht
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Definitio: Verband, vollstindiger Verband
Eine halbgeordnete Menge IL = (L, <y ) heist VERBAND, falls fiir alle x, iy € L
das Supremum \/j {x, v} und das Infimum Ay {x, y} existiert.

Eine halbgeordnete Menge IL = (L, <p.) heifst VOLLSTANDIGER VERBAND, falls
fiir alle Teilmengen X C L das Supremum \/. X und das Infimum A\ X existiert.

Fiir einen vollstindigen Verband gentigt es, die Existenz beliebiger Suprema zu
fordern. Die Infima erhilt man dann via

AL X=V lvel|vxeX:y <y x}.
Analog ist es auch moglich, nur die Existenz beliebiger Infima vorrauszusetzen.
Man nennt einen Verband nach obiger Definition auch VERBANDSGEORDNETE
MENGE.
Exemplum: Potenzmengenverband
Als Beispiel soll uns der sogenannte POTENZMENGENVERBAND dienen. Wir haben
eine Menge A gegeben und dazu die Potenzmenge 24 = {X | X C A}, die
Ordnung sei die Teilmengenrelation C. Dann bildet (ZA, C) einen Verband.
Das liegt daran, dass zu zwei Elementen X, Y € 24 stets ein Supremum, X UY
und ein Infimum X N'Y existieren. Diese beiden Mengen liegen selbstverstandlich
auch in 24. Das Supremum ist dabei die kleinste Menge, die beide enthilt, das
Infimum die grofite Menge, die von beiden enthalten wird. Stellen wir das in einem
Ordnungsdiagramm fiir A = {1,2,3} dar:

A
{12} {2,3}

{1} {3}
@
Wir erkennen tiberdies, dass (24, C) sogar ein vollstandiger Verband ist. Supremum
ist hier die Vereinigung |J, Infimum der Schnitt (.

Definitio: Verband
Ein VERBAND ist eine Algebra (L, Vi, Ar) vom Typ (2,2), die den folgenden
Gleichungen gentigt:
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2 Verbiande

(L1) xVpy=yVpx (Kommutativitit)
XALY=YALX

(L2) x Vi (yVeLz) = (x VL y) VL z (Assoziativitit)
XAL (Y ALz) = (xALy) ALz

(L3) xVpx=x (Idempotenz)
XALX =X
(L4) xVL (xALy) =x (Absorption)

X AL (xVpy) =x
Man liest Ausdriicke der Form x Vi, y = z bzw. x A, y = z meist als ,,x verbun-
den y gleich z* bzw. ,,x geschnitten y gleich z”.
Ein BESCHRANKTER VERBAND (oder ein VERBAND MIT 0 UND 1) ist eine Algebra
(L, Ve, AL,Op, 1) vom Typ (2,2,0,0), sodass (L, Vi, Ar) ein Verband ist, und
zusétzlich folgende Gleichungen gelten:
(L5) xvp1p =1,

x A, Op, =0,
1y, ist das grofSte Element und Oy, das kleinste Element des Verbandes. Ein Verband
heifst DISTRIBUTIYV, falls die folgenden Distributivgesetze erfiillt sind:
(L6) xApL (yVirz) = (xArLy) VL (x AL z) (Distributivitit)

x Ve (WAL z) = (x VL y) AL (x VI z)
Man kann iibrigens mit Hilfe der Gleichungen (L1) bis (L4) zeigen, dass die beiden
Distributivgesetze dquivalent sind, sodass man nur eine der beiden Gleichungen
zu fordern braucht.

g
Corollarium

Mit dem Absorptionsgesetz erkennt man die Giiltigkeit der Aquivalenz

XNLY=Y < XALYy =x.
Insbesondere ergibt sich nun fiir einen beschrankten Verband
XALlp=x und xVpOp=ux,
das neutrale Element der einen Verkniipfung ist also absorbierendes Element der
anderen und umgekehrt.

Beide Verbandsdefinitionen sind dquivalent. Sei (L, V., Ar) ein Verband nach der
zweiten Definition, dann lasst sich auf L eine Halbordnung definieren vermoge
x<py &= xXALy=x
und (L, <p ) ist dann ein Verband nach der ersten Definition. Sei umgekehrt (L, <)

ein Verband nach der ersten Definition, dann ist mit

xvey =\ {vy} wd xALy = A {xy}
auch (L, Vv, /\]L) ein Verband nach der zweiten Definition. Diese Ubergéinge sind
invers zueinander, dh. fiihrt man zwei solche Ubergénge hintereinander aus, erst
in der einen Richtung, dann in der anderen, so erhdlt man wieder die Ausgangs-
struktur.
Jeder nichtleere endliche Verband ist vollstindig, denn es gibt nur endlich viele
Teilmengen der Grundmenge und durch entsprechende endliche geschachtelte
Anwendung des \/| - bzw. des A -Operators ldsst sich dann jeder Menge ein
Supremum und Infimum zuordnen, d.h.

\/ILX = \/]L{xl,. cXnt = \/]L{xl,\/l{xz,\/l{...,\/]L{xn,l,xn}...}}}.
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Jeder vollstandige Verband IL ist beschrankt mit
o=V, @=A\,L und 1=/ 0=\ L

Definitio: Dualitatsprinzip
IstIL = (L, <r) ein (vollstindiger) Verband, so auch IL?. Zu einer verbandstheo-
retischen Aussage A tiber einen Verband I, die aufler Variablen, Konstanten und
logischen Operatoren nur die Zeichen <y, Ar, Vi, Ar, VL, O, 11 enthlt, erhalt
man die duale Aussage A° indem man in A alle Vorkommen dieser Zeichen
durch die dualen Zeichen >, Vi, Ar, Vi, AL, 1L, O ersetzt. Eine verbandstheo-
retische Aussage A iiber einen Verband IL gilt genau dann, wenn .A° in IL.? gilt.

Definitio: Atom, Coato
Ist IL ein vollstiandiger Verband, so heifSen die oberen Nachbarn von Oy, ATOME
und dual die unteren Nachbarn von 1y, COATOME.

Definitio: supremum-/infimum-(ir-)reduzibel
SeilL = (L, <p) ein vollstindiger Verband, und betrachte fiir x € L

= A yellx<vy}

xo:=\/ {yeLly<yax}
x heifst INFIMUM-REDUZIBEL (/\j -REDUZIBEL), falls x* = x, sonst INFIMUM-
IRREDUZIBEL (A -IRREDUZIBEL). x heifft SUPREMUM-REDUZIBEL (\/y -REDUZIBEL)
falls x,. = x, sonst SUPREMUM-IRREDUZIBEL (\/ -IRREDUZIBEL).

Betrachtet man zu einem Element x eines vollstindigen Verbands IL alle echt grofSe-
ren Elemente und bildet das Infimum von diesen, so kommt man auf x selber, wenn
x A\p-reduzibel ist. x 16t sich dann als Infimum anderer Elemente darstellen oder ist
das globale Supremum 1y . Ist dagegen x Ay -irreduzibel, so ergibt die beschriebene
Infimumbildung ein Element x* # x und dieses x* ist der einzige obere Nachbar
von x. Dual ist x, der einzige untere Nachbar fiir ein \/y -irreduzibles Element x.
Im Ordnungsdiagramm endlicher Verbéande treten also die Verzweigungen nach
oben genau an den /\j -reduziblen und nach unten genau an den \/y -reduziblen
Elementen auf. Zwei Ausnahmen stellen hier die beiden Elemente 1 und Oy, dar:
1y, ist immer Ay -reduzibel, hat aber nattirlich keine Verzweigung nach oben und
dual ist Oy, immer \/j -reduzibel, hat aber keine Verzweigungen nach unten.

Sei L = (L,<p) ein vollstindiger Verband. Eine Teilmenge X C L heifit
SUPREMUM-DICHT (Vy -DICHT) in LL, falls jedes Element von L als Supremum
einer Teilmenge von X dargestellt werden kann, d.h. falls fiiralley € L

y=\ {xeXx<py}
gilt. Analog heifst X INFIMUM-DICHT (A -DICHT) in IL, falls fiir alle y € L gilt
y=/\ {xeX]y<pxh

31



2 Verbiande

Exemplum
Aufgabe H1: Die 0-Unterverbénde bilden ein Hiillensystem, also auch einen Ver-
band. Geben Sie zu dem mittleren und dem rechten Diagramm aus Aufgabe 2 einen
Verband an, so dass die dargestellten Verbande zum Verband der 0-Unterverbande
isomorph sind - oder geben Sie an, warum ein solcher Verband nicht existieren kann.
Mit anderen Worten: Finden Sie einen Verband V = (V, <), so dass der Verband
der 0-Unterverbidnde von V (wird auch mit SubgV = (SubyV, C) bezeichnet)
durch das mittlere (bzw. rechte) Diagramm aus Aufgabe 2 dargestellt werden kann
- oder begriinden Sie, warum das Diagramm nicht einen 0-Unterverbands-Verband
darstellen kann.
Als erstes machen wir uns klar, dass beide Diagramme aus Aufgabe 2 endlich
sind, also SubyV endlich ist. Demnach muss auch V endlich sein und damit ist V
vollstandig. Ein vollstindiger Verband V = (V, <) ist stets beschrankt, d.h. hat ein
kleinstes Element 0 - es gilt 0 = \/ @ = A V - und ein grofites Element 1 - namlich
1=ANDO=VV.

(1) Wir betrachten den Verband V = (V, <), der durch folgendes Ordnungs-
diagramm definiert ist:

0
Nun bilden wir den 0-Unterverbands-Verband von V:
SubyV = {0,0x, 0y, 0z, 01, 0xy, 0xz, 0x1,0y1, 0z1, 0xy1, 0xz1, Oxyz1}

Schliefilich lasst sich der Verband SubyV = (SubyV, C) durch das mittlere Dia-
gramm aus Aufgabe 2 darstellen:
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Fiir die 0-Unterverbande wurden zur besseren Lesbarkeit die Kommas und Men-
genklammern weggelassen.

(I1) Zum rechten Diagramm aus Aufgabe 2 existiert kein Verband, dessen 0-
Unterverbands-Verband diese Struktur hat. Das sieht man folgendermafien: An der
Struktur der Wurzel ( := kleinstes Element mit den Atomen) erkennt man, dass es
mindestens 5 Elemente in dem gesuchten Verband V = (V,<) geben muss. Zwei
dieser Elemente sind bereits eindeutig festgelegt, ndmlich 0 und 1. Weiter ist noch zu
beachten, dass der 0-Unterverband 01 stets ein Atom darstellt. Fiir die Wurzel gibt es
nun (bis auf Spiegelung oder Permutation der Variablen x, y, z) zwei Moglichkeiten:

0 0

Beide Varianten fiihren auf einen Widerspruch, denn in jedem Falle sind auch
die Mengen 0x1,0y1,0z1 0-Unterverbénde von V, daher miissen diese auch im
Diagramm an einer geeigneten Stelle erscheinen. In der linken Variante sind jedoch
0x1 und Oy1 nicht eintragbar, in der rechten passt 0x1 nicht.
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Definitio: Verbandsideal, Verbandsfilter

1

2 Verbiande

Sei (V, <) ein Verband. Ein VERBANDSIDEAL ist ein V-abgeschlossenes Ordnungs-
ideal. Dual ist ein VERBANDSFILTER ein A-abgeschlossener Ordnungsfilter.

Definitio: volldistributiv, modular

(1) Ein vollsténdiger Verband (V, <) heifit VOLLDISTRIBUTIV, falls fiir beliebige

Indexmengen S, T # @
AVosi= V vsgs
seSteT ¢: S—TseS
gilt.
(11) Ein Verband (V, <) heifft MODULAR, falls
x<z=xV({yAz)=(xVy Az
fur alle x,y,z € V gilt.

Lemma

Sei (P, <) eine geordnete Menge und X, Y C P Teilmengen, deren Infima und
Suprema existieren. Dann gelten:

(1) Veex N X <x<VX

(1) Vpepp < ANX = peX

() Vpep VX <pepeX

(V) VXS AY & Viexx <y

yeY

(V) XCY= AY < AX&VX<VY

(v1) Falls P ein Verband ist, dann gelten A(XUY) = AXAAY und V(XU
Y)=VXVVY

Corollarium

Bttt
Sei X eine Teilmenge einer geordneten Menge (P, <), die ein Infimum A X besitzt.
Ein Element x € P, welches eine untere Schranke von X ist und sogar in X enthal-
ten ist, stimmt mit dem Infimum A X tiberein, d.h. x € X N X impliziert x = A X.
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2.1 Hiillensysteme

Definitio: Verbandshomomorphismus

Eine Abbildung ¢: P — Q zwischen vollstindigen Verbanden (P, <p) und
(Q, <) heifit

\/-ERHALTEND , falls ¢ \/ X =\ ¢X fiir alle X C P gilt.
A-ERHALTEND |, falls p A X = A\ ¢X fiir alle X C P gilt.

VOLLSTANDIGER VERBANDSHOMOMORPHISMUS , falls ¢ sowohl \/- als auch
/\-erhaltend ist.

VOLLSTANDIGER VERBANDS(MONO/EPI/ISO)MORPHISMUS , falls ¢ ein (in-
/sur-/bijektiver) Verbandshomomorphismus ist.

Lemma

Sei ¢p: V — W eine Abbildung zwischen vollstindigen Verbanden. Dann gelten:

(I) Wenn ¢ \/-erhaltend ist, dann ist ¢ ordnungserhaltend. Falls ¢ zusatzlich
injektiv ist, dann ist ¢ ein Ordnungsmonomorphismus. Dual, wenn ¢ /\-erhaltend
ist.

(1) Wenn ¢ ein Ordnungsisomorphismus ist, so ist ¢ auch ein Verbandsisomor-
phismus.

APPROBATIO (1) Esgilt
XSyexVy=y=¢xVoy=¢(xVy) =y < ¢x < ¢y.

Wenn ¢ injektiv ist, dann ist die Implikation in der Mitte eine Aquivalenz.

(11) Sei X C V. Firalle x € X gilt x < \/ X. Folglich ist ¢px < ¢ \/ X und damit
gilt schonmal \/ ¢X < ¢ \/ X. Weil ¢ surjektiv ist, gibt es einv € V mit \/ pX = ¢v.
Weiter ist dann ¢x < ¢o fiir alle x € X, d.h. x < v, also \V X < v. SchlieSlich
erhalten wir ¢ \/ X < ¢v = \/ ¢ X, also ist ¢ \/-erhaltend. Dual ist ¢ A\-erhaltend.

2.1 Hiillensysteme
Definitio: Hiillensystem

Sei (P, <) eine geordnete Menge. Ein HULLENSYSTEM in (P, <) ist eine Teilmenge
H C P, sodass fiir jedes Element p € P die Menge {h € H | p < h} ein kleinstes
Element besitzt. Die Elemente von H heifsen HULLEN.

Definitio: Hiillenoperator

Sei (P, <) eine geordnete Menge. Ein HULLENOPERATOR in (P, <) ist eine ord-
nungserhaltende, extensive und idempotente Selbstabbildung von (P, <). Ein
Element p € P heifst ABGESCHLOSSEN oder HULLE beztiglich eines Hiillenope-
rators ¢: P — P, wenn es ein Fixpunkt von ¢ ist, also falls ¢p = p gilt. Die
Menge aller abgeschlossenen Elemente in P beziiglich ¢ symbolisieren wir mit

={peP|pp=rp}
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2 Verbiande

Lemma

Eine Selbstabbildung einer geordneten Menge (P, <) ist genau dann ein Hiillen-
operator, wenn

p<¢p < ¢p <¢p’

fir alle p, p’ € P gilt.

APPROBATIO (=) Sei ¢ ein Hiillenoperator in (P, <). Aus p < ¢p’ folgt wegen
der Monotonie und Idempotenz ¢pp < ¢pp’ = ¢p’. Umgekehrt gilt fiir pp < ¢pp’
wegen der Extensitivitit sofort p < ¢pp < ¢pp’.

(<) Sei nun ¢ eine Abbildung mit p < ¢p’ < ¢p < ¢p' fiiralle p,p’ € P.
Dann ist ¢ extensiv, denn aus ¢p < ¢p folgt p < ¢pp. Weiter ist ¢ idempotent, denn
aus ¢p < ¢p folgt ppp < ¢p und wegen der Extensitivitdt muss auch ¢pp < ppp
gelten, also insgesamt ¢p¢p = ¢pp. SchliefSlich ist ¢ auch ordnungserhaltend, denn
fiir p < p/ folgt p < p’ < ¢p’ und damit pp < ¢pp’.

Lemma

Sei ¢ ein Hiillenoperator in einer geordneten Menge (P, <).
(1) Esgilt Py = ¢P.
(11) Falls (P, <) ein groBtes Element T besitzt, dann ist es stets eine Hiille und
damit insbesondere in ¢ P enthalten.

(111) Alle maximalen Elemente von (P, <) sind abgeschlossen.

APPROBATIO  (I) Sei p € Py, dann ist ¢pp = p und es folgt sofort p € ¢P.
Sei umgekehrt p € ¢P, d.h. es gibt ein p’ € P mit p = ¢p’ und damit folgt
¢op = ¢ppp’ = pp’ = p,alsoist p € Py.

(11) Wegen der Extensitivitat gilt T < ¢ T. Weil jedoch T das grofite Element ist,
muss auch ¢ T < T gelten. Folglichist T = T abgeschlossen.

(111) Sei p € P ein maximales Element, d.h. aus p < p’ folgt stets p = p’. Mit
Extensitivitat erhalten wir p < ¢p und damit p = ¢p.

Lemma

Sei ¢ ein Hiillenoperator in einem vollstindigen Verband (P, <).
(1) Furalle p € P gilt

op=N\TpneP)= A q
q=p
q=¢q

(11) (¢P, <) ist ein vollstandiger Verband und es gelten

/\¢pXZ/\pX und \/¢PXZ¢\/PX
fiir alle X C ¢P.

APPROBATIO (1) Firalle p’ €1 p N ¢P folgt mit der Monotonie ¢pp < ¢p’ = p/,
also ist ¢p eine untere Schranke von 1 p N ¢P, d.h. p < A 1 p N pP. Wegen der
Extensitivitét gilt p < ¢p und damitist pp €t pN PP, dh.esistpp > A T pN PP
und damit ist ¢p sogar die grofSte untere Schranke.
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2.1 Hiillensysteme

(1)
Theorema: Hauptsatz iiber Hiillensysteme und Hiillenoperatoren ——————
Sei (P, <) eine geordnete Menge.

(1) Die Menge aller Hiillenoperatoren HO(P, <) versehen mit der punktweisen
Ordnung ¢ < ¢ :< Vyep ¢p < p bildet einen Verband. Dual bildet auch die
Menge aller Hiillensysteme HS(P, <) versehen mit der inversen Teilmengeninklu-
sionsordnung O einen Verband.

(11) Die Abbildung

HO(P, <) — HS(P, <)
¢ P
ist ein Ordnungsisomorphismus zwischen den Verbianden und
HS(P, <) - HO(P, <)
P—P

Hes ¢y: p=> N\ k
heH
h=p

ist der zugehorige inverse Ordnungsisomorphismus.

Es sei A eine Menge. Eine Teilmenge # der Potenzmenge 2/ heifit HULLENSYS-
TEM auf A, falls folgendes gilt:

(HS1) AeH

(HS2) N Y € H fiir jede nichtleere Teilmenge YV C H

Die Elemente H € H werden HULLEN genannt. Oft schreibt man ein Hiil-
lensystem auch als ein Paar (A, ), um die Grundmenge hervorzuheben. Die
Eigenschaft (HS2) wird oft als SCHNITTSTABILITAT bzw. [|-STABILITAT bezeichnet.

Definitio: Hiillenoperator

Es sei A eine Menge. Eine Abbildung

h: 24 — 24
heifst HULLENOPERATOR auf A, falls fiir alle Teilmengen X, Y C A folgendes gilt:
(HO1) X Ch(X) (Extensitit)
(HO2) XCY = h(X)C h(Y) (Monotonie) Man nennt die Mengen der
(HO3) h(h(X)) = h(X) (Idempotenz)
Form h(X) ABGESCHLOSSEN beziiglich h oder kurz /-ABGESCHLOSSEN und
sagt, dass h(X) von X ERZEUGT ist.

Corollarium

Mit der Extensitit folgt A C h(A) C A, d.h.
h(A)=A
und die Grundmenge ist bereits Hiille ihrerselbst.
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2 Verbiande

Theorema

Es sei A eine Menge. Eine Abbildung /: 24 — 24 ist genau dann ein Hiillenope-
rator auf A, falls fiir alle Teilmengen X, Y C A gilt:

X Ch(Y) & h(X) Ch(Y)

APPROBATIO Seien X,Y C A.

(=) (=) XCh(Y) B nx) () B hx) Chy)
(<) W(X) Ch(y) "8 x cn(y)
(«) (HOD) h(X) Ch(X) = X Ch(X)
(HO2) X CY Ch(Y) = h(X) Ch(Y)

(HOB) h(X) C h(h(X)) A [h(X) C h(X) = h(h(X)) C h(X)]
= h(h(X)) = h(X)
Lemma

Fiir einen Hiillenoperator & auf A und alle Teilmengen X, Y C A gelten
h(XNY) Ch(X)Nh(Y)
und

h(h(X) NH(Y)) = h(X) N h(Y).

APPROBATIO Es gilt XNY C X und mit der Monotonie folgt /(X NY) C h(X),
analog haben wir 1(X NY) C h(Y) und damit insgesamt
h(XNY) Ch(X)Nh(Y).

Daraus folgt

h(X)Nh(Y) € h(h(X)Nh(Y)) C h(h(X)) Nh(h(Y)) = h(X) Nh(Y).
Insbesondere gilt also fiir einen Hiillenoperator & auf A und alle /-abgeschlossenen
Teilmengen X,Y C A

h(XNY)=XNY.
Theorema: Hauptsatz iiber Hiillensysteme und Hiillenoperatoren ——————
(1) Es sei H ein Hiillensystem auf A. Fiir alle X C A sei
hy(X):=({HeH|H2X},

d.h. jeder Menge X C A wird damit die kleinste Hiille aus H zugeordnet, die
X enthalt.

Dann ist /13, ein Hiillenoperator auf A, und die abgeschlossenen Mengen von f3
sind genau die Hiillen von H. Wir nennen h; den Hiillenoperator zu H.

(11) Sei umgekehrt /i ein Hiillenoperator auf A. Dann ist
Hy = {h(X) [ X C A}
ein Hiillensystem auf A, und die Hiillen von Hy, sind genau die abgeschlossenen
Mengen von h. Wir nennen H;, das Hiillensystem zu .
(111) Fiir jedes Hiillensystem H auf A gilt

M) =T
und fiir jeden Hiillenoperator /1 auf A gilt
hia,) =h
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2.1 Hiillensysteme

Die Abbildungen
H — hy
Hh <~ h

sind also Bijektionen zwischen der Menge der Hiillensysteme auf A und der
Menge der Hiillenoperatoren auf A.

APPROBATIO (1) Nach Satz 25 ist die Aquivalenz
X Chy(Y) < hy(X) C hy
zu zeigen. Die Richtung (<«=) folgt sogleich aus X C hy
Zum Beweis der anderen Richtung (=) sei X C hy(Y), dann gilt
{HEH|HDOX}D{HeH| HDhy(Y)}
—_————

= HDY

Y)

—

und damit
(WHEH|H2X}C({{HeH|HDYY,
dh.
h(X) C hyy(Y).
(11) Nach Korollar 24 gilt 1(A) = A und damit A € H;,. Die Schnittstabilitt des

zugeordneten Hiillensystems folgt durch wiederholte Anwendung des Lemma 26.

(111) Einerseits folgt mit der (-Stabilitdt von Hiillensystemen
Andererseits gilt fiir alle X C A
e, (X) = ({R(Y) | Y € A K(Y) 2 X}
= h(X)
d.h. h(X) ist die kleinste Hiille, die X enthilt, denn angenommen es existierte ein
Z C Amit X C h(Z) C h(X), dann gélte h(Z) = h(X). Damit ist also
h(Hh) = I’l

hyy

Theorema

Es sei h ein Hiillenoperator auf A und Hj, das zugeordnete Hiillensystem. Dann
ist (Hy, V, A) ein vollstandiger Verband mit

N h(4A)) = N h(A;))

j€] jel

und

\ 1(A;) = h({J A)).

i€l i€l

APPROBATIO Sei Y C Hj, und H € H,,. Es gelten
\VY=H & VH e ;yXeY: XCHCH

& H=hJY)
sowie
ANY=H & VH e {;yXe€Y: XDHDOH

& H=).
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2 Verbiande

Theorema

Sei M eine beliebige Menge. Mit §)5; bezeichnen wir die Menge aller Hiillen-
systeme auf M. Dann ist $)); ein Hiillensystem auf 2M. Weiter gibt es zu jedem
Mengensystem ) auf M ein kleinstes Hiillensystem #y, das ) enthilt.

APPROBATIO Zu zeigen ist zum einen, dass die Grundmenge 2M in $) enthalten
ist und zum anderen, dass fiir jede Teilmenge von $)s auch deren Schnitt in §,
enthalten ist, d.h.

(1) 2M €

() XCHM = NX € Hm
Nun ist $s die Menge aller Hiillensysteme auf M - um also zu zeigen dass ein
Mengensystem ) auf M in §) s enthalten, miissen wir zeigen, dass die Grundmenge
M in Y enthalten ist und dass fiir jede Teilmenge von ) auch deren Schnitt in Y/
enthalten ist, d.h.

1 Me)y

(m zcy =Nze)y
Damit ist also (I) sofort klar, denn die Potenzmenge 2M ist ein Mengensystem auf
M (sogar das grofite) und enthélt alle Teilmengen von M, also insbesondere M
selbst (d.h. (i) gilt) und auch beliebige Schnitte von Teilmengen von M (d.h. (ii) gilt).
Zum Beweis von (I) sei X C £, d.h. alle Y € X sind Hiillensysteme auf M.
Insbesondere sind also alle ) € X Mengensysteme auf M, also ist auch deren Schnitt
N X ein Mengensystem auf M. Nun folgt mit (i), dass alle J € X die Grundmenge
M enthalten, also liegt M auch im Schnitt " X, d.h. (i) gilt fiir N X. Weiter folgt mit
(ii), dass alle Y € X beliebige Schnitte von Teilmengen ihrerselbst enthalten, d.h.

VYeX:(ZCY = NZe)).
Es folgt zunéchst
ZCNX = VVeX:NZec),
und damit also
ZCNX = NZeNX

d.h. es gilt (ii) fiir () X und schliefSlich ist () X ein Hiillensystem auf M, also in $j,
enthalten.
Es lasst sich nun mit dem Hauptsatz tiber Hiillensysteme und Hiillenoperatoren
folgern, dass zum obigen Hiillensystem )); genau ein Hiillenoperator existiert,

der jedem Element aus 2@2"), dh. jeder Teilmenge von 2M, d.h. jedem Mengen-
system auf M, genau das kleinste Hiillensystem auf M zuordnet, welches dieses
Mengensystem enthélt. Der zugeordnete Hiillenoperator ist
By, 22" = gy € 2%
YV=Hy ={HeHm|HDV}
Exemplum
Sei M = {1,2,3,4,5}. Wir suchen zu folgendem Mengensystem ) auf M das
kleinste Hiillensystem Hy auf M, das ) enthilt:
Y ={{4},{1,2},{2,5},{4,5},{1,3,4},{2,3,4} }
Y lasst sich beziiglich der Teilmengeninklusion C als Ordnungsdiagramm so dar-
stellen:
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2.2 GALOIS-Verbindungen

{1,3,4¥2,3,4}

{1,2}{2,5}{4,5}
o o

{4}

Wir kénnen das Hiillensystem #y auf M finden, indem wir alle ) enthaltenden
Hiillensysteme auf M suchen und diese dann schneiden. Dies ist jedoch ziemlich
aufwendig. Einfacher ist es in diesem Falle, direkt aus dem Mengensystem das
zugehorige kleinste Hiillensystem zu konstruieren. Dies geschieht, indem wir im
ersten Schritt die Grundmenge M hinzufiigen und im zweiten Schritt alle mog-
lichen Schnitte von (beliebig vielen) Mengen aus dem Mengensystem bilden und
die dabei entstehenden noch nicht im Mengensystem vorkommenden Mengen
hinzufiigen. Der zweite Schritt ist solange zu wiederholen, bis keine zusétzlichen
Mengen mehr entstehen. Da die betrachtete Grundmenge M endlich ist, muss die-
ses Verfahren terminieren. Nach Konstruktion ist das entstehende Mengensystem
dann das kleinste Hiillensystem, welches ) enthilt.

Die hinzuzufiigenden Mengen sind hier M, @, {1}, {2}, {5}, {3,4}, das gesuchte
Hiillensystem Hy ist also

Hy =Y U{M,{1},{2}, {5}, {3,4}}
={@,{1}, {2}, {4}, {5}, {1,2},{2,5},{3,4}, {4,5},{1,3,4},{2,3,4}, M}.

Dieses Hiillensystem lésst sich durch folgendes Ordnungsdiagramm darstellen,
dabei wurden die Beschriftungen reduziert, indem die Elemente von M jeweils
an den ersten Punkt geschrieben werden, an dem sie das erste Mal auftauchen,
wenn wir von der Wurzel aus nach oben traversieren. Jeder Punkt ® im Diagramm
steht fiir ein Element des Hiillensystems, d.h. fiir eine Teilmenge von M und diese
enthélt jeweils diejenigen Elemente von M, die an darunterliegenden Punkten
stehen und iiber fallende Kanten bzw. Kantenwege mit ® verbunden sind.

2.2 GALOIS-Verbindungen
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2 Verbiande

Seien (P, <) und (Q, <) geordnete Mengen. Eine ADJUNKTION zwischen (P, <)
und (Q, <) ist ein Paar (¢, ) von ordnungserhaltenden Abbildungen ¢: P — Q
und ¢: Q — P, sodass ¢ o ¢ extensiv und ¢ o ¢ intensiv ist. Die Abbildungen ¢
und 1 heiflen auch ADJUNGIERT zueinander, ¢ heifft RESIDUIERT und ¢ RESIDUAL.
Eine ADJUNKTION zwischen Mengen M und N ist eine Adjunktion zwischen
den Potenzmengenverbinden (pM, C) und (pN, C).

Lemma

Seien (P, <) und (Q, <) geordnete Mengen. Ein Paar (¢, ) von Abbildungen
¢: P — Qund ¢: Q — P ist genau dann eine Adjunktion zwischen (P, <) und
(Q, <), wenn

P<yq=¢p=gq
firalle p € Pund g € Q gilt.

APPROBATIO (=) Sei (¢, ) eine Adjunktion zwischen (P, <) und (Q, <). Fiir
p < g folgt pp < Ppypq < q. Umgekehrt folgt fiir pp < g sofort p < Ppp < 9g.

(<=) Umgekehrt sei (¢, 1) ein Paar von Abbildungen ¢: P — Qund ¢: Q — P
mitp < g & ¢p < qfurallep € Pund q € Q. Fir p € P gilt wegen
¢p < ¢p =: gstets p < Ppp, d.h. P o ¢ ist extensiv. Damit ist ¢ ordnungserhaltend,
denn aus p < p’ folgt p < p¢p’ und damit ¢pp < ¢p'. Dual folgt, dass ¢ o ¢
intensiv und damit ¢ auch ordnungserhaltend ist.

Lemma

Fiir jede Adjunktion (¢, ) giltpopop =¢pund podpop = .

APPROBATIO Sei p € P. Dann gilt zundchst p < 1p¢p wegen der Extensitivitat und
mit der Ordnungserhaltung folgt ¢pp < ¢ip¢p. Auflerdem gilt wegen ppp < pdp

stets pPpp < ¢p. Insgesamt istalso popodp = ¢. Fiir pop o ¢p = ¢ dual.

Corollarium

Sei (¢, ) eine Adjunktion.
(I) 9 o ¢ ist ein Hiillenoperator in P und dual ist ¢ o ¢ ein Kernoperator in Q.
(11) Fur die zugehorigen Hiillensysteme gilt P = ¢Q und dual ¢pypQ = ¢pP.
(111) Die Abbildung

;. PQ = ¢P
g Pyg
ist ein Ordnungsisomorphismus zwischen den Hiillensystemen und
PP = 9Q
Cpp i Pop

ist der entsprechende inverse Ordnungsisomorphismus.
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Lemma

Eine Abbildung zwischen geordneten Mengen ist genau dann residuiert, wenn
das Urbild eines Primideals stets wieder ein Primideal ist. Die zugehérige re-
siduale Abbildung ist eindeutig. Dual ist eine Abbildung genau dann residual,
wenn Urbilder von Primfiltern stets wieder Primfilter ergeben; die entsprechende
residuierte Abbildung ist eindeutig.

APPROBATIO (=) Sei¢: P — Q residuiert, dann gibt es eine residuale Abbil-
dung 1: Q — P und beide sind adjungiert zueinander. Fiir alle g € Q gilt dann

<P1M={p6P 3 q’=¢ﬁ}
q'<q

={pePlop<q}
={pcPlp<yq}
=1 ¥q.
Dual fiir residuale Abbildungen.
(«<=) Sei¢: P — Q eine Abbildung, deren Urbilder von Primidealen wieder

Primideale sind. Fiir alle g € Q gibt es also ein (g € Pmit ¢! | g =] 1pg. Damit
erhalten wir eine Abbildung

Q—P
v:og\etlg=\/p

Pr=q

und es gilt

p<prepe¢tlgegp<q

Dual fiir Abbildungen, deren Urbilder von Primfiltern stets Primfilter sind.

(3!) Sei ¢ residuiert und ¢y, ¢» zwei entsprechende residuale Abbildungen.
Dann gilt

P<P1gePp<qep<ing

furalle p € Pund q € Q. Insbesondere fiir p := 14 folgt Y1 < g, und mit
p = g ergibt sich analog y»q < ;4. Also stimmen die beiden Residualen 1p; und
1 tiberein. Dual sind auch Residuierte eindeutig durch ihre Residuale bestimmt.

Lemma

Eine Abbildung zwischen vollstindigen Verbanden ist genau dann residuiert,
wenn sie \/-treu ist. Dual ist eine solche Abbildung genau dann residual, wenn
sie A\-treu ist.

APPROBATIO Sei ¢p: P — Q eine Abbildung zwischen vollstindigen Verbanden.
(=) Sei ¢ residuiert. Dann gilt

oV X<qge\/X<yq
s Y x < Pq

xeX
& V px<g

xeX
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= \¢X<q
und fiirg € {¢pV X,V ¢X} folgt p V X = \/ ¢pX.
(<) Sei ¢ \/-treu. Zunichst ist ¢ ordnungserhaltend, denn sei p < p/, dann folgt
pVp' = p und weiter pp V pp’ = ¢(pV p') = ¢pp’, also pp < ¢p’. Nun setzen wir
Q—P
P og \/ p.
Pp=q
¢ ist auch ordnungserhaltend, denn sei g < ¢/, dann folgt {p € P |¢pp < q} C
{pePlpp <4} also Vypey P < Vgp<y p- Die Komposition ¢ o ¢ ist extensiv,
denn
por =\ v =p
Pr'<¢p
und ¢ o ¢ ist intensiv, denn

ppa=¢ \/ p=\ opr<q

Pr=q Pr=q

Definitio: GALOIS-Verbindung

Seien (P, <) und (Q, <) geordnete Mengen. Eine GALOIS-VERBINDUNG zwischen
(P, <) und (Q, <) ist eine Adjunktion zwischen (P, <) und (Q, >).

Theorema: Hauptsatz iiber GALOIS-Verbindungen und binire Relationen ———

Fiir jede binire Relation I zwischen G und M ist eine GALOIS-Verbindung (¢, 1)
zwischen G und M gegeben durch

PG — pM oM — oG

und ¢y: .
Y ol L.~
geAg m} B— B {geG‘m\ZBglm}

Umgekehrt ist fiir eine GALOIS-Verbindung (¢, i) zwischen G und M
Ligy) = {(&m) € GXxM|g € p{m}} = {(gm) € Gx M|m € p{g}}

eine binére Relation zwischen G und M. Diese Zuordnungen sind invers zuein-
ander, d.h. es gelten

1y = ¢ und r, =9 und I ) = L.

Definitio: GALOIS-(Quasi-)Ordnung

Seien A, B Mengen und (P, <) eine (quasi-)geordnete Menge mit A U B = P. Ein
Quadrupel

or: Ar—>AI:={m€M

(P,<,A,B)
heifst GALOIS-(QUASI-)ORDNUNG, falls fiir alle a1,a, € A
m<a & VbeB: (i <b= a1 <D)
sowie furalleb € B,p € P
b<p e VacA:(a<b= a<p)




2.2 GALOIS-Verbindungen

| gelten. |

The first section defines a general structure called galois connection and shows a
way to obtain a lattice from an arbitrary galois connection. Furthermore a general
possibility to modify a galois connection by arbitrary kernel operators is introduced.
A GALOIS connection is a special correspondence between two ordered sets. GALOIS
connections generalize the GALOIS theory by EVARISTE GALOIS (France, 1811 —
1832), that investigate correspondences between subgroups and subfields. GALOIS
connections are rather weak compared to dual order isomorphisms, but every
GALOIS connection induces a dual order isomorphism of certain kernel systems
within the involved ordered sets.

A GALOIS CONNECTION between two ordered sets (P, <) and (Q, <) is a pair
(¢, 1) of mappings ¢: P — Q and ¢: Q — P such that the following conditions
hold:

(I) ¢ and 1 are antimonotonic’
(1) ¢ o ¢ and ¢ o ¥ are extensive’
The two mappings are called DUALLY ADJOINT to each other and we write
(@)
(P/ S) o—e (Q/ S)
A GALOIS CONNECTION between two arbitrary sets X and Y is a galois connection

(¢, 1) between the two powersets pX and pY canonically ordered by subset
inclusion C, i.e.

()
(pX,C) o—eo (pY,C).

%i.e. p1 < pp implies ¢pp; > ¢p, for all py, p» € P, and analogously for i
Yie. p < p¢p holds for all p € P, and analogously for ¢ o ¢

A pair (¢, ) of mappings as above is a galois connection iff

P=¥q<=q=¢p
holds forallp € Pand g € Q.
For any galois connection (¢, 1) itholds that popop = pand popop = ¢.
GALOIS connections are in a strong correspondence to closure operators. Each
closure operator ¢ in an ordered set (P, <) induces a galois connection (P, <

(9id)
) «—e (P, >). Dually each galois connection (¢, {) between two ordered sets (P, <)

and (Q, <) induces two closure operators § o P and ¢ o .
Exemplum

(1) For abinary relation I C G x M or for a formal context (G, M, I) respectively
we get a galois connection (¢, 1) between (pG, C) and (pM, C) with
PG — pM

or: AHAI:—{meM

g\EVIA glm}
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2 Verbiande

oM — pG

vr BHBI::{gGG

I
m\ZB 8 m}
Please have a look on the ?? 22.2? for further details.

(1) For a pattern structure (G, (D, M), ) a galois connection (¢, 15) between
(G, C) and (D, C) is obtained by

G — D
P A AT =[16A=[]0dg
gcA
D — pG

Yob g dD . fgeGldC og)

Both mappings are obviously antimonotonic” and their compositions are extensive”.

“For object sets A7 C A, C G we can easily see that AD [16A1 31042 = AZD, as 0A1 C 5A;
holds. For patterns d; T da we have df = {g € G\dl Cdogt D {g€G|dh Cog} = dy, as
d, C g always implies d; C 0g.

YFor each object set A C G it follows that A C {g € G |[]6A C dg}, as []6A C &g holds for all
objects g € A. For each pattern d € D it trivially holds thatd T [0 {g € G |d T 08} = [ys, 98-

There are various other examples for galois connections, that occur in many ma-
thematical fields. From each galois connection an ordered set or even a complete
lattice can be found within the cartesian product of the basic sets.

Theorema: GALOIS Lattice |
Let (¢, 1) be a galois connection between two posets (P, <) and (Q, <). Define
(G(¢,¢), <) with

G(@.9) ={(p.q) € Px Q[ ¢p=q,4q = p}
and (p1,q1) < (p2,92) iff p1 < po. Then (G(¢, ), <) is a poset. If further (P, <)

and (Q, <) are complete lattices, then (G(¢, ¢), <) is a complete lattice and the
infima and suprema are given by

INGED) (/\ pu gy \/ b]t)

teT teT teT
V (pear) = (#’4’ A %)
teT teT  teT
Theorema
For a galois connection (P, <) (Q, ), a kernel operator (projection) & on
(P, <) and another kernel operator (projection) 8 on (Q, <) it holds:
(Bopaoyp)

(1) A new galois connection (aP, <) e—e (BQ, <) is obtained.
(11) Furthermore, there is an order-preserving epimorphism of G(¢,1) on
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2.3 Vollstandige Triverbinde

G(Bod,aop)givenby
| G@) » G(Bop.aoy)
- (p9) = (ap, ppap)
(111) Dually, there is another order-preserving epimorphism of G(¢, ) on G( o
¢, 0 1p) given by
. G9.9) » G(Bog.aop)
 (p) = (appg, py)

(@, 9)

(P, <) e—e (Q,<)

’ p
wr S o e o <)

APPROBATIO (I) Let p € aP,ie.ap = p,and g € BQ, ie. B = . From
p < atpq follows p < g as « is intensive. Since (¢, 1) is a galois connection, this
implies g < ¢p. Further it follows g = Bg < B¢p because  is monotone. The other
way round follows dually.

(11) At first we show that the images of ¢ are really elements of G(B o ¢, x 0 ).
Solet (p,q) € G(¢,¢), thenu(p, ) = (ap, ppap) € G(B o ¢ a0 P) holds as

apppap = apppapg = apg = ap.
Now we show that ¢ preserves order. For (p1,41), (p2,92) € G(¢, ) we have
(r1,m) < (p2,92)
=>p1 < P2
=ap; < apy
= (ap1, Bpap1) < (ap2, Ppapz)
=1(p1,q1) < Up2,q2)-
For an element (p,q) € G(B o ¢, a 0 ) we have obviously (g, ppq) € G(¢, ¢) and
(g, ¢yq) = (apq, Bpapq) = (p, Bpp) = (p,9),
and thus ¢ is an epimorphism.
(111) analogously.

2.3 Vollstindige Triverbande
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2 Verbiande

Eine trigeordnete Menge (L, <1, S2, S3) heifst VOLLSTANDIGER TRIVERBAND,
falls fiir jede beliebige Richtungsauswahl {i, j, k} = {1,2,3} und alle Teilmengen
X,Y C L stets das ik-Supremum X )\ Y existiert. Wenn X oder Y einelementig
ist, dann werden die Mengenklammern gern weggelassen.

Theorema: Idempotenz der ik-Suprema |

Sei (T, <1, <o, <3) ein Triset. Dann gilt die Idempotenz

V=t
{i,jk} v{1 23} teT Vi £

Wenn umgekehrt (T, <1, Sp, S3) eine relationale Struktur mit drei Quasiordnun-
gen ist, die die obige )\j-Idempotenz erfiillt, dann ist (T, <1, <p, S3) bereits ein
Triset.

APPROBATIO (=) Sei {i,j,k} = {1,2,3} eine beliebige Richtungswahl und
t € T ein beliebiges Element. Dann ist ¢ bereits der einzige ik-Limes von ({t}, {t}):
Sei ndmlich [ € ¢ ffy t ein ik-Limes, dann ist [ auch eine ik-Schranke, d.h. es gelten
t <l sowie t S 1, und zudem ist I j-groBer als alle ik-Schranken, d.h. insbesondere
gilt Sj 1. Mit der Antiordinalitit ist I auch 1,2,3-kleiner als ¢, d.h. [ und t sind

1,2,3-dquivalent, also nach der Tridquivalenz gleich. Es folgt (¢ fffi t)Tj = {t} und
=\ T
damit t € ((t M)V ) wie behauptet.

(«+=) Fir die Riickrichtung sind die Antiordinalitdt und die Tridquivalenz zu
zeigen.

(ANTIORDINALITAT) Sei {i,j,k} = {1,2,3} eine beliebige Richtungswahl
und sei f i,k-kleiner als u. Dann ist u zunéchst eine ik-Schranke von ({t}, {t}).
Auflerdem gilt t = t \k t nach Voraussetzung, d.h. insbesondere ist ¢ ein ik-Limes
von ({t}, {t}) und somit folgt ¢ =>; u

(TRIAQUIVALENZ) Sei {i,j,k} = {1,2,3} eine beliebige Richtungswahl und
seien t und u 1,2,3-dquivalent. Dann folgt sofort t =t M\ t = u M u = u.

In vollstindigen geordneten Mengen (bzw. in vollstindigen Verbanden) (L, <) gibt
es zwei ausgezeichnete Elemente, ndmlich das grofite Element T = \/ L = A® =\
L =\h® und das kleinste Element . = AL=VQ@ =\LL =\ @

Jeder vollstandige Triverband (L, <1, So, S3) ist beschrankt durch die drei ausge-
zeichneten Elemente

J—i =L /\/k L
J_] =L i\/k L
und L =L\, L
Lemma

Die drei Elemente |; = L \i L fur {i,j,k} = {1,2,3}
(1) sind eindeutig bestimmt durch die Eigenschaft
V1<

xeL J N]
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2.3 Vollstandige Triverbinde

es gilt also J_]- e LY, und
(1) sind eindeutig bestimmt durch die Eigenschaft
V x SiLjund x S L,

dh.esgilt L; €L L, und

(111) sind eindeutig charakterisiert durch 1 ; & (L' )T , auferdem gilt (LTZ)T =
(LTk ) i ,und

(1v) sind zusétzlich wie folgt darstellbar:

Li=LML=L\i L=\ L=O ML=\ Q=2 )\ ®

APPROBATIO (1) Sei 0; ein weiteres Element von L, welches j-kleiner als alle Ele-
mente von L ist. Dann folgt zundchst 0; ~; L ;. Weiterhin ist L ; nach der Definition
des ik-Supremum sowohl i-grofler als auch k-grofier als alle Elemente von L, d.h.
insbesondere gilt 0; <; L (und trial 0; <y L)). Mit 0; ~; L; und der Antiordinalitit
folgt L; <y 0; (und trial L; <; 0)). Insgesamt sind also 0; und L auch k-dquivalent
(und trial i-dquivalent), und mit der Tridquivalenz folgt die Gleichheit der beiden
Elemente.

(11) Nach () gilt 1; € LY und wegen

L-rhiLe (@) cimrcry
folgtbereits L € L i L = L1 L
(111) Das j-kleinste Element L ; ist ein i-grofites Element von L, d.h. es gilt 1; € Lt
Folglich ist (L) T J_]Tk, und weil 1 ebenfalls k-grofer als alle Elemente von L

ist muss J_]Tk = L' und damit (LTi)Tk C L gelten. Nun folgt

€ (LTi)Tk = (LTi)Tk nLct*nii =L L= 1,

also 1; € (LTI) wie behauptet. Trial folgt auch L; € (LT ) , beispielsweise
emfach durch Vertauschen von i und k.
(1v) Mit (11) erhalten wir zunédchst L )\ L = L {\}; L. Mit (111) gelten weiterhin

N Le ((@mi L)“‘)T LTI) )Tj — (1=,

(
1 =
und @ \k L€ (™) ) = {1}V 1,

und@k\/]®@

(@
und<z>\/,®@<(<z>m]®)T>l: L") s 1,
(esor)
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B SchliefSlich stimmen alle angegebenen Trisuprema tiberein.

Theorema: Rechengesetze fiir ik-Suprema |

IDEMPOTENZ

LIMITIERTHEIT

ANTIORDINALITAT

SEPARATION

ABSORPTION

ANk B= {A Y2
ASSOZIATIVITAT

={aM>D

Sei (T, <1, 52, S3) ein vollstandiger Triverband. Dann gelten fiir jede beliebige
Richtungswahl {i,j,k} = {7,j,k'} = {1,2,3} miti # 7, j # j/ und k # k' sowie
fiir beliebige Elemente t € T bzw. Teilmengen A, B,C,D C T:

t:tl‘\/kf.

ANiB= {A Vi BB\ A} N {A M B}
- {A e B} N {B VA A N B}

A\/kB_{A\/k (AUC) M }]\/]/{Ai\/kB}

= {AMB AN (BUC)} Ny {4 N B}
{A\/k } {Auc Vi B A N }
{aNeB} N {A M (BUC), 4N B}

(AUB) \C= {Ai\/k C, B\ C} M C
ANk (BUC) = A Mk {A Ve B A M C}

B} Vi B
= A Nk {A M B}

(AUBUC) M\ D = {(AUB) Mk D,C Nk D} Mk D

(BUC) \k D }-\/kD

D Nk (AUBUC) =D \k {Di\/k (AUB),D \k c}
=D \k {Di\/k A,D \k (BUC)}
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2.3 Vollstandige Triverbinde

KOMMUTATIVITAT

Ai\/szBk\/j{Bk\/iA}
:{Bk\/l-A}]\/kB

BESCHRANKTHEIT

{A,(AUB)Z-\/kC}Z-\/Z-/D:{AUB Vi C }\/ D
D, i{A,(AUB)Z-\/kC} D\ {AuB oy }
{acNi(auB} Ny D={C\: (AUB)} Ny D
D\ {Ack\/ AUB}:Di, i{Ck\/Z-(AUB)}

(Bie99), (Vou03)

APPROBATIO Es werden stets nur die ersten Gleichungen gezeigt, die weiteren
folgen dann jeweils analog.

IDEMPOTENZ gilt bereits nach Theorema: Idempotenz der ik-Suprema 2.45.
LIMITIERTHEIT Natiirlich gilt X M Y ~; Y }\; X, denn beide Elemente sind

insbesondere ik-Limites von (X, Y) und damit j-dquivalent. Damit und mit der
Idempotenz folgt

{X M VY /i X} N {X M Y} = {X M Y} N {X Ay Y} =X MY
ANTIORDINALITAT Es gentigt zu zeigen, dass (X UY) M Z < X Vi Z gilt,

denn dann folgt {X M Y, (XUY) M Z}7 = {X M Z}V und zusammen mit der
Idempotenz ergibt sich analog wie im Limitiertheits-Beweis

{X \/k XUY \/k } ]\/k {Xi\/k Z} = {Xi\/k Y} ]\/k {Xi\/k Y} = Xi\/k Y
Warum gilt (XUY) M Z Sj X MV Z? Kanonisch gilt
(XUY) Nk Z e (xuY)linzh =xTnytnztk  x17 0z,
dh. (XUY)  Z ist insbesondere auch eine ik-Schranke von (X, Z). Weiterhin
ist X Vi Z ein ik-Limes von (X, Z) und damit j-groSer als alle ik-Schranken, d.h.
XM ZZj (XUY) M Z
SEPARATION Wirsetzen t:= (XUY) Vi Zund u :={X M Z,Y Mc Z} Mk Z

Es ist nun zu zeigen, dass t und u gleich sind. Der Beweis wird in drei Schritte
unterteilt:

(1) u ist eine ik-Schranke von (X U Y, Z).
(1) u istein ik-Limes von (X UY, Z).
(111) u ist das ik-Supremum von (XU Y, Z).

Weil ein ik-Supremum stets eindeutig bestimmt ist, muss dann ¢ = u sein. Beginnen
wir also mit dem ersten Schritt.
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(ik-SCHRANKE) Es gilt
i

U= {X YA z} MeZedXMZY N Zy Nz C(xuy)linzt
| IS ) S
exti eyt
und damit ist u eine ik-Schranke von (X UY, Z).

(ik-LIMES) u ist genau dann ein ik-Limes von (X UY, Z), wenn u j-grofer als
alle ik-Schranken von (X U'Y, Z) ist. Sei also s eine solche ik-Schranke, dann ist s ins-
besondere auch eine ik-Schranke sowohl von (X, Z) als auch von (Y, Z). Demnach
gilts < X M Zsowies 5 Y Vg Z, also sind X Mg Zund Y )\ Z jk-Schranken
von (s, Z). Folglich gilt nun fiir das jk-Supremum s \\j Z

XNk ZSis Nk Zund Y N Z Sios \k Z,
alsoist s \k Z eine ik-Schranke von ({X M Z,Y M Z}, Z). Weil u insbesondere
ein ik-Limes von ({X Nk Z,Y Nk Z},Z) ist, muss s Mg Z < u gelten. Schliefilich
folgt also
S 5] Sj\/k Z 5] u, d.h.s 5] u.
Das zeigt, dass u ein ik-Limes von (X UY, Z) ist.

(ik-SUPREMUM) u ist genau dann das ik-Supremum von (XUY,Z), wenn u
i-groBer (oder trial k-kleiner) als alle ik-Limites von (X UY, Z) ist. Sei dazu I ein
solcher ik-Limes. Natiirlich ist / dann auch eine ik-Schranke sowohl von (X, Z)
als auch von (Y, Z), dh.es gelten I 5; X Mg Zund ! ;Y i Z. Demnach sind
X Nk Zund Y M\ Z jk-Schranken von (I, Z), und es folgt

Xi\/kZSJil]\/kZunin\/kZgil]\/kZ.
Anders gesagt ist dann [ )\ Z eine ik-Schranke von ({X M Z,Y M Z}, Z). Wei-
terhin ergibt sich nun, dass I )}, Z ein ik-Limes ist: Sei ndmlich s eine ik-Schranke
von {X M Z,Y Nk Z},Z), dann ist s auch eine ik-Schranke von (X UY, Z), und
nach Wahl von I muss
S 5] l S j l i\/k Z

gelten. Alsoist ! \/ Z j-grofer als alle ik-Schranken, d.h. ein ik-Limes. Weil u das
ik-Supremum von ({X Nk Z,Y Nk Z}, Z) ist, muss u i-groBer (bzw. trial k-kleiner)
als alle ik-Limites sein, also folgt insbesondere I \} Z <; u. Weiterhin ist / eine
jk-Schranke von (I, Z) und damit folgt

1< l]\/k Z,insgesamt also | <; l]-\/k Z < u.

Schlieflich ist u i-grofer als alle ik-Limites von (X UY,Z), muss also das ik-
Supremum ¢ sein.

ABSORPTION Mit der Separation folgt

XMeY=XUX) \MeY = {Xi\/k Y, X \k Y} Ne Y = {Xi\/k Y} N Y.

ASSOZIATIVITAT Mit der Separation folgt
{(AUB) Vi D,C V D} ViD= (AUBUC) Vi D = {A Vi D, (BUC) Nk D} Vi D.
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KOMMUTATIVITAT Setze t := X N Y und u := Y }\; {Y Vi X}. Der Beweis ist
analog zum Separations-Beweis in drei Teilschritte gegliedert: Es wird gezeigt, dass
u zuerst eine ik-Schranke, dann ein ik-Limes und schliefSlich das 7k-Supremum von
(X,Y) ist.

(1€ X i Y) Zunichstist Y 4\ X eine kj-Schranke von (Y, Y 4V; X), also folgt

YV XS YV {Yk\/l-X} — .

Demnach ist Y ;\; X eine ik-Schranke von (X,Y) und es gilt u <; t sowie
WS Y M X

(u € X {ffi Y) Weil u nach Definition eine kj-Schranke von (Y, Y \; X) ist, muss
auchu Z; Y Vi X gelten, d.h. u ~; Y g\ X. Nun ist u bereits eine ki-Schranke von
(Y, X) und wegen u ~; Y j\; X auch j-grofer als alle ki-Schranken von (Y, X), d.h.
u ist ein ki-Limes von (Y, X), also auch ein ik-Limes von (X, Y).

(1= X\ Y) Seilein ik-Limes von (X, Y), dann folgt I ~; X \ Y, also auch
l e {Xi\/kY} M Ybzw. I € ij {Yk\/z X},dhlgl kaj {Yk\/, X} = uund
damitu:Xl-\/kY— .

BESCHRANKTHEIT Zunidchst gilt natiirlicha <; (AUB) )\ C furallea € A.
Also folgt

{aauB) Nic}' = {(auB) \ic)

Demnach muss natiirlich auch

{4, (auB) i} ity D={(AUB) Nk C} ity D
gelten, also auch fiir die Limites ffffy und schliefSlich auch fiir das Supremum /.

Lemma: Zusammenhang zwischen der Triordnung und den Trisuprema ——

(1) Fiir jeden Vollstandlgen Triverband (T, <1, <o, <3), jede Richtungswahl
{i,j,k}y ={1,2,3} miti # i’ € {1,2,3} und beliebige Elemente t,u € T gelten
die folgenden Aquivalenzen:

t<Siusu={tu} \ru

S u=u\{tu}

(11) Eine Struktur (T,1\k, 1V5, 2V1, 25, 3V1, 3Va ) mit doppelt-beliebigstelligen SU-
PREMUMSOPERATOREN N : 9(T) X o(T) — T ist genau dann trigeordnet, wenn
die sechs Supremumsoperatoren die acht Eigenschaften Idempotenz, Separation,
Absorption, Assoziativitdt, Kommutativitdt, Antiordinalitdt, Limitiertheit und Be-
schranktheit aus Theorema: Rechengesetze fiir ik-Suprema 2.47 erfiillen. Die obigen
Aquivalenzen (aufer die erste) gelten dann auch, und die drei Quasiordnungen
auf T findet man dann vermoge der ersten Aquivalenz.

(Bie99)

APPROBATIO (1) Aust <; u folgt schonmal {t,u}" = {u}" 5 u. Natiirlich gilt
auch {u}"" 5 u. Insgesamt folgt zunzichst u € {t,u} #fy {u}. Weiterhin ist u sogar
ein ii’-Limes von ({t,u}, {u}), denn sei s eine ii’-Schranke von ({t,u},u), dann gilt
u <; s sowie u <y s und die Antiordinalitit liefert s <;» u. SchliefSlich ist # nun das
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ii’-Supremum von ({t,u}, u), denn fiir jeden ii’-Limes | von ({t, u},u) gilt analog
u Sy 1. Wenn umgekehrt u das ii’-Supremum von ({t, u}, u) ist, dann ist u bereits
eine ii’-Schranke und demnach folgt u =>; t. Analog folgt die zweite Aquivalenz.

(11) Dieser Beweis wird hier mangels Zeit nicht gefiihrt. Der geneigte Leser findet
ihn in An equational theory for trilattices von KLAUS BIEDERMANN, erschienen 1999
in der Reihe Algebra Universalis, Ausgabe 42, Seiten 253-268. (Bie99)

Sei (T, <1, 52, S3) eine trigeordnete Menge. Ein Tripel (X7, Xp, X3) von Teilmen-
gen Xj, Xp, X3 C T heifdt SUPREMAL, falls

4 V V x<$s

SGTzE{l 2,3} xeX;

gilt, d.h. falls Ny ; =123y Xi M Xk = Nicgr23) Xl.ﬁ # @ ist. Ein solches Ele-
ment s heifft SUPREMALE SCHRANKE von (X1, Xp, X3). Ein Tripel (x7, x5, x3) von
Elementen x1, x, x3 € T heiflt SUPREMAL, wenn ({x1}, {x2}, {x3}) supremal ist.

Lemma

Sei (L, <1, S, S3) ein vollstandiger Triverband. Ein Teilmengentripel (X7, X, X3)
ist supremal genau dann, wenn jedes enthaltene Elementtripel (x1,%2,x3) €
X1 x X x X3 supremal ist. Insbesondere gilt dann x; <; X; M X fiir alle

i,j,k € {1,2,3} miti # kund x; € X;.

APPROBATIO (=) Sei (X3, Xp, X3) supremal, dann gibt es ein
W W .
se () X'= (N Nx'= N N«
i€{1,2,3} i6{1,2,3} xE€X; (xl,XZ,X3)€X1 XXy x X3 i6{1,2,3}
also sind auch alle Elementtripel (x7,x2,x3) € X7 X X, x X3 supremal.
(«<=) Sei nun umgekehrt jedes Elementtripel (x1,x2,x3) € X7 x X5 X X3 supre-
mal und {7, j,k} = {1,2,3} eine beliebige Richtungswahl.
(i) Fiir jedes Elementtripel (x;, Xj, ) € X; X Xj x Xj gibt es nach Vorausset-
zungein s € xT N xT] N ka und fiir das jk-Supremum von x; und x gilt

X Me 2= {2} Ve {xat € {xj} e {x} = xT’ na*.

1i n ka

Also liegen s und x; Vi xx beide in X; und weil x; \ x; darin ein i-grofites

Element ist, muss s ; xj Mk Xk gelten Auflerdem liegt s in xT und demnach muss
x; auch i-Kleiner als x; \k x; sein. Weil (x;,x Xj, X)) € X; X Xj x X beliebig gewdhlt
werden kann, folgt

X; ]\/k Xi € X;ri
far alle x; € X und Xj € X]
(k) Sei (xj,x) € X; x X; ein beliebiges Elementpaar. Mit (i) erhalten wir
zunéchst x; M x; € XiTi N x].Tj , also folgt

X M xe Sk Xi ;%
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2.3 Vollstandige Triverbinde

Weil x; Vi x¢ natirlich k-grofer als x; ist, gilt sogar xi Sk Xi V; xj. Die Elemente
xj und x; kénnen beliebig gewéhlt werden und folglich gilt
k
X i Xj € XII
fir alle x; € X;.
(j) Sei X € X] Mit (k) und X; i\/j X; - XiTi folgt X; i\/j X € X; M X, und
damit
Xi i\l %j Sj Xi Ve Xee
Schliefilich gilt also x; <; X; M X ftir alle x; € X, d.h.
j i i k
Xi Me Xe € (Xi e Xi0) mX]T] = X' mX]Tf nx.
und damit ist (X, X, X3) supremal.

Lemma

(1) Furallet € Tist (t,t,t) supremal.
(1) Farallet € Tist (t, H2,+3) supremal.

(111) Furalle 1, tp, t3 € T ist (1, tp, t3) supremal genau dann, wenn das TRIIN-
TERVALL

1 2 3
[tl,tz,tg,] = {tET‘fl Sltundfzf_,ztundt:;g:;t}:tI ﬁf; ﬂtg
nicht leer ist.

APPROBATIO  (I) Natiirlich gilt firallet € Tt <1 t,t Sp tund £ S3 ¢, dh
(t,t,t) hat die supremale Schranke ¢.

(11) Firalleu € t¥ miti € {1,2,3} giltu <; t, also hat das Idealtripel (+1, 2, +3)
die supremale Schranke t.

(111) Ersichtlich ist ein Element des Triintervalls [ty, 5, t3] stets eine supremale
Schranke des Tripels (t1, f, t3), und umgekehrt.
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3.1 Formale Kontexte

Oftmals sind uns Tabellen (sogenannte
Kreuztabellen) gegeben, die als Zeilen
eine Menge von Gegenstianden und als
Spalten eine Menge von Merkmalen
(oder auch umgekehrt) haben. In solch
einer Tabelle ist dann ein Kreuz eingetra-
gen, falls ein bestimmter Gegenstand ein
bestimmtes Merkmal hat, oder eben kein
Kreuz, falls ein bestimmter Gegenstand

ein bestimmtes Merkmal nicht hat.

In untenstehender Tabelle hat der Ge-
genstand g das Merkmal 1, dargestellt
durch das Kreuz.

[ | [m]

g X

Die Tabelle als Gesamtheit beschreibt eine Relation zwischen der Gegenstands- und
der Merkmalsmenge, die sogenannte Inzidenzrelation. In der Tabelle ist das Paar
(g, m) ein Element dieser Inzidenzrelation.

Definitio: Formaler Kontext

Ein FORMALER KONTEXT K = (G, M, I) besteht aus einer Menge G von GE-
GENSTANDEN, einer Menge M von MERKMALEN und einer INZIDENZRELATION
I C G x M. Fiir gIm sagen wir, dass der Gegenstand ¢ das Merkmal m HAT. Ein
FORMALER BEGRIFF von K ist ein Paar (A, B) mit A C G und B C M, sodass
Al = B sowie B! = A gilt. A heifit UMFANG und B heift INHALT. Die Menge
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3.1 Formale Kontexte

| aller formalen Begriffe symbolisieren wir mit BIK. |

Corollarium

Fiir einen formalen Kontext (G, M, I), Gegenstandsmengen A, A1, A C G und
Merkmalsmengen B, By, B C M gelten:

(1) Ay C Ay = Al C Alund dual By C B, = B C B!
(1) A C A”und dual B C B!

(1) AT = AT ynd dual B! = B!

(V) ACBl&BCAl& AxBCI

Lemma

Ein formaler Begriff ist eindeutig durch seinen Umfang definiert. Dual ist ein
formaler Begriff eindeutig durch seinen Inhalt definiert.

APPROBATIO Seien (A, B) und (A, B') formale Begriffe. Dann gilt B = Al = B'.

Dual fiir die Inhalte.

Corollarium

Die Menge der Umfinge aller formalen Begriffe eines formalen Kontexts bildet
ein Hiillensystem auf der Menge der Gegenstiande, und die Umfénge sind genau
die Mengen von der Form B! fiir B C M. Dual bildet die Menge der Inhalte ein
Hiillensystem auf den Merkmalen, und die Inhalte sind genau die Mengen der
Form Al fiir A C G. Die beiden Hiillensysteme sind isomorph. Folglich sind die
formalen Begriffe eines Kontexts genau die Paare der Form (B!, B!!) fiir B C M
bzw. genau die Paare der Form (A!l, A!) fir A C G.

Definitio: Gegenstandsbegriff, Merkmalsbegriff

Ein Umfang der Form m! := {m}! heifit MERKMALSUMFANG und ein formaler
Begriff der Form pm := (m!, m') heiit MERKMALSBEGRIFF. Dual heifit ein Inhalt
der Form g := {¢}! GEGENSTANDSINHALT und ein formaler Begriff der Form
vg = (¢',g') GEGENSTANDBEGRIFF.

Corollarium

Bttt
Es gilt
I= U AXB.
(AB)eB(G,M,I)
Lemma

Sei K = (G, M, I) ein Kontext. Dann gelten fiir den komplementdren Kontext
K® = (G, M, }) die folgenden Aussagen:

(1) Bsgilt AT = Ugea ¢! fiir alle Gegenstandsmengen A C G.
(11) Dual gilt B®* = J,,,cg m! fiir alle Merkmalsmengen B C M.
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3 Kontexte

3.1.1 Formale Begriffsverbande
Lemm

| LEmMma |
Seien A; C G fiirt € T, dann gilt

I I

(U At> =) Af und (ﬂ At> o U AL
teT teT teT teT
Analog gilt das auch fiir Merkmalsmengen.

APPROBATIO
I
m e Ay ~ \ Im
<tLEJT ) 8€Uet At J

&V VY gm
teT ge Ay

o Vome Al
teT

eme (A
teT

I
m e Al & ¥ Im
(tg > geﬂtET Af g

< 3V g¢lm
tETgGAt

& dme Al
teT
eme | JA

teT
Co

rollarium
Jeder Umfang ist ein Durchschnitt von Merkmalsumféngen. Dual ist jeder Inhalt
ein Durchschnitt von Gegenstandsinhalten. Es gelten

Al= N g'und B = N m.

geA meB

Definitio: Unterbegriff, Oberbegriff

Ein formaler Begriff (A, B) heifst UNTERBEGRIFF eines formalen Begriffs (C, D),
falls A C C (oder dquivalent B D D) gilt. Entsprechend wird (C, D) dann OBER-
BEGRIFF von (A, B) genannt. Wir schreiben (A, B) < (C, D). Die Relation < heif3t
BEGRIFFLICHE ORDNUNG oder UNTERBEGRIFFSRELATION.

Co

rollarium
Die Gegenstandsmenge G = @ ist der Umfang des grofiten Begriffs (G, G!) =
(@!, @) und dual ist die Merkmalsmenge M = @' der Inhalt des kleinsten
Begriffs (M!, M) = (@', @").
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3.1 Formale Kontexte

Lemma

Fiir alle Gegenstande g und Merkmale m eines formalen Kontexts gilt
glm & yvg < um.

APPROBATIO
glm& g€ m!
& gI O ml!
< (g",g") < (m',m
< g < pm.

H)

Theorema: Hauptsatz iiber formale Begriffsverbinde |

Sei K = (G, M, I) ein formaler Kontext. Die Menge BK aller formalen Begriffe
von K geordnet durch die Unterbegriffsrelation < bildet einen vollstandigen Ver-
band, der auch BEGRIFFSVERBAND genannt wird. Fiir eine Menge von formalen
Begriffen { (A, Bt) }ter ist der grofte gemeinsame Unterbegriff (Infimum) durch

11
/\ (A, By) = (ﬂ At:(U Bt) )
teT teT teT

und dual der kleinste gemeinsame Oberbegriff (Supremum) durch
II
\ (A, B) = (UAt> () Bt
teT teT teT

APPROBATIO  (ORDNUNG) Weil formale Begriffe stets eindeutig durch ihre Um-
fange bestimmt sind und die Teilmengeninklusionsrelation eine Ordnungsrelation
ist, muss auch die Unterbegriffsrelation eine Ordnungsrelation sein, denn sie ist
gerade durch die Teilmengeninklusionsrelation auf den Umféangen definiert.

(VERBAND) Sei {(A¢, Bt) }tet eine Menge von formalen Begriffen. Wegen A; =
Bl furalle t € T gilt

o) (e )

d.h. (A, B) ist von der Form (D!, D) mit D C M und damit ein formaler Begriff.
Weiterhin ist (A, B) ein Unterbegriff von allen (A, By), denn fiir die Umfinge gilt
stets A = ;e At C At Schliellich kann es keinen grofleren Umfang geben, der in
allen Ay enthalten ist (der grofite solche ist ja gerade ;1 At), also ist (A, B) tatsdch-
lich der grofite gemeinsame Unterbegriff der (A, By). Fiir das Supremum dual.

Corollarium

Die Menge der Gegenstandsbegriffe ist \/-dicht und die Menge der Merkmals-
begriffe ist A-dicht im Begriffsverband. Genauer ist jeder formale Begriff das
Supremum seiner Gegenstandsbegriffe und dual das Infimum seiner Merkmals-

gegeben.
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3 Kontexte

begriffe, d.h.
V (s"8") =\ A= (AB)=\uB= A (m',m").
g€eA meB

Demnach ist jeder \/-irreduzible Begriff ein Gegenstandsbegriff und dual ist jeder
N-irreduzible Begriff ein Merkmalsbegriff.

APPROBATIO Wire (A, B) ein \/-irreduzibler Begriff, der kein Gegenstandsbegriff
ist, d.h. es gilt ¢! # B fiir alle g € G, dann ergabe sich der Widerspruch

(AB)> \/ x>\ 1=\ =(ADB).

X<(AB) geA geA
§'#B
Lemma

Sei (G, M, I) ein formaler Kontext und V ein vollstandiger Verband. Dann gibt
es genau dann eine ordnungserhaltende Abbildung ¢: B(G, M, I) — V, wenn
es Abbildungen a: G — V und f: M — V gibt mit

glm = ag < pm.
Fir die Abbildungen « und p gilt
AxBCI=\/aA < \BB.

APPROBATIO (=) Sei¢: B(G, M, I) — V eine ordnungserhaltende Abbildung.
Dann gilt fiir die Abbildungen « := ¢poyund f:=¢popu
glm = vyg < um
= ¢18 < pum
= ag < fm.
(<) Seiena: G = Vund B: M — V Abbildungen mit gIm = ag < pm fiir

alle Gegenstande g € G und alle Merkmale m € M. Dann definieren wir eine
Abbildung

B(G,M,I) -V
(A,B) —\/aA
und diese ist ordnungserhaltend, denn sei (A,B) < (C,D), dann gilt A C C.
Weiter ist dann «A C aC und somit \/aA < V aC. Dual konnte man auch
¢: (A, B) — A BB wihlen.
(Zusatz) Fir A x B C Iist ag < Pm fiir alle Gegenstinde g € A und alle
Merkmale m € B. Es folgt \/ a A < A BB.

Lemma

Ein Begriffsverband B(G, M, I) ist genau dann in einen vollstindigen Verband
(V, <) einbettbar, wenn es Abbildungen a: G — V und f: M — V mit

glm & ag < Bm
gibt. Fiir die Abbildungen « und S gilt
AxBCI«& \/aA < \BB.
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3.1 Formale Kontexte

APPROBATIO (=) Sei ¢p: B(G, M, I) — V die Ordnungseinbettung. Analog
zum vorangegangenem Lemma setzen wir « := ¢ oy und 8 := ¢ o 4 und dann
impliziert gIm bereits g < Bm. Weil ¢ auch ordnungsreflektierend ist, gilt auch
die umgekehrte Implikation.

(<=) Auch hier setzen wir analog zum vorigen Lemma ¢: (4, B) — \/ «A. Dann
ist ¢ bereits ordnungserhaltend. ¢ ist auch ordnungsreflektierend, denn sei (A, B) £
(C,D), dann muss A ¢ C sein und damit gibt es einen Gegenstand § € A mit g ¢
C = D!. Weiter existiert also ein Merkmal # € D, sodass g nicht das Merkmal # hat,
und folglich ag £ Bn gilt. Damit muss \/ «A £ A BD sein, und weil \/ aC < A BD
gilt, muss auch \/ #A £ \/ aC sein. Also ist ¢ auch ordnungsreflektierend.'

(ZUsA1z) Eine Richtung erhalten wir bereits aus dem vorigen Lemma. Wegen
ag <V aA < APB < Pmfiralle g € Aund m € B gilt auch die Umkehrung,.

Theorema

Ein Begriffsverband B(G, M, I ist genau dann isomorph zu einem vollstindigen
Verband V = (V, <), wenn es zwei Abbildungen a: G — Vund p: M — V
gibt, sodass aG \/-dicht und BM A-dicht in V ist sowie

glm & ag < Bm
fiir alle Gegenstinde g und alle Merkmale m gilt. Fiir die Abbildungen « und j

gilt, dass fiir alle formalen Begriffe (A, B) das Supremum \/ « A und das Infimum
A BB tibereinstimmen.

APPROBATIO (=) SeiV = BK vermoge des Verbandsisomorphismus ¢: BK —

V. Insbesondere ist ¢ eine Ordnungseinbettung und damit gilt nach dem vori-
gen Lemma fiir & := ¢ oy und B := ¢ o y bereits die Aquivalenz von gIm und
ag < Bm. Wir wollen nun zeigen, dass aG \/-dicht in V ist. Also miissen wir zeigen,
dass sich jedes Element v € V als Supremum einer Teilmenge von «G darstellen
lasst. Zundchst gibt es einen Begriff (A, B) € BK mit v = ¢(A, B), weil ¢ ein
Isomorphismus zwischen BIK und V ist. Damit ergibt sich

v=¢(A,B)
— (P(AH,AI)

=¢ ( L{‘{g}) , ( UA{g})

=¢ (ﬂgl) Neg

gEA geEA

!Das lasst sich auch direkt beweisen: Seien (A, B) und (C, D) formale Begriffe mit \/ aA < \/aC.
Dann gilt wegen C x D C I auch \V#A < A BD, und das ist dquivalent zu ag < pm (gdw. glm)
firalle g € Aundallem € D.Dasheifit A x D C I,also A C D' = C und damit (4, B) < (C,D).
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gEA geA

) (Ugll) ,mgl

_ (ngm) N g

gEA geA

=¢\/ (g".8"

geA

=V og".¢"
geA
-Vad
CaG

Dual ist auch BM A-dicht in V.

(<) Seien V ein vollstindiger Verband und a: G — V sowie p: M — V
Abbildungen derart, dass gIm genau dann gilt, wenn ag < Bm gilt, und iiber-
dies aG \/-dicht bzw. BM A-dicht in V sind. Es ist nun zu beweisen, dass der
Begriffsverband BIK isomorph zu V ist. Die Abbildung ¢: (A, B) — \/ «A ist nach
dem vorigen Lemma eine Ordnungseinbettung. Weiter zeigen wir, dass ¢ eine
ordnungserhaltende Umkehrfunktion besitzt; diese ist

V—=3BK
"o ({geGlag<v},{me M|v<Bm}).
Zunéchst miissen wir iiberpriifen, ob 1o tiberhaupt ein formaler Begriff ist:

he{geGlag<v} & ah<v= J\ pm

meM
v<pm
& VYV ah < pm
meM
v<pm
& YV him
meM
v<pm

& he{meM|ov<pm!

Also ist einerseits {g € G|ag <v} = {me M|v < pm}!, und andererseits er-
gibt sich mit dualen Argumenten auch {g € G |ag < v}' = {m € M|v < pm}.
Insgesamt ist ¢v also tatsdchlich ein formaler Begriff. ¢ ist ordnungserhaltend wegen
v<w & {ge€Glag<v}C{geGlag<w}
< Yo <yYw
Schlieflich ist ¢ = ¢!, denn wir haben zum einen
pypv=\/a{geGlag<ov}=\/ ag=v,

geG
xg<v
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3.1 Formale Kontexte

denn aG ist \/-dicht; und zum anderen ist

wo(a.8) = ({gGlag< App} {g < Glag < App})
_ <{g€G mZBag<ﬁm},{g€G‘(xg§/\ﬁB}1)
(el el o)

— ( BI , BI I )
= (4,B)
(Zusatz) Fiir alle formalen Begriffe (A, B) gilt \/ YA = (A,B) = AuB und
durch Anwendung des Isomorphismus ¢ erhalten wir \/ «A = A BB.

Corollarium

Insbesondere gilt (V, <) = B(V, V, <) fiir jeden vollstindigen Verband (V, <).

3.1.2 Ordnungsvervollstindigungen

Theorema: DEDEKIND-MACNEILLE-Vervollstindigung |
Sei (P, <) eine geordnete Menge.
(1) Die Abbildung

P B(P,P,<)

e
p— (p1p)

ist eine Ordnungseinbettung der geordneten Menge (P, <) in den vollsténdigen
Verband B (P, P, <). Insbesondere gilt 1 \/ X = \/ (X fiir alle Teilmengen X C P
mit Supremum, und dual ¢ A X = A ¢X fiir alle Teilmengen X C P mit Infimum.
(1) B(P, P, <) ist der kleinste vollstindige Verband, in den (P, <) einbettbar
ist. Genauer gibt es fiir jede Ordnungseinbettung x von P in einen vollstindigen
Verband V auch eine Ordnungseinbettung A von B(P, P, <) in V mitx = Ao ..

APPROBATIO (1) Die formalen Begriffe von (P, P, <) sind genau die Paare der
Form (A, B) mit AS = A = Bund BS = B = A. Damit ist erstmal klar, dass die
Bilder von ! tatséchlich formale Begriffe sind. ¢ ist nattirlich eine Ordnungseinbet-
tung, weil p < g dquivalent zu |p C |g und damit auch zu 1p < 17 ist. Sei nun
noch X C P eine Teilmenge mit Supremum \/ X € P, dann gilt

VX =(1VX1VX) = ( N TP) =V Uptp) = VX

peX peX
und dual fiir Teilmengen mit Infimum.
(1) Seix: P — V eine Ordnungseinbettung, es gilt also p < q < xp < xq. Also
existiert auch eine Ordnungseinbettung A: (A, B) — \/ kA von B(P,P,<)in V.
Damit gilt dann

(Ao (p) = Alp1p) =\ xlp =\ Ixp = xp
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3 Kontexte

furallep € P.

.
Corollarium

Eine geordnete Menge ist genau dann in einen vollstindigen Verband V einbettbar,
wenn ihre Dedekind-MacNeille-Vervollstindigung in V einbettbar ist.

Theorema: BIRKHOFF-Vervollstindigung |
(1) Fiir jede geordnete Menge (P, <) ist B(P, P, #) ein volldistributiver voll-
standiger Verband, in dem die Menge der \/-irreduziblen Element \/-dicht ist und
P —%B(P,P, #)
“p= (pP\Lp)

eine Ordnungseinbettung ist, die die Elemente von P genau auf die \/-irreduziblen
Elemente in B(P, P, #) abbildet.

(1) Ist (V, <) ein volldistributiver vollstindiger Verband, in dem die Menge
J(v,<) aller VV-irreduziblen Elemente \/-dicht ist, dann ist (V, <) isomorph zu

B(Jwv,<) Jw,<) 2)-

APPROBATIO (1) Die formalen Begriffe von B (P, P, \Z) sind genau die Paare
(A, B), sodass A ein Ordnungsideal, B ein Ordnungsfilter und { A, B} eine Partition
in P sind.

(1)

3.1.3 Bereinigung & Reduzierung

Ein Kontext (G, M, I) heif3t

ZEILENBEREINIGT oder GEGENSTANDSBEREINIGT, wenn aus g = h! stets
g = hfolgt.

SPALTENBEREINIGT oder MERKMALSBEREINIGT, wenn aus m! = n! stets
m = n folgt.

BEREINIGT , wenn er zeilen- und spaltenbereinigt ist.
Der Kontext

(G/ker-I ,M/ker~1 ,I/ker-l)

mit G/ker-I = [8]ker A §€G
——

={heG|g'=n}

und M/ker.I = [m]ker ‘I m e M
——

{nEM | ml=n! }
sowie [g]yer ! I/ker 1 [m] o, T 1< gIm heiflt BEREINIGTER Kontext zu (G, M, I).
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3.1 Formale Kontexte

Ein Gegenstand g heifst REDUZIBEL, wenn der zugehorige Gegenstandsbegriff g
\/-reduzibel ist. Dual heifst ein Merkmal m REDUZIBEL, wenn der entsprechende
Merkmalsbegriff ym A\-reduzibel ist. Ein Kontext (G, M, I) heifit

ZEILENREDUZIERT oder GEGENSTANDSREDUZIERT, wenn jeder Gegenstand
irreduzibel ist.

SPALTENREDUZIERT oder MERKMALSREDUZIERT, wenn jedes Merkmal irre-
duzibel ist.

REDUZIERT , wenn er zeilen- und spaltenreduziert ist.
Wir bezeichnen mit G;,, die Menge aller reduziblen Gegenstinde und dual ist My,
die Menge der reduziblen Merkmale. Der Teilkontext (Girr, Mirr, I N Giry X Miyy)
heiflt dann REDUZIERTER Kontext zu (G, M, I).

Lemma

(1) Vollzeilen, d.h. Gegenstinde g mit gl = M, und dual Vollspalten, d.h.
Merkmale m mit m! = G, sind stets reduzibel.
(11) Fiir einen reduziblen Gegenstand g ist v(G \ {g}) V/-dichtin B(G, M, I)
und dual ist fiir ein reduzibles Merkmal m die Menge u(M \ {m}) A-dicht.
(111) Fiir einen reduziblen Gegenstand g gilt B(G, M, I) = B(G\ {g}, M, I)
und dual gilt fiir ein reduzibles Merkmal m stets B(G, M, I) = B(G, M\ {m},I).

APPROBATIO (1) Sei g ein Gegenstand mit g/ = M. Dann ist M = @' ein leerer
Durchschnitt und damit yg = (M!, M) = (@!!,?!) ein leeres Supremum, also
\/-reduzibel. Es gibt dann ndmlich keine Begriffe unterhalb g (bzw. keine echten
Obermengen von M).

(11) Fiir einen reduziblen Gegenstand g ist der zugehorige Gegenstandsbegriff
vg V-reduzibel. Weil vG nach Corollarium 3.14 \/-dicht ist, muss dann auch
(vG) \ {74} V-dicht sein. Wegen (vG) \ {vg} € 7 (G\ {g}) folgt die Dichtheit
vony (G \ {g})-

(1) Es ist stets uM A-dicht und wegen (ii) ist v (G \ {g}) V-dicht. Nach Theo-
rema3.17 ist B(G, M, I) isomorph zu B(G \ {g}, M, I).

3.1.4 Pfeilrelationen

Definitio: Pfeilrelatione

Fiir einen Kontext (G, M, I) definieren wir die drei PFEILRELATIONEN wie folgt:
(1) g/ m:= gtmAYecg! Chl = him
() g /*m:& g‘fm/\VneMmI cnl= gln
() ¢/ " m=g/ mAg /m
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Lemma

Die folgenden Aussagen sind fiir einen bereinigten Kontext (G, M, I) &quivalent:

(0) g/ m
(1) §¥mAV e him
gl chl
() g*mAgh\{g} Cm'!
(1v) m & g' AV ec m € h, dh. ¢! ist maximal unter allen Gegenstandsinhal-
gl Chl

ten, die m nicht enthalten

(V) §¥mAV(ap)<yem € B, dh. g hat nicht das Merkmal 1 und jeder echte
Unterbegriff von g enthélt das Merkmal m

(VD) vg & um AV (ap)<qg(A, B) < pm
(ViD) 78 & pm & (78)« < pm
(vin) yg Apm = (v8)« # 18

APPROBATIO  (I)<=>(11) nach Definition.

()<= (111) Weil (G, M, I) bereinigt ist, existieren keine identischen Zeilen, d.h.
¢! = ! impliziert stets ¢ = h. Auerdem gilt ¢! C h! genau dann, wenn h € g'l.
Insgesamt sind also ¢! C i und h € ¢\ {g} dquivalent.

(M« (1v) gt m gilt genau dann, wenn m ¢ gl . Damit ist (ii) dquivalent mit
m & g AVyegg! € Wl = m € h! und das bedeutet, dass ¢! der grofite Gegen-
standsinhalt ist, der m nicht enthilt.

(1)« (Vv) Fiir einen echten Unterbegriff (A,B) < yg gilt ¢! € B = Al =
Mhea !, also ¢! C h! fiiralle h € A. Demnach gilt him fiiralle h € A, dh.m € AL
Sei umgekehrt ¢ C h!, d.h. yh ist ein echter Unterbegriff von g, dann gilt m € h'
bzw. him.

(V)& (V1) (A,B) < um gilt genau dann, wenn A C m! und das ist 4quivalent
zum € Al = B.

(VI)<(vi1) Nach Definition ist (yg)« das Supremum aller echten Unterbegriffe
von g, d.h.

(19)«= '\ (AB)
(AB)<7g
und nach Lemma2.12 gilt (7). < um genau dann, wenn pm eine obere Schranke
von {(A,B) | (A, B) < g} ist.

(vir)<(vin) Es folgt zundchst (7g)« # g, also ist (7g)« der einzige untere

Nachbar von 7g.

Somit ist (yg)« eine untere Schranke von g und pm. Das Infimum von g und
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um ist die grofite untere Schranke, und wegen der obigen Nachbarschaft muss
das genau (yg)+ sein. In der umgekehrten Richtung folgt sofort (7g)« < pm und
wegen g A pm # g ist yg £ pm.

Theorema

Ein Gegenstand g ist genau dann irreduzibel, wenn es ein Merkmal m mit g,/ m
gibt. Dual ist ein Merkmal m genau dann irreduzibel, wenn es einen Gegenstand

gmitg  m gibt.

APPROBATIO Sei g ein irreduzibler Gegenstand, d.h. der zugehorige Gegenstands-
begriff v ist irreduzibel. Also hat yg genau einen unteren Nachbarn (7yg), ndmlich
das Supremum aller echten Unterbegriffe von yg. Demnach muss (yg). ein Merk-
mal m enthalten, das g nicht hat. Dann haben auch alle echten Unterbegriffe von
g das Merkmal m und mit Lemma 3.26 folgt g .~ m. Die Riickrichtung folgt sofort
aus Lemma 3.26.

3.1.5 Fundiertheit
Definitio: doppelt fundiert

Ein Kontext (G, M, I) heif3t

GEGENSTANDSFUNDIERT , wenn fiir alle g F m ein Gegenstand / mit /1 /" m
und ¢! C h! existiert.

MERKMALSFUNDIERT , wenn fiir alle ¢ ¥ m ein Merkmal n mit ¢ ,* n und
m! - nl existiert.

DOPPELT FUNDIERT , wenn er gegenstands- und merkmalsfundiert ist.

Theorema

(1) Ein Kontext, der weder unendliche Ketten von Gegenstinden mit gl C
g} C ... noch unendliche Ketten von Merkmalen mit m! C m} C ... enthlt, ist
doppelt fundiert.

(11) Jeder endliche Kontext ist doppelt fundiert.
(111) Jeder Begriff eines doppelt fundierten Kontexts ist das Supremum von
\/-irreduziblen Begriffen und dual das Infimum von A-irreduziblen Begriffen.

(1v) Fiir doppelt fundierte Kontexte gilt: Aus g m folgt g,/ n fiir ein n. Aus
g 7 mfolgth /* m fiir ein h.

APPROBATIO (1) Seig € Gund m € M mit g ¥ m. Es ist zu zeigen, dass es ein
ne€ Mmitg / nund m! C n! gibt. Wir geben nun eine Iteration an. Sei g ¥ m;.
Falls nicht g  m; gilt, dann gibt es ein Merkmal ;1 mit mll C mll o dhom; #
mjyq,und g ¥m; 1. Fiir my := m erhalten wir damit eine Kette m{ c ml ..., die
in jedem Falle endlich ist, also gibt es ein n := my mitg ,nundm! C --- C nl.

(11) Deas folgt aus (i), denn in endlichen Kontexten gibt es keine unendlichen

Ketten gl C gl ... oderml cmlcC....
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(111) Sei (A, B) ein Begriff und (C, D) der kleinste gemeinsame Oberbegriff aller
\/-irreduziblen Unterbegriffe von (A, B). Wir zeigen, dass beide tibereinstimmen.
Zunichst ist Klar, dass (A, B) > (C, D) ist. Weil nach Corollarium 3.14 jeder \/-
irreduzible Begriff ein Gegenstandsbegriff ist, folgt

(C, D ) = \/ v8-
g€EA
g irreduzibel
Wiire nun (A, B) ein echter Oberbegriff von (C, D), dann gabe es wegen Al € D
einen Gegenstand ¢ € A und ein Merkmal m € D mit g ¥ m. Weil (G, M, I)
doppelt fundiert ist, existierte ein # € G mit &,/ m und g’ C h!. Wegen g € A
wire auch h € A, und nach Theorema 3.27 wiére h irreduzibel. Demnach miisste
h € C sein und es ergébe sich hIm im Widerspruch zu h ,,* m. Also sind die beiden
Begriffe (A, B) und (C, D) gleich. Es gilt also in doppelt fundierten Kontexten stets
Vo ow=@Ap= N um
geA meB
g irreduzibel m irreduzibel

(1v) Es gelte ¢ / m, also ist ¢ ¥ m und fiir alle h € G mit ¢! C h! folgt him.
Wegen g} m gibt es ein Merkmal n € M mit ¢ nund m! C n!, denn (G, M, I)
ist doppelt fundiert. Es gilt dann auch g n, denn fiir h € G mit ¢! C h! folgt
hIm, und damit auch hln. Insgesamt ist g,/ n.

9
Corollarium

In doppelt fundierten Kontexten gilt: Ein Gegenstand g ist genau dann irreduzibel,
wenn es ein Merkmal m mit g ,/* m gibt. Dual ist ein Merkmal m genau dann
irreduzibel, wenn es einen Gegenstand g mit ¢ ,* m gibt. Wenn der Kontext
reduziert ist, dann gibt es fiir jeden Gegenstand g ein Merkmal m mit g ,/* m und
dual gibt es fiir jedes Merkmal m einen Gegenstand ¢ mit g,/ m.
Corollarium
Fiir einen doppelt fundierten Kontext ist die Menge der \/-irreduziblen (Gegenstand
)Begriffe \/-dicht in B(G, M, I) und dual ist die Menge der A-irreduziblen
(Merkmals-)Begriffe /\-dicht in B(G, M, I). Folglich ist der reduzierte Kontext
(Girry Mirr, I N Gigy X M) dicht in (G, M, I). Der reduzierte Kontext ist natiirlich
pfeilabgeschlossen, also auch vertraglich fiir doppelt fundierte Kontexte. 757
ist dann ein vollstindiger Isomorphismus.

@
1

Fiir jeden Gegenstand ¢ und jede Menge A C gilt

g Al & ¢"'N Gy, € AN Gy
Allgemein gilt wegen Lemma 3.77 (i) stets Al € B & AN Gy € BTN Giyy,
denn (AN Girr)l = Al
Definitio: doppelt fundiert

Ein vollstindiger Verband (V, <) heifSt

\/-FUNDIERT , wenn es fiir x < y stets ein Element s gibt, welches minimal
beziiglich s < yund s £ x ist.

/A\-FUNDIERT , wenn es fiir x < y stets ein Element ¢ gibt, welches maximal
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3.1 Formale Kontexte

beziiglich t > x und t # y ist.
DOPPELT FUNDIERT , wenn er \/- und A-fundiert ist.

Theorema

(1) Jeder (Iaingen-)endliche Verband ist doppelt fundiert.

(1) In einem doppelt fundierten Verband liegen die \/-irreduziblen Elemente
\/-dicht und die A-irreduziblen Elemente A-dicht.

APPROBATIO  (I) Seix < y. Weil der Verband (ldngen-)endlich ist, liegen (auf
jeder Kette) zwischen x und y nur endlich viele Elemente und wir konnen fiir s
einen oberen Nachbarn von x und fiir ¢ einen unteren Nachbarn von y wéhlen.

(m) Seix € Vundy :=V %7<x z. Wére y < x, dann gédbe es wegen der
zedv,<)

Fundiertheit ein Element s € V, das mm]mal beziiglich s < x und s £ y ist. s muss
dann \/-irreduzibel sein, denn sonst wére s ein Supremum von Elementen, die echt
Kleiner als s, also wegen der Minimalitdt auch kleiner gleich y sind, und damit selbst
Kleiner gleich y. Widerspruch! Also folgt x = y.

Theorema

(1) Wenn B(G, M, I) doppelt fundiert ist, dann auch (G, M, I).
(11) Wenn ein vollstindiger Verband (V, <) nicht doppelt fundiert ist, dann
auch nicht der Kontext (V,V, <).

APPROBATIO (1) Sei B(G, M, I) doppelt fundiert sowie g € G und m € M mit
¢ ¥m. Dann gilt yg £ pm und damit yg A um < «yg. Wegen der Fundiertheit gibt
es einen Begriff (A, B), der minimal beziiglich (A, B) £ yg A umund (A, B) < g
ist. Folglich ist (A, B) V/-irreduzibel und damit gibt es einen Gegenstand 1 € G
mit (A,B) = yh. Mit vh < g ergibt sich ¢! C hl. Aus yvh £ yg A um folgt
Wt g olinm! = (ghu {m})l, dh. g U {m} ¢ h' und demnach i ¥ m. Fiir
einen Gegenstand x mit ! C x! folgt yx < h, also yx < yg A um wegen der
Minimalitdt, und damit xIm. Insgesamt gilt .,/ m.

(11) Sei (V, <) ein vollstandiger Verband mit doppelt fundierter Ordinalskala
(V,V,<).Fiir x < y gilt natiirlich y £ x und wegen der Fundiertheit gibt es (einen
Gegenstand) s € V mits ,/ x und y' C s!. Wegen 1ty =y C s! = s folgts < .
Aus s/ x folgt s £ x und fiir alle (Gegenstidnde) u € V mits! C u!,dh.u <s,
folgt u < x. Anders ausgedriickt ist s minimal beziiglich s < y und s £ x.

g
Corollarium

Ein vollstandiger Verband ist genau dann doppelt fundiert, wenn die Kontexte
aller isomorphen Begriffsverbande doppelt fundiert sind.

Lemma

Sei (V, <) ein vollstandiger Verband. Genau dann ist v als Gegenstand irreduzibel
in (V,V, <), wenn v V-irreduzibel in (V, <) ist. Dual ist v als Merkmal irreduzibel

71



3 Kontexte

‘ in (V,V, <), wenn v A-irreduzibel in (V, <) ist. ‘

APPROBATIO Ein vollstindiger Verband (V, <) ist nach Theorema 3.17 und Theo-
rema: DEDEKIND-MACNEILLE-Vervollstindigung 3.19 stets isomorph zum Begriffs-
verband B(V, V, <) vermoge dem Isomorphismus : = ¢y = u: v — (l 1,1 0),
denn jeder Begriff (A, B) von B(V,V, <) ist von der Form (| v,1 v) fir v :=
VA = A B. Esfolgt

w*:l<\/x> V= o= (w),

x<0v x<v x<iv

fir alle v € V. Damit ist v, < v dquivalent mit (1v), < 1.

Theorema: Standardkontext |

Fiir jeden vollstandigen Verband V = (V, <) mit doppelt fundierter Ordinalskala
Oy = (V,V, <) gibt einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen reduzierten
Kontext Ky mit V = BKy, ndmlich

Ky := (‘,](V,S)'M(V,S)' <NJws) X M(V,g)) :
Ky heif$t STANDARDKONTEXT zu V.

APPROBATIO Mit Corollarium 3.18, Corollarium 3.31, Lemma 3.77 und Lemma 3.36
folgt

(V/ S) = g(vr V/ S) = g (V'yirrr Vyirr/ S N nyirr X Vyirr)

]
]

X
X
X
X
X
X

X
X
X

3.1.6 Konstruktionen
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Definitio: Kontextsumme

Seien K1 = (G, M, I) und K; = (H, N, J) formale Kontexte. Dann lassen sich
aus ihnen die folgenden Kontexte konstruieren.

. : =z
1) APPOSITION Kj|K5 := (G, MUN,IU]J) (nur firG=H
m 1Kz = ( J)¢ ) e
K =
(1) SUBPOSITION —~ := (GUH,M,IU]J) (nur fiir M = N) G[T]
K> H[T|
K| R =z
(111) SUBDIREKTE SUMME —t :=(GUH,MUN,IUJURUS) G[T[R
S | Ky
H|S|T
K| @ =z
(1v) HORIZONTALE SUMME K; WKj := —2 G| I|©
2 K,
H|D|T
=z
(V) VERTIKALE SUMME K; & K, := ]I;l G]I><< N G|I|x
2 H|[D[]
=z
(vI) DIREKTE SUMME Kj + Kj := Ky |GxN G[T[x
Hx M| K, H[XTT

_ K; \ {g m}|m! x N

(VII) SUBSTITUTIONSSUMME Kj (g, m)Kj : H % g’ ‘ K,
—~—
s
[y
—
= Z
G\{g}| I [m'xN
H|H x ¢! Ji

(1) SEMIPRODUKT (G, M, 1) X (H,N,]) := (G x H,MWN, I X J) mit
1X]:=J{g} x H) x {m} U J(G x {h}) x {n}
glm hjn
(11) DIREKTES PRODUKT (G, M, I) x (H,N,]) := (G x H M x N, I x J) mit
Ix = J{g} > H) x ({m} x N)UJ(G x {h}) x (M x {n})
glm hjn
(1) BIPRODUKT (G, M,I) & (H,N,]) := (G x H, M x N, I & ]) mit
[&]:=J{((gh),(mmn))}

glm
hjn
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(1v) KOMPOSITIONSPRODUKT (G, M, I) o (M, N, ]) := (G,N,IoJ) mit

IoJ:= |J m' xm/
meM

3.2 Mehrwertige Kontexte
Definitio: Mehrwertiger Kontext

Ein MEHRWERTIGER KONTEXT K = (G, M, W, I) hat eine GEGENSTANDSMENGE
G, eine MERKMALSMENGE M, eine WERTEMENGE W und eine partielle INZI-
DENZABBILDUNG

[:GXM—=p W.
Wir schreiben auch
gm)=w:om(g) =w:s (gmw) €l = gm=w:sI1(gm) =w

und sagen, dass das Merkmal m fiir den Gegenstand g den Wert w HAT. Die
Gegenstande ¢ € G und Merkmale m € M konnen also als partielle Abbildungen
§: M —p Whzw. m: G —, W aufgefasst werden. KK heifst VOLLSTANDIG, wenn
die Inzidenzabbildung nicht echt partiell ist, d.h. wenn sie jedem Gegenstands-
Merkmal-Paar einen Wert zuordnet.

Manchmal ist es niitzlich die gesamte Wertemenge W in einzelne Wertemengen
Wi, := m(G) fiir jedes Merkmal m € M aufzuteilen, sodass W = U,,cpr Wi und
glm € Wy, fir alle Gegenstdnde g € G gilt.

Definitio: Nominale und invariante Autoskalierung
Sei K = (G, M, W, I) ein mehrwertiger Kontext.
(1) Der Kontext Knom := (G, M X W, Inom ) mit
hhom(m, w) &= gIm = w
heifst NOMINALE AUTOSKALIERUNG von K.
(11) Der Kontext Kiny := (G X G, M, Iy ) mit
(g 1) inym := gIm = hIm
heifst INVARIANTE AUTOSKALIERUNG von K. Fiir eine Gegenstandsmenge A C G
heifst der K;,y-Inhalt

Ay = (A x A)linv = {m eEM

YV glm= hlm}
gheA

auch K-VARIETAT zu A. Dual heifst fiir eine Merkmalsmenge B C M der Kjpy-
Umfang

0p := Blinv = {(g,h) €Gx G’ YV gIm = hlm}
meB

auch K-KONGRUENZ zu B, und ist stets eine Aquivalenzrelation auf G.

Eine EXTENSIONALE PARTITIONIERUNG eines formalen Kontexts K = (G, M, I)
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3.2 Mehrwertige Kontexte

ist eine Menge von Umfingen P C Ext(KK), die eine Partitionierung der Gegen-
standsmenge G bildet.

Lemma

Sei K = (G, M, W, I) ein vollstindiger mehrwertiger Kontext. Dann bilden die
folgenden Mengen K,om-extensionale Partitionierungen:
(1)
G/m = {(m,glm)lmm ‘g € G} = {(m,w)lmm ‘w € Wm} =m Y (Wy).
fiir jedes Merkmal m € M.
g€ G} .

)
APPROBATIO (1) Seim € M ein Merkmal. m impliziert eine (partielle) Abbil-
dung m: G — Wy, also gilt zundchst fiir jeden Wert w € Wy,
m Y (w) = {g € G| gIm = w} = (m,w)"m € Ext(Knom)-

Weiterhin gilt fiir Werte w; # w, von m natiirlich stets m 1 (w;) Nm = (wy) = @.
Weil K vollstandig ist, gibt es fiir jeden Gegenstand g € G einen Wert w € Wy, mit
gIm = wbzw. g € m™1(w) - also folgt G = Uyew,, m~*(w). Insgesamt bildet also
m =1 (W) eine Knom-extensionale Partitionierung.

G/B = { ﬂ (m’g1m>lnom

meB
fiir jede Merkmalsmenge B C M.

() G /g fiir jede K-Kongruenz 6 € Ext(Kiny).

(1) Zunichst sind die Elemente von G /B paarweise disjunkt, weil nach dem
ersten Teil bereits fiir jedes Merkmal m € B die Mengen (m, gIm)om paarweise
disjunkt sind. Natiirlich sind die Mengen in G/p als Durchschnitt von Knom-
Umféangen auch stets Knom-Umfiange. Weil K vollstiandig ist, gibt es fiir jeden
Gegenstand ¢ € G und jedes Merkmal m € B einen Wert gIm € W,,;, und dem-

nach gilt ¢ € (g m ™' (gIm). SchlieBlich folgt G = Ugec Nies m~1(gIm), dh.
G / B ist eine Kpom-extensionale Partitionierung.
(111) Sei @ = @linvlinv eine IK-Kongruenz. Dann gibt es eine Merkmalsmenge B C M
mit § = Blinv, beispielsweise B := §inv. Dann folgt fiir alle Gegensténde ¢ € G
helglyeg0he (gh) € Biv < VBgIm =hIm < he () (m,glm)rom
me meB
und damit ist G / g =G / B nach dem zweiten Teil eine Kjom-extensionale Parti-
tionierung.

Sei K = (G, M, W, I) ein mehrwertiger Kontext. Ein Kontext S,; = (Viu, Niu, Jin)
mit

m(G) C Vi
heifst SKALA fiir m. Die Gegensténde einer Skala heifsSen SKALENWERTE und die
Merkmale heiflen SKALENMERKMALE. Sei 8 = {S;; } ;e M eine SKALENFAMILIE
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fiir K. Der Kontext Kg := (G, Ms, Is) mit Mg := U,,ep ({m} X Np) und
gls(m,n) = glmyun < nglm = wund w]yn
we

heif$t 5-SKALIERUNG von K.

Bezeichnung Symbol Definition
DICHTOMISCHE SKALA D ({0,1},{0,1},=)
MULTIDICHTOMISCHE SKALA D, X1 D
BOOLE’SCHE SKALA zu M Bym (oM, pM, Q)
NOMINALE SKALA zu M Ny (M, M,=)
KONTRANOMINALE SKALA zu M INtm (M, M, #)
ORDINALE SKALA zu (P, <) Op,<) (P,P,<)
KONTRAORDINALE SKALA zu (P, <) O[é?j 9 (P, P, %)
INTERORDINALE SKALA zu (P, <) Iip<) O(p<)|O? (p,<)
KONVEXORDINALE SKALA zu (P, <) Cip<) O%% <) |0°(p,<)
BIORDINALE SKALA zu (P, <) und (Q, <) M(p <) 0<) Op<)¥O <)
MULTIORDINALE SKALA zu {(P, <) ter Mypp,<)}ier  Wer O(p <)
GITTERARTIGE SKALA zu {(P, ) ber  Gyp, <))oy Xter O(p, <)

Lemma
(1) Op<) WO <) = Opp<)0<)
(1) Tip,<) Wlig,<) = Lip <yeg<)

(111) OC )+©% )NO%?J,S)&J(QS)
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3.2 Mehrwertige Kontexte

(V) €ip,<) +Co<) =Cp<)w0<)

(V) Ofp <) X O ) = O )05

(V1) O(P< x O, )07, .y x Of o) = Cp<)x(0.9)

3.2.1 Einige Standardskalen

Dichotomische Skalen

L]
x|[ 00
0

1

1

=

BOOLE’sche und Kontranominale Skalen




3 Kontexte

.«.
/As/.\ls‘\
LGB
NX 7

QA%

KKK

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

,,,,,,,,,,,
S 0 S 5 5 B 5 P S

Nominale Skalen
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3.2 Mehrwertige Kontexte

Ordinale Skalen

[ =
O T< <<%
1 x[x]x[x
2] x[x[x
3] x[x
4] E3

Kontraordinale Skalen
| =
O Tx[x[x[x
1 x| x]x
2] EE
3] X
4]
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3 Kontexte

Interordinale Skalen

XX X[ X[ XX

vipvipvipvipviaL A ALl Al

BRI ERGRE

O XX %%

Il

Konvexordinale Skalen

X[ X [ X[ ¥

HEEE

HEER

HEREIR

X[ x [X]X
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3.2 Mehrwertige Kontexte

Multiordinale Skalen

|
6
7
B

X
X
X

BB

RN
X
X

Gitterartige Skalen

OO X <[]
1B EI AR ES
20 RIS
OT [ [ [ <] [x[x
T[> X[
21 ENEIES
02> [x[x X
2] [x[x X
22 B X
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3 Kontexte

000X X % X XXX X[ X
100 XX XXX x]x
200 X [X[X]x]x]x]x
010][ <[ x[x X[ x[x[x]x
110 X[x X[ x[x[x]x
210 X X[ x[x[x]x
020 <[ x[x X[ x[x]x
120 xX[x X[ x[x[x
220 X X[ x[x]x
00T [[ <[> [x[x]x][x x[x
101 X [x[x[x]x* x[x
201 x| x[x[x x| x
01T [[x [ x| x x[x x[x
111 x[x x[x x[x
211 X x[x x[x
021 [[ [ x| x X x[x
121 X[x X x[x
221 X X x| x
002 [ > [ x [ > [x[x][x X
102 X[ x[x[x][x X
202 x| x[x[x X
012[x [ x| x x| x X
112 X[x x[x X
212 X x| x X
022[[x [ x| x X X
122 x| x X X
222 X X X
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3.3 Triadische Kontexte

3.3 Triadische Kontexte
Definitio: Triadischer Kontext

Ein TRIADISCHER KONTEXT ist ein Quadrupel K = (G, M, B, Y) bestehend aus
drei Mengen G, M, B und einer dreistelligen Relation

Y CGxMxB.

Ein Element ¢ € G heifft GEGENSTAND, ein Element m € M heifst MERKMAL,
ein Element b € B heifst BEDINGUNG und Y heifst INZIDENZRELATION. Fiir ein
Tripel (g,m,b) € Y sagen wir auch, dass der Gegenstand g das Merkmal m unter
der Bedingung b hat. Ein QUADER oder TRIQUASIBEGRIFF von K ist ein Tripel
(Ag, Am, Ap), sodass

AG X A M X AB cY
gilt. Ein Triquasibegriff (A, Apm, Ap) heiflt TRIBEGRIFF von K, wenn er maximal
beziiglich der Teilmengeninklusion in allen drei Komponenten ist, d.h. aus X¢ X
XmxXg CYmit Ay C XrfuralleT € {G, M, B} fOlgt stets (AG/ Am, AB) =
(X, Xm, Xp). Fiir die Menge aller Tribegriffe von K schreiben wir T(K).
(Wil95)

Im folgenden Text symbolisieren wir einen triadischen Kontext stets als K =
(K1,K3,K3,Y). Zu jedem triadischen Kontext K gibt es drei formale Kontexte

KO := (Ky, Ky x K3, YY) mit YOV := {(g, (m, b)) | (g,m,b) € Y}
K® := (Kp, Ky x K3, Y mit Y® := {(m, (g,b)) | (g,m,b) € Y}

K® := (K3, Ky x Ko, Y) mit Y& := {(b, (g,m)) | (g,m,b) € Y}
und es resultieren sechs Ableitungsoperatoren

p(K1) — p(Ka x K3)

Xp X\ = {(XZ,Xg) €K x Ks

X E€X

p(Ka x K3) = p(Kq)

Xo3 —> Xg’) = {xl € Ky

A (Xl,xZ,X3) S Y}

(x2,%3)€X3

p(Ka2) — p(Ky x K3)

@,
Xy X 1= {(xl,x_g) €K xKs| ¥ (vi,m1) € Y}
Xp€Xp
2 p(Ky x K3) = p(Kz)
. 2 :
X3 — X%) = {xz € K Vo (x1,x,x3) € Y}
(¥1,43)€X13
o p(Ks) = p(K1 x Kp)

X3 — X§3) = {(xl,JQ) €Ki xKp
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3 Kontexte

o p(Kq x Kz) = p(K3)
.3 :

X1 — XS) = {X3 €Kj

Y (Xl,xZ,X3) S Y}

(x1,%2)€X12

Dies fiihrt zu folgender Definition:
Definitio: (i)-Ableitungsoperator
Fiir einen triadischen Kontext K und eine Richtungsauswahl {i, j,k} = {1,2,3}
werden die (7)-ABLEITUNGSOPERATOREN definiert als die beiden Abbildungen

p(K;) — p(K; x K)

X — Xl(l) = {(x]-, Xk) S K] x Ky

xigxi(xlr X,X3) € Y}

p(Kj x Ky) = p(K;)

(X ] k) EX]'k
Dabei heifsen drei Elemente x; € Kj, x; € K; und x; € Ky VERBUNDEN oder auch
INZIDENT, falls genau eines ein Gegenstand, genau eines ein Merkmal und genau

eines eine Bedingung von K ist, deren entsprechendes Tripel in Y liegt, d.h. falls
{i,j,k} = {1,2,3} und (x1, x2, x3) € Y gelten.

0. |
Xjk — X](]? = {xi S Ki

Y (xl,xz,xg) S Y}

Nach der obigen Definition gilt also fiir alle Gegenstinde g € K, alle Merkmale
m € Kp und alle Bedingungen b € K3
b
(g,mb)eY <:gYme gYW (mb) o my®? (g,b) = bY® (g,m).
Definitio: (i, j, X;)-Ableitungsoperator
Fiir einen triadischen Kontext K und {i, j, k} = {1,2,3} sowie einer Teilmenge

Xy C Ky werden die (7, j, Xi)-ABLEITUNGSOPERATOREN definiert als die beiden
Abbildungen

o(K;) = p(K;)
X; Xi(i’j’X") = {x]- eKi| V.V (x,x,x3) € Y}

x;€X; x€Xp
p(Kj) = p(Ki)

X — X(l]Xk) {xl c K v V (x1/x2/x3) € Y}

xi€Xj xp€Xy

. (i/j/Xk) :

0X)

Die oben definierten Ableitungsoperatoren stammen jeweils von den formalen
Kontexten

A A o VA
K = (K, Ko, Y{3¥) mit Y3 == {(g,m) € Ky x Ky

bzqs(g,m,b) € Y}

K22 .= (Ky, K3, Y{32) mit Y32 = {(g, b) € Ky x K3
84
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3.3 Triadische Kontexte

A A oA
1K233 = (Kz,K3,Y231) mit Y231 = {(m, b) € Ky X K3 gevAl(g’ m, b) S Y}

Lemma

Fiir die oben definierten formalen Kontexte zu einem triadischen Kontext gilt

AP = (A x A3)@

bzw. allgemein

AA) _ (A; % Ak)(f) und dual A](-i'j'Ak) = (Aj X Ak)(i)

1

fiir jede beliebige Wahl {7, j,k} = {1,2,3} und Teilmengen A; C K;, A; C K;
sowie Ay C K.

APPROBATIO Sei {i, ], k} = {1,2,3}, dann gilt
Al(irjrAk) — {x] S K] vV V¥ (xl,XZ,Xg) € Y}

X,‘GAZ' XkEAk

V (xl,xz,xg) S Y}

(xi,xk)eA,- X Ay

= {x]'GK]'

= (A x AYY

Lemma: Charakterisierung von triadischen Begriffen |

Fiir jeden triadischen Kontext K = (Kj, Ky, K3, Y) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(I) (AllAZI A3) S S(]I()
(1) (A1, Ay) € B (Kf;) (A, As) € B (JK{‘;) und (A, As) € B (]KA1>

23
(1) (Ag x A9)®) = Az, (A1 x A3)®) = Ay und (4, x A3)) = A

In (11) sind bereits zwei der drei Forderungen hinreichend und implizieren stets
die dritte.

APPROBATIO  (1)=-(11) Sei (A1, A2, A3) ein triadischer Begriff von K, d.h. A; x
Ay x Aj bildet einen maximalen Quader in Y. Wir zeigen nur die erste Bedingung

Agl’z’&) = Ay, die tibrigen folgen analog. Zunichst gilt

AP — Y e K
gE€A] beAs

vV V¥ (gmb) EY} D A,.

Angenommen, es gibe ein Merkmal 1 € Agl’z’A3) \ Ay, dann wire auch A; x
{my} x Az ein Quader in Y, also wire der Quader A; X A x As nicht maximal
in Y wegen

A1 X Ay X A3 C A1 X (AzU{Wlo}) X Az CY.

Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, und A§1,2,A3) = Aj muss gelten.

(I)<=(11) Angenommen, der Quader A; X Ay X A3 ware nicht maximal in Y.
Wir nehmen auflerdem an, es gibe ein gy € Kj \ Aj, sodass der Superquader
(A1U{g0}) x Az x Azauchin Y liegt. Dann wire jedoch auch gy € Agl’z’AS) = A;.
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3 Kontexte

Offensichtlich ist das ein Widerspruch zur Voraussetzung. Die Maximalitit in den
Merkmalen bzw. Bedingungen folgt analog.

(11)=>(111) Wenn (A1, A;) ein formaler Begriff von ]Kff und (A1, A3) ein Begriff
von ]ng ist, dann folgt sofort
Ay = AP = (4, x A3)D,
Ay = AP = (4 x Ay)@
und Az = A = (4) x 4,)®),
(1)<=(111) Es gelte (A; x A2)®) = Az und (A} x A3)?® = A, sowie (A x
A3)(1) = Al/ dann fOlgt
As = (A1 x 4g)®) = 4[> = AL
Ao = (A1 x A3)®) = AP = 4
und Ay = (Ay x Ag)D = A{l#4) — A(1342),
Ersichtlich sind dann (Al, Az), (A, A3) und (Ay, A3) formale Begriffe der entspre-
chenden Kontexte ]K123/ ]KA2 bzw. K5 1

7

(2r3rA1 )
3

Theorema: Triset von Tribegriffen |

Fiir jeden triadischen Kontext K = (Kj, K, K3, Y) ist die Menge der triadischen
Begriffe trigeordnet vermoge den drei Quasiordnungen (i € {1,2,3})

(A1, Az, A3) C; (By,By, B3) i< A; C B;,
d.h. z(IK) = ({E(IK), El/ Ez, 23) ist ein Triset.

(Wil95)

APPROBATIO  (QUASIORDNUNGEN) Die Reflexivitit und Transitivitdt von C;
vererbt sich von der Teilmengeninklusion in der i-Komponente.
(ANTIORDINALITAT) Seien (A1, Ap, A3) und (By, By, B3) Tribegriffe mit A; C B;
und A; C B;. Dann folgt sogleich
Ak = (Ai X A])(k) D) (Bi X B])(k) = Bk.
(TRIAQUIVALENZ) Je zwei Tribegriffe, die 1, 2, 3-dquivalent sind, haben tiberein-

stimmende 1,2, 3-Komponenten (wegen der Antisymmetrie der Teilmengeninklu-
sion), und sind damit gleich.

Corollarium: Triset von Tribegriffen |

(1) Die zugehorigen Aquivalenzrelaﬁonen sind =; :=C; N ;.
(11) Sei {i,j,k} = {1,2,3}. Fiir die oben definierten Quasiordnungen gilt
LiNL; € Jk

(111) Weiterhin ist jeder triadische Begriff bereits eindeutig durch zwei seiner
Komponenten Umfang, Inhalt und Modus bereits eindeutig bestimmt, denn es gilt

=N == AS(]K)’
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3.3 Triadische Kontexte

(1v) Die Relationen C;; := C; N ; sind Ordnungen auf T(KK).
(Wil05)

Lemma: ik-Supremum von Tribegriffen |
Sei K = (K, K, K3, Y) ein triadischer Kontext und {i,j,k} = {1,2,3}.
(1) Fiir zwei beliebige Teilmengen X; C K; und X; C Kj hat der Tribegriff
X; % Xy vermoge der Abbildung
, %
p(Ki) x p(Ki) = T(K) Aji= (X x X)) = Xi(Z,], ¥
(X, Xi) > (A1, Ay, Ag) mit § Ap = (A x X)) = AP
k ik A;
Ay = (A x A) Y = AJEA)
die kleinste k-Komponente und die grofite i-Komponente unter allen Tribegriffen
(B1, By, B3) mit grofiter j-Komponente und X; C B; sowie X C By.
(11) Insbesondere gilt A; ;T Ay = (A1, Ay, As3) fiir alle (A1, Az, Az) € T(K).

T

(111) Fiir zwei Tribegriffsfamilien { (A3, A3, AS) }, cgund { (B!, B, BY) }, o €xis-
tiert stets deren ik-Supremum vermoge
(0814349 N (83590 = (U ) s (U ).
seS teT
(Wil95)

APPROBATIO (1) Seien X; C K;, X; C K und (Al,Az, Ag) = X; % Xy
(Xir C Ajr) Zuerst gilt fiir die i-Komponente
Xi g ngirj/Xk)(irerk) — Ai/
und fiir die k-Komponente

X, C X}Ei,k,Aj)(i,k,Aj) _ A](i,j,xk)(i,k,Aj) _ Afi,k,A]-) _ Aj(j,k,A,.) — A

(WOHLDEFINIERT) Wir zeigen nun mit Hilfe des Lemma: Charakterisierung
von triadischen Begriffen 3.49, dass (A, Ay, A3) ein Tribegriff ist. Es gilt bereits

A= (A; x A]-)(k). Weiterhin gilt fiir die i-Komponente

- - Pk A) (A Y ;
(Ajx AW C (Aj x X)) = A; C APEANRA) A;(c )= (Ajx AW

sowie analog fiir die j-Komponente

(A; % Ak)(f) C (X; x Xk)(f) =A; C A](,j’
d.h. ;T; ist wohldefiniert.

(i,k) Sei (By, By, B3) € T(K) mit maximaler j-Komponente und X; C B; und
Xy C Br. Esist A; = (X; x X)) D (B; x B)W) = B; und weil B; ebenfalls
maximal ist, muss A; = B; sein. Damit gelten nun wie behauptet

Ai = (A] X Xk)(l) D) (B] X Bk)(l) = Bi
A= (Ai x Aj)® C (B; x B))®) = By.
(11) Sei (A1, Ap, As) ein Tribegriff, und sei (By, By, B3) = A; {T Ay, dann folgt
B]‘ = (Ai X Ak)(]) = A] sowie B; = (B] X Ak)(i) = (A] X Ak)(i) = Ai und ebenso
Bk = (Bi X B])(k) = (Ai X A])(k) = Ak-

k,A;) (jk,A) jkA)

= AUEA) — (4, x A,

87



3 Kontexte

(111) Das ik-Supremum von S = {(A§, A3, A3) }565 und 7 = { (B!, B}, B}) }teT

ist nach Lemma: ik-Supremum 1.50 der Tribegriff aus S fffi 7 = (S i 7)Y mit
maximaler i-Komponente (oder minimaler k-Komponente) und nach Konstruktion
sowie (1) ist das fiir (Uses A7) Tk (Urer B} erfiillt, demnach muss dieser Tribegriff
genau das ik-Supremum sein.

Theorema: Hauptsatz der triadischen Begriffsanalyse |
(1) SeiK = (K3, Ky, K3,Y) ein triadischer Kontext. Dann ist das Begriffstriset
% (K) ein vollstandiger Triverband, und heifst TRIBEGRIFFSVERBAND.

(1) Allgemein ist ein vollstindiger Triverband I = (L, <1, S, S3) genau
dann isomorph zu einem Tribegriffsverband T(IK), wenn es drei Abbildungen
At Ki — F(LL) furi € {1,2,3} gibt, sodass A;(K;) i-dicht in IL liegt und

Al x Ay xA3CY S () NAi(A) #9
i€{1,2,3}
flir alle A1 C K7, A C Ky, A3 C K3 gﬂt.
(111) Insbesondere gilt die Isomorphie
L~%(LLLYL)

mit Y; = {(f1,£2,€3) er? | (51,52, 63) supremal}.

(Wil95)
APPROBATIO  (I) gilt bereits nach Lemma: ik-Supremum von Tribegriffen 3.52.

() (=) Sei¢: T(K) —» L ein Isomorphismus. Wir wihlen zunéchst die
folgenden drei Filterzuordnungen (i € {1,2,3})

. Ki = F(E(K))
! a; — {(Al,A2,A3) S T(]K) |lll' € Ai} .
(WOHLDEFINIERT) Die Bilder «;(a;) sind i-Filter in £(K), weil a; € A; C B;
stets a; € B; impliziert.
(i-DICHT) Weiterhin ist das Bild «;(K;) i-dicht im Tribegriffsverband, denn fiir
jeden i-Primfilter gilt
(A1, Az, A3)" = {(By, By, Bs) € T(K) | A; C B}
= ﬂ {(Bl,Bg,Bg) c T(]K) \ai S B,’} = n Kl'((li) = ﬂKi(Ai).
a,€A; a,€A;
(Y) Fiir einen Quader A; x Ay x A3 C K; x Ky x K3 gilt schlieflich
A1 XAy X A3 CY & 3 A1 X Ay Xx A3 C B; X By X Bs

(B1,B2,B3) €T (K)
< (B1, By, B3) € Nicq123y NKi(Ai)
& ) NxiA) #2.
i€{123}
Weil ¢ ein Isomorphismus ist, muss das Bild A;(K;) der Filterabbildung
Aii=¢Yorx;: Ky — Fi(L)
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3.3 Triadische Kontexte

auch i-dicht sein (und insbesondere nur aus i-Filtern von IL bestehen) und es gilt
mit der Bijektivitit noch die Aquivalenz

N NxA)#2< (] MA
i€{123} i€{1,23}
(<) Seien A;: K; — F;(LL) fur i € {1,2,3} Abbildungen mit den Eigenschaften

aus (I1). Dann ist ein Isomorphismus gegeben durch

L — Z(K)

C 0 (AL AS, A mit AY = {a; € K| £ € Ai(a;)}.
(WOHLDEFINIERT) Mit der Antiordinalitdt folgt fiir alle £ € L zundchst
M2 net = {3,

Nach Voraussetzung ist fiir jedes i € {1,2,3} das Bild von A; i-dicht in L, da-
her muss der Primfilter ¢! ein Durchschnitt von A;-Bildern sein, genauer gilt
o= nai el Ai(a;). Demnach gilt

oA = N M= N N4
i€{1,23} i€{123}
und daher ist () ein Triquasibegriff. Es verbleibt zu zeigen, dass dieser bereits
maximal in Y ist. Fiir Az := (A{ x A5)®) D Al bildet (Af, A5, A) ebenfalls einen
Triquasibegriff und n.V. impliziert das
@ # (M M(AD) N[N A2(A) N As(A3) 3 ¢,
#ﬂl(l) ﬂz(z) ﬂ&(,i)/
DA3(A%)
und nach Wahl der AK sind damit A3 und A4 gleich. Trial zeigt man das fiir A{ und
A% Mit Lemma: Charakterlslerung von tr1adlschen Begriffen 5.49 ist (AE AZ Al 3)
also tatsdchlich ein Tribegriff.
(MONOMORPHISMUS)  ist ordnungserhaltend und -reflektierend, denn
r<imd v, ((eFsmeR) WAl C A" & p(0) T p(m).
FeF(
Dabei gilt die Ruckrlchtung bei (*) durch Betrachten des Primfilters £1" und bei ()
wegen der i-Dichtheit. Sei namlich AY C A", dann gilt ¢ € A;(a;) = m € Ai(a;)
fiir alle a; € K;. Wenn F nun ein i-Filter von L ist, der ¢ enthdlt, dann gilt

_ . l
regi]=NA (Ai)
CF
Ersichtlich liegt £ in allen A(a;) fiir 4; € A!, also enthalten diese i-Filter A(a;) stets
auch m, d.h. es folgt m € F.
Weiter ist ¢ injektiv, denn aus (¢) = ¢(m) folgt mit obigem stets ¢ ~; m fiir alle
i € {1,2,3} und mit der Tridquivalenz stimmen ¢ und m tiberein.

(SURJEKTIV) Schlieflich ist ¢ sogar ein Isomorphismus, denn sei (A1, Aa, A3)
ein Tribegriff von K, dann gibt es nach Voraussetzung ein Element ¢ € L mit
€ € Nieg123) NAi(A;) und daher folgt fir alle i € {1,2,3}

Y0 = A7 2 A
und somit muss (¢) = (A1, Ap, Az) sein.
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(111) Wir wéhlen die drei kanonischen Filterzuordnungen
L — F(L)
Sl
firi € {1,2,3}. Die Bilder enthalten jeweils alle i-Primfilter, daher sind sie i-dicht
in IL. AufSerdem gilt noch

LixLyxL;CY, & v (¢4, ¢, £3) supremal
(51,42,63)61‘1 ><L2 ><L3

i

zig)o(Ll, Ly, L3) supremal
2<é>9 V f,' Si S

selLie{1,23} (;eL;

s N Nd+0e N NN £2.
ie{12,3} t;€L; ie{1,23}

fiir beliebige Teilmengen Ly, Ly, L3 C L, und (1I) liefert nun die Isomorphie.
Man beachte in (111) das Analogon fiir vollstindige (Bi-)Verbande (L, <): Fiir diese
ist ein Paar (x,) genau dann supremal, wenn x < y gilt, also wenn es ein Element
s € P gibt, das 1-grofier (d.h. grofer) als x und 2-grofer (d.h. kleiner) als y ist.
Die folgenden beiden Lemmata aus The Basic Theorem of Triadic Concept Analysis
von RUDOLF WILLE (Wil95) zeigen, dass die Umfange, Inhalte bzw. Modi nicht
notwendig einen vollstandigen Verband bilden (im Gegensatz zu den Umfangen
und Inhalten von formalen Kontexten), bzw. dass die Umfinge und Merkmale
sogar voneinander vollig unabhéangige vollstindige Verbande bilden kénnen. (trial
auch fiir Umfange und Modi bzw. Merkmale und Modi)
emmal
Fiir jede beschrénkte geordnete Menge (P, <) gilt

(P, <) = (‘I(P,P,P,Yp)/wl ,Sl)

mit Yp := {(py1, p2, p3) € P° | L#p1 <p2=p3}

[(Wil95)

Lemma: Unabhingigkeitslemma |
Fiir zwei vollstindige Verbande (L, <) und (M, <) gelten

(L<)= (SLMLxMYin) /), <)

und
(M, <) = (S(L,M,L X M,YLM)/Nz ,§2)

. 1L #L <bund
mit Ypp = {(ll,ml,(lz,mz)) €LxMx(LxM) ‘ i Zi n111_<2muzn }

[(Wil95)

3.4 Implikationen
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3.4 Implikationen

Definitio: formale Implikation
Sei K = (G, M, I) ein formaler Kontext und B, D C M Merkmalsmengen. Ein
Paar (B, D) nennt man FORMALE IMPLIKATION in K bzw. auf M und schreibt auch

B — D,

falls jeder Gegenstand, der alle Merkmale aus B hat, auch alle Merkmale aus D
hat, also falls

B! c DL
Wir sagen dann auch B IMPLIZIERT D und bezeichnen B als die PRAMISSE und
D als die KONKLUSION der formalen Implikation.

Corollarium

(1) Fiir eine Merkmalsmenge B C M ergeben sich sogleich die trivialen for-
malen Implikationen

B—® und B — B.

(11) — ist eine Ordnungsrelation auf M, also reflexiv, transitiv und antisym-
metrisch. Gilt also B — D, so gilt auch fiir jede Teilmenge F C D die formale
Implikation B — F.

Definitio: Respektiere
Wir sagen, dass eine Merkmalsmenge F C M die formale Implikation B — D
RESPEKTIERT, falls

BCF = DCF
gilt. Wir setzen
Hp_p := {F C M| F respektiert B — D} .
Sei weiter £ C 2M x 2M eine Liste formaler Implikationen auf M. Wir sagen

nun, dass eine Merkmalsmenge F C M die Liste £ RESPEKTIERT, falls F jede
Implikation in £ respektiert. Wir definieren

Hp = {F C M| F respektiert L}
und nennen sie die Menge der unter £ moglichen Merkmalskombinationen.

Lemma

(1) Eine Merkmalsmenge F C M respektiert eine Implikation B — D genau
dann, wenn B Z F vV D C Fgilt.

(1) Esist
H[l = ﬂ Hp—D-
B—DeL
Theorema

Sei £ C 2M x 2M eine Liste formaler Implikationen auf M, dann gilt:
(1) H ist ein Hiillensystem auf M.
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(11) Hat jede formale Implikation aus £ eine ein-elementige Pramisse, so ist H
auch ein Kernsystem auf M.

APPROBATIO (1) Esist M € H, denn trivialerweise gilt fiir alle B — D stets
D C M.Seinun M C H,,d.h.

YV V (BCF=DCF).

FEM B—=DeL
Es folgt
V BC(WM= V DCF
B—DeL FeM
und damit

V (BC(\M=DcM,

B—DeLl
alsoist \M € H,.
(11) Seien nun alle Implikationen in £ von der Form {b} — D.Dannist® € H,
denn trivialerweise gilt fiir alle {b} — D stets {b} € @.Seinun M C H,, d.h.

v V (beF=DCF).
FeM {b}—»DeL

Es folgt

V. (beyM= J DCF
{b}—DeL FEM
und damit

C
{b}ﬁDeﬁ(b e JM=Dc UM,

alsoist UM € H,.
Definitio: Pseudoinhalt
Sei K = (G, M, I) ein formaler Kontext. Eine Menge B C M von Merkmalen heifit
PSEUDOINHALT, wenn B # B! und fiir jeden Pseudoinhalt D & B gilt DY C B.

Theorema: Stammbasis |
Die Menge

{B — B'| B ist Pseudoinhalt}

ist ein minimales Erzeugendensystem der formalen Implikationen und heifSt
STAMMBASIS.

Theorema

Die Menge aller Inhalte und Pseudoinhalte {B C M | X ¢ B = X! C B} ist
ein Hiillensystem.

3.5 Appositionen
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Definitio: Appositio:
Let (G, M, I) and (G, N, J) be two contexts with disjoint attribute sets, i.e. M N
N = @. Then their APPOSITION is defined as

(G,M,D|(G,N,]) := (G,MUN,IUJ).

Lemma: Rows and Columns in Apposition Context |

Let (G,M,I) and (G, N, ]) be two contexts with disjoint attribute sets. Then we
have the following equations for objects ¢ € G and attributes m € M and n € N:

(1) gIU)m < glmand g(I1U )n < gJn
() g =g'Ug
() m!Y = m! and !V = n/

APPROBATIO (1) Thisis obvious, since by construction of an apposition we have
(IUN)N(GxM)=Ianddually (IU])N(GxN) =].
(1) For an object ¢ € G we have
¢V ={me MUN|gIU])m} ={me MUN |glm\ gJm}
={meM|glmyU{mecN|gm}=g'Ug
(1rr) This follows from (i).

Lemma: Common Rows and Common Columns in Apposition Context ——
Let (G,M,I) and (G, N, ]) be two contexts with disjoint attribute sets. Then we
have the following equations for object sets A C G and attribute sets B C M U N,
DCMandF CN:

1) A NM= Al
and AV NN = Al
and AV = ATy Al

() DY/ = D!
and FIY7 = FJ
and B/ = (BN M) n(BNN)/

(ur) AV = (AT A M)! = Al
and AV = (A A N) = Al
and ATONUYD) — Al A AT]

(1v) DIV = plI U DU
and F/U9D) = FIT( FIT
and BUYWDUY) = (BN M) n(BNN)HYU((BNM) n(BNN)))/

APPROBATIO  (I) Let A C G be an object set. Then it holds that
AN M= ﬂ gIU]ﬂM: ﬂ (gIUg])ﬁM: ﬂ gI:AI.
geA geA g€cA
Dually we have A!Y/ N N = A/. Furthermore we conclude
AY = (AY A M)U AV NN) = ATu A,
Figure 3.1 shows what happens in the context when deriving an object set A.
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Abbildung 3.1: schema for closure of object sets

B
0] 1
B { b (BNN)/
.......
BNN

Abbildung 3.2: schema for closure of attribute sets

(1) Letnow D C M be an attribute set. Then
DY — ﬂ Y — m ml = DI
meD meD
and dually F'V/ = F!. Furthermore for an attribute set B C M U N we have

BY = (BNM)U(BNN))Y
= BNAMY N BAN)Y =BAM)! N (BAN).
(1) For a set of objects A C G it holds
Al — (AT M) n(ATNN) = Aln@) = AT NG = AT
and dually A/09) = AT, Also we have
(A M) = (Alu Ay M) = Al
and (AUY) N N)/ = AT dually. It then follows that
AUODUD) — (AT AN = AIIO]) 3 ATIOD) — Al AT,
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(1v) We have D!IV)) = D'y DI by (1). Dually it follows that F/(IY)) = FII () FJT,
As a conclusion we get
BUYNUY) — (Bn M) N (BAN))HIUD
= (BNM)INnBAN)HU(BAM)IN(BAN)Y.

We recall the definition of a dense subcontext in this special case: (G, M, I) is dense in
(G, M, )[(G,N,])iff uM is \-dense in the concept lattice of (G, M, I)|(G, N, J). Tri-
vially G is \/-dense. By Lemma3.77 (G, M, I) is dense iff BUY)) =(BNM) (107) (=
(BN M)!) holds for all attribute sets B C M U N. Again, A) = (AN G)IYD)
trivially holds for A C G. The context (G, N, ]) is called REDUNDANT in (G, M, I
)I(G,N,])iff (G,M,I) is dense in (G, M, I)|(G,N,]).
Theorema: Embedding into Apposition Lattice |
Let (G, M, I) and (G, N, ) be two contexts with disjoint attribute sets. Then every
extent of (G, M, I) is also an extent of (G, M, I)|(G, N, J) and
B(G,M,I)— B(G,M,I)|(GN,])

(A,B) = (A, AUYD) = (A,BUA))
is a /\-preserving order-embedding. Furthermore, if (G, M, I) is dense in (G, M, I
)|(G,N,]), then vice versa every extent of (G, M, I)|(G,N,]) is an extent of
(G, M, I) as well and ¢ is an isomorphism. The inverse mapping is then given by

¢~ (A B)— (A, BN M).

APPROBATIO Each extent of (G, M, I) has the form B I for some attribute set B C M.
By Lemma: Common Rows and Common Columns in Apposition Context 3.66
BUY)) = B! then always hold and so B! must also be an extent of (G, M, I)|(G, N, ]).
Thus ¢ is well-defined in the sense that each ¢-image of a (G, M, I)-concept is a
(G, M, I)|(G, N, J)-concept. Again by the preceding Lemma: Common Rows and
Common Columns in Apposition Context .66, AU)) = ATy AT = B Al hold for
the intents. As ¢ does not change the extent, it clearly must be an order-embedding.
By ?222.2? every infimum can be found by just intersecting extents, thereby ¢ is
/A\-preserving.

Finally let (G, M, I) be dense in (G, M, I)|(G, N, ]), ie. BUY)) = (BN M) holds for
every BC MU N as above. Clearly each extent BUY)) of (G, M, I)|(G, N, J) must
then be an extent of (G, M, I) as well. Furthermore ¢ is a surjection: Let (A, B) €
B(G, M, 1)|(G,N,]), then (A, BN M) is a concept of (G, M, I) as Al = AUV N
M = BNMand (BNM)' = BUY) = A, and ¢(A, BN M) = (A, AIV])) =
(A, B) holds. In summary ¢ is a surjective order-embedding, i.e. an order-isomorphism
and a lattice-isomorphism. Moreover (A, B) — (A, BN M) is indeed the inverse
of ¢ as

¢ 1p(A,B)=¢p (A BUA) = (A (BUA)YNM) = (AB)
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and
¢p (A, B) = p(A,BNM) = (A, (BNM)UA) = (A,B)

=(AWDNMyuAT
=AluAl
—AY))
=B
hold by Lemma: Common Rows and Common Columns in Apposition Context
W .60
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Theorema: Nested Concept Lattice | 68 -

The concept lattice of a context apposition can be embedded in the direct product
of the single concept lattices. Formal: For two contexts (G, M, I) and (G, N, J) the

mapping

B(G,M,1)|(G,N, ]) = B(C,M, 1) R B(G, N, J)

' (A,B) — (AT, A, AV, AT = (BN M), BN M),((BNN)/,Br¢
with B(G, M, I) ®B(G,N,]) € B(G,M,I) x B(G,N,]) and
((A,B),(C,D)) € B(G,M,I)XB(G,N,]) = (ANC,BUD) € B(G,M,I)|(G,N,])
is an isomorphism. The inverse mapping of ¢ is given by

¢ 1: ((A,B),(C,D)) — (ANC,BUD).

The set B(G, M, I) XB(G, N, J) together with the inherited coordinate-wise order

is a complete lattice and is called NESTED CONCEPT LATTICE of (G, M, I) and
(G/ N/ ]) *

APPROBATIO The order of B(G, M, I) XB(G, N, ]) is the inherited coordinate-
wise order from the cartesian product B(G, M, I) x B(G, N, J). The supremum
equals the coordinate-wise supremum in the cartesian product, as can be seen on
the intents: (e Bt) U (Nser D) = Nie (Bt U Dy) always hold for attribute sets
B; C Mand D; C N forall t € T. So the supremum in B(G, M, I) XB(G,N,])
exist for all subsets of B(G, M, I) X B(G, N, J) and it is indeed a complete lattice.
Now let (A, B) be a concept of the apposition (G, M, I)|(G, N, J), then Al N Al] =
AUODUYD = Aand AT U A = AUY) = Bhold by Lemma: Common Rows and
Common Columns in Apposition Context 3.66 and thereby (A, B) is an element of
the nested product B(G, M, I) KB (G, N, ]). So ¢ is well-defined. For each concept
(A,B) € B(G,M,I)|(G,N,]) it follows by the same arguments as above

Y yY(A B) =y (AT, A, (AT, AT)) = (AT n ATl ATU AT) = (A, B).
Now let ((A, B), (C,D)) € B(G, M, I) KB(G,N,]), then it holds that
$¥((A,B),(C,D)) =¢(ANC,BUD) = (ANOT,(ANCO)), (AnO),(ANC)
By Lemma: Common Rows and Common Columns in Apposition Context 3.66
(ANC) = (AnC)IY)NM = (BUD)NM = Band thus (ANC)! =Bl = A
as well. Analogously for (C, D) in (G, N, J). In summary ¢ is a bijection.
¢ is order-preserving as A C C always implies A’ O C' and A/ O C/ and
thus (A, B) < ¢(C, D) hold for all concepts (A,B) < (C,D). Overthis 1 is
order-reversing since AlDcland AT D CJ implies

B=AUD = AlyAl ocluc =clY) = p,
So 1 is an order-isomorphism and a lattice-isomorphism.
When using 1 just as an embedding into the cartesian product B(G, M, I) x

B(G,N,]), then ¢ is only an order-embedding and overthis \/-preserving as can
be seen on the intents. [ |
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' Theorema |
Die beiden Abbildungen
BK; [K; — BK; x BK,
(4,B) = (A1, A1), (A7), AT))
und

BK;|K; — BK; x BK,
(A,B) — ((B',B"), (B/,B/)))

sind Ordnungseinbettungen, also ordnungserhaltend und injektiv. Zusatzlich ist
¢ supremumserhaltend und : infimumserhaltend.

APPROBATIO  (INJEKTIV) Seie(A,B) =¢(C,D), dh.
(A, AD), (AT, AT)) = (€, ), (c, ).
Dann gilt A’ = C! sowie A/ = C/, und mit Lemma ??22.22(1) folgt
AIU] CIU]
dh. B= D, also (A,B) = (C,D).

(ORDNUNGSERHALTEND) Sei (4,B) < (C,D),dh. A C C.
Es folgt sofort Al D ! sowie AT O CJ, und damit

(A, Al < (cH,chy und (AV, ATy < (CV,C)).
Demnach ist
(A", AN, (A7, Al)) < ((c",ch), (P, c))),
also ¢(A, B) < ¢(C,D).
(SUPREMUMSERHALTEND BZW. INFIMUMSERHALTEND) Sei (A, B) V (C,D) =
(A,B).Esist (A,B) V (C,D) = (BN D)), BN D), und damit
A1) —B=BnD=A"Dncl¥) = (auc)h,
Mit Lemma ?? 22.22(4) folgt fir k € {1,2}
Al = (AU C)lkl,
und weiter
Ak = (AuC)k.
Nun haben wir
e(A,B) Ve(C D) = (A", A"), (A7, Al)) v ((c",ch),(cV, )
A“,A’) (ctt,ch,All, Alyv (cV,c)))
Alnchl, Alnch, (Alncly, Al ncl))
AUuO)T (Auc)h, (Auc),(auc)))

—~

Fiir ¢ dual.
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Corollarium

Der Begriffsverband der Merkmals-Apposition BKj [K; ist isomorph zu einem
Supremumsunterhalbverband und zu einem Infimumsunterhalbverband des
direkten Produkts BK; x BIK; der einzelnen Begriffsverbande.
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3.6 Subdirekte Produkte

3.6.1 Dichte Teilkontexte

Zwei Kontexte (G, M, I) und (H, N, ]) heiflen ISOMORPH vermoge des KONTEXTI-
SOMORPHISMUS (&, B), wenna: G — H und B: M — N bijektive Abbildungen

mit ¢Im < ag]pm sind. Wir schreiben dafiir auch (G, M, I) = (H, N, ]).

Definitio: Teilkontext

Fiir einen Kontext (G, M, I), eine Gegenstandsmenge H C G und eine Merkmals-
menge N C M heifit (H,N,I N H x N) TEILKONTEXT von (G, M, I). Auf der
Menge der Teilkontexte ldsst sich eine Ordnung definieren vermoge

(H1,N1,INHy X Np) < (Hp,Np, INHy X Np) & Hy C Hy ANy C N,

Lemma

|

Fiir eine Teilmenge N C M gelten:
(1) Jeder Umfang von (G, N,I NG x N) ist auch ein Umfang von (G, M, I).
(11) Die Abbildung
B(G,N,INGxN) = B(G,M,I)
(A,B) — (A, AD
ist eine A-treue Ordnungseinbettung.
Dual gilt das auch fiir Teilmengen H C G.

APPROBATIO (1) Zunéchst ist jeder Merkmalsumfang von (G,N,IN G x N)
auch ein Merkmalsumfang von (G, M, I). Weil jeder Umfang ein Durchschnitt
von Merkmalsumfingen ist, muss jeder Umfang von (G, N, I NG x N) auch ein
Umfang von (G, M, I) sein.

(1) Das folgt leicht, weil jeder Umfang unter der Abbildung unverandert bleibt.

Corollarium

Die Abbildungen (A, B) — (A!l, AT) und (A, B) — (B!, B') sind Ordnungs-
einbettungen des Begriffsverbands B(H, N,I N H x N) eines Teilkontextes in
B(G,M,I).

Definitio: dicht
Ein Teilkontext (H, N, I N H x N) heifit DICHT in einem Kontext (G, M, I), wenn
yH V/-dicht und uN A-dichtin B(G, M, I) ist.

Lemma: Charakterisierung dichter Teilkontexte |

Ein Teilkontext (H, N) von (G, M, I) ist genau dann dicht in (G, M, I), wenn
(AnNH)" = Aund (BNN)" = B

fiir jeden Begriff (A, B) von (G, M, I) gilt.
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APPROBATIO (=) Sei (A, B) ein Begriff von (G, M, I). Wegen der Dichtheit gibt
es eine Teilmenge C C H mit (A, B) = Veec 7(8) = (cl,ch), also gilt AT = C!
und somit C C Al = A.Fs folgt (AN H)I C ¢! = A und aulerdem gilt nattir-
lich (AN H)! O Al Dual folgt (BN N)! = B wegen B! = D! fiir eine Teilmenge
D C N.

(«<=) Jeder Begriff (A, B) kann nach Voraussetzung stets als Supremum der
Gegenstandsbegriffe von A N H dargestellt werden, d.h. y(H) liegt \/-dicht im
Begriffsverband B(G, M, I). Dual bilden die Merkmalsbegriffe 11(N) eine infimum-
dichte Menge in 8(G, M, I). Nach Definition ist also (H, N) ein dichter Teilkontext.

Lemma

Wenn (H,N,INH x N) dichtin (G, M, I) ist, dann gilt B(H,N,INH x N) =
B(G, M, I) vermdge den Ordnungsisomorphismen (A, B) +— (A!l, AT) und
(A,B) ~ (B!, B).

APPROBATIO Nach Theoremas.17ist B(H, N,INH x N) genau dann isomorph zu
B(G, M, I), wenn es Abbildungen a: H — B(G,M,I) und B: N — B(G, M, I)
gibt, sodass aH \/-dicht und BN A-dicht in B(G, M, I) sind und hin = ah < pn
fiuralleh € Hund n € N gilt. Wenn (H, N, I N H x N) dicht ist, dann ist das mit
a := vy und B := p erfiillt. Die Abbildung (A, B) ~ (A, A!) ist nach obigem
Korollar eine Ordnungseinbettung. Sie ist auflerdem surjektiv, denn sei (A, B) ein
Begriff von (G, M, I), dann ist

I
((AI ﬂN) NH, A ﬂN)
ein Begriff von (H, N,I N H x N) und es gilt

((AIDN)IHH)I - (AImN)H —All_ 4l _p

3.6.2 Vertragliche Teilkontexte

Definitio: Vertriglicher Teilkontext

Ein Teilkontext (H, N,I N H x N) heifit VERTRAGLICH, wenn fiir jeden Begriff
(A, B) von (G, M, I) die Restriktion (A N H, BN N) ein Begriff von (H,N,IN
H x N) ist.

Theorema: Vertrigliche Teilkontexte und Vollstindige Epimorphismen ——
Ein Teilkontext (H, N, I N H x N)) ist genau dann vertraglich, wenn die Abbildung
~B(G,M,I) = B(H,N,INH x N)

THN'(4,B) s (ANH,BNN)
ein vollstandiger Epimorphismus ist.

APPROBATIO Nach Definition Definitio: Vertraglicher Teilkontext 3.78 ist (H,N,In
H x N) genau dann vertréglich, wenn 71y x eine Abbildung ist. Nun zeigen wir
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noch, dass dann 7ty y ein surjektiver vollstindiger Homomorphismus ist. 7tg N
ist A\-erhaltend, denn die Abbildung A — A N H ist (-erhaltend, jeder Begriff ist
durch seinen Umfang eindeutig bestimmt und das Infimum von Begriffen erhalt
man durch Schneiden von Umféngen. Formal: Fiir eine Familie { (A¢, Bt) }+eT von
Begriffen von (G, M, I) gilt

I
N )\ (At Br) = N (ﬂ Ay, (ﬂ At) )
teT teT  \teT
I
(ﬂ AiNH, (ﬂ At> mN)
teT teT

1
(ﬂ (AN H), (ﬂ (AmH)) )
teT teT

= A\ (ArNH,BNN)
teT
= A\ mun (AL Br)
teT
Fiir das Supremum dual. Verbleibt noch zu zeigen, dass 7ty surjektiv ist. Sei also

(A,B) = (A, AINHXNY = (A, AT N) ein Begriff von (H, N, I N H x N), dann ist
(A, AT) ein Begriff von (G, M, I) und es gilt
man(AL Al = (ATnH,AINN) = (4, ATNN) = (A, B).
Lemma: Charakterisierung vertréglicher Teilkontexte |
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) (H,N,INH x N) ist ein vertraglicher Teilkontext von (G, M, I).
(1) Es gelten
(A) Fir jeden Gegenstand & € H und jedes Merkmal m € M mit h ¥ m
existiert ein n € N mit h ¥ n und m! C nl.
(B) Fiir jedes Merkmal n € N und jeden Gegenstand ¢ € G mit g ¥ n
existiert ein h € H mit ¥ nund g' C h'.

(1) Es gelten
(A) (AINN)'NH C Al fiiralle A C G.
(8) (BINH)'NN C B! fiiralle B C M.

APPROBATIO  (1)=-(11) Sei (H,N,IN H x N) vertraglich. Fiir ein Merkmal m €
Mist g ypm = (m! 0 H,m'' N N) ein Begriff des Teilkontextes. Fiir einen Gegen-
standh € Hmith ¥mgilth ¢ m! N H, also gibt es ein Merkmal n € m!! NN mith ¥
n. Auerdem gilt wegen n € m!! auch m! C nl. Die zweite Eigenschaft folgt dual.

()=-(111) Sei A C G. Fiir einen Gegenstand & € H mit h ¢ Al! gibt es ein
Merkmal m € A! mit h ¥ m, also existiert nach Voraussetzung ein n € N mit & ¥ n
und m! C n!. Weiterist A C m! C n!,alson € A’ NN, und damit 1 ¢ (AT N N)L,
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Also folgt (A' N N)! N H C A!. Die andere Bedingung folgt dual.
(1)<=(111) Sei (A, B) ein Begriff von (G, M, I). Dann gilt (AN H)! NN 2 Al'n

N =BnNund (ANH)!NN = (BPInH)!NN € BYNN = BNN, al-
o (ANH)!NN = BN N und dual folgt ANH = (BN N)' N H. Also ist
(AN H,BNN) ein Begriff von (H,N, N H x N).

Lemma: Dichte und Vertrigliche Teilkontexte |
Ein Teilkontext (H, N) von (G, M, I) ist genau dann dicht in (G, M, I), wenn
(H,N) vertraglich und 7ty n: (A, B) — (AN H,BNN) injektiv ist.”

?7ty N ist dann ein vollstandiger Verbandsisomorphismus.

APPROBATIO (=) Sei (A, B) ein Begriff von (G, M, I), dann ist (AN H,BN N)
ein Begriff vom Teilkontext (H, N). Weil 7ty y surjektiv ist, gilt auch

mun((ANH)Y, (AnH)Y) = (ANH,BNN)
weil 7ty  injektiv ist, muss (A N H)!! = A gelten. Dual folgt (BN N)!! = B, denn
(AN H,BN N) ist auch gleich der Projektion 7ty (BN N)!, (BN N)!T).
(<) Sei A C G, dann ist (A!!, A!) ein Begriff von (G, M, I) und es gilt nach
Voraussetzung (A N H)!T = Allund (ATNN)!T = AL Folghch ist dann
Al = (AT T = (AT N InH)T D (ATNN)IN

Dual folgt (B N H)! N N C B! fiir alle Teilmengen B C M. Lemma: Charakteri-
sierung vertraglicher Teilkontexte 3.80 liefert nun die Vertréaglichkeit des Teilkon-
textes (H, N). Die Projektion 7ty x ist aufSerdem injektiv, denn fiir 7ty 5 (A, B) =
rN(C, D) folgt ANH = CN H und damit A = (ANH)! = (CNH)! = C.
Die Umfénge stimmen tiberein, also sind die beiden Begriffe gleich.

Definitio: Pfeilabgeschlossener Teilkontext
Ein Teilkontext (H, N) eines Kontextes (G, M, I) heifst PFEILABGESCHLOSSEN,
wenn gilt

gZ’GHGVNg/négEHund evag h /*m=mée N.

Theorema: Pfeilabgeschlossene und Vertrigliche Teilkontexte —————————

Jeder vertrégliche Teilkontext ist pfeilabgeschlossen. In einem doppelt fundierten
Kontext ist jeder pfeilabgeschlossene Teilkontext vertraglich.

APPROBATIO (=) Sei (H,N,I N H x N) ein vertraglicher Teilkontext. Fiir
g/ n€ Ngbteseinh € Hmith ¥ nund ¢! C hl. Wegen ¢ /" n ist g/
maximal unter allen Gegenstandsinhalten, die 7 nicht enthalten, also folgt g' = h!
und damit g = h € H. Dual folgtaus H > i /" m stets m € N.

(«<=) Sei (H,N,INH x N) ein pfeilabgeschlossener Teilkontext eines doppelt
fundierten Kontexts. Fiir h € H und m € M mit h ¥ m gibt es nach Definition
Definitio: doppelt fundiert .28 ein Merkmal n € M mith  nund m! C n!, also
folgt n € N. Die andere Bedingung aus dem vorangegangenem Lemma folgt dual.
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3 Kontexte

Definitio: Doppelpfeilrelatio

Fiir einen Kontext (G, M, I) definieren wir die DOPPELPFEILRELATION vermoge

g mis 3 3 J e meN g S M N g M

nelN gy,...,.gn€G my,...,my EM

Lemma

In einem reduzierten doppelt fundierten Kontext gelten fiir einen pfeilabgeschlos-
senen Teilkontext (H,N,I N H x N):

(1) Furalleh € H gibteseinn € N mith /" nund dual gibtes fiirallen € N
einh € Hmith /" n.

(11) Fur alle h € CH gibt es ein n € CN mit /1 /* n und dual gibt es fiir alle
ne€CtNeinh € CH mith /* n.

(1) Esisth € H genau dann, wenn es ein Merkmal n € N mit h /" n gibt.

APPROBATIO  (I) Sei h € H. Dann gibt es ein Merkmal n € M mit h / n.
Wegenh / nfolgtn € N,denn (H,N,I N H x N) ist pfeilabgeschlossen.

(11) Seih € CH, dann gibt es ein Merkmal n € M mit h /" n. Warenunn € N,
dann ergabe sich wegen der Pfeilabgeschlossenheit 1 € H. Widerspruch! Also folgt
n € CN.

() (=) Nach (i) gibt es fiirjedes h € H einn € N mith ,/ n, und es folgt
h W n.
(<) Seih € Gmith ¢ nfireinn € N, dann gilt fiir gewisse go, ..., 8 € G
und myg, ..., mp € M
homg N go o/ m N g e e N gk 1
u | - L | - L | N L [
€H < eN < €H < eN <« €H « + <« €N « €H « &N
Wegen der Pfeilabgeschlossenheit konnen wir entlang den Pfeilen wandern und
erhalten i € H.

Theorema: Begriffe von (G, M, X)) |

Genau dann ist (H,N,I N H x N) ein pfeilabgeschlossener Teilkontext eines
reduzierten doppelt fundierten Kontexts (G, M, I), wenn (CH, N) ein Begriff von
(G, M, X)) ist.

APPROBATIO (=) Nach dem vorangegangenem Lemma folgt & € CH genau
dann, wenn 1 ' n fiir alle n € N gilt. Das bedeutet CH = N<. Daraus folgt
(EH)&( 2 N.Firallem € CN gibtes ein g € CH mit g ,/* m, also auch g,/ m
und damit ist m ¢ (CH)“é( Insgesamt ist demnach auch (BH)&( C Nund (CH,N)
ein Begriff von (G, M, (X).

(<) Sei (CH, N) ein Begriff von (H, N,INH x N).Seig ,” n € N, dann gilt ins-
besondere g /' n € N,und damitg € H.Seinun H > h ,/* m. Wir miissenm € N
zeigen. Angenommen, es ware m € CN, dann gibe es einen Gegenstand g € CH mit
g/ m. Aulerdem gibt eswegenh € Heinn € N mith " n. Zusammen gilt also

g/ mN\ hy n.
Damit wire ¢ " nund ¢ € H nach dem Lemma. Widerspruch! Also muss m € N
sein.
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Theorema

Jeder vertragliche Teilkontext eines bereinigten/reduzierten/doppelt fundierten
Kontextes ist bereinigt/reduziert/doppelt fundiert. Die Pfeilrelationen vererben
sich auf vertrigliche Teilkontexte, d.h. g m gilt genau dann in (H, N, I N H x
N),wenng € Hund m € Nund g/~ m in (G, M, I) gilt. Dual fiir .

3.6.3 Vollstindige Kongruenzen

Eine VOLLSTANDIGE KONGRUENZ @ eines vollstindigen Verbands V ist ei-
ne Aquivalenz auf V, die mit beliebigen Infima und Suprema vertraglich ist,
d.h. wenn x;@y; fur alle t € T gilt, dann ist auch (Ajer x¢) © (Aser yt) und
(Vier x) © (Vier 1)

Theorema: Kongruenzintervall |

Eine Aquivalenz ® auf einem vollstindigen Verband V ist genau dann eine
vollstindige Kongruenz auf V, wenn folgendes gilt:

(1) Alle Aquivalenzklassen sind Intervalle.
(11) Die Menge der kleinsten Elemente der Intervalle ist \/-abgeschlossen.
(1) Die Menge der grofsten Elemente der Intervalle ist /\-abgeschlossen.

APPROBATIO (=) Sei© eine vollstandige Kongruenz, d.h. A-und \/-kompatibel.

(1) Fiir eine Kongruenzklasse [v]® sei vg := A[v]® das Infimum und dual
0@ := \/[v]@ das Supremum. Damit gilt zunichst [0]® C [vg, v®]. Natiirlich ist
vOw fiir alle w € [v]®, und es folgt

0 ( /\[v]@) sowie V@ (\/[v]@) ,
also sind vg, v® € [0]@. Sei nun w € [vg, v°], dann gilt wegen wOw und ve@v®
auch
ve = (ve Aw)O(° Aw) = w.

Folglichist w € [v]@. Die Kongruenzklasse [v]@ ist also genau das Intervall [vg, v©).

(1m),(11) Die beiden Abbildungen v — vg und v — v© bilden eine Adjunk-
tion auf V. Die Zuordnung der unteren Intervallgrenze ist ordnungserhaltend. Sei
ndmlich v < w, dann gilt wegen v0vg und wOwWe

v=(vAw)O(ve A we).

Es folgt (ve A we) > ve und damit v < we.
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Dual ist die Zuordnung der oberen Intervallgrenze ordnungserhaltend. Die Ver-
kettungen sind extensiv bzw. intensiv, denn die Abbildungen sind bereits extensiv
bzw. intensiv. Es gilt stets vg@v@v® und damit folgt

0= A=A 7], = (),

und dual v© = (v@)e. AuBlerdem gilt immer vg < v < v®, also ist

(), <0< o

und die beiden Abbildungen bilden nach Definition Definitio: Adjunktion 2.31
eine Adjunktion. Die Abbildungen v + vg und v — v® sind also residuiert bzw.
residual und damit nach Lemma 2.36 \/-erhaltend bzw. A\-erhaltend. Also gelten
(i) und (iii).

(«<=) Sei © eine Aquivalenzrelation mit den Eigenschaften (i) bis (iii). Seien x@y;
fir t € T. Es gilt stets (x;)e < %t < (x;)€ und damit \V,er(x)e < Vier Xt <
Vier(x:)®, dual fiir die y;. Mit x;@y; gelten (x;)e = (yi)e und (x)® = (y;)® fur
alle t € T und damit ist

Vo \yee | V(e \V (x)®].

teT  teT |JeT teT 1
Aus v < w folgt wegen v < Pundw < wPstetsv < P Aw® = u® < ¢®
wegen (iii). Es folgt v©@ A w® = 9, denn mit v < u® < v® und v@V® folgt
v@u®Ou weil die Aquivalenzklasse [v]¢ ein Intervall ist. Also impliziert v < w
stets v© < w®. Weiter gilt (x5)o < Vier(xt)e fiir alle s € T, also folgt (x5)© =

(x)0)® < (Vier(x)e)® und damit

(G
\ (x)® < <\/(xt)®> :
teT teT
Insgesamt ist dann

Von Ve | Vo, Vo

teT teT teT teT

®
c [\/(xt>®/ (\/(xt)®> ] = [Z®/ (Z@))@} = e,
teT teT

also Ve xt© Ve yr. Dual fiir das Infimum.

Theorema: Faktorverband }

Fiir eine vollstandige Kongruenz © auf einem vollstandigen Verband V bildet
die Faktormenge

Vieg:= [v]® veV
~
={weV | vOw}
mit der Faktorordnung

[0]O® < [w]® = vO(v Aw) & (vV w)Ow
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3.6 Subdirekte Produkte

einen vollstandigen Verband. Die Kongruenzintervalle [v]g = [0g,v®] =
[A[v]®, V[v]@] sind entsprechend ihren kleinsten oder dquivalent entsprechend
ihren grofsten Elementen geordnet, d.h. es gilt

[0]® < [W]® < ve < wg < v° < wP.
Fiir das Infimum und Supremum gilt

/\[vd@ = [/\ vJ@ und \/[vt]® = {\/ vt]@

teT teT teT teT

APPROBATIO Nach Theorema: Kongruenzintervall 3.89 sind die Kongruenzklassen
Intervalle, also ist die Bezeichnung Kongruenzintervalle gerechtfertigt.

(<) Fiir vO(v A w) folgt mit dem Absorptionsgesetz (v V w)®((v Aw) V w) =
w. Die umgekehrte Richtung analog.

(WOHLDEFINIERT) Seien [v]g < [w]g und v@x sowie w@y. Dann gilt v® (v A w)
und wO(v V w) und es folgt

(x ANy)O(v A w)OvOx
und dual (x V i7)©y. Also gilt auch [x]g < [y]g-

(REFLEX1V) Fiirallev € V gilt v A v = v0y, also [v]g < [v]g.

(ANTISYMMETRISCH) Fiir vO(v A w) und w® (v A w) ist vOw und damit [v]g =
[w]e-

(TRANSITIV) Fiir u®(u A v) und w®(v V w) gilt

(uAw)OuAvA(vVw)) = (uAv)Ou.

(<) Fiir vg < we folgt v°© = (v)® < (we)® = w®, und umgekehrt. Fiir
[v]g < [wg gilt v®(v Aw) < w und es folgt vg = (v Aw)e < we. Umgekehrt
gilt fiir vg < we

wOwe = ve Vwg = (vV w)e®(vV w),
also [v]g < [w]g.

(\) Bsist[v Awlg = | (v Aw)e, (v Aw)® | und damit gilt zunichst [v A w]g <
———

=@ Aw®
[v]g sowie [v Aw]g < [w]g, dh. [v A w]g ist eine untere Schranke. Analog fiir
beliebige Infima.

(V) dual.

Theorema: Homomorphiesatz |
Die vollstandige Kongruenzen sind genau die Kerne von vollstandigen Epimor-
phismen. Genauer gilt: Fiir eine vollstindige Kongruenz ® auf einem vollstan-
digen Verband V ist

V- V/g
v [v]g

ein vollstandiger Epimorphismus. Umgekehrt ist fiir einen vollstindigen Epimor-
phismus ¢: V — W dessen Kern

ker¢ := {(v,w) € V x V| ¢v = pw}

natg:
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3 Kontexte

eine vollstindige Kongruenz auf V. Aufierdem ist
v / ker¢p — W

[v]kerq) = 4)’0
ein vollstandiger Isomorphismus und es gelten
kernatg = © und valy o natyery = ¢-

val¢ g

APPROBATIO  (I) Sei © eine vollstandige Kongruenz. Die Abbildung
V- V/e

v ol

ist dann ein surjektiver vollstindiger Homomorphismus, denn aus Theorema:
Faktorverband 3.90 folgt natg \;c1 v+ = V;er natev; und dual fiir das Infimum.

(11) Sei umgekehrt ¢: V — W ein surjektiver vollstindiger Homomorphismus.

Dann ist dessen Kern ker ¢ eine Aquivalenz, denn es gilt (v,v') € ker¢ < ¢v =
¢v'. AuBerdem gilt fiir (x;,y;) € ker¢ fiir t € T stets ¢x; = ¢y und damit
O Vier Xt = Vier 0t = Vier ¢yt = ¢ Vier Yt dh. ker ¢ ist \/-vertraglich. Dual
auch A-vertraglich.

(111) val ist injektiv, denn aus ¢x = ¢y folgt (x,y) € ker ¢ und damit [x];, s =
Wlier ¢ Weil ¢ surjektiv ist, muss auch valy surjektiv sein. Aufferdem ist

natgp:

\/ valy [Ut]kenp = \/ Pvr = ¢ \/ vp = valy [\/ vt‘| = valy \/ [Ut}ker(p :
ker ¢

teT teT teT teT teT
Corollarium
Der Begriffsverband eines vertraglichen Teilkontexts (H,N,I N H x N) von
(G, M, I) ist stets isomorph zu einem Faktorverband von B(G, M, I), nimlich

B(H,N,INH x N) = B(G, M, 1)/ker TN

und es gilt (A, B) ker ty N(C,D) & ANH =CNH < BNN = DNN.Fir
die Kongruenzklassen haben wir

(A By = [((AnE) (anE)), (BON), (BON)™)].

APPROBATIO Sei (H,N,IN H x N) ein vertraglicher Teilkontext. Nach Theorema:
Vertrdgliche Teilkontexte und Vollstandige Epimorphismen 3.79 ist die Projektion
maN: B(G M, I) — B(H,N,INH x N) ein vollstindiger Epimorphismus und
nach Theorema: Homomorphiesatz 3.91 ist @ v := ker 7ty eine vollstandige
Kongruenz auf B8(G, M, I). Folglich ist

B(H,N,INHx N) = BGMI) /g, .

Weiter gilt
(A/ B)ker TTH,N = /\ [(A’ B)]ker TTH N - /\ (C/ D)
(C.D)eB(G,M,I)
ANH=CNH
BNN=DNN
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I

-1 N ol N c :<(AOH)H,(AOH)I)

:CH C:CH
CNH=ANH CNH=ANH
CINN=BNN CINN=BNN
dennaus CNH = ANH folgt ANH C C € N C und weil der Schnitt von

Umfangen stets wieder ein Umfang ist, folgt (A N H)!! C N C. Andererseits gilt
auch (AN H)!' >N _C, denn:
(1) Aus Lemma: Charakterisierung vertraglicher Teilkontexte 3.80 und Lemma

3.8 folgt
(AnH)T =B nH)T c (B nH)TUN C (BInH)! nN)! € Bl = Bl = 4,
alsogilt (ANH)'NHC ANH.

(1) Trivialist (ANH)'NH 2> ANH.

(1) Mit Lemma: Charakterisierung vertraglicher Teilkontexte 3.80 gilt (AN H)! N
N=(B'NnH)!'NN CB=Bundesfolgt ANH)! NN C BNN.

(1v) Wegen Lemmas8ist (ANH)! O ATUH! O Al = Bund damit (AN H)'N
NDBNN.
Dual ist (A, B)"THN = \/ [(A, B)|yer i = (BN N)L, (BN N)I).

Definitio: Induzierte Kongruenz und Induzierender Teilkontext

Eine vollstindige Kongruenz © eines Begriffsverbands B(G, M, I) heifit durch
den vertréglichen Teilkontext (H, N, N H x N) INDUZIERT, wenn

© = ker rty N

Theorema: Induzierender Standardkontext |

Fiir eine vollstindige Kongruenz ® von (G, M, I) sei Gg die Menge aller Gegen-
stande g, fiir die g das kleinste Element einer ®-Klasse ist, und dual M die Menge
aller Merkmale m € M, fiir die ym das grofite Element einer ©-Klasse ist. Wenn ©
durch einen vertraglichen Teilkontext (H, N, I N H x N) induziert ist, dann gelten:

(1) Esgilt g € Gg genau dann, wenn es eine Gegenstandsmenge X C H mit
X! = ¢! gibt.
(1) Esgilt H C Gg sowie N C Mg.
(111) Esgilt (A, B)®(C, D) genau dann, wenn AN Gg = CNGg und BN Mg =
D N Mg sind, d.h. © = ker 716 M, -
(1v) © ist auch durch den vertraglichen Teilkontext (Gg, Mg, I N Gg X Mg)
induziert.

APPROBATIO (1) Es gilt ¢ € Gg genau dann, wenn es einen Begriff (A, B) €
B(G, M, I) mit yg = A\ [(A, B)]g gibt. Weil © durch (H,N,I N H x N) induziert
ist, gilt ©® = ker 7y y und nach Corollarium 3.92 gilt

AlAB)lo = ((Anm)!, (AnH)").
Also ist ¢ € G genau dann, wenn es einen Umfang A mit ¢! = (AN H)! gibt.
Daraus folgt stets gl =X'firX:= ANH C H. Umgekehrt gilt fiir X C H mit
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X! = ¢! stets
(XHﬂH)I _ (XHﬂHH)I _ (XIUHI)H C (XﬂH)I _ XI :gl
sowie (X'NH)! D XIUH! D X! = ¢!, dh. ¢! = (AnH)! fiir A := XL,

(1) Faralle h € H gilt h! = X! fiir X := {h} C H, also folgt mit (i) 1 € Ge.
Dual folgt N € Meg.

(1) Es gilt (A, B)®(C, D) genau dann, wern ANH = CNHund BNN =
DN N sind. Im Falle ANGg = CNGg und BN Mg = D N Mg ist das we-
gen (ii) stets erfiillt. Sei umgekehrt (A, B)O(C,D) und § € AN Gg, dann gibt
es eine Menge X C H mit X! = ¢/ und es folgt X C ¢! C Al = A. Al-
soist X = XNH C ANH =CNH C Cundes folgt g € X' c ¢ dh
ANGe € CNGg.Dual folgt AN Gg 2 CN G sowie BN Mg = D N M.

(1v) Wegen (iii) ist @ auch durch (Gg, Mg, I N Gg X Mg) induziert. Es verbleibt
zu zeigen, dass (Gg, M, I N Gg x Mg) vertraglich ist. Wir nutzen dazu Lemma:
Charakterisierung vertrdglicher Teilkontexte 3.80. Sei dazu g € Gg und m € M
mit ¢ ¥ m. Wegen (i) gibt es eine Gegenstandsmenge X C H mit X! = ¢. Es
folgt m ¢ X! und damit gibt es einen Gegenstand h € X C H mit h } m. Weil
(H,N,INH x N) vertraglich ist, existiert nach Lemma: Charakterisierung vertrag-
licher Teilkontexte 3.80 schlieflich ein 7 € N mit & ¥ n und m! C n!. Es folgt g & nl,
d.h. ¢ ¥ n, und wegen (ii) ist n € Mg.

Definitio: Gesittigter Teilkontext
Ein Teilkontext (H, N,I N H x N) eines Kontextes (G, M, I) heifst GESATTIGT,
wenn gelten

V V XI=¢l=g¢cH

g€G XCH
V YI=m!=meN.
mEMYCN
.
Corollarium

Wenn eine vollstindige Kongruenz durch einen Teilkontext induziert ist, dann
auch durch einen gesittigten Teilkontext, namlich (Gg, Mg, I N Gg X Mg). In
einem reduzierten Kontext ist jeder Teilkontext gesittigt, d.h. insbesondere sind
induzierende Teilkontexte eindeutig.

APPROBATIO Nach Theorema: Induzierender Standardkontext 3.94 ist jede induzier-
te Kongruenz auch durch den vertriglichen Teilkontext (Gg, Mg, I N Gg X Mg)
induziert und dieser ist wegen (i) geséttigt. Sei nun (H, N, I N H x N) ein Teilkon-
text eines reduzierten Kontextes (G, M, I). Fiir einen Gegenstand ¢ € G und eine
Menge X C H mit X! = ¢! gilt zunachst ¢' = ,ex h!, dh. 7§ = Vyex vh. Weil
(G, M, I) reduziert und damit yg \/-irreduzibel ist, folgt ¢ € X C H. Demnach ist
in einem reduzierten Kontext jeder Teilkontext geséttigt. Wenn also eine Kongruenz
O eines reduzierten Kontexts (G, M, I) induziert ist, dann ist der induzierende
Teilkontext gerade (Go, Mo, I N Gg X Mg) und damit eindeutig.
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Theorema

Eine vollstindige Kongruenz © ist genau dann durch einen Teilkontext indu-
ziert, wenn {[y(g)]g | § € Go} V-dicht und {[u(m)]g | m € Mg} A-dicht im

Faktorverband B(G, M, I) / © sind.

.
Corollarium

Eine vollstindige Kongruenz ist durch einen Teilkontext induziert, wenn der
zugehorige Faktorverband doppelt fundiert ist.

APPROBATIO Falls das Kongruenzintervall [(A, B)|g \/-irreduzibel in B(G,M,1I) / ®

ist, dann ist auch dessen kleinstes Element (A, B)g = A [(A, B)]g \-irreduzibel
in B(G, M, I), d.h. ein Gegenstandsbegriff yg mit g € Go.> Also gibt es fiir alle
V-irreduziblen Kongruenzintervalle [(A, B)]g einen (irreduziblen) Gegenstand
g € Go mit [(A, B)]g = [78] und demnach gilt

jﬁ(G,M,I)/GD  {lrglo |3 € Go}-

Weil der Quotient B(G, M, I) / ©® doppelt fundiert ist, liegen nach Theorema 3.29

die \/-irreduziblen Element \/-dicht und damit ist auch {[yg]g | § € Go } V-dicht.

Dual ist {[p(m)]g | m € Mg} A-dicht. Nach Theorema 3.97 ist © durch einen
(vertraglichen) Teilkontext induziert.

Lemma

Jeder Faktorverband eines doppelt fundierten vollstindigen Verbands ist doppelt
fundiert.

APPROBATIO Analog Theorema 3.87

Corollarium

In einem doppelt fundierten Begriffsverband ist jede vollstindige Kongruenz
durch einen Teilkontext induziert.

2Wenn (A4, B)g némlich \/-reduzibel ist, dann folgt

[(A,B)lo = [((A,Be).]e = [ Vo Xy
(XY)

<(AB)e

(€]

=V (xyp< (X, Y)le < [(A,B)o,
(X,Y)<(AB)o I[<X,Y>]@<[<A,B>]
=([(A

o
(((AB)e),

denn mit (X,Y) < (4,B)e gilt (X,Y)e < (4,B)e, dh. [(X,Y)]g < [(A B)]g. Damit ist auch
[(A, B)]g V-reduzibel.
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Theorema: Begriffe von (G, M, X)) |

Der Verband aller vollstindige Kongruenzen eines reduzierten doppelt fundierten
Begriffsverbands B(G, M, I) ist isomorph zum vollsténdig distributiven Begriffs-
verband B(G, M, X).

APPROBATIO (1) Die vollstindigen Kongruenzen sind geordnet vermoge der
Teilmengeninklusion. Jeder Durchschnitt von Kongruenzen ist wieder eine Kongru-
enz, also bildet die Menge der Kongruenzen ein Hiillensystem auf B (G, M, I) und
ist nach Theorema 2.28 ein vollstandiger Verband. Fiir vollstindige Kongruenzen
0,Y gilt

OCY<«e \4 (A,B)O(C,D) = (A,B)¥(C,D)
(A,B),(C,D)eB(G,M,I)
o v AﬂG@ZCﬂG@} {AQG\IJZCOG\Y
(A,B),(C,D)EB(G,M,I) BNMg=DNMg BN My = DN My

< Gy € Gg A My C Mg.

Die letzte Implikation folgt so: Sei ¢ € Gy, dann ist g das kleinste Element einer
Y-Klasse und mit ©@ C Y folgt

18 = (18)0 = A[18lo = Al78ly = (18)y = 18
Also gilt (78)g = (78)y = g und damit folgt sofort ¢ € Ge.

(11) Jeder vertragliche Teilkontext (H, N,I N H x N) induziert eine vollstindige
Kongruenz ker 7ty , siehe Theorema: Vertragliche Teilkontexte und Vollstandige
Epimorphismen 3.79 und Theorema: Homomorphiesatz 3.91. Wenn B(G, M, I)
reduziert und doppelt fundiert ist, dann ist nach Theorema: Induzierender Stan-
dardkontexts.94 und Corollarium 3.100 jede vollsténdige Kongruenz ® durch genau
einen (geséttigten) vertrdglichen Teilkontext (Gg, Mg, I N Gg X Mg) induziert, d.h.
es gibt eine bijektive Zuordnung zwischen den vollstandigen Kongruenzen und
den (gesittigten) vertraglichen Teilkontexten. Weil der Begriffsverband B(G, M, I)
doppelt fundiert ist, ist nach Theorema 3.34 auch der Kontext (G,M,1 ) doppelt
fundiert. Demnach ist wegen Theorema: Pfeilabgeschlossene und Vertragliche Teil-
kontexte 3.83 jeder vertrégliche Teilkontext pfeilabgeschlossen, und umgekehrt. Die
bijektive Zuordnung zwischen den vollstindigen Kongruenzen und den pfeilab-
geschlossenen Teilkontexten ist also nach (i) ein dualer Ordnungsisomorphismus.

(111) Die Vereinigung und der Durchschnitt von pfeilabgeschlossenen Teilkontex-
ten ist wieder pfeilabgeschlossen, daher bilden die pfeilabgeschlossenen Teilkontexte
einen vollstandig distributiven vollstindigen Verband. Weiterhin gibt es einen dua-
len Ordnungsisomorphismus zwischen den pfeilabgeschlossenen Teilkontexten
und den formalen Begriffen von (G, M, &X'), vergleiche Theorema: Begriffe von
(G,M, ) 3.86.
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ker

CEpifB(G, M, I) ‘—»E (CConB(G, M, I), C)
nat A
- ker 7t E E
- !
(CSub(G, M, I), <)’
ol | ¢ N
©,) J¥
(ASub(G, M, 1), <)’ 4 " B(G,M,X)
()

Also gibt es insgesamt auch einen Ordnungsisomorphismus zwischen dem Verband
der vollstindigen Kongruenzen und dem vollstindig distributiven vollstindigen
Verband B(G, M, X).

E K F
= = =
B 5 8
= = = = S =
Girr \/( \/ Girr \4{ \4/ GII‘I‘ ké/ ké/(
G\Gi|"[D] G\G|D[D| G\Gin| X | X
. &
(A,B)eg(gm,Mmm (A U(G\ Gin),BU (A N (M\ Mir) )) €B(G,MK) 1

3.6.4 Abgeschlossene Teilrelationen

Definitio: Abgeschlossene Teilrelation

Eine Teilrelation | C I heifft ABGESCHLOSSEN in (G, M, I), wenn jeder formale
Begriff von (G, M, ]) auch ein formaler Begriff von (G, M, I) ist.
Lemma|
Sei (A, B) ein formaler Begriff von (G, M, I).

(1) Fiir eine abgeschlossene Teilrelation ] von (G, M, I) ist (A, B) genau dann
ein formaler Begriff von (G, M, J), wenn A x B C ] gilt.

(11) Fiir eine Menge von abgeschlossenen Teilrelationen 7 von (G, M, I) ist
(A, B) genau dann ein formaler Begriff in Nies B(G,M,]),wenrn Ax BCNJ

gilt.
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3 Kontexte

APPROBATIO (1) (=) trivial.
(«) Aus A x B C ] folgt zunichst B = A C B/. Andererseits gilt wegen
J C Iauch B/ C B!. Alsoist A = B/ und dual B = A/, d.h. (A, B) ist ein Begriff
von (G, M, ).
(11) Es gilt unter Zuhilfenahme des ersten Teils

]e\v’j(A,B) e%(G,M,])@]EVijBgH:)AxB cJ-

Eine Teilmenge U C V heifst VOLLSTANDIGER UNTERVERBAND des vollstindigen
Verbandes V, wenn sie gegen beliebige Infima und Suprema in V abgeschlossen
ist. Insbesondere enthilt ein vollstindiger Unterverband also stets das grofite und
das kleinste Element von V.

105 |

Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Vollstindige Unterverbinde |

(1) Ist ] eine abgeschlossene Teilrelation eines Kontextes (G, M, I), dann ist
B(G, M, ]) ein vollstandiger Unterverband des Begriffsverbands B(G, M, I) mit

J =Uwupescm) A xB.
(11) Ist umgekehrt U ein vollsténdiger Unterverband von B(G, M, I), dann ist
Ju= |J AxB
(AB)eUu
eine abgeschlossene Teilrelation von (G, M, I) und es gilt U = B(G, M, Ji;)-

APPROBATIO (1) Sei ] eine abgeschlossene Teilrelation von (G, M, I), d.h. jeder
Begriff von (G, M, ]) ist ebenfalls ein Begriff von (G, M, I). Das Infimum einer
Familie von formalen Begriffen (A¢, B;), t € T hat nach Theorema: Hauptsatz tiber
formale Begriffsverbande 3.13 stets den Durchschnitt ;1 A als Umfang, unab-
hingig von der konkreten Inzidenzrelation. Daher hat jedes Infimum in B(G, M, J)
den gleichen Umfang wie das entsprechende Infimum in B(G, M, I), die Infi-
ma stimmen also tiberein und damit ist B(G, M, ]) gegen beliebige Infima in
B(G,M,I) abgeschlossen. Dual gilt das auch fiir das Supremum. Der Zusammen-
hang | = Ua,B)em(G,m,7) A % B gilt fiir alle Kontexte, siehe Corollarium 3.6.

(11) Sei U ein vollstandiger Unterverband von B(G, M, I). Wir zeigen, dass
U = B(G,M,]u) fiir die Teilrelation Ji; := Uap)eu A X B gilt, woraus auch
sofort die Abgeschlossenheit von Ji; folgt.

(C) Sei (A, B) € U. Nach Definition von Ji; gilt A x B C Ji;, und nach obigen
Lemmaist (A, B) € B(G, M, Ji).

(2) Wir zeigen zunéchst, dass fiir jeden Gegenstand g der Gegenstandsbegriff
(¢7,¢)) in U liegt. (Wir schreiben kurz ] := Jj;.) Sei dazu ¢ € G, dann liegt das

11

AN AB=| () Al U B = (Cq,Dg) €U
(AB)eU (AB)eU (AB)eU
geA geA geA
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3.6 Subdirekte Produkte

im vollstindigen Unterverband U, ist also insbesondere ein Begriff von (G, M, Ji;).
Wegen g € C, folgt ¢/ D Céf,. Andererseits gilt auch ¢/ C Cg,: Fiir jedes m € g/ gibt
es nach Definition von | einen Begriff (A, B) € U mit (g,m) € A x B. Weiter gilt
C,CA= B/ C m/ und demnach liegt m € Cé.

Insgesamt gilt also ¢/ = Cé bzw. ¢!/ = Cg und schlieflich ist (§/7,¢) = (Cg, Dy)
ein Begriff in U. Nach Corollarium 3.14 bilden die Gegenstandsbegriffe (g//, ¢/)
eine \/-dichte Menge in B(G, M, Ji;) und weil U ein vollstindiger Unterverband,
also insbesondere \/-abgeschlossen ist, muss jeder Begriff von (G, M, Ji;) auch in
U liegen, d.h. B(G, M, Ji;) € U. SchlieBlich sind U und B(G, M, Ji;) gleich, und
damit folgt sofort die Abgeschlossenheit von Ji;.

Lemma

Fiir eine Menge 7 von abgeschlossenen Teilrelationen eines formalen Kontexts
(G, M, 1) ist

Jo = U AxB
(A,B)eB(G,M,I)
AxBCNT

die grofite abgeschlossene Teilrelation in () 7, und es gilt

B(G,M,Jo) = [ B(G,M,]).
Jeg

APPROBATIO Weil die Teilrelationen | € 7 abgeschlossen sind, bilden alle B(G, M, ])

vollstandige Unterverbinde von B(G, M, I). Also ist auch deren Durchschnitt
Njeg B(G, M, ]) ein vollstindiger Unterverband von B(G, M, I). Weiter gilt nach
dem vorigen Korollar

Jo= U AxB= U AxB
(AB)EB(G M) (AB)ENer BGM,))
AxXBCNJT

und damit ist nach Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Vollstandige
Unterverbédnde 3.105 Jy die abgeschlossene Teilrelation mit
%(Gr M, ]O) = ﬂ %(G/ M, ])

JeJ
SchliefSlich muss Jy auch die grofite abgeschlossene Teilrelation in (1 J sein, denn
jede Hinzunahme eines Paares (g,m) € (J mit (g,m) ¢ Jo fithrt auf einen
Widerspruch: Es gidbe dann ndmlich keinen Begriff (A, B) von (G, M, ) mit
(gym) € A x B, dh. es wire wegen Corollarium 3.6 dann ¢ ¥ m. Dies wire
aber ein Widerspruch zu (g,m) e N J C L.

Corollarium

Die Abbildung U — [J{A x B| (A, B) € U} ist ein Ordnungsisomorphismus
zwischen den vollstindigen Unterverbanden von B(G, M, I) und den abgeschlos-
senen Teilrelationen von (G, M, I), ihre Umkehrung ist | — B(G, M, J).

APPROBATIO Aus dem Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Vollstindige
Unterverbédnde 3.105 folgt die Bijektivitit der obigen Abbildung

U~ | J{AxB|(AB) e U}
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3 Kontexte

Dass sie ordnungserhaltend ist, sieht man sofort. Thre Umkehrung J — B(G, M, ])
ist auch ordnungserhaltend, denn seien |; C ], zwei abgeschlossene Teilrelationen
von (G, M, I), dann ist in obigen Lemma wegen J; N [ = J;

]O: U AXB:]l/

(A,B)eB(G,M,I)
AxBC;

und demzufolge gilt B(G, M, ;) = B(G,M, ;) NB(G, M, J,),dh. B(G,M, )
ist in *B(G, M, J») enthalten. Insbesondere ist dann J; auch eine abgeschlossene
Teilrelation von (G, M, J,).

Theorema

Fiir jede Begriffsmenge T C B(G, M, I) gibt es eine kleinste abgeschlossene
Teilrelation J7 von (G, M, I), die alle Mengen A x B fiir Begriffe (A,B) € T
enthilt. B(G, M, Jr) ist dann der von T erzeugte vollstindige Unterverband (T)
von B(G, M, I).

APPROBATIO Es gilt fiir den von T erzeugten vollstindigen Unterverband (T) von
B(G, M, )

(T) = m U,undJ::{]u:: U AXB}
US%(CGL’[M’D (AB)eU US!%(QGL,IM,I)

ist eine Menge von abgeschlossenen Teilrelationen von (G, M, I). Also gibt es eine
grofite abgeschlossene Teilrelation [t in () J, sodass gilt:

BGMIr)= () BGMu)= () U=(D].
U<DB(GM,I) U<B(GM,I)
TCU TCcU

Weil natiirlich (T) = %B(G, M, Jr) alle Begriffe aus T enthalt, muss U4 g)er A X B
in der entsprechenden abgeschlossenen Teilrelation J1 enthalten sein. Die Teilre-
lation Jt ist kleinstmoglich, denn es gibt keinen vollstandigen Unterverband von
B(G, M, I), der T enthilt und kleiner als (T) ist, d.h. es gibt keine abgeschlossene
Teilrelation von (G, M, I), die U a,p)cr A x B enthélt und Kleiner als Jr ist.

Lemma: Charakterisierung abgeschlossener Teilrelationen |

Fiir jede Teilrelation ] C I eines Kontextes (G, M, I) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) ] ist eine abgeschlossene Teilrelation von (G, M, I).
(1) Alle formalen Begriffe von (G, M, J) sind formale Begriffe von (G, M, I).
(1) B(G, M, ]) ist ein vollstindiger Unterverband von B(G, M, I).
(1v) Fir alle Mengen X C G bzw. X C M gilt X/ o x/1.
(V) Fiir alle Mengen X C Gbzw. X C M gilt X/J = X/1.
(v1) Esgilt

V| 3 h¥tmund 3 g¥n
glm \ heG neM
gfm \g/Ch mlcnl
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3.6 Subdirekte Produkte

Falls (G, M, ]) ein doppelt-fundierter bereinigter Kontext ist, dann ist auch die
folgende Aussage zu den vorigen dquivalent:

(vin) Iist disjunkt zu den Pfeilen von ], d.h.es gilt I C X, N X'}

APPROBATIO Sei ] eine Teilrelation eines formalen Kontextes (G, M, I).
(1)< (11) nach Definition Definitio: Abgeschlossene Teilrelation 3.102.

(1)< (111) nach Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Vollstindige Unterver-
bénde 3.105.

(I1)«(111) trivial, denn jeder Unterverband ist natiirlich eine Teilmenge.

(IV)<(V) Zunachst gilt wegen | C I stets X/ C X! fiiralle X C G und alle X C M.
Folglich gilt X/ O X/! genau dann, wenn X/ = X/! ist.

(11)=(V) Sei A C G eine Menge von Gegenstanden. Der Begriff (A//, A') € B(G, M, ])
ist dann auch ein Begriff von (G, M, I) und damit gilt A/ = AJL.
Dual folgt B// = B/! fiir alle Merkmalsmengen B C M.

(11)<=(Vv) Fiir einen formalen Begriff (A, B) von (G, M, ]) gilt stets A = A/l = All =
B! und dual B = Al, also ist (A4, B) auch immer ein Begriff von (G, M, I).

(11)=(V1) Sei (g,m) € I\ J. Dannist (g//, /) ein Begriff von (G, M, I) mit ¢/ = ¢//%.
Wegen ¢ Ym folgt m ¢ ¢/ = ¢/l und damit ¢!/ ¢ m!, also gibtes ein i € ¢// (d.h.
¢/ C W), sodass h ¢ m! (dh. h¥m) gilt. Dual folgt die Existenz eines Merkmals
n € Mmitm/ C n/ und g ¥n durch Betrachten des Merkmalbegriffs (m/, m//).

(1)<=(v1) Fiir einen formalen Begriff (A, B) von (G, M, ]) muss stets B = Al gel-
ten. Wére namlich B = A/ C Al, dann gébe es ein Merkmal m € Al\ A/,
d.h. es gébe einen Gegenstand g € A mit gIm und g F m. Nach Vorausset-
zung existierte dann ein Gegenstand 1 € G mit ¢/ C &/ und h ¥ m. Wegen
g € Awidredann h € g” C A und damit wire m ¢ hl D A!, im Wider-
spruch zu m € Al. Dual gilt stets A = B! fiir alle formalen Begriffe (A, B)

von (G, M, J). Insgesamt ist also jeder Begriff von (G, M, J) auch ein Begriff von
(G,M,]I).

Sei nun (G, M, ]) ein doppelt-fundierter bereinigter Kontext.

(VI)=-(vI1) Fiir ein Paar (g,m) € I\ ] gibt es stets ein h € G mit ¢/ C h/ und h ¥ m, also
auch 1} m. Weil | bereinigt ist, muss g/ C 1/ sein. Folglich gilt g X j m. Das gilt
auch immer fiir gJm. Also muss I disjunkt zu ,/'j sein. Dual ist I auch disjunkt zu
/- Insgesamt gilt also I € X7 N Xy =C (/U 7).

(Iv)<=(vi) Sei A C Gund g € Al Falls ¢ ¢ All wire, dann gdbe es einm € Al mit
g Fm. Weil (G, M, ]) merkmalsfundiert ist, gabe es dann einn € M mitg 7 n
und m/ C w/,dh.n e mll C Al = Al C g] und damit gJn. Widerspruch!
Also gilt A/l C AV, Dual gilt das wegen der Gegenstandsfundiertheit auch fiir
Merkmalsmengen.
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3 Kontexte

Theorema |

Fiir eine abgeschlossene Teilrelation | und einen vertraglichen Teilkontext (H, N)
von (G, M, I) ist

(1) (H,N) ein vertraglicher Teilkontext von (G, M, J), und

(1) JN H x N eine abgeschlossene Teilrelation von (H,N,INH X N).

APPROBATIO (1) Zundchst ist jeder Begriff (A, B) von (G, M, J) auch ein Begriff
von (G, M, I) und damit ist die Restriktion (A N H, B N N) stets ein Begriff von
(H,N,INH x N). Wegen A x B C ] muss auch
(ANH)x (BNN)CJN(HXN)

gelten und damit folgt (BN N)NHXN) = AnH C (BN N)/"H*N) und an-
dererseits gilt wegen | C I auch die umgekehrte Inklusion. Dual gilt auch
BNN = (AN H)INHXN) Insgesamt ist also (A N H,B N N) stets ein Begriff
von (H,N,JN(H x N)),dh. (H,N) ist vertrdglich.

(11) Sei (A, B) ein Begriff von (H, N, ] N H x N). Weil (H, N) ein vertraglicher
Teilkontext von (G, M, J) ist, gibt es nach Theorema: Vertragliche Teilkontexte und
Vollstandige Epimorphismen 3.79 einen Begriff (C, D) von (G, M, J) und damit
auchvon (G, M, I), sodass (A, B) = (CN H, DN N) gilt. Schlieflich muss dann die
Restriktion (A, B) wieder ein Begriff von (H, N,I N H x N) sein,d.h. [N H x N

W ist abgeschlossen.

118



3.6 Subdirekte Produkte

3.6.5 Subdirekte Zerlegungen

Fiir eine Familie {(V4, <¢) };eT von vollstindigen Verbanden ist deren DIREKTES
PRODUKT definiert als

teT teT

X (W, <) = <>< VLS)

(xt)ter < (Yt)rer = tGVTxt <t Yt
Die (V4, <) heiflen FAKTOREN des Produkts und die Abbildungen

XV, <) = (W, <p)
7Tt: teT

(Xt)teT F> Xt
fir t € T sind die KANONISCHEN PROJEKTOREN.

Jedes direkte Produkt von vollstindigen Verbanden ist ein vollstandiger Verband,
das Infimum bzw. Supremum wird komponentenweise gebildet. Die kanonischen
Projektoren sind vollstindige Epimorphismen.

Definitio: Subdirektes Produkt, Subdirekte Zerlegung

Ein SUBDIREKTES Produkt von vollstindigen Verbanden ist ein vollstandiger
Unterverband des direkten Produkts, sodass alle kanonischen Projektoren surjek-
tiv sind. Eine SUBDIREKTE ZERLEGUNG eines vollstandigen Verbands V ist eine
Famile {©; }+c7 von vollstindige Kongruenzen auf V mit

()6 =Ay.

teT
Die Diagonale Ay heifst auch TRIVIALE vollstindige Kongruenz auf V. Die Fak-
torverbénde V' /@, sind die FAKTOREN der subdirekten Zerlegung.

Theorema: Subdirekte Produkte und Subdirekte Zerlegungen —————

Wenn V ein subdirektes Produkt der vollstindigen Verbande {V; };c7 ist, dann
bilden die Kerne {ker 71; };c1 der kanonischen Projektoren eine subdirekte Zer-
legung von V. Umgekehrt, wenn {©; } 1 eine subdirekte Zerlegung von V ist,
dann ist V isomorph zu einem subdirekten Produkt U der Faktoren { V' /@,
vermdge dem Isomorphismus

(V.<)—-u
(A <[v]®t)

APPROBATIO (=) Sei V ein subdirektes Produkt der vollstindigen Verbande
{V¢}ter. Alle kanonischen Projektoren 71; sind vollsténdige Epimorphismen und
demzufolge sind deren Kerne ker 77; vollstindige Kongruenzen.

(<) tba.

Vier

teT
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3 Kontexte

Definitio: subdirekt irreduzibel
Ein vollstindiger Verband V heifit (VOLLSTANDIG) SUBDIREKT IRREDUZIBEL,
wenn jede subdirekte Zerlegung von V die triviale Kongruenz Ay enthalt.

Theorema |

Ein vollstandiger Verband V ist genau dann subdirekt irreduzibel, wenn der
vollstindige Kongruenzenverband von V genau ein Atom hat, also wenn V eine
kleinste nicht-triviale vollstindige Kongruenz hat, d.h. eine vollstindige Kongru-
enz ® # A mit ® < Y fiir alle nicht-trivialen vollstandige Kongruenzen ¥ # A.

Lemma

Sei O eine vollstandige Kongruenz auf B(G, M, I) und g,/ m. Aus 7¢O(7g)«
folgt um®(um)*, d.h. Kongruenzen folgen den Pfeilen riickwirts.

Lemma

Ein vollstandiger Verband V ist genau dann subdirekt irreduzibel, wenn zwei
Elemente v # w von V gibt, sodass jede nicht-triviale Kongruenz von V das Paar
(v, w) enthilt. Es gentigt dabei fiir doppelt fundierte Begriffsverbande nur die
Paare der Form (g, (7g)«) und (pm, (um)*) zu betrachten.

Lemma

Ein vollstandiger Verband V ist genau dann subdirekt irreduzibel, wenn folgendes
gilt: Falls V isomorph zu einem subdirekten Produkt von vollstindigen Verbanden
{Vi}ter ist, dann ist V bereits zu einem der Faktoren V; kanonisch isomorph.”

"KANONISCH ISOMORPH meint hier, dass der kanonische Projektor 7t; bijektiv und damit ein
Isomorphismus von V nach V; ist.

119
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Theorema: Uberdeckungen mit pfeilabgeschlossenen Teilkontexten ————
Sei (G, M, I) der reduzierte Kontext eines doppelt fundierten Begriffsverbands.
Die subdirekten Zerlegungen von B(G, M, I) entsprechen genau den Famili-
en {(Gt, My, I N Gt X M) }er von pfeilabgeschlossenen Teilkontexten mit G =

Urer Gt und M = User M.

APPROBATIO Nach Theorema: Begriffe von (G, M, X) 3.101 ist der Verband der
vollstindigen Kongruenzen und der Verband der pfeilabgeschlossenen Teilkon-
texte dual isomorph, also folgt dass ;e @ = A genau dann gilt, wenn fiir die
entsprechenden Teilkontexte ;1 Gt = G und ;e M; = M gilt.

Definitio: 1-erzeugter pfeilabgeschlossener Teilkontext

Fiir jeden Gegenstand g gibt es einen kleinsten pfeilabgeschlossenen Teilkontext,
der g umfasst. Dieser Teilkontext wird auch 1-ERZEUGT genannt.
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3.6 Subdirekte Produkte

Theorema: Subdirekt irreduzible Begriffsverbinde und 1-erzeugte Kontexte |

121

Ein doppelt fundierter reduzierter Kontext (G, M, I) ist 1-erzeugt genau dann,
wenn sein Begriffsverband B(G, M, I) subdirekt irreduzibel ist.

APPROBATIO (G, M, I) ist genau dann 1-erzeugt, wenn es einen Gegenstand g € G
gibt, sodass der kleinste pfeilabgeschlossene Teilkontext, der g enthélt, gerade
(G, M, I) ist. Das ist d4quivalent dazu, dass jede Uberdeckung von (G, M, I) durch
pfeilabgeschlossene Teilkontexte bereits (G, M, I) enthlt. Wegen Theorema: Uberde-
ckungen mit pfeilabgeschlossenen Teilkontexten 3.119 ist dies dquivalent dazu, dass
jede subdirekte Zerlegung von B(G, M, I) bereits die triviale Kongruenz enthilt,
also genau dann, wenn B(G, M, I) subdirekt irreduzibel ist.

Corollarium

Die folgenden Aussagen sind fiir einen reduzierten Kontext (G, M, I) mit doppelt
fundierten Begriffsverband dquivalent:
(1) B(G, M, I) ist subdirekt irreduzibel.
(1) (G, M, 1) ist 1-erzeugt.
(111) Jede Uberdeckung von (G, M, I) durch pfeilabgeschlossene Teilkontexte
enthilt (G, M, I).

Theorema: Subdirekte Zerlegung in subdirekt irreduzible Faktoren ————

Jeder doppelt fundierte vollsténdige Verband besitzt eine subdirekte Zerlegung
in subdirekt irreduzible Faktoren. Der Verband ist modular, wenn nicht

Ns =3B 575 =

X

X

als Faktor enthalten ist. Der Verband ist distributiv, wenn er modular ist und nicht
Mz =3B = C@D

APPROBATIO Nach Theorema: Standardkontext 3.37 ist jeder vollstindige Verband
V mit doppelt fundierter Ordinalskala isomorph zum Begriffsverband BKy des
Standardkontexts. Sei also 0.E.d.A.V = B(G, M, I) und (G, M, I) doppelt fundiert.
Fiir jeden Gegenstand g € G sei (Gg, Mg, I N Gg X M,) der Kleinste pfeilabge-
schlossene Teilkontext, der g enthalt. Nach Theorema: Pfeilabgeschlossene und
Vertréagliche Teilkontexte 3.83 ist jeder dieser Teilkontexte vertraglich und wegen
Theorema 3.87 auch reduziert. Die Teilkontexte (Gg, Mg, IN Gy x Mg) sind nattir-
lich 1-erzeugt und damit sind ihre Begriffsverbénde subdirekt irreduzibel. Mit
Theorema: Uberdeckungen mit pfeilabgeschlossenen Teilkontexten 3.119 folgt, dass
{ker 71, m, }geG eine subdirekte Zerlegung von 8(G, M, I) ist, und die Faktoren

B(G,M,1) /ker g, = B (Gg, Mg, 11 Gy x My) sind subdirekt irreduzibel.

X

als Faktor enthalten ist.
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3 Kontexte

Corollarium |

125

Die subdirekten Zerlegungen eines vollstindigen Verbands in subdirekt irredu-
zible Faktoren entsprechen genau den Uberdeckungen des zugehorigen Standard-
kontextes mit 1-erzeugten Teilkontexten.

Exemplum
Aufgabe H6: Geben Sie zu folgendem Diagramm den Standardkontext der zugehdrigen
geordneten Menge an, bestimmen Sie die Pfeilrelationen und die pfeilabgeschlossenen
Teilkontexte.

Bestimmen Sie auch die Relation ,)¥" und den zugehdrigen Begriffsverband. Markieren
Sie die durch die entsprechenden Homomorphismen induzierten Aquivalenzklassen.
Setze G := {gl,gz,g3,g4,g5,g6} und M := {7711, My, M3, My, WI5}, dann stellt das
obige Diagramm gerade den Begriffsverband B(G, M, I) des formalen Kontextes
(G, M, I) mit folgender Inzidenzrelation I dar:

I

81
&2
&3
84

85
86| X

3
a

X X|F

X X X X|3

X X|&

X X X|E
X

X

(G, M, I) ist nicht reduziert, denn der Gegenstand g4 ist reduzibel, d.h. der Gegen-
standsbegriff yg4 ist \/-reduzibel, denn es gilt

Y84 = ({g4}H/ {84}1)
= ({81,82 84}, {ma, ma})
= ({81, 82}, {my, my, mz, my} 0 {my, my, ms})
= \V{({g1}, {m1,ma, m3,my}), ({ga}, {ma, ma, ms})}
= V{{& " Asi}), (g2} {21}

= V{81 782}
Ferner sind alle iibrigen Gegenstidnde und Merkmale irreduzibel, denn alle tibrigen
Gegenstandbegriffe haben nur einen unteren Nachbarn und alle Merkmalsbegriffe
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3.6 Subdirekte Produkte

haben nur einen oberen Nachbarn. Damit ist der Standardkontext
K(B(G,M,I)) = (J(B(G, M, 1)), M(B(G,M,I)),<)

= ({781,782, 783,185, 186}, {imn, pirz, s, pimg, s}, <)
isomorph zum reduzierten Kontext (G \ {g4}, M, IN ((G\ {g4}) x M)) Esistnoch
anzumerken, dass der betrachtete formale Kontext endlich, also doppelt-fundiert
ist. Ein Teilkontext ist somit pfeilabgeschlossen genau dann, wenn er vertréglich
ist. Die Pfeilrelationen ,,/, ,/* und /" ergeben sich in (G, M, I) zu:

/| mg m3 my ms
g1 | X X X x
D WX x X
B | XS xS
S |/ X X
g | xS
8 | X S/

Die Pfeilrelationen vererben sich sogleich auf den reduzierten Kontext (G \ {g4}, M, I N
((G\{g4}) x M)). Aus den Pfeilrelationen entsteht nun der gerichtete Graph

(GWM, /U M.

ns nmy 3 Mo ny \

z
81 &4 82 86 83 &5

Einerseits ldsst sich hieran die Doppelpfeilrelation ./ recht schnell ablesen, ande-
rerseits sind die pfeilabgeschlossenen Teilkontexte erkennbar. Im Graphen sehen
wir einige Zusammenhénge:

Hierbei wurden zuerst Komponenten gebildet, die aus Gegenstinden und Merkma-
len bestehen, die tiber ,/” in Relation stehen. (Die Komponenten sind hier durch die
Ovale dargestellt.) Jede Komponente ist somit bereits pfeilabgeschlossen. Die Verbin-
dungen zwischen den Komponenten ergeben sich aus den Relationen ,,/ \ /" und
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3 Kontexte

1\ 7, indem man diese orientierungsinvariant iibernimmt. Die pfeilabgeschlosse-
nen Teilkontexte finden wir nun, indem wir alle moglichen Kombinationen der Kom-
ponenten bilden. Dabei ist zu beachten, dass mit der Auswahl einer Komponente so-
fort auch alle auf einem fallenden Pfad erreichbaren Komponenten ausgewahlt sind.
Die Gesamtheit der moglichen Kombinationen ist in der folgenden Tabelle zusam-
mengestellt. Anhand der mittleren Spalten ergeben sich die Gegenstandsmengen H
und die Merkmalsmengen N der entsprechenden Teilkontexte (H, N, I) und damit
haben wir fiir jede Kombination einen surjektiven vollstindiger Homomorphismus

B(G,M,I) — B(H,N,I)

PHN: (A,B)— (ANH,BNN)
dessen Kern ker ¢y N eine Kongruenzrelation auf B(G, M, I) ist. In der rech-
ten Spalte ist die jeweils zugehorige Kongruenzklassenzerlegung B(G,M,I) / ker py N

dargestellt. Erkennbar ist jede Kongruenzklasse ein Intervall im Begriffsverband
B(G,M,I).
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o) le) ) lo) o) o]

B(

D

M D/ er gy

| Q@
IR
| R
4 | <%
IR
%
7 R
I

<
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)

ey

ey

85| |86 82) (& B(G,M, 1)/, PHN

11 X XX @

12 X x X X @

J o %

14 X X X X @z
15=12 | X X X X X :

16 X X XX

17 X X X X X @
18=14 | X XX X X @:
p=17] X X X X X X
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3.6 Subdirekte Produkte

Andererseits haben wir fiir die Doppelpfeilrelation ,/* folgenden Kontext:

o |1y my m3 my ms
81 Z
W L
3| L
84

g5 Z

86 Z

Wie wir sehen ist der reduzible Gegenstand g, unbedeutend in diesem Kontext. Be-
trachten wir die zur Doppelpfeilrelation ,/* komplementare Relation Nichtdoppel-
pfeilrelation )¢, dann sieht deren zugehériger Begriffsverband B(G, M, X') so aus:

Die vierzehn formalen Begriffe von (G, M, ,X") bestimmen vertragliche Teilkontexte,
d.h. fiir einen Begriff (G \ H,N) € B(G, M, X ) ist (H,N, I) ein vertraglicher
Teilkontext von (G, M, I).
(G\ H,N) (H,N)

T C,0) @,0)

2| ({$2,83,84,85 86}, {ms}) ({g1},{ms})

3| ({81,83,84,85. 86}, {m1}) ({82}, {m})

4| ({81,82 84,85 86}, {m2}) ({83}, {m2})

5| ({83/84,85, 86}, {m1,ms}) ({81,823}, {m1,ms})

6 | ({82,84,85 86}, {1m2,m5}) ({81, 83}, {ma, ms})

7| ({81,84, 85,86}, {m1, ma}) ({82,83},{m1,m2})

8 | ({84,85 86}, {11, ma,ms}) ({81,82,83}, {m1,ma, ms})

11} ({81, 84,86}, {m1,ma, my}) ({82,83,85}, {m1, ma, my})

12| ({g4,86}, {m1,mp,my,ms}) | ({81,82, 83,85}, {11, ma, mg, ms})

13| ({81,84, 85}, {m1,ma, m3}) ({8283, 86}, {m1,ma, m3})

14| ({84, 85}, {m1,ma,m3,ms}) | ({81,82 83 86}, {m1,m2,m3,ms})

16| ({g1,84}, {m1,mp,m3,ms}) | ({82, 83, 85,86}, {11, M2, m3,1m4})

17| ({ga}, {m1, ma, m3, my, ms}) | ({81, 82,83, 85,86 }, {11, M, M3, 14, m5})

Nun ist der Kontext (G, M, I) jedoch nicht reduziert, d.h. nicht jeder vertragliche
Teilkontext (H, N, I) erklért auch einen Begriff (G \ H,N) € B(G, M, X). Daher
kann es weitere vertrdgliche Teilkontexte geben - und es gibt auch welche, namlich
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3 Kontexte

solche die auch den Gegenstand g4 enthalten: Wahlt man diejenigen Teilkontexte,

die bereits die Komponenten
ns mq
und

enthalten, und fiigt die Komponente

hinzu, so sind die entstehenden Teilkontexte wieder pfeilabgeschlossen, also ver-
traglich. (Alternativ kann man zu allen Teilkontexten die Komponenten

ms mq
g und 2 und 9

hinzunehmen.) Auf diese Weise ergeben sich fiinf weitere vertrdgliche Teilkontexte:

(H,N)
9=5 ({81, 82,84}, {m1, m5})
10=8 (181,82, 83,84}, {m1,mp, ms})

15=12 ({gl/g2/g3/g4/g5}/ {ml/mZI Ny, m5}>
18=14 ({81/82183184186}r {mll mp, ms3, mS})
19=17| ({81,82, 83,84, 85,86}, {11, o, M3, My, M5 })

3.6.6 Direkte Summen

Lemma: Begriffsverband einer direkten Summe |

Der Begriffsverband einer direkten Summe von Kontexten ist isomorph zum
direkten Produkt der einzelnen Begriffsverbande:

B <+(Gt/Mt/It)> = X B(G, My, I)

teT teT

APPROBATIO Sei zunichst (G, M, I) die direkte Summe der (G, My, I;). Dann gilt
fiir jede Gegenstandsmenge A; C G;
Al =AfuJM,,
s#t
denn jeder Gegenstand von G; hat in (G, M, I) insbesondere alle Merkmale der
Kontexte (Gs, M, Is) fiir s # t. Damit folgt fiir alle A C G = UGt

Al = (UteT(A 4 Gt))l =NANGY" = J@Anacyh.

teT teT
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3.6 Subdirekte Produkte

Die folgende Abbildung beschreibt nun den gesuchten vollstindigen Verbandsi-
somorphismus:

B <—|—<Gt,Mt, m) — X B(Gt, My, It)
¢: teT

teT
(A, B) = (AN Gy, BN Mp)ter

(INJEKTIV) Aus ¢(A, B) = ¢(C, D) folgt mit obigem
B=A'=J(AnG) = J(CnG)r=C'=D
teT teT
also (A, B) = (C,D).
(SURJEKTIV) Jedes Element (A, B)ier € Xt B(Gy, My, I;) ist natiirlich ge-
nau das ¢-Bild von (U;crAt, UrerBt). Dieses Paar ist auch tatséchlich ein Begriff,
denn es gilt

(Uppt) = N Af= U 4l = B

teT teT teT
(VOLLSTANDIG) Weil Infima und Suprema im direkten Produkt koordinaten-
weise gebildet werden, und durch den Schnitt der Umfénge bzw. Inhalte definiert
sind, muss ¢ vertraglich mit beliebigen Infima und Suprema sein. |

Corollarium: Begriffsverband einer direkten Summe | 127
Fiir die direkte Summe von zwei Kontexten gilt
B ((G, M)+ (H,N,])) = B(G,M,I) x B(H,N,])
vermoge dem vollstandigen Verbandsisomorphismus
B((G,M, 1)+ (H,N,])) = B(G,M,I) x B(H,N,])
¢ (A,B) — ((ANG,BNM),(ANH,BNN)).
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Theorema: Subdirekte Produkte und Abgeschlossene Teilrelationen ———

Jedes subdirekte Produkt der Begriffsverbande B(G, My, I;) entspricht einer

abgeschlossenen Teilrelation ] vom Summenkontext +t€T(Gt, M, Ir) mit J N
Gt x My =1I;furallet € T.

APPROBATIO Nach Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Vollstandige
Unterverbande 3.105 bestimmt jeder vollstindige Unterverband eine abgeschlossene
Teilrelation und umgekehrt. Jedes subdirekte Produkt ist insbesondere ein vollstandi-
ger Unterverband, also isomorph zu einem Begriffsverband B(U;c7Gt, UrerMt, J)
mit einer abgeschlossenen Teilrelation J.

id

e
n
C

B(G,M, 1) i= B (Fier(Gy My, 1))

o |

<
N
Con ey

«"'_é"?

id

=

Y

X 1e1 B(Gr, My, It)

TTt

B(Gt, My, It)

Weiterhin gilt
JNGt x My = U
(AB)eB(G,M,])

I = U
(Ap,Bt)eB (G, My Iy)
also folgt aus der Surjektivitit der Projektionen 7t; o ¢: (A, B) — (AN Gy, BN M)
stets I; = J N Gy x M;. Das gilt auch umgekehrt, denn fiir eine nicht surjektive
Projektion wére ] N Gy x My C I fiir einen Indext € T. 4

(ANGt) x (BN My)

und
At X Bt,

3.6.7 Bindungen

Der spezielle Fall mit zwei Kontexten

Seien (G,M,I) und (H,N,]) zwei (disjunkte) formale Kontexte. s
Deren direkte Summe entsteht durch diagonales Ubereinandersetzen T
der beiden Kontexte und Fiillen der tibrigen Felder mit Kreuzen, HIx
formalisiert als
130
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3.6 Subdirekte Produkte

(G,M,I) + (H,N,]) := (GUH,MUN, i X)

nﬁt%::IU]UGxNUHxM.

Nach dem vorherigen Theorem 3.128 entsprechen die subdirekten S >
Produkte der beiden Begriffsverbinde B(G, M, I) und B(H,N,]) GITIR
genau den abgeschlossenen Teilrelationen im Summenkontext HIS

(G, M, 1) + (H, N, J) mit der Darstellung I U ] U R U S fiir bindre /
Relationen R C G x Nund S C H x M, und das sind subdirekte Summen

GMD| R (.. o IR\ IR
SN GUH,MUN, g | mit 5o == TUJORUS,

Lemma: Abgeschlossene Teilrelationen der direkten Summe ———— [129
Sei % abgeschlossen im Summenkontext. Dann gelten:
(1) Furalle g € G ist gR ein Inhalt von (H, N, J) mit g' C ¢®/S.
(1) Firalle h € H ist h° ein Inhalt von (G, M, I) mit i/ C KSR,
(111) Fiir alle m € M ist m® ein Umfang von (H, N, J) mit m! C mS/R.
(1v) Fiirallen € N ist nX ein Umfang von (G, M, I) mit n/ C nRJs,

APPROBATIO (1) Seig € G. Weil %eine abgeschlossene Teilrelation ist, muss
(gﬁTaT, gﬂT) ein %—Begriff sein, also ist die Projektion
(gﬁ?%? N H,g% N N) = (gR],gR)
ein Begriff von (H, N, J). Damit folgt nun, dass gX ein J-Inhalt ist, und weiterhin gilt
glzg%ﬂM:gﬁ?%%ﬂM:g%é?é
I
I|R I|R s I|R I|R S
- (gﬂTs 7 ﬂH) = (gﬂTs 7 ﬂH) = ¢S,
(1) dual wegen T = S O H.
(1) dual mit mﬂT =ml Um®.

I|R
(Iv) analog wegen n% =nRunl. |
130

Eine Relation R C G X N heifst BINDUNG von (G, M, I) nach (H, N, J), wenn
g = ¢NJ fiir alle Gegenstinde ¢ € G und n® = nR! fiir alle Merkmale n € N
gelten. Symbol: R € Bond ((G, M, I), (H,N,]))

Wenn R eine Bindung von (G, M, I) nach (H, N, J) ist, dann ist sogar jeder beliebige
Inhalt von (G, N, R) stets ein Inhalt von (H, N, J), denn es gilt bekanntlich
AR — ﬂ gR,
geA
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3 Kontexte

und dual ist jeder R-Umfang stets ein Umfang von (G, M, I). Insbesondere ist I
und auch jede abgeschlossene Teilrelation von (G, M, I) stets eine Bindung von
(G, M, I) nach (G, M, I).

Der Durchschnitt von Bindungen ist eine Bindung, d.h. Bond ((G, M, I), (H,N, ]))

APPROBATIO Seien Ry und R; Bindungen von (G, M, I) nach (H, N, J). Fiir jeden
Gegenstand g € G gilt gf1MR2 = ¢Ri M gR2 ynd folglich ist gR1MR2 als Durchschnitt
von (H, N, J)-Inhalten selbst ein Inhalt von (H, N, J). Dual gilt das fiir die Umfange.
Analog gilt dies auch fiir den Durchschnitt von beliebig vielen Bindungen.

131| |Lemma: Durchschnitt von Bindungen }
ist abgeschlossen gegen beliebige Durchschnitte.
|
132| |Lemma: Bindungsprodukt |

Es seien ]K] = (Gl,Ml, I) und 1K2 = (Gz, Mz, ]) und 5 QL
K3 = (G3, M3, K) formale Kontexte. Ferner sei R eine Bindung ===
von K; nach K; und S eine Bindung von KK; nach K3. Nun G| IR

wird eine Bindung zwischen K; und K3 induziert, genauer Go| |5
gelten die folgenden Aussagen: Gs K

(1) Firalle g € G; und jedes m € M3 gilt

SJR RJS

gem @gRQmS]@gRIQmS@g

(11) Das BINDUNGSPRODUKT R o S ist eine Bindung von KK; nach K3.

RoS::{(g,m)EGlnglgRQmS]}: U BR x AS

(AB)EB(Gy,My,])

(111) Fir jede Bindung T von IK; nach Kj sind dquivalent:

(A) TCRoS

() g7 C gNS fiiralle ¢ € Gy

(©) mT C m°IR fir alle m € Ms

> m.

APPROBATIO  (I) gilt nach fundamentalen Ableitungsregeln fiir formale Kon-
texte. Insbesondere sind ndmlich auch (G, My, R) und (G,, M3, S) Kontexte.

(11) Zunédchst hat das Bindungsprodukt nach dem ersten Teil die Darstellungen
RoS= [J{g}txg° = |J m’®x{m}.
g €Gy meMs
Fiir einen beliebigen Gegenstand ¢ € G; gilt demnach gR°S = ¢R/S, und das
ist ein S-Inhalt, also auch ein K-Inhalt. Dual ist mR°> = m°/R ein [-Umfang fiir
alle Merkmale m € M3. Daher ist das Bindungsprodukt tatsdchlich eine Bindung,.
SchliefSlich folgt die obige dquivalente Darstellung mit folgender Argumentation:
(C) Sei (g,m) € RoS, das heiflt g8 O m/. Dann ist (g%, gR) ein Begriff von
(G, My, J) und es gilt natiirlich g € ¢RR sowie m € gR*/5 (nach (1)).
(D) Umgekehrt sei (A, B) ein beliebiger Begriff von (G,, My, |) sowie (g,m) €
BR x AS.Esfolgt B C gR und A C m®, also gilt gR O B = A/ D m® und damit
liegt (g, m) im Bindungsprodukt R o S.
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34 =1 I

I R RoS

4 =<1 =1

H_/ H_/
gR gRIS

(111) Die Aquivalenz der Aussagen folgt durch zeilen- bzw. spaltenweises Betrach-
ten wegen T = Ugeg, {g} % 8" = Upem, m" x {m} und den obigen Darstellun-
gen fiir das Bindungsprodukt R o S.

M N

Jeder formale Begriff (A, B) von (G, M, I) -
induziert einen Begriff (A U BR, BU A%) in

der subdirekten Summe W, BR { r‘:,'-: C
"

denn nach Definition des Bindungspro-
dukts enthélt R o S das gesamte Rechteck R RoS
BR x AS. Weil das Teilrechteck A x B in 9
((G, M, é )) ber(eits masv)(imal ist, muss auch
AUB") x (BUA?) ein grofstmogliches 4 "G
Rechteck sein, also ist (A U BR, B U A%) in < IZ m
der Tat ein Begriff. Dieser Homomorphis- I S
mus ist nattirlich injektiv, — ~7
B AS
und sogar surjektiv (siehe ndchstes Lemma), demnach bildet (G, M, I einen dichten
Teilkontext.
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Lemma: Bindungen und Dichte Teilkontexte |

Genau dann ist (G, M, I) ein dichter Teilkontext der subdirekten Sum- =z
R |(H,N,T) . . w1 o 1. H|R|T
me s 5 wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: cITTs

(1) Fiirjedes Merkmal 1 € N ist n° ein Umfang von (G, M, I).
(11) Fiirjeden Gegenstand h € H ist hR ein Inhalt von (G, M, I).
() Esgilt RoS =T.

APPROBATIO (<) Wir zeigen, dass 77 )1 ein Isomorphismus ist. Mit Lemma:
Dichte und Vertrégliche Teilkontexte 3.81 erhalten wir dann, dass (G, M, I) dicht ist.

(VERTRAGLICH) Sei (C, D) ein Begriff von W Fiir alle Inzi-

denzen (h,n) € (CNH) x (DNN) C RoS§ gilt insbesondere KR O n%! bzw.
dquivalent dazu nS D KRI Daraus folgt n3l C (CNH )R fiir alle Merkmale
n € DN N bzw. kR C (D N N)?® fiir jeden Gegenstand i € C N H.

M N
\
hR
~~ n
CnH v > H
DA :'*':,‘i_'.“_;‘.I h
ﬁ—/
R
R (CNH) RoS )
('] i
h[{]rlw_- - -»-_-41-’-»:._!:_. I\-\:'l:' --
| S =l g gt
- I v R
it DNN "
CﬁG{ [ U] ( ) M >G
'R '
[ ] P
nSI
I S )
—_— ~——
DNM DNN

s 1!
DNMfiralleh € CNHbzw. n € DN N gelten. Nach den Voraussetzun-
gen (1) und (1) folgt stets B O (CN G)! bzw. n° D (DN M), und daraus
folgern wir (CN H)R 2 (CN G)! und ebenso (D N N)* 2 (D N M)!. Damit gilt
CNHC (CNG)Rund DNN C (DN M), Natiirlich ist CNG C (DN M)!
und damit (CN G)R C (DN M)'R, alsoauch CNH C (D N M)IR,

134
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Weil das Rechteck C x D maximal ist,
muss insbesondere (D N M)l = CNG M N
und (D N M) = DN M gelten, d.h. Y73
(CNG,DNN) ist tatsichlich ein i s
Begriff vom Teilkontext (G, M, I) und (D N M)"R
damit ist die Projektion 77 5 ein Ho- C
momorphismus. Aulerdem folgt (D N (DN M)
MR =CNHund (CNG)* =DNN.
Weiterhin muss 77 ys offensichtlich sur-
jektiv sein, denn fiir jeden Begriff (A, B)
von (G,M,I) ist (AU BR,BU A%) —e—
ein formaler Begriff der subdirekten (DN M) (DN M)
Summe mit der Projektion (A, B).

(INJEKTIV) 776 M ist sogar bijektiv mit der Umkehrfunktion

n;}}w: (AB) — (AUBR,BQA5> )

- .-
s

r\
L
]

]

]

—
I¥p)

.

denn einerseits gilt 77 a1 © 7'(53\/[ = id nach der Surjektivitit oben, und andererseits
erhalten wir fiir alle %RSLS—Begriffe (C,D)

————
=CNH =DNN

s, (CNG,DNM) = ((c NG)UMDNMR (DNM)U(CN G)S> = (C,D).
4 N—_——
(=) Sei (G, M, I) dicht in der subdirekten Summe.
(1) Sein € N ein Merkmal, dann ist die Projektion 7t p1(p(11)) = (n°,n%") ein
Begriff von (G, M, I). Es folgt natiirlich n° € Ext(G, M, I).

(1) Dual gilt fiir alle h € H stets 7t p1(y(h)) = (BRI, BR) € B(G, M, I).

(1) (C) Sei (A, B) ein Begriff von (G, M, I). Dann ist (Bj; g,A%) ein
Begriff der direkten Summe, welcher von 7t 51 auf (A, B) projiziert wird. Es gilt
R|T R|T
auch ATF AN = (ATUAS) NN = AS und dual BT N H = BR, also folgt

BR x AS = <B%0H> X <A%QN> CT.
Weil dies fiir alle Begriffe von (G, M, I) gilt, erhalten wir Ro S C T.
(D) Andererseits gilt fiir jeden Gegenstand € H

R|T R|T R|T %l%l
R|T I|s I|s
RIS = (h’”) ﬂTmNQ (hR) ﬂﬁ?mN: <hﬁ?mM> NN
—— ———
R R|T R|T
=h 15nG =h1sNM
Yy AN =T,
dabei gilt (*) nach Lemma: Charakterisierung dichter Teilkontexte 3.76. Also folgt
auchRoSDT. |
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Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Bindungen |

135

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) Der Begriffsverband B (%) ist isomorph zu einem subdirek-
ten Produkt von B(G, M, I) und B(H, N, J).
(1) % ist eine abgeschlossene Teilrelation von (G, M, I) + (H, N, ).
(111) Rund S sind Bindungen mit I C Ro S sowie | C SoR.

APPROBATIO  (I)<>(1I) ist ein spezieller Fall von Theorema: Subdirekte Produkte
und Abgeschlossene Teilrelationen 3.128.

(Im)=(111) gilt bereits nach Lemma: Abgeschlossene Teilrelationen der direkten
Summe 3.129.

(I1)<=(111) Seien R und S Bindungen. Um die Abgeschlossenheit von % zu
zeigen, wird Lemma: Charakterisierung abgeschlossener Teilrelationen 3.109 (V1)
benutzt. Sei dazu (g,m) € % \ éﬁ, o.E.d.A.ist gRm. (Fiir gSm verlduft der
Beweis dual.) Weil R eine Bindung ist, bildet g einen Inhalt von (H, N, J). Daher
gibt es einen Gegenstand h € ¢& mit (h,m) ¢ %ﬁ; denn andernfalls wire g&/ C

m% bzw. ¢’ C m/ und damit m € gR. 4 Weiterhin folgt mit i € ¢/ bereits gR C
1. AuBerdem gilt wegen I C Ro S auch gI - gR] 5 C K®, und damit insgesamt

g% =glughcniun :h%.
I|R I|R
Dual gibt es ein Merkmal 1 € mS/ mit (g, n) ¢ % und msT C nﬁ?

Der allgemeine Fall mit beliebig vielen Kontexten

Die Ergebnisse aus dem vorherigen Teil fiir die subdirekten Produkte von zwei
Faktoren sollen nun auf beliebig viele Faktoren verallgemeinert werden. Dazu
betrachten wir eine Menge von Kontexten {K¢ };er = {(Gt, My, It) } e und deren
direkte Summe K := (G, M, I) := —+c7 K;. Analog entspricht jedes subdirekte
Produkt der Begriffsverbande {BIK; } < einer abgeschlossenen Teilrelation | vom
Summenkontext +t€T KK mit der Eigenschaft ] N Gt x M; = I; firallet € T. Zur
Vereinfachung der Notation schreiben wir auch Js; := J N Gs x M; und damit gt =
gl fiir ¢ € G, At := Al fir A C G, sowie m® := m/st fiir m € My, B® := Bl
fir B C M;. Damit erhalten wir die folgenden analogen Definitionen und Sétze.

Eine BINDUNG von einem Kontext IKs nach einem Kontext K; ist eine Relation
Jst € Gs x M; mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jeden Gegenstand g € G ist ¢’ ein Inhalt von K;.
(11) Fiir jedes Merkmal m € M; ist m® ein Umfang von K.
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3.6 Subdirekte Produkte

Lemma: Bindungsprodukt |

Sei Jys eine Bindung von K, nach K und Js; eine Bindung von K nach K;. Dann
gelten:

(1) Fir alle Gegenstinde g € G, und Merkmale m € M; ist
megsst®m32g53®g5Qmss<:>g€mssr.

(11)
]rsO]st:{(g/m)GGrXMt|g€mssr}: U B x Al
(AB)eBK;
ist eine Bindung von K, nach K.
(111) Fiir jede Bindung J;+ von K, nach K; sind dquivalent:
(A) Jrt C Jrso st
(B) g' C ¢* gilt fiiralle g € G,
(C) m" C m*" gilt fur alle m € M;

APPROBATIO folgt unmittelbar aus Lemma: Bindungsprodukt 3.132 unter Beach-

tung der Notation A* = Al und B! = B+
Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Bindungen |

Fiir jede Teilrelation | im Summenkontext K = +teT K¢ sind

dquivalent: SsSs
(1) B(G, M, ]) ist isomorph zu einem subdirekten Produkt G, [T, ][]
der Begriffsverbande {BK; }sc7. Gs[Jor | Is | Jot
(1) [ ist eine abgeschlossene Teilrelation und fiirallet € T Gy |Jir | Jis | It

gilt Jir = 1.

(1) Firaller,s, t € T ist J;+ eine Bindung von K, nach K; und es gilt Ji; = I;
sowie [+ C Jrs 0 Jst.

APPROBATIO analog Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Bindungen
3.134.

3.6.8 P-Fusionen
Definitio: P-Verband, P-Produkt

Sei P eine Menge und a: P — V eine Abbildung in einen vollstindigen Verband
V, deren Bild ein Erzeugendensystem von V ist, d.h. (¢(P)) = V. Dann heifit
(V,a) P-VERBAND. Jeder {1,2, ..., n}-Verband heif8t schlicht - VERBAND. Fiir
eine Familie {(V}, a;) };c1 von P-Verbianden ist das P-PRODUKT definiert als der
P-Verband

P

tXT(Vt'“t) = ((&(P)),&) mita: p (a:(p))er-

Ein 7-PRODUKT ist ein {1,2, ..., 1n}-Produkt. Schreibweise: X :leT(Vt/ )
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3 Kontexte

139| |Lemma: P-Produkte von P-Begriffsverbanden }
(1) Jedes P-Produkt ist ein subdirektes Produkt.
(11) Jedes P-Produkt von P-Begriffsverbanden {(BKj, at) }ter induziert eine
abgeschlossene Teilrelation in der direkten Summe +t€T K.

APPROBATIO (1) Das P-Produkt X feT(Vt, a;) ist nach Definition ein vollstin-
diger Unterverband des direkten Produkts der Verbande {V; } 1. Weil a; stets den
gesamten Verband V; erzeugt und die Suprema bzw. Infima im direkten Produkt
komponentenweise gebildet werden, miissen die Projektionen von («(p)) auf die
einzelnen Faktoren surjektiv sein, d.h. das P-Produkt ist ein subdirektes Produkt.

(11) Sei {(BK¢, ar) }reT eine Menge von P-Begriffsverbéanden. Also bildet das P-

P
Produkt X ;.1 (BK, a;) ein subdirektes Produkt der Begriffsverbande {BK; }sct.
Nach Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Bindungen 3.137 gibt es dann

eine abgeschlossene Teilrelation | in der direkten Summe —|— K}, deren Begriffs-
B verband isomorph zu dem P-Produkt ist.

Definitio: P-Kontext, P-Fusio:
Fiir einen Kontext K heifSt (IK, «)” P-KONTEXT, wenn (BK, a) ein P-Verband ist.

Fiir eine Menge von P-Kontexten { (K}, a;) };c1” ist deren P-FUSION definiert als
der P-Kontext

P }
~+ Ky, a) := ((G,M, ]), ) mit v, (A7, B) <U AL U Bp)
teT pepb teT  teT

und ] ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

(TT) It = Jy furallet € T.

(RT) Firaller,t € Tist J,; die kleinste Bindung von K, nach IK;, die alle Mengen
der Form A} x B! fiir alle p € P enthilt.

Fiir eine Menge von Kontexten {K }tcr = {(G, M, L) }1er mit derselben Gegen-
standsmenge G und tibereinstimmender Merkmalsmenge M werden definiert:

G
(1) GEGENSTANDSFUSION —|—t€T(]Kt, )
M
(1) MERKMALSFUSION —+c7(Ky, 14¢)
GUM .
(111) FUSION —|—t€T (K, e U pe)

“Fiir alle p € P schreiben wir fiir den erzeugenden Begriff a(p) =: (A7, BF).
b Analog sei a;(p) =: (A}, BY) fiir alle p € P.

Nach Lemma: Durchschnitt von Bindungen 3.131 ist der Durchschnitt von Bindun-
gen stets eine Bindung, daher gibt es stets eine eindeutige kleinste Bindung von
K, nach Ky, die Upep Af x BY enthilt. Also bestimmen (TT) und (RT) eindeutig
eine Inzidenzrelation J.
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3.6 Subdirekte Produkte

Theorema: P-Fusion und P-Produkt | 141

Sei { (K¢, a¢) }teT eine Familie von P-Kontexten. Der Begriffsverband der P-Fusion
ist isomorph zum P-Produkt der Begriffsverbande.

P P
B <—|— (Kt,ﬂét)) > X (BK, ar)

teT teT

APPROBATIO Wir zeigen, dass dass die Inzidenzrelation | der P-Fusion mit der
abgeschlossenen Teilrelation J* des P-Produkts {ibereinstimmt.

(] ABGESCHLOSSEN) Nach Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Bin-
dungen 3.137 gentigt es zu zeigen, dass ]+ stets im Bindungsprodukt von J;s und Js
liegt. Fiir jedes Merkmal m € B folgt wegen AL x B} C J stets m® O AL. Dual
gilt fiir jeden Gegenstand g € AY immer ¢° O Bf und damit ¢* C A!. Fiir alle
Paare (g, m) € AP x Bf gilt somit g% C m®, d.h. (g, m) € Jys o J5; insgesamt folgt

U Af X Bf C Jrs o Jst
peP

und weil das Bindungsprodukt J,s o Js+ auch eine Bindung von K, nach K; ist,
muss es [+ enthalten.

(] € J*) Das P-Produkt (B(G, M, J¥), «) wird im Summenkontext durch die
Begriffe (A7, BP) = (UteT A User Bf) erzeugt, d.h. es gilt
VTUAfxBfgjﬁ.

peP

rte
Nach Voraussetzung ist J;; die kleinste Bindung mit dieser Eigenschaft und das
impliziert [+ C ]ﬁ firaller, t € T, also gilt schonmal ] C JP.
J27 P ) Andererseits existiert fiir das P-Produkt keine kleinere abgeschlossene
Teilrelation, die U,cp AP x B enthélt, also gilt dual | 2 JP. |

Exemplum: 3-Produkt 142
Wir wollen hier ein 3-Produkt konstruieren:

0 2

X @

Die Standardkontexte der beiden Faktorkontexte sind die kontranominale Skala
K; = N§ = ({0,1,2},{0,1,2}, #) und die Gitterskala K, = G335 = O3 X O3 zu
zwei drei-elementigen Ketten bzw. Ordinalskalen O3 = ({0,1,2},{0,1,2}, <).
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3 Kontexte

Ky || =[2]v]T]

— |

Ko

T x> % b || x|x]|x|,

> <= c ||l Ix|x]|x
d S x| %

Der erste 3-Kontext wird von den Merkmalsbegriffen a(0) = #(0), 2(1) = p(1) un
a(2) = p(2) erzeugt. Die Generatorbegriffe im zweiten 3-Kontext sind a(0) = p(a

a(1) = p(b) V p(c) und a(2) = p(d).

|
«(0)

Ky \ K3
({1,2},{0}) | ({a,b},{a,b})
a(1) | ({0,2},{1}) | ({b,c} {b,c})
a(2) | ({0,1},{2}) | ({c,d},{c,d})

Es werden nun zunéchst alle Mengen {1,2} x {a,b}, {0,2} x {b,c} und {0,1} x
{c,d} (fiir die Bindung rechts oben), sowie dual {a,b} x {0}, {b,c} x {1}, und
{¢,d} x {2} (fur die Bindung links unten). Wie wir leicht verifizieren, sind alle
Spalten im Rechteck rechts oben bereits Umfinge von K; und alle Zeilen sind
bereits Inhalte von K5, d.h. diese Teilrelation bindet vom ersten 3-Kontext nach
dem zweiten 3-Kontext. Dual ist die Teilrelation links unten eine Bindung von
Ky nach K. Damit haben wir die 3-Fusion und das 3-Produkt bereits gefun-
den.

MR SR
0 7 X || X|X]|X%X
1 X | [ XX |[X]|X]|X
2 XX |/ [ X[ X]|X]|,
a X X | X |

b XX |/ [ X|X|X]|,
c XX x| x| %
d X oI x| %

3.6.9 Rough Sets

Die folgenden Definitionen und Sétze sind im Original im Paper Lattices of Rough
Set Abstractions as P-Products von BERNHARD GANTER (Gan08) zu finden. Wei-
terfiihrende Theoreme und Anwendungen enthélt CHRISTIAN MESCHKE's Dis-
sertation Concept Approximations - Approximative Notions for Concept Lattices
(Mes12). Jedes Hiillensystem # in G ist insbesondere ein vollstindiger Verband und
entspricht eineindeutig einem Hiillenoperator ¢ — [¢] in G, daher ist (#, [-]) ein
G-Verband. Dual bildet jedes Kernsystem /C mit dem zugehorigen Kernoperator | - |

auch einen G-Verband. Damit ist auch das direkte Produkt X x H ein vollstindiger
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3.6 Subdirekte Produkte

Verband und fiir die Infima bzw. Suprema gelten

\/ ktlht (\/ ktr ’7\/ ht—‘> und /\ kt/ht (\‘/\ ktJ ’ /\ ht)
teT teT  |teT teT teT ] teT
Wir nennen dann ((K, |-]), (#, [-])) ein KERN-HULLEN-PAAR in G.

Definitio: Approximationsverband
Fiir jedes Kern-Hiillen-Paar ((/C, |- ]), (#, [-])) in einer Menge G ist der zugeho-
rige APPROXIMATIONSVERBAND definiert als das G-Produkt

G
E(CH) = (K, [])) X (H,[-1),

also genau der G-Verband, der von g — (|g],[g]) in K x H erzeugt wird. Falls

(K, []), (H,[])) ein Kern-Hiillen-Paar auf G ist, dann heifit Z(K, H) MEN-

GENAPPROXIMATIONSVERBAND oder ROUGH SET ABSTRACTIONS VERBAND.

' (Gan08), (Mes12)

Die Menge aller Umfangskomplemente eines Kontexts (G, M, I) sei
CEXt(G, M, I) := { A" ‘ AEB(G M 1)} = {all ‘ ACG}.

Lemma: Hiillen, Kerne und Umfinge |
Sei G eine Menge.
(1) Jedes Hiillensystem H auf G ist gleich Ext(G, H, €).
(11) Fiir jeden Kontext (G, M, I) ist Ext(G, M, I) ein Hiillensystem auf G mit
dem zugehérigen Hiillenoperator X + X'
(111) Jedes Kernsystem K auf G ist gleich CExt(G, IC, ).
(1v) Fiirjeden Kontext (G, M, I) ist CExt(G, M, I) ein Kernsystem auf G mit dem
zugehorigem Kernoperator X +» X/,

1 (Gan08), (Mes12)
APPROBATIO (1) Fiirjede Teilmenge A C G erhalten wir die zugehorige Hiille
durch Berechnung des Umfangs A<, denn es gilt
ASS={HeH|ACH}*= () H=JA].
ACHEH
Nattirlich sind alle Umfénge von dieser Form, und stets Hiillen, daher folgt die
Behauptung.

(11) Es ist allgemein bekannt, dass A — A!! einen Hiillenoperator darstellt.
(111) Sei A C G eine beliebige Teilmenge, dann gilt A* = {K € K| ANK = @}

und fiir alle A C K gilt A? = (UJ.A)", daher lassen sich die Kerne wie folgt
bestimmen:

A —KeK|KC A = |J K=
ADKek
Dual sind auch alle Umfénge von dieser Form, d.h. K = CExt(G, IC, ¢).
(1v) Die Abbildung A + AYC beschreibt tatsachlich einen Kernoperator auf G,
denn fiir beliebige Teilmengen A, C C G gilt
AU = 0 AU P o ALHIE = I
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3 Kontexte

Ein Gegenstand g eines Kontextes (G, M, I) heift EXTREMAL, falls g ein Umfang
ist. Das ist genau dann der Fall, wenn es ein Merkmal m € M mit m! = g gibt.
Sei némlich ¢* = g%/, dann gilt fiir jedes Merkmal m € g% stets m! € {¢%, G} und
weil g der Durchschnitt aller dieser Merkmalsumfénge m! ist, muss mindestens
einer die Bedingung m! = ¢t erfiillen.

Theorema: Approximationsfusion |

Sei ((IC,[-]), (H,[-])) das Kern-Hiillen-Paar auf G zu den beiden Kontexten
K = (G,M,I)und H = (G, N, J), d.h. fiir die Kerne und Hiillen einer Menge
A C G gilt
Al =A"F= |J ¢ und [A]=4V= (4.
gicA Acg
Dann ist der Mengenapproximationsverband E(/C, H) isomorph zum Begriffs-
verband der (G)-Fusion

__g96  K|H
]RS(]K,H) =K' + H_F'T

Die beiden Bindungen * und L sind durch folgende Eigenschaften charakterisiert:
(X) ¢ X h & ¢ = histnicht extremal in K oder in H, oder g # h
(L)ymlnemun =G

Extremale Gegenstiande von K und H, die in einer Hiille enthalten sind, liegen

stets auch im entsprechenden Kern, d.h. falls g extremal mit g € [A] fir A C G

ist, dann folgt ¢ € | A]. Solche Gegenstiande heiffen ISOLIERT.

1 (Gan08), (Mes12)

APPROBATIO  (I) Zunéchst ist das Kernsystem X dual isomorph zum Begriffs-

verband B (K) vermoge «: K +— (K&, Kt) und dual ist das Hiillensystem # iso-

morph zu B(H) vermoge 17: H — (H, H’). Das direkte Produkt K x H ist daher
isomorph zum direkten Produkt der beiden Begriffsverbande 8 (K') und B (IH).

Weiterhin ist K ein o(G)-Kontext fiir ko || : A — (A", AY) und entsprechend

auch H fiir die Generatoren 7o [-] : A — (A, AJ).
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3.6 Subdirekte Produkte

K | M BIK')

B(K' +H)

B(RS(K, H))

Nach Theorema: Subdirekte Produkte und Abgeschlossene Teilrelationen 3.128 und
Theorema: P-Fusion und P-Produkt3.141 ist dann der Mengenapproximationsver-
band E(/C, 1) isomorph zum Begriffsverband B (RS(K,H)).

(%) Wir wollen zuerst die Bindung von IH nach K" bestimmen. Sei dazu

K= Al x A,
ACG
dann gilt g % h fiir g,h € G genau dann, wenn es eine Teilmenge A C G mit g €
Al und h € A% gibt. Falls g # h ist, dann gilt wegen i € ¢t € {¢%, G} bereits

(gh)egdx XK CGxaG.

Wenn ¢ nicht extremal in K ist, folgt ¢ € ¢*/! und damit sofort (g,g) € ¢// x g%,

dh. ¢ X g. Falls g nicht extremal in H ist, so gilt dual (g,¢) € ¢/ x ¢!, und
demzufolge auch ¢ X ¢.
Wenn umgekehrt ¢ ¥ ¢ ist, dann gibt es eine Teilmenge A C G mit ¢ € A/ N AY,
Fiir g € A folgt AT C ¢*l, und aulerdem gilt A®! ¢ ¢, also miissen ¢! und
¢* verschieden sein und daher ist ¢ nicht extremal in IK. Wenn andernfalls g nicht
in A liegt, dann ist dual g nicht extremal in H.
Schlie@lich ist * eine Bindung von HH nach K'; wenn némlich g extremal in K
und H ist, dann gilt fiir jede Zeile bzw. Spalte g* = ¢, und andernfalls ¢* = G
- jedenfalls ist ¢* ein Inhalt von K" bzw. ein Umfang von H.

(1) Die Bindung von K" nach H umfasst zumindest die Rechtecke A% x A/ fiir
alle Teilmengen A C G. Wir setzen daher

L= |J A¥x Al Cc MxN,
ACG

Dann gilt m | n genau dann, wenn es eine Gegenstandsmenge A mit A® C m!
sowie A C n/ gibt, und es folgt G = AU A® C m! Un/ C G. Umgekehrt gilt

mun =Gentcm & (m,n) € W x ] dh.m L n.
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3 Kontexte

Es ist auch schnell klar, dass _L eine Bindung KT nach H ist, denn fiir die Zeilen
und Spalten gilt
mt=m' ceInt(H) und nt =" € Int(K) = Ext(K").
(1v) Fur Gegenstande g, die sowohl extremal in K als auch in H sind, gilt
nicht ¢ * ¢ und somit ¢ ¢ A/J N AY! fiir alle Teilmengen A C G. Falls also
g € [A] = Al in der Hiille liegt, dann folgt stets g ¢ A%, dh. g € AMIC = | A].

Der kanonische Fall

146

Corollarium: Kanonische Approximationsfusion |

Der Mengenapproximationsverband jedes Kern-Hiillen-Paars ((/C, | -
ist kanonisch isomorph zum Begriffsverband der ((G)-Fusion von (
(G, H, €). Genauer gilt

e G,H,
Bk ) = <<fcc I Q)

und die beiden Bindungen * und L sind wie folgt charakterisiert:
(1) ¢ X h < ¢ =hund {g} ist ein Kern oder g* eine Hiille, oder g # h
() KLH&KCH

1), (H,
IC,)und

Aquivalenz

Ein disjunktes Granulat kann durch eine quivalenzrelation gegeben sein, es be-
steht hier aus allen Aquivalenzklassen. Jede Aquivalenzrelation ~ auf G induziert
namlich ein Kern-Hiillen-Paar auf G vermoge

A= U sz{geGLZﬁeA}

[g].CA
A= U [g]N:{geG 3 heA}
geA hr~g

Nun lassen sich die Hiillen als Umfénge von (G, G, %) finden, denn es gilt

C
A% =N [gf = (U [g]N) = U ll.=14],

g¢A SEA [g]l.cA
und andererseits sind die Kerne genau die Umfangskomplemente vermoge

C
Aﬂ:(ﬂ@ﬁ)zLJMN=MW

geA geA
Der Mengenapproximationsverband E(~) ist nach Theorema: Approximations-
fusion 3.145 nun isomorph zum Begriffsverband der ¢(G)-Fusion
X (GG #)
GGAOl #
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3.6 Subdirekte Produkte

Fiir zwei Gegenstande gilt ¢ | & genau dann, wenn die beiden Aquivalenzklassen
disjunkt sind, d.h. genau fiir g »¢ h. Die Inzidenzen (g, ) die auf der Diagonale von
X fehlen, korrespondieren genau zu den Gegensténden ¢, die zu keinem anderen
Gegenstand dquivalent sind, also wenn das Singleton {g} eine Aquivalenzklasse
bildet; ein Gegenstand g ist ndmlich extremal in (G, G, 7¢), falls das Singletonkom-
plement g° bereits ein Umfang ist, also falls g7 = ¢°. Nach obigem gilt hier bereits

LY [h]N:{{g} (18] = {g})

. Clg) @ (sonst).

Ingesamt kann daher ¢**# = ¥ nur gelten, wenn das Singleton {g} eine Aquiva-
lenzklasse bildet.

Eine andere Perspektive auf Rough Sets, die durch Aquivalenzrelationen induziert
sind, geben ZDZISLAW PAWLAK und ANDRZE] SKOWRON in (PS06a), (PS06b) und
(PS07). Einige Anmerkungen hierzu sind in (Kri08) enthalten.

Granulat

Es ist nun moglich die Approximation durch Aquivalenzklassen zu verallgemei-
nern. Wir halten zunéchst fest, dass die Menge der Aquivalenzklasse eine disjunkte
Zerlegung der Gegenstandsmenge G bildet. In der Approximationsfusion kann
der darstellende Kontext (G, G, /) auch verkleinert werden, indem dieser durch
(G, G/~ ,¢) ersetzt wird. Es kann allerdings auf die Disjunktheit der Klassen
verzichtet werden und einfach eine beliebige Teilmenge F C o(G) gewéhlt werden,
deren Vereinigung die gesamte Menge G ergibt.

Sei F C p(G) ein GRANULAT, die Elemente von F heilen KLASSEN oder KORN-

CHEN. Dann definiert .

Al:==UF uwd J[A]=| U F| = [A“JE
FeF FeF
FCA FNA=0®

ein Kern-Hiillen-Paar auf G. Das Kernsystem und das Hiillensystem kann durch
den Kontext (G, F, ¢) dargestellt werden, denn es gilt

Afi‘——{gec‘ \ FﬁA—@égéF}
FeF

c
= G| d FNA=QundgeF; =[A
{ge ‘Fe}_ N und g € } [A],

sowie entsprechend

C
ABQQU:{gEG’FV}_FgAigéP}
S

= C — .
{geG Fng_AundgeF} |A]

Nach Theorema: Approximationsfusion 3.145 ist der Mengenapproximationsver-
band E(F) isomorph zum Begriffsverband der p(G)-Fusion
5 |(G,F,¢)
(£,G62)] 1L
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3 Kontexte

und hierbei gilt F; L F, genau dann, wenn G = Ff U er = FPUF gilt, also
falls F; und F, disjunkt sind. Die fehlenden Inzidenzen auf der Diagonale der
Bindung ¥ entsprechen genau den Gegenstinden g, deren Singleton {g} bereits
im Granulat liegt. ¢ ist namlich extremal, wenn g° ein Umfang ist; offensichtlich

ist das dquivalent zu g8 = [¢%] = [{g}]" bzw. {g} = [{g}], und das kann nur fiir
{g} € F erfiillt sein.

Quasiordnungen

Eine weitere Verallgemeinerung kann mit Quasiordnungen erzielt werden. Sei dazu
(G, <) eine quasigeordnete Menge. Die unteren bzw. oberen Approximationen
einer Teilmenge A C G sind hier definiert vermoge

C
A== |J ¢ und [A] :—( U g*)

giCA gTNA=0
Ein Kontext zum Kernsystem ist K = (G, G, €) und dual ist H = (G, G, 2) ein
Kontext zum Hiillensystem. Fiir die Umfange im Kontext H gilt
Z

AZE=LheG|V higgy =[A]
g€EA

———
SANKT=0
und dual gilt fiir die Inhaltskomplemente
A2 = | ) h=|A].
ncA
Daher ist das Kernsystem dual isomorph zum Begriffsverband von K und dual
ist das Hiillensystem isomorph zu 8(IH). Die Relation L ist gleich %, denn es gilt

glhedur=GCagnh=0sg#h
Ein Gegenstand g ist extremal in (G, G, #), wenn gE ein Umfang ist, d.h. falls
& = g% = [¢8] = |{g} ]}, gdw. [{g}] = {g}, also wenn g ein minimales Ele-
ment in der Quasiordnung (G, <) ist. Dual ist g genau dann extremal in (G, G, £),
wenn ¢ maximal in (G, <) ist. Die fehlenden Inzidenzen auf der Diagonale von *
entsprechen daher genau den Paaren (g, g) mit einem minimalen oder maximalen
Element g. Der darstellende Kontext kann hier angegeben werden als
X [(6,G7)
GGH| 2

Inneres und Aufleres Granulat

Setzen wir nun £ := {g*| g € G} als die Menge aller Primideale sowie F :=
{¢"| g € G} als die Menge aller Primfilter, dann lassen sich die Approximationen
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3.6 Subdirekte Produkte

auch darstellen vermoge
C

|Aj]=JE und [Al=]| |J F
Ect FeF
ECA FNA=0

Die unteren Approximationen werden also durch Vereinigung von inneren Kérn-
chen gebildet, und dual werden die oberen Approximationen als das Komplement
der Vereinigung aller zu A disjunkten dufSeren Kérnchen gebildet. Das fithrt nun
zu folgender Verallgemeinerung.

Sei £ C p(G) eine Menge von Teilmengen von G, deren Vereinigung die gesamte
Menge G ergibt, sowie entsprechend auch 7 C o(G) eine Menge mit |J F = G.
Wir nennen £ INNERES GRANULAT und F AUSSERES GRANULAT, deren Elemente
heifsen INNERE KLASSEN bzw. AUSSERE KORNCHEN.

Der darstellende Kontext der Approximationsfusion ist nun gegeben vermége

4 ‘ (G, F,¢&)
€6z L -
Analog zum Fall, wenn beide Granulate iibereinstimmen, gilt nun fiir alle Teilmen-
gen A CG

|A] = A% (bzgl. &) und [A] = A% (bzgl. F).
Dabei gilt E L F genau dann, wenn beide Kornchen disjunkt sind. Aufierdem
gilt ¢ * ¢ genau dann nicht, falls das Singleton {g¢} ein inneres oder ein dufSeres
Kornchen darstellt.
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3.7 Faktoranalyse

3.7.1 FERRERS-Dimension

Lemma

Die Ordnungsdimension einer geordneten Menge und deren ordinaler Vervoll-
standigung sind gleich.

APPROBATIO Sei (P, <) eine geordnete Menge. Nach DEDEKIND ist P genau dann
in einen vollstindigen Verband V einbettbar, wenn B (P, P, <) in V einbettbar ist.
Ein direktes Produkt von Ketten ist stets ein vollstindiger Verband. Also folgt, dass
P genau dann in ein direktes Produkt von Ketten eingebettet werden kann, wenn
B (P, P <) in ein direktes Produkt von Ketten einbettbar ist. Also stimmen die Ord-
nungsdimensionen der geordneten Menge und ihrer Vervollstindigung {iberein.

Eine FERRERS-Relation ist eine Relation F C G x M mit der Eigenschaft

Y VYV (¢FmAWhFn = ¢Fn\ hFm).
gheGmneM (gFm st m)

Lemma

Fiir einen formalen Kontext (G, M, I) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Der Begriffsverband B(G, M, I) ist eine Kette.
(11) Die Inzidenzrelation [ ist eine FERRERS-Relation.
(1) Es gibt lineare Ordnungen < der Gegenstandsmenge G und <, der
Merkmalsmenge M, sodass I ein Ordnungsideal des direkten Ordnungsprodukts
von (G, <g) und (M, <p) ist.

APPROBATIO Sei (G, M, I) ein formaler Kontext.

(1)=-(11) Der Begriffsverband B(G, M, I) sei eine Kette, d.h. je zwei formale
Begriffe sind vergleichbar. Wir zeigen, dass die Inzidenz I ferrersch ist. Seien dazu
g h € Gund m,n € M mit gIm, hIn und gln. Fir die Gegenstands- und Merkmal-
begriffe ergibt sich zundchst yg < pm, yh < unund vg £ un. Weil B(G, M, I)
linear ist, muss dann pn < g gelten und damit haben wir yh < un < yg < um,
d.h. hIm.

(1)<=(11) Sei I ferrersch. Es wird gezeigt, dass je zwei formale Begriffe vergleich-
bar sind. Seien also (A, B), (C, D) zwei formale Begriffe mit (A, B) £ (C, D), d.h.
A ¢ C. Dann gibt es einen Gegenstand ¢ € A mit ¢ ¢ C = D/, d.h. es gibt
ein Merkmal n € D mit gIn. Weil (A4, B) und (C, D) formale Begriffe sind, gilt
AXB CJundC x D C I. Insgesamt gilt also gIm fiir alle m € B sowie hin fiir
alle i € C und g/n, also ergibt sich mit der FERRERS-Eigenschaft him fiir alle m € B
und € C,d.h. B x C C . Damitist C C B! = A, also (C,D) < (A, B).

(D)=(111) Setze g <g h:& vg < yhund m <y n:& pm > un, dann sind <g
und <) lineare Ordnungen. I ist ein Ordnungsideal, denn sei (h,1n) < (g,m) € I,
dann gilt h <g g und n <p; m, also insgesamt vh < yg < um < un bzw.
(h,n) € L.
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3.7 Faktoranalyse

(11)<=(111) Sei gIm und hin.

(g <h,m<n) Esist(g,n) < (h,n) € I also gln.Esgilt (h,m) < (h,n) € I
also him.

(g <h,m=>mn) Esist(g,n) < (h,n) € I,also gln.

(g > h,m <mn) Esgilt (h,m) < (g,m) € I, also hIm.

(g > h,m>n) Esist (g,n) <(g,m) € I also gIn. Esist (h,m) < (g,m) € I,
also him.
Also ist [ eine FERRERS-Relation.

Definitio: FERRERS-Dimension
Die FERRERS-DIMENSION eines formalen Kontexts (G, M, I) ist die kleinste An-
zahl von FERRERS-Erweiterungen, deren Durchschnitt die Inzidenzrelation I
ergibt.

Lemma

Fiir einen formalen Kontext (G, M, I) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Es gibt eine Ordnungseinbettung von B(G, M, I) in ein direktes Produkt
>< tET(‘/t/ St)
(11) Es gibt Abbildungena;: G — Vyund B¢: M — V; fiir t € T mit
< .
glm &< teVTrxtg <; Brm

(1) Es gibt Kontexte (G, M, J;) und Ordnungseinbettungen von 8(G, M, J;) in
(W4, <y) fiir jedes t € T, sodass gilt

I=J

teT

APPROBATIO  (I)<>(11) folgtaus Lemma3.16
(11)=-(111) Seien &y und B¢ Abbildungen wie in (ii). Wir definieren die Inzidenzen
Jo:={(gmeGxM|ug < Bim}
und fiir diese gilt ersichtlich ;<7 J+ = 1. Die Abbildung
B(G,M, i) = W
(A,B) = \/ ;A
ist dann analog zu Lemma 3.16 eine Ordnungseinbettung.

(11)<=(111) Seien (G, M, J;) formale Kontexte mit I = (7 J und ¢¢: B(G, M, J;) —
Vi Ordnungseinbettungen. Nun definieren wir Abbildungen «; := ¢; o ; und
Bt := ¢r o yy und dann gilt fiir alle Gegenstande g und alle Merkmale m

tVT“tg < Bim < V (pt(g]f]f,g]f) < gy (m, mr)
€

o v (g]t]t g]t) (mIr m]t]t)

Pt

teT

o Y g]t]t Cmh
teT

= v Jt
tETg 2 m
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3 Kontexte

<G8l

< glm.

152

Theorema: FERRERS- und Ordnungsdimension |

Die FERRERS-Dimension von (G, M, I) simmt mit der Ordnungsdimension von
B(G, M, I) iiberein:

fdim(G, M, I) = odim®B(G, M, I).
Insbesondere fiir geordnete Mengen gilt odim(P, <) = fdim(P, P, <).

APPROBATIO (<) Nach Lemma3.151 ist B(G, M, I) genau dann in ein Produkt
von Ketten (K, <;) einbettbar, wenn es formale Kontexte (G, M, J;) und Ordnungs-
einbettungen von B(G, M, J;) in (K¢, <¢) mit (e Jt = I gibt. Dann sind auch die
Begriffsverbande B(G, M, J;) Ketten, also sind nach Lemma 3.149 alle Inzidenzen
J+ FERRERS-Relationen.

(>) Seien umgekehrt F; FERRERS-Relationen zwischen G und M mit (\;ep Ft = 1.
Dann sind nach Lemma 3.149 alle Begriffsverbiande 8(G, M, F;) Ketten. Nach Lem-
ma 3.151 gibt es dann also eine Ordnungseinbettung von B(G, M, I) in das direkte

Produkt X ;c7B(G, M, F).
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3.7 Faktoranalyse

Exemplum

Aufgabe H4: Geben Sie (mdglichst wenige) FERRERS-Relationen an, so dass deren
Schnitt gerade die folgende Ordnung ergibt:

Bezeichnen wir die durch obigen Ordnungsdiagramm definierte Ordnungsre-
lation auf M = {a,b,c,d,e, f,g} mit R. Nun lasst sich R auch durch folgende
Inzidenzmatrix darstellen:

abcdefg
ajxX X X X X X X
b X X X X X
c X X X X X
R:d X X X X
e X
f X
< X

Schauen wir uns die Definition einer FERRERS-Relation an: Eine bindre Relation
R C M x M auf einer Menge M heilt FERRERS-Relation, falls (a1 Rb; A ayRby =—>
a1Rby V ayRby ) fiir alle aq, ap, by, by € M gilt. Betrachten wir die obige Matrix, so stel-
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len wir fest, dass der Relation zu einer FERRERS-Relation einige Inzidenzen fehlen:

a b ¢ d e f g
alx x x x x X X
b X Xle X X X
c le X X X X X
d X X X X
e x X5 X;
f Xa x Xg
g X5 Xi x

Insbesondere fehlt R zu einer FERRERS-Relation von den neu eingetragenen In-
zidenzen X lA bzw. Xiv firi € {1,2,3,4} jeweils eine, d.h. fiir jede Abbildung
& {1,234 — (A, V) : i & istRU{X Y |i € {1,2,34)}} eine FEr-

RERS-Relation. Hierbei reprasentiert X 1’ " dasjenige Paar (x,y), sodass X 1’ "in
Zeile x und Spalte y steht.

Daraus konnen wir nun 8 verschiedene zweielementige Mengen von FERRERS-
Relationen erzeugen, deren Schnitt die gegebene Ordnungsrelation ergibt. Eine
Mbglichkeit ist, alle groflen Kreuze mit oberen Index A zur einen und alle grofSen
Kreuze mit ¥ zur anderen Relation hinzunehmen. Ersichtlich sind beide FERRERS-
Relationen und der Schnitt ergibt R.

abcdefg abcdefg abcdefg
XX XX XXX XXX X XX X XXX XX XX
X X X X X X XXX XX

X X X X X XX X X X
X X X X
X X X

X X X X
X X

N B S S
b:%:cm;gc_b O,
i a

3.7.2 Begriffliche Faktorisierungen

XX X X X
XX X X X X
X X X X —
X
X X
X X X

pomn o o2
pe s o =2
po s o =

Eine FAKTORISIERUNG F = (F, R, S) eines formalen Kontexts (G, M, I) besteht
aus zwei formalen Kontexten (G, F, R) und (F, M, S), sodass

glm < ¢Rnm® # 0 {:)flengSm
€

gilt. Jedes Element f € Fbzw. (G, {f},RNG x {f}) heifit EINWERTIGER FAKTOR
und jede Teilmenge E C F bzw. (G, E,RN G X E) heifst MEHRWERTIGER FAKTOR.

152



3.7 Faktoranalyse

Die beiden Kontexte (G, F, R) und (F, M, S) heiflen FAKTORKONTEXTE und wir
schreiben fiir eine Faktorisierung auch

(G,M,I) = (G,F,R) o (F,M,S) = F.
Eine Faktorisierung heifst OPTIMAL, wenn es keine Faktorisierung mit weniger
(einwertigen) Faktoren gibt.

(GG12)

155
Eine Menge C von Quasibegriffen/Rechtecken eines Kontexts (G, M, I) heifst
UBERDECKUNG von (G, M, I), wenn
I= (J AxB
(AB)eC

gilt. Wenn C nur Begriffe von (G, M, I) enthélt, d.h. C C B(G, M, I) gilt, dann
heifdt C BEGRIFFLICHE UBERDECKUNG von (G, M, I). Eine Uberdeckung heif3t Op-
TIMAL, wenn es keine Uberdeckung mit weniger Quasibegriffen/Rechtecken gibt.

(GG12)

Jede Ubegdeckung ist in einer begrifflichen Uberdeckung enthalten, genauer gilt:
Fiir jede Uberdeckung C von (G, M, I) sind

A= {(A”,AI) ‘ (A,B) € c} und B := {(BI,BH) ’ (A,B) € c}

hochstens gleichmichtige begriffliche Uberdeckungen von (G, M, I), die C iiber-
decken, d.h. es gilt | A| < |C| bzw. |B| < |C| und fiir jedes Rechteck (C,D) € C
existiert ein Begriff (A, B) € Abzw. (A,B) € BmitC x D C A x B.

Theorema: Faktorisierungen und Uberdeckungen } 156
(1) Fiir jede Faktorisierung F = (G, F,R) o (F, M, S) von (G, M, I) ist

F= {5 ) £ <)
eine Uberdeckung.

(1) Fir jede Uberdeckung C = { (Ay, By) ) f € F} von (G,M,I) ist F =
(G,E,R) o (F, M, S) mit
gRf = g € Arund fSm = m € By

eine Faktorisierung.

(111) Die beiden Ubergénge sind invers zueinander, d . fiir jede Faktorisierung
Fvon (G,M,I) gilt F = F¢, und umgekehrt gilt fiir jede Uberdeckung C von
(G,M,I) stets C = Cr,.

(GG12)
APPROBATIO (1) Cr tiberdeckt (G, M, I), denn es gilt
I 3 ¢RfS 3 (g, R f5.
ghm < 2.8 f mﬁfep(g m) € f*x f
(1) Fe faktorisiert (G, M, I), denn es gilt
I d(g,m) € Ar x B d ¢RfSm.
gm@feF(gm) £ X f@fngfm
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() Es gilt f& = Apbzw. R = Upep Af x {f} und f* = By bzw. § =
Ufel—"{f} X Bf-

Lemma

Eine optimale Faktorisierung hat genau dimy 8(G, M, CI) (einwertige) Faktoren.
(GG12)
[ i’ Al

APPROBATIO Es gilt dimy B(G, M, CI) = fdim;(G, M, CI). Zunichst ist zu beach-
ten, dass die Quasibegriffe genau die einstufigen FERRERS-Relationen sind. Die
2-FERRERS-Dimension fdim, (G, M, CI) stimmt also mit der kleinsten Anzahl von
(G, M, I)-Quasibegriffen, deren Vereinigung (G, M, I) iiberdecken, tiberein. Jede
optimale Uberdeckung muss also aus genau fdim; (G, M, CI) Rechtecken bestehen.
Nach dem vorangegangenem Theorem ist die Anzahl der Faktoren einer optimalen
Faktorisierung gleich der Anzahl der Rechtecke einer optimalen Uberdeckung.
Eine MENGENREPRASENTATION bzw. T-REPRASENTATION eines formalen Kontexts
(G, M, I) ist ein Paar von Abbildungen a: G — T und : M — ©T, sodass gilt
glm & ag N pm # Q.

Die MENGENDIMENSION setdim(G, M, I) von (G, M, I ist die kleinste Machtigkeit
einer Mengenreprdsentation von (G, M, I), und stimmt mit der 2-Dimension von
B(G, M, CI) iiberein. Fiir jede Faktorisierung (G, F,R) o (F, M, S) von (G, M, I)
bilden a: G — F mit ag = g und f: M — EF mit fm = m° eine F-
Représentation von (G, M, I). Fiir jede T-Représentation («, 8) von (G, M, I) ist
(G,T,R) o (T,M,S) mit gR = «g sowie m®> = Pm eine Faktorisierung von
(G,M,]I).
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Corollarium |
Eine optimale Faktorisierung von (G, M, I) hat genau setdim(G, M, I) Faktoren.
(GG12)
\Mote) |

Eine Faktorisierung 7 = (G,F,R) o (F, M, S )_.heiﬁt BEGRIFFLICHE FAKTORISIE-
RUNG von (G, M, I), wenn die zugehorige Uberdeckung Cr eine begriffliche
Uberdeckung von (G, M, I) ist, d.h. falls fiir alle Faktoren f € F stets f5 = fRI

sowie fR = 57 gelten.

(GG12)

Jeder formale Kontext (G, M, I) hat die beiden trivialen begrifflichen Faktorisierun-
gen

(GG =)o (GMI)=(GMI) = (GMI)o(MM,—).
Es ist nattirlich moglich die Faktoren auf die irreduziblen Gegenstinde bzw. Merk-
male einzuschranken.

Wir erkennen auch sofort, dass jede begriffliche Faktorisierung bereits durch ih-
ren ersten (oder zweiten) Faktorkontext eindeutig bestimmt ist. Es gilt namlich

S = User{f} x R bzw. dual R = UfGPfSI x {f}.
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Lemma: Eigenschaften von Begrifflichen Faktorisierungen |
Sei (G, F,R) o (F, M, S) eine begriffliche Faktorisierung von (G, M, I). Dann gel-
ten:
(1) Jeder (G, F,R)-Umfang ist ein (G, M, I)-Umfang.
(11) Jeder (F, M, S)-Inhalt ist ein (G, M, I)-Inhalt.
(111) Die duale Merkmalsordnung von (G, F, R) und die Gegenstandsordnung
von (F, M, S) stimmen tiberein, d.h. fiir alle Faktoren fj, f, € F gilt

ffeffefi2f

(GG12)

APPROBATIO Fiir jeden Faktor f € F bildet (X, f°) einen formalen Begriff
von (G,M,I), d.h. alle Merkmalsumfinge von (G, F,R) sind auch Umfinge
von (G, M, I). Alle (G, F, R)-Umfinge konnen bekanntlich als Durchschnitt von
(G, F, R)-Merkmalsumfingen dargestellt werden, also miissen alle (G, F, R)-Umfinge
auch (G, M, I)-Umfénge sein. Dual sind alle (F, M, S)-Inhalte auch (G, M, I)-
Inhalte, denn dies gilt bereits fiir die erzeugende Teilmenge aller Gegenstandsinhalte
von (F, M, S).

Lemma

Eine (G, M, I)-Faktorisierung (G, F, R) o (F, M, S) ist genau dann eine begriffliche
Faktorisierung, wenn gelten:

(1) Jeder (G, F, R)-Inhalt ist ein (F, M, CS)-Umfang.

(11) Jeder (F, M, S)-Umfang ist ein (G, F,CR)-Inhalt.

(GG12)

APPROBATIO  (I)=>(II) Angenommen, es gibe einen (G, F, R)-Gegenstandsinhalt
gR, der kein (F, M, CS)-Umfang ist. Dann gilte
gR C gROSES — N mts
meM
mts DgR

und demzufolge miisste es einen Faktor f € F geben, der nicht in gR aber in jedem
(F, M, CS)-Merkmalsumfang m® = tm®, der gR enthilt, enthalten ist. Weiterhin
wire dann ¢ ¢ fR = £, d.h. es gabe ein Merkmal m € f° mit g ¥ m. Wegen
gt m < gRNm® = @ miisste also gR in Cm® enthalten sein. Das wire aber ein
Widerspruch, denn der (F, M, CS)-Merkmalsumfang Cm° enthalt nicht den Faktor f.
Insgesamt ist jeder (G, F, R)-Gegenstandsinhalt ¢ ein (F, M, CS)-Umfang, und
demnach auch jeder (G, F, R)-Inhalt. Dual folgt Ext(F, M, S) C Int(G, F,CR).

(1)<=(11) Sei f € F. Wegen fR x f5 C I gilt zunéchst fRI D f5.Seim ¢ f°,
dh f ¢ mS. Dann ist m° ein (G, F,CR)-Inhalt, und damit gibt es einen (G, F,CR)-
Gegenstandsinhalt ¢°R, der m° enthilt, aber nicht f. Anders ausgedriickt gilt dann
¢fnm® =@, dh. g ¥m,und mitg € fR folgtm ¢ fRI. Folglich giltauch fRI C £5.
Dual folgt 5! = fR.
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Jede begriffliche Uberdeckung von (G, M, I) enthalt yG N uM.

(GG12) |

APPROBATIO Sei (A, B) € vG N uM, dann gibt es einen Gegenstand g € G und
ein Merkmal m € M, sodass (A, B) = yg = um gilt. Weiterhin ist dann (A, B)
der einzige Begriff der ¢ und m enthilt: Fiir jeden Begriff (C, D) mit g € C und
m € D folgt namlich A = g” C C, also B 2 D, und auferdem B = m!! C D, d h.
(C,D) und (A, B) sind gleich. Anders ausgedriickt ist (A, B) der einzige Begriff
der das Inzidenzpaar gIm tiberdeckt, muss also zwingend in jeder begrifflichen

162 | | Lemma: Notwendige Faktoren }
B Uberdeckung enthalten sein.
163

Ein Inzidenzpaar gIm heifit STARK, wenn es kein Inzidenzpaar h11n gibt, sodass gilt:
[y, un) & [vg, pm] .

(GG12)
Durch einfache Umformungen erhélt man die dquivalenten Charakterisierungen:
gIm stark < N4 W' ¢ ¢l oder n! ¢ m!

hin
gT#h! oder m!#n!
I, Il
& A (g,m) e ! xn
hin
g1#h! oder m!#n!
Lemma
In jedem doppelt-fundierten formalen Kontext (G, M, I) gilt sogar
gIm nicht stark < = (g,m) € W'l x n!l.
hln stark
g'#h! oder m!#£n!

(GG12) |

APPROBATIO (=) Fiir jedes nicht starke Inzidenzpaar gIm gibt es stets ein
Inzidenzpaar holng mit g' # hi oder m! # n) und (g,m) € hll x nll. Wenn
Iy Iny nicht stark ist, dann gibt es ein Inzidenzpaar hy. 1 Iny, 1 mit h{( #+ h,{ 41 Oder
n,{ #+ n,{H und h1£+1 - h,IC sowie n,{H - n,{, dh. (g,;m) € h,{ﬂrl X n{clﬂ. Nach
Theorema 3.29 gibt es in (G, M, I) weder unendliche Ketten von Gegenstinden
mit g} € ¢! C ... noch unendliche Ketten von Merkmalen mit m} C mi C ....
Demnach muss diese Folge von Inzidenzpaaren /I endlich sein, d.h. irgendwann
gibt es ein starkes Inzidenzpaar hin mit (g,m) € h'! x n'l.

(«=) trivial.
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Theorema: Hinreichende Faktoren |
Fiir jeden doppelt-fundierten formalen Kontext (G, M, I) ist

{ (gH,mH) ’ glm stark}
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3.7 Faktoranalyse

eine Uberdeckung. Die entsprechenden begrifflichen Uberdeckungen sind

{'yg ‘ mgMgIm stark} und {ym ggc glm stark} .

(GG12)

APPROBATIO (1) Fiir jedes (starke) Inzidenzpaar gIm gilt stets g!! C m'!l, also
¢! x m!! C I. Somit folgt zunschst

=) U gH w mil
glm stark

Sei umgekehrt ¢Im. Wenn gIm stark ist, dann folgt natiirlich sofort (g,m) €

UgIm stark ¢! x m!l. Andernfalls gibt es nach obigem Lemma ein starkes Inzidenz-

paar hln mit (g,m) € k'l x n'l, also folgt auch (g, 1) € Ugp stark 87 X mL.

(11) Esgilt stets yg = (g'", g!") und dual pm = (m!!!, m'!T), also sind

= =
{'yg ’ meMgIm stark} und {ym geGgIm stark}
die beiden kanonischen begrifflichen Uberdeckungen zur Uberdeckung
{ (gH,mH) ’ glm stark} . u
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Sei K = (G, M, I) ein formaler Kontext und S = (Gs, Ms, Is) eine Skala. Ein
S-MASR auf K ist eine Abbildung o: G — Gg, sodass jedes o-Urbild eines 5-
Umfangs stets ein K-Umfang ist. Ein S-Maf ¢ heifst VOLL, wenn jeder K-Umfang
das o-Urbild irgendeines S-Umfangs ist.

(GG12)

Weil jede Urbildabbildung N-kompatibel ist, miissen die Umfangsverbande von
5 und K fiir jedes volle S-wertige Maf$ auf K isomorph sein.

Lemma: Charakterisierung begrifflicher Faktoren | 167
S = (G, E,R) ist genau dann ein (mehrwertiger) begrifflicher Faktor von K =
(G, M, I), wenn die G-Identitit ein S-Ma8 ist, d.h. wenn jeder S-Umfang auch ein
K-Umfang ist.

(GG12) |

APPROBATIO Nach Definition Definitio: Begriffliche Faktorisierung 3.159 ist (G, E, R)
genau dann ein mehrwertiger (erster) begrifflicher Faktor von (G, M, I), wenn es
eine begriffliche Faktorisierung (G, F, R) o (F, M, S) von (G, M, I) mit E C F sowie
RNEx M = Rgibt.

(=) Deas gilt bereits nach Lemma: Eigenschaften von Begrifflichen Faktorisie-
rungen 3.160.

(«<=) Sei umgekehrt id; ein S-wertiges Maf$ auf K, d.h. sei jeder S-Umfang
ein IK-Umfang, dann ist insbesondere jede Spalte fR mit f € E ein Umfang
von K. Also bildet Cg := {(fR, fRI) | f € E} eine begriffliche Teiliiberdeckung
von K. Die Menge C, = {vg | Inem gIm stark} bildet nach dem vorherigen
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3 Kontexte

Lemma stets eine begriffliche Uberdeckung von K. Wiahle nun eine Teilmenge
A C{g € G| 3pyemgIm stark}, sodass Cg U y(A) eine begriffliche Uberdeckung
des gesamten Kontexts ist. (Man kann fiir A natiirlich die gesamte Menge der
starken Gegenstande wahlen; will man jedoch eine (moglichst) optimale Faktori-
sierung, dann sollte man eine moglichst kleine Teilmenge wéhlen.) Die zugehorige
(G, M, I)-Faktorisierung ist (G, F,R) o (F, M, S) mit F = EU A und
ﬁzRU{(h,g) ‘ge Aund h ng} =RU [J ¢ x{g}
geEA
sowie
s=U{xfMul{slxg"
feE geA
Folglich ist (G, E, R) ein begrifflicher (erster) mehrwertiger Faktor von (G, M, I).

Sei S eine Skala. Ein mehrwertiger Faktor (G, E, R) von (G, M, I) heifit S-FAKTOR,
wenn es ein surjektives volles 5-MaB auf (G, E, R) gibt. Falls S eine nominale,
ordinale, ...Skala ist, dann nennen wir (G, E, R) auch einen NOMINALEN, ORDI-
NALEN, ... FAKTOR von (G, M, I). Eine Faktorisierung heifst NOMINAL, ORDINAL,
..., wenn der erste Faktorkontext als Apposition von nominalen, ordinalen,
... Faktoren dargestellt werden kann.

(GG12)

Anders ausgedriickt: Fiir jede ordinale Faktorisierung lasst sich der erste Faktorkon-
text als abgeleiteter Kontext eines mehrwertigen Kontexts beziiglich einer ordinalen
Skalierung darstellen. Dual ldsst sich dann der zweite Faktorkontext auch als abge-
leiteter Kontext eines mehrwertigen Kontexts beziiglich der entsprechenden dualen
ordinalen Skalierung darstellen.

Lemma

Sei K = (G, M, I). Ein formaler Kontext (G, E, R) ist genau dann ein
(I) n-dimensionaler nominaler Faktor von KK, wenn seine Umfdnge ohne @
und G eine K-extensionale Partitionierung in n Umfénge bilden.

(11) ein-dimensionaler ordinaler Faktor von KK, wenn seine Merkmalsumfinge
eine Kette in den IK-Umfingen bilden.

(GG12) |

APPROBATIO (1) Sei (G, E,R) ein n-dimensionaler nominaler Faktor von K,
dann gibt es eine n-dimensionale nominale Skala 5, und ein surjektives volles
S,-wertiges Maf ¢ auf (G, E, R). Weiterhin entspricht die Menge der (G, E, R)-
Umfinge genau der Menge aller ¢;,-Urbilder von S,-Umfingen. S;; besitzt abge-
sehen vom kleinsten und groiten Umfang genau n weitere Umfinge, die eine
S,-extensionale Partitionierung bilden. Weil jede Urbildabbildung N-kompatibel
ist, miissen die Umfangsverbdnde von S,, und (G, E, R) isomorph sein.
(11) dhnlich zu ().
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3.7 Faktoranalyse

Corollarium

Fiir jede ordinale Faktorisierung gibt es eine Partitionierung der Faktoren, sodass
alle Begriffsverbande der entsprechenden Teilkontexte des ersten Faktorkontexts
eine Kette bilden.

(GG12)
Lemma

Eine Relation R C G x M ist genau dann eine FERRERS-Relation, wenn es Mengen
Ay C AT CAC---CGund M D By 2 By 2 By 2 ... gibt, sodass gilt:

R=[J Ay x B,
nelN

APPROBATIO (=) Fiir eine FERRERS-Relation I C G x M ist nach Lemma 3.149
der zugehorige Begriffsverband B(G, M, I) eine Kette. Die Gegenstandsbegriffe
vg = (¢',¢") fitr ¢ € G bilden dann insbesondere auch eine Kette, und natiirlich
gilt I = Ugec g™l x ¢!, Fiir eine geeignete Nummerierung einer Teilmenge der Ge-
gensténde gilt dann also g C gi' C ¢/ - CGund M 2D gj 2 g1 2852 -
sowie
1= &' x g
nelN
(«<=) Sei gRm und hRn. Nach Voraussetzung gibt es dann i, j € IN mit (g, m) €
A; x Bjund (h,n) € A; x B;. Fiiri < j gilt B; 2 Bj, also auch
(g,l’l) € A; xB;CR.

Dual gilt fiir i > j stets hRm. Demnach ist R eine Definitio: FERRERS-Relation 3.148.

Definitio: Begriffliche FERRERS-Relation

Eine FERRERS-Relation R C G x M heifit BEGRIFFLICH in (G, M, I), wenn es
formale Begriffe

(Ao, By) < (A1,B1) < (A, By) < ...
von (G, M, I) gibt, sodass R = U,,ew An X By gilt.

(GG12)
Corollarium

Jede FERRERS-Relation R C [ ist in einer begrifflichen FERRERS-Relation in
(G, M, I) enthalten.

(GG12)
APPROBATIO Sei R = e An X By. Dann gilt natiirlich

RC |J Al'x Al CTunddualRC | J BL x B} C I
nelN nelN

Definitio: Ordinale Faktorisierungsweite
Die WEITE einer begrifflichen Uberdeckung C ist die grofite Méachtigkeit einer

Antikette in C. Die ORDINALE FAKTORISIERUNGSWEITE von (G, M, 1) ist die
Kkleinste Weite einer begrifflichen Uberdeckung von (G, M, I).

(GG12)
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3 Kontexte

Theorema: Charakterisierung der ordinalen Faktorisierungsweite ——————

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) (G, M, I) hat eine ordinale Faktorisierungsweite < .

(1) (G, M, I) besitzt eine ordinale Faktorisierung mit < n ein-dimensionalen
Faktoren.

(1) B(G, M, CI) hat eine Ordnungsdimension < 7.

(1v) Ikann als Vereinigung von < n FERRERS-Relationen dargestellt werden.
(GG12)

[ n? Al

APPROBATIO  (1)=-(11) Sei (G, M, I) ein Kontext mit ordinaler Faktorisierungs-
weite < 71, dann gibt es eine begriffliche Uberdeckung C von (G, M, I) mit Weite
< n. Nach dem Theorema: Satz von DILWORTH 1.26 kann C von < n Ketten iiber-
deckt werden, und jede dieser Ketten induziert einen ein-dimensionalen Faktor
von (G, M, I). Der erste Faktorkontext der Faktorisierung zu C kann dann als
Apposition dieser < n Faktoren dargestellt werden, also hat (G, M, I) eine ordinale
Faktorisierung mit < 7 ein-dimensionalen Faktoren.

(I1)=-(1v) Fiir jeden der < n ein-dimensionalen Faktoren bildet die entsprechen-
de Teiliiberdeckung eine Kette in den (G, M, I)-Begriffen. Die in diesen Ketten
auftauchenden Inzidenzen bilden dann jeweils FERRERS-Relationen in I, deren
Vereinigungung die gesamte Inzidenzrelation I ergibt.

(1)<(1v) gilt bereits nach dem Satz tiber die Theorema: FERRERS- und Ord-
nungsdimension 3.152.

(1)<=(1v) Wenn I als Vereinigung von < n FERRERS-Relationen dargestellt wer-
den kann, dann nattirlich auch als Vereinigung von < 7 begrifflichen FERRERS-
Relationen von (G, M, I). Die aufspannenenden (G, M, I)-Begriffe bilden dann
jeweils Ketten, deren Vereinigung eine begriffliche Uberdeckung von (G, M, I) der

B Weite < n bilden. Also hat (G, M, I) eine ordinale Faktorisierungsweite < n.
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3.7 Faktoranalyse

Corollarium

(1) (G, M, I) hat die ordinale Faktorisierungsweite 1 genau dann, wenn I eine
FERRERS-Relation ist.

(11) Eine nominale Skala mit # Werten hat die ordinale Faktorisierungsweite .

(1) Eine kontranominale Skala mit 7 Werten hat die ordinale Faktorisierungs-
weite 7.

(1v) Eine BOOLEsche Skala auf n Werten hat die ordinale Faktorisierungsweite 7.

(V) Die interordinale Skala zu einer ordinalen Skala mit der ordinalen Fakto-
risierungsweite 1 hat (hochstens?) die ordinale Faktorisierungsweite 2 - 71.
(vi) Die kontraordinale Skala zu einer interordinalen Skala mit der ordinalen
Faktorisierungsweite 1 hat auch die ordinale Faktorisierungsweite 1.
(vir) Die ordinale Faktorisierungsweite einer multiordinalen Skala ist die Summe
der ordinalen Faktorisierungsweiten der einzelnen ordinalen Summanden-Skalen.

(GG12) |

3.7.3 Triadische Faktorisierungen

Definitio: Triadische Faktorisierung

Eine TRIFAKTORISIERUNG eines triadischen Kontexts K = (K, K, K3,Y) ist
definiert als ein Quadrupel F = (F, Ry, Ry, R3) bestehend aus einer Menge F
und drei Relationen R; C Ky X F, Ry C Ky x Fund R3 C K3 x F, sodass

(g,m,b) € Y(:)fglpgleand mRy fand b Rs f

sdhinmenp® £o
gilt. Wir schreiben dann auch
(Kl,Kz,K3, Y) = (Kl,F, Rl) o (Kz, F, Rz) 9] (Kg,P, R3) = F.
Die Elemente f € F heifsen FAKTOREN von JF. Eine Faktorisierung heifst OPTIMAL,

wenn es keine Faktorisierung mit weniger Faktoren gibt; die kleinstmogliche
Faktorenanzahl symbolisieren wir mit p(K).

(Glo13)

Definitio: Triadische Uberdeckung

Eine Teilmenge C C %(KK) von triadischen Begriffen eines triadischen Kontexts
K = (K1, K3, K3, Y) heifit UBERDECKUNG von K, falls
Y = U A xAyxAs
(Al,Az,A3)EC
gilt. Falls C minimal beztiglich der Anzahl seiner Elemente ist, d.h. wenn es

keine triadische Uberdeckung mit weniger triadischen Begriffen von K gibt, dann
nennen wir C eine OPTIMALE triadische Uberdeckung.

(Glo13)
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3 Kontexte

Lemma: Triadische Faktorisierungen und Uberdeckungen |

(1) Fiir jede Faktorisierung F = (F, Ry, Ry, R3) ist
Cr={ (M1 1)}

feF
eine Uberdeckung.

(11) Fiir jede Uberdeckung C = {(A{, AL, AL )}feF ist

gSif & g€ A{
Fe = (F, 51,5y, 53) mit mSzf = m e Ajzr
bS3f > b € AL
eine Faktorisierung.

(111) Die beiden Ubergénge sind invers zueinander; genauer gilt fiir jede Fak-
torisierung F stets F¢,, und fiir jede Uberdeckung C gilt stets Cx,.

(Glo13)
Lemma

Sei K = (Ky,Ky,K3,Y) ein Trikontext mit n; := |Kj| Objekten, n, := |Kp|
Merkmalen und n3 := |K3| Bedingungen. Dann gelten:

(1) p(K) < min{ny - nz,ny - n3,m - n3}

(11) Es gibt eine begriffliche Tritiberdeckung mit p(K) Tribegriffen.

(Glo13)
Lemma

Seien a1, c1 € Kj Objekte, ay, by € Ky Merkmale und b3, c3 € K3 Bedingungen.
Falls es Richtungen {is, j. } = {1,2}, {ip, j} = {2,3} und {ic, jc} = {1,3} gibt,
sodass
b,j, (a1,a2) = by (b2, b3) = b j.(c1,c3)
gﬂt, dann ist (Al, Ay, Ag) = bixjx (xl-x,xjx) mit x € {(1, b, C} der einzige Tribegriff,
der den Quader {a1,c1} x {ap,ba} X {b3,c3} enthilt, d.h. sodass gilt
{al,cl} X {612, bz} X {b3,C3} - A1 X Ay X A3.

(Glo13)

Definitio: Notwendiger Faktor

Ein triadischer Begriff b von K heifst NOTWENDIGER Faktor von K, wenn jede
begriffliche Tritiberdeckung den Begriff b enthalt.

(BGV13)
Lemma

Seien b € TK ein Tribegriff, x; € Kj ein Gegenstand, x, € K; ein Merkmal und
x3 € Kj eine Bedingung eines Trikontexts K = (K3, Ky, K3, Y). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(I) bist der einzige Tribegriff, der x1, x, und x3 umfasst.
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3.7 Faktoranalyse

(11) Es gibt eine Richtungswahl {i,j,k} = {1,2,3}, sodass gilt:
b = by;(x;, x;) = by (i, x¢) = by (xj, x¢)-

(1) Fiir jede beliebige Richtungswahl {i, j, k} = {1,2,3} gilt:
b = by;(x;, x;) = by (x5, x¢) = bjre(x}, xp).-

(BGV13)

Corollarium: Notwendige Trifaktoren | 184

Ein Tribegriff b ist ein notwendiger Faktor eines Trikontexts K = (K3, Ky, K3, Y)
genau dann, wenn es ein Objekt x; € Kj, ein Merkmal x; € K; und eine Bedin-
gung x3 € K3 gibt, sodass eine der Bedingungen des vorigen Lemmas erfiillt ist.
(BGV13)
\Po VD)

Definitio: Dyadischer Schnitt 185
Fiir einen Trikontext K = (Kj, Ky, K3, Y), eine Richtungswahl {i, j, k} = {1,2,3}
und ein Element & € K; heifst der formale Kontext

& =K = (K, K, Vi)
DYADISCHER SCHNITT von K beztiglich a.

(BGV13)

Zu jedem Trikontext existieren drei Familien von dyadischen Schnitten:

¢ = {(Kz, Ka, YS! }geKl

2= {(K1'K3’ Yl{gn}}meKz

8= {<K1’K2’ v, }beK3

Nun lésst sich der urspriingliche Trikontext als eine Triapposition jeder der obigen
d-Schnitt-Familien darstellen, es gilt namlich

Y = U {g} x Y§3
geky

= U U {gmb)}

mekKy (g,b)elfl'”3

= Yh, x {b}.

beKs

Theorema: Transformation der Faktoren } 186
Sei F = (F,Rq, R, Rj) eine Trifaktorisierung des Trikontexts K = (K3, Ky, K3, Y)
und {7, ], k} = {1,2,3} eine beliebige Richtungswahl mit i < j. Fiir die beiden
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3 Kontexte

Abbildungen
p(F) = p(Ki x Kj)

P {(x,-,xj) € K; x K;

ngf € P and x; R; f and X; R]‘ f}

= |J fRix £

fep

$ij:

p(Ki x Kj) — o(F)

ll]i]': Ql—){fEF V _vaiRifandijjf:xiij}

x;€K; x;€K;

—{reF|Rxfycal
bildet deren Paar (¢;;, §;;) eine Adjunktion zwischen F und K; x K;.

(BGV13)
Lemma
Fiir x; € K gilt
R R
9ij(x) = Y and gy (1) = 1
(BGV13)

188

Corollarium |

Einige bekannte allgemeine Eigenschaften von Adjunktionen liefern insbesondere:
(I) ¢jj ist ordnungserhaltend, d.h. fiir alle Teilmengen P, C P, C F gilt

$ij(P1) € ¢ij(P2).

(1) ;; ist ordnungserhaltend, d.h. fiir alle Teilmengen Q; C Q2 C K; X K; gilt
¥ii(Q1) € ¥ij(Q2).

(1) s o ¢;; ist ein Hiillenoperator, d.h. fiir alle Teilmengen P C F gilt P C
Wij(¢ii(P)).

(IV) ¢ij o ¢jj ist ein Kernoperator, d.h. fiir alle Teilmengen Q C K; x K; gilt
¢ii(¥i;(Q)) € Q.

(V) Fiir jede Teilmenge P C F ist 1/)51 (P) eine konvexe Teilmenge von (p(K; x
K;), C) mit dem kleinsten Element ¢;;(P).

(vi) Fiir jede Teilmenge Q C K; X K; ist 471.;1 (Q) eine konvexe Teilmenge von
(p(F), €) mit dem grofiten Element ¢;;(Q).

(BGV13)
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3.8 Algorithmen

3.8 Algorithmen

3.8.1 Next-Closure

Lexikalische Ordnung auf einem Produkt

Lemma

Sei (P, <) eine Kette, in der jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt
(d.h. eine wohlgeordnete Menge), und seien (Qp, <p,) Ketten fiir alle p € P. Die

Relationen [ fiir g € P auf X pep Qp mit

(p) Cq () = ¥ xp=yp A X<y

haben folgende Eigenschaften:
(M (xp) Ci (yp) A (xp) L (zp)Ni<j = (zp) Ci (yp)
() (xp) Ci (yp) A (xp) 5 (zp) = 2]V (2p) Ci (yp)
() (xp) Ti (p) A (yp) 5 () = (%p) Crningiy (2p)

APPROBATIO (1) Seien (xp) C; (yp), (xp) Cj (zp) und i < j. Also folgt
p\i-zﬁ =xp=Yp N zi=%<iYi
und das bedeutet (z,) C; (vp)-

(11) folgt aus (i) durch logisch dquivalente Umformung.

(1) Fiir (xp) C; (yp) und (yp) C; (zp) folgt

.
Fallsi < jist, so gilt x; <; y; = z;. Furi = jgilt x; <; y; <; z;. Wenn i > j, dann
ist x; = y; <; z;. Insgesamt also
pemngijy P 2P Y Hmingij} Smin{ij} Ymingij}
d.h. (xp) Crmin{i,} (zp).
Theorema: Lexikalische Ordnung |

Sei (P, <) eine Kette, in der jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt,
und seien (Qp, §p) Ketten fiir alle p € P. Dann ist auch das LEXIKALISCHE
PRODUKT

R (Qp<p) == (X Qp0)

pe(P,<) peP
eine Kette vermoge der LEXIKALISCHEN ORDNUNG

(xp) C (yp) = p\szp =Yp V qu(xp) Cq (Wp)-

Die lexikalische Ordnung des lexikalischen Produkts ist eine lineare Erweiterung
der punktweisen Ordnung des direkten Produkts.
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3 Kontexte

APPROBATIO  (REFLEXIV) trivial.

(ANTISYMMETRISCH) Fiir (xp) = (yp) trivial. Wire (x,) C (yp) und (yp) C
(xp), dann gébe esi,j € P mit (x,) C; (yp) und (yp) C; (xp). Nach Lemma5.189
wiire (xp) Cpingi ) (Xp)- Widerspruch zur Irreflexivitdt von Cpingi -

(TRANSITIV) Fiir (xp) = (yp) oder (y,) = (zp) trivial. Falls (x,) C (yp) und
(yp) C (zp), dann gibtes i, j € P mit (xp) C; (yp) und (yp) C; (zp)- Nach Lemma
3.189 ist dann (xp) Cpingijy (2p) und damit (xp) T (zp).

(LINEAR) Sei (x,) # (yp). Die Menge {p € P | x, # y,} # @ hat ein Kleinstes
Element i € P und es gilt
pzixp =VYp N X FYi
Weil die Ordnung <; linear ist, gilt entweder x; <; y; oder y; <; x; und damit folgt
(xp) Ei (yp) oder (yp) Ci (xp).

(ERWEITERUNG) Fiir (xp) = (yp) trivial. Sei also (x,) < (yp) beziiglich der
punktweisen Ordnung, d.h. fiir alle p € P gilt x, <, y, und es gibt ein g € P mit
xq # yg. DieMenge {p € P | x, <, yp} # @ hat ein kleinstes Element i € P und
damit folgt

p\zixp =Yp N Xi <iVi

d.h. (xp) [ (yp)

Lexikalische Ordnung auf einer Potenzmenge

Lemma

Sei P eine Menge. Dann sind die Potenzmenge P und das kartesische Produkt

2P = Xp2=X pepi0,1} isomorph vermoge den Abbildungen
pP — 2P

e (f )
(PEA)) p
2P — op
(xp)pep — {p € P|x, =1}.
(1) Die Abbildungen : und « sind Ordnungsisomorphismen zwischen der

Potenzmenge (P, C) und dem direkten Produkt (2, <)P.

(11) Sei (P, <) eine Kette, in der jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element
besitzt. Die Abbildungen : und x sind Ordnungsisomorphismen zwischen der LE-
XIKALISCH GEORDNETEN Potenzmenge (P, C) und dem lexikalischen Produkt

(2, g)(P /<), Die LEXIKALISCHE ORDNUNG auf pP ergibt sich zu
ACB < A=B V min(AAB) € B.

und

K:
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3.8 Algorithmen

‘ «— A=B Vv I Anli=Bnli
i€B\A

APPROBATIO (1) trivial.
(11) Es gilt durch einfache Umformungen
ACB& IAC B

0 (p¢gA) 0 (p¢A)
<:><{1 <p€A)>p€PE<{1 (peB)>p€B

0 (pgA) _J0 (p¢A)
<:><p¥P{1 (peA)_{l (peB))
0 (p¢A) O (pgA)
v(q?P(qu{l (pEA){l (peB))
(? ngy<? ngv
1 (geA) 1 (g€B)

A B
“(reasres)y(;

< A=Bv 3 Anlg=Bn
a Uq g

< A = BVmin(AAB) € B.

Corollarium: Binirer Darstellungssatz |
Jede geordnete Menge ist in eine Potenz von 2 einbettbar.

APPROBATIO Jede geordnete Menge (P, <) lésst sich in ihre Potenzmenge (pP, C)
einbetten vermoge der Abbildung p — |p, also ist die Abbildung

(P,<) <> (2,<)°

: P—2
p 0 (p£a)
qr—
1 (p=q)
auch eine Ordnungseinbettung.
Corollarium
Es gelten:

() ACg B <= min(AAB) =g € B
() ACgB <= g€B\A AN Anllg=Bnlg

Corollarium

Sei (P, <) eine Kette, in der jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.
Die Relationen [, fiir g € P auf pP haben folgende Eigenschaften:

(1) AI:iB/\AIZjCAi<j = CL[;B
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3 Kontexte

(ll)AI:iB/\AIZ]'C = i>jVvCC;B
(m) ACZ; BAB |:]'C — AI:min{i,j} C

1195

Corollarium: Lexikalische Ordnung |

Sei (P, <) eine Kette, in der jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.
Dann ist auch die Potenzmenge

(9P, C)
eine Kette vermoge der LEXIKALISCHEN ORDNUNG
ALCB <= A=B V min(AAB) € B.

Die lexikalische Ordnung der Teilmengen ist eine lineare Erweiterung der iiblichen
Enthaltensein-Ordnung der Teilmengen.

Next-Closure-Algorithmus und Beweis
Definitic
Adg=((Anlg)u{gh" = (Au{ghnig"
Lemma
Es gelten:
(1) g¢A = ACAdg
() ACgB=B"T — A®gCB
() ACgB=B" — ArC;Aeyg

APPROBATIO  (I) Seig ¢ A. Es gilt zundchst durch einfache Umformung
Andg = ((Anyg)Ufgh) Nl
Ersichtlich ist, dass ¢ € (ANg) U {g} ist, und es folgt
ATy (ANlg)U{gh
Auferdem gilt

(ANlg)U{gt C ((Anlg)U{gh! = Aag.
Insgesamt ist nun A = (AN {g) U{g} C A g und die Transitivitat liefert
ACAdDg.

(1) Sei A Ty Bund B = B!l Esistg € B\ Aund AN {g = BN g, also ergibt
sich (AN{g)U{g} € B und damit folgt
Asg=((Anlg)u{gh" B =B.
(111) Sei A Cg Bund B = B!!. Nach (ii) gilt A © ¢ C B und damit
Anlg=Bnlg2> (Adg) nlg
Andererseits ist wie in (i)

Anlgc (Anlg)U{gt S Adg
und weiter AN g C (A& g) N |g. Zusammengefasst haben wir also AN g =
(Apg)NlgmitgZ Aundgc Adg, dh AC;, Adg.
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Theorema: Next-Closure }
Fiir eine Menge A C G ist

AT :=A® max g
8eG
ACgADg
der lexikalisch néchstgrofiere Umfang, d.h. es gibt keinen Umfang, der zwischen
A und AT beziiglich der lexikalischen Ordnung liegt. Der lexikalisch kleinste

Umfang ist @+ = @1,

APPROBATIO Sei A C G und B der lexikalisch néichstgrofiere Umfang nach A. Es
gilt also A C B, d.h. es existiert ein ¢ € G mit A Cy B = B und mit Lemma
3.197 erhalten wir A C¢ A® ¢ € B. Weil A ® g und B Umfénge sind und B der
lexikalische Nachfolgerumfang von A ist, muss
B=A®g

sein. Seih € G\ {g} mit A Cj, A® h. Weil A & g der lexikalisch nichstgrofiere
Umfang nach A ist, folgt AC A®©gE A®h, dh

ADhiZg ADg.
Nach Corollarium3.194 gilt ¢ > hoder A@ h Cg A @ ¢ und demnach muss g > h
bzw. ¢ > h sein. Folglich gilt

g= max h
heG
AC,Aéh

Theorema: Next-Closure }

Falls F eine Menge von Umfingen des Kontextes (G, M, I) mit der Eigenschaft

AEF AN geG = (AnlYglerF
ist, dann ist fiir eine Menge A C G

AT :=A® max g
8eG
ACgADg
ADgeEF
der lexikalisch n4chstgrofiere Umfang in F, d.h. es gibt keinen Umfang in 7, der
zwischen A und A™ beziiglich der lexikalischen Ordnung liegt. Der lexikalisch
kleinste Umfang in F ist @

3.8.2 iPred
tha.

3.8.3 iFox

Suppose a context K = (G, M, I) and a new column C = (G, {n},]) withn ¢ M
are given. Then we describe in terms of structure what happens with the labeled
concept lattice diagram upon insertion of C into K and removal of C from K|C. For
this purpose the notion of formal concepts is extended to a quadrupel (A, B, A,, B))
with A and B being the extent and intent as usual, and furthermore A, and B,
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3 Kontexte

contain all object and attribute labels. Such a quadrupel is called concept node.
The concept nodes of K|C can be computed from those of K and vice versa, by
classifying them and then updating them by the following mappings.

(OLD) Each old concept of K w.r.t. C is an old concept of K|C as well, and con-
versely every old concept of K|C is an old concept of K w.r.t. C, by the bijection
oldc: n§,(K) < ngq(K|C) with

_ (A,B,A/\,B)\) ( ) Q/ B en(]K)
o|dC(A, B,A), B/\) - {(A, B,A,\ \ Tl],B,\) if (A, ) € %(i:?en(]K)

and
(A,B,A,, By) if (A, B) g%gen(ﬁqc)
oldc'(A,B,Ay,By) = { (A,B,AyUC),By) if (A B) € Bgen(K|C)
and (C, D) = newc (old¢ Y(A,B))
with B, (K) = {(A,B) € B(K) | A Z n/}
and ‘Bo|d(1K|C) {(A,B) € %(IK|C) |n ¢ B}.
(VAR) Every varying concept of K w.r.t. C is mapped to a varied concept of K|C
by adding the new attribute # to the intent, and reversely each varied concept of
K|C become a varying concept of K w.r.t. C be removing # from its intent. This is
due to the bijection varc : n$,, (K) <= nya(IK|C) such that
varC(A, B, A/\, B/\) = (A, BU {Tl} ,A/\, B/\)
and
varEl(A B A/\,BA) (A B\{I’l},A/\,BA)
with BE, (K) = {(4,B) € B(K) | A Cn/}
and Byar(K|C) = {(A B) € B(K|C) |n € Band (B\ {n})! = A}.
(GEN/NEW) Each new concept of K|C can be constructed from a unique ge-
nerating concept of K w.r.t. C by intersecting the extent with the new attribute
extent 7/ and adding the new attribute 7 to the intent. The map newc : ngen (K) —
— Npew (K|C) defined by
(Annl,BU{n},Axnnl,By) ifn/ ¢ A
iff (A, B) # Tgen
(n/,BU{n}, Aynnl,Byu{n}) ifn/ CA
iff (A,B) = T&n
is bijective with domain %gen( ) ={(A,B) € B(K)|AZn and (A nnl)l = B}
and range Bnew(K|C) = {(A,B) € B(K|C) |n € Band (B\ {n})! # A}. Alt-
hough not needed for practical purposes, also the generator concept nodes can be
computed from the new concept nodes. Upon removal of the column C these new
concept nodes are rather removed from the concept diagram.
We are able to completely describe the neighborhood relation of K|C by means of
the cover relation of KK and vice versa. Especially when thinking of cover relations as
binary relations encoded by binary matrices, the cover relations can be determined
from each other by simply copying some parts, deleting some parts, and
. For this purpose the cover relation of 28(IK) and also the cover relation
of B(K|C) are split up in components:
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%g—\g (]K) sBgen (IK) %gar (IK)
Bo-g (K)
® ~old %)
Bgen (K)
%Sar (]K) _<VZO ‘<var

n

Bo-g(K|C) Bgen(K|C) Brew(K|C) Byar(K|C)

B¢ (K|C
¢(K|C) L .
Bgen (K|C)
Brew(K[C)| @ X %
%var(]KM:) =vio @) =var
The can be computed via
s A,B C,D
(A8 Dy i) " C LA B) Znen newe (G D)
<(A,B) < (C,D) and A (A,B) < (X,Y) < (C,D)
(XY)eBE,(K)
and
4 varc(A, B) newc(C, D)
(AB)EBG, (K)
(C.D)EBEH(K)
<(A,B) < (C,D) and A (A,B) < (X,Y) < (C,D)

(XY)€BGn (K)UBE, (K)
when inserting the new attribute column, and
varEl(A, B) genc(C, D)

(A,B)EBar (K|C)
(C,D)EBnew(K|C)
(A, B) <y (C,D) and A (A,B) < (X,Y) < oldcgenc(C, D)
(X,Y)eBo-g(K|C)

for removal of the attribute column, respectivelly. Furthermore, to have clear dia-
gram structures, the reduciblity of the attributes and objects used as seeds must
be updated. The reducibility of attributes can be updated via the following results.
(1) Each K-reducible attribute is also K|C-reducible. A K-irreducible attribu-
te m is K|C-reducible, iff ug (m) € BE, (K) and (ux(m))* € BS_4(K), and
furthermore at least one superconcept of (g (m))* is a generator concept.
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3 Kontexte

(1) Each K|C-irreducible attribute from K is also K-irreducible. A IK|C-reducible
attribute m € M is K-irreducible, iff piy c(m) € Byar(K|C) has exactly one old
upper neighbor w and overthis only new upper neighbors, whose generators are
superconcepts of w.

x\/?vz x\/é\/z

Q x\/z/x/\./FV\.Vvz
XVZ/xéy\%Z |><6><|
X X] oQe e

N Y 0
O, O
XNZ YNz
o

XANYNzZ, XNy @

For an object ¢ € G and an attribute m € M the following statement hold:

g/ 'km if m! ¢ n
g/ ‘kmandgen ifmlcn

We conclude, that up arrows do not change in columns ! which are no subset of

200| |Lemma: Up Arrows in K and K|C }
g / K|C m <= {
the new column n/.
201| |Theorema: Up Arrow Transition |

Let g € Gand m € M such that m! C /.
(1) For the arrow transition from K to K|C it holds:
g/‘mcm@g/‘ﬂ(mandgen].
(11) For the arrow transition from K|C to K it holds: If ¢ € n/, then
g/ ‘xkmeg K m
If ¢ ¢ n/, then ¢ ' m holds, iff one of the following statements hold:
(A) mis K|C-reducible, and pc (1) € Byar (K|C) has exactly one old up-

per neighbor w and overthis only new upper neighbors, whose generators are
superconcepts of w, and furthermore i c(g) is a subconcept of w.
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(B) misK|C-irreducible, ((p|c(11))* € Bnew(K|C) and v |c(8) € Bold (K|C)
is a subconcept of the generator oldc (genc (i c (m))"))-
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A.1 Relationen

Seien A und B Mengen. Jede Teilmenge R C A x B = {(a,b) |a € A,b € B} heif$t
BINARE RELATION zwischen A und B. Fiir (a,b) € R schreiben wir auch aRb. Die
zu R DUALE oder INVERSE Relation ist R? := R~ := {(b,a) € B x A|aRb}, und
die zu R KOMPLEMENTARE Relation ist R® := R := (R = {(a,b) € A x B| —aRb}.
Die Menge aR := {b € B|aRb} heifit ZEILE von a € A beziiglich R und dual
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nennen wir Rb := {a € A|aRb} die SPALTE von b € B beziiglich R. Fiir jede
Teilmenge X C A ist

— R _
XR:= "= {yEB‘xgxny}

xeX
xR .= R — B R
0= ol g

die RECHTSNEBENKLASSE bzw. SCHNITTZEILE von X und fiir alle Teilmengen
Y C B bezeichnen wir

RY := Ry = {x € A‘ygyny}

yeY

R R

Y := ={x€A VxR}
ny { ‘yGY Y

als LINKSNEBENKLASSE bzw. SCHNITTSPALTE von Y. Fiir zwei binidre Relationen
RCAXxBundS C B x Cist

RoS:= UbebS—{(a,c)eAxC
beB

eine Relation zwischen A und C und heifst RELATIONENPRODUKT von R und S.

Manchmal wird R o S auch als R; S geschrieben. Eine Relation R C A X A nennen

wir HOMOGENE Relation auf A und dann sei R? := A4 := {(a,a) |a € A} sowie

R™*1:= R" o R fiir n > 0. Eine homogene Relation R auf A heifit

() REFLEXIV, wenn
BiCR< RNAy =D < RUMA, :VA@uEVAaRa
(11) IRREFLEXIV, falls
A CRERNA, =0 < RUAL =V 4 @QZ’AaRa
(111) SYMMETRISCH, wenn

RCRIYeRNR'=0<RUR'=V,e V aRb=bRa

abeA

ngB(a,b) € RA(b0) € S}

(IV) ASYMMETRISCH, wenn
RCR'<RART =g RUR' =V, & Y aRb=bRa
ave
(V) KONNEX, falls
RCR' & RNAR' =0 RURT =V ¥ aRb=bRa
ape
(VI) ANTISYMMETRISCH, falls
R\AACRIN\Ay&[RARTITC AL e RURTI DAy & bv aRb=b Ra
abcA

a#b
(VII) QUASIKONNEX, wenn

R\AACR MNAy e RNRICAy©RURTID A4 bv aRb=bRa
abeA

a#b
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(\/HI) ALTERNA W,falls
\ A \ 4 ab A, l?l?éb

%

(IX) TRANSITIV, falls

[RZCR < RPNR=0«< VYV aRbAbRc=aRc

abceA
(X) ZYKLISCH, wenn
R°CRYJeR°NR =0 V. V Vul1Ra = a, Rag
nelN ag,....a,€A
(XI) AZYKLISCH, wenn
RPCRI'eRART=0@¢le V V VallRal = a, Rag
nelN ag,...apn€A
(XI1) DUAL TRANSITIV, falls

RCReRNR=0< Y aRbAbRc=aRc

abceA
(X11I) ATRANSITIV, wenn

RPCReRINR=0le V aRbAbRc=aRc

abccA
(XIV) DUAL ATRANSITIV, falls

RCReRNR=0< V aRb/\bRc:>aRc

abce
(XV) DUAL ZYKLISCH, wenn
RPCR e R NR'=0s V A (VullRa):anRao
nelN ag,...,.ap€A
(XVI) DUAL AZYKLISCH, falls
n
RRCR e RNR =0 V A (VullRa)éunRao
nelN ag,...aneA \i=1
(XVII) n-ZYKLISCH, wenn
n
RCReRNR'=0e ¥ (val 1Ra) = a0, Rag
ag,...,An €A 1
(XVII) DUAL n-ZYKLISCH, falls

n
RCRYsRNR ' =0 V <.V
ag,---An 1=

1

a1 K ﬂi) =a, Ragp

(X1X) n-AZYKLISCH, wenn

RPCR'eRNRT=0s V

€A
ag,...,An€A
€A

(ig a1 R ai) = an Rag
(XX) DUAL n-AZYKLISCH, falls
RCRTeRORT=0 ¥ (¥oiRa)=0Ra
07+++/fn
(XXI) n-TRANSITIV, wenn

n
RCRoRNR=0c Y (VailRai>:>aoRan
1

ag,...an€A \i=1
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(XXI1) DUAL n-TRANSITIV, wenn

i-1 K ﬂi) =ag Ray

n
Voa
=1

(

e VY
ag,...An €A

R'C R R'NR

(XXIIT) n-ATRANSITIV, falls

i1 Rﬂi) =ag Ray

n
Voa
=1

(

ag,...,.an€A

R'CReRNR=0« V

(XX1V) DUAL n-ATRANSITIV, falls

i-1 Rﬂi) = ap R ay,

n
YV a
1

e VY (
ag,...,An€A \i

R'CR<[R'NR
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A.2 Aquivalenzen

Definitio: Aquivalenzrelation
Eine AQUIVALENZRELATION auf einer Menge M ist eine reflexive symmetrische

transitive Relation auf M. Fiir ein Element x € M ist die AQUIVALENZKLASSE
von x definiert als

[x]g :=xR = {y € M| xRy}.
Die Menge aller Aquivalenzklassen heifit FAKTORMENGE
M/R = {[xJg | x € M}

Aquivalenzen sind symmetrische Quasiordnungen. Um dies zu verdeutlichen,
verwendet man gern symmetrische Symbole, zum Beispiel ~, ||, =. Statt xRy
manchmal auch x =y mod R. Aufgrund der Symmetrie stimmen die Links- und
Rechtsnebenklassen stets {iberein und entsprechen genau den Aquivalenzklassen.
Gnutpuaheb: Wenn eine Relation symmetrisch und transitiv ist, ist sie auch
reflexiv, also eine Aquivalenz.

Sieweb: Sei ~ eine symmetrische und transitive Relation auf einer Menge X. Sei
x € X beliebig, und sei x ~ y. Wegen der Symmetrie ist dann auch y ~ x und
aufgrund der Transitivitdt folgt dann auch x ~ x. Also ist ~ reflexiv. Bl (Manchmal
ist es hilfreich, nichts zu betrachten...)

Definitio: Zerlegung

Eine ZERLEGUNG einer Menge M ist eine Menge Z C ((A) von paarweise
disjunkten Teilmengen von M, deren Vereinigung die gesamte Menge M ergibt,
d.h. es gelten

M=|]z d X£Y=XNY=0Q.
U un X,yez#im @




A.3 Abbildungen

Theorema: Zerlegungen und Aquivalenzen |
Sei M eine Menge.
(1) Fiir jede Zerlegung Z von M ist
Rz:=J XxX
Xez

eine Aquivalenz auf M.
(m) Fiir jede Aquivalenz © auf M bildet die Faktormenge
M/ = {1®]a € A}
eine Partitionierung von M.

(111) Die beiden Ubergénge sind invers zueinander, genauer: Fiir jede Partitio-
nierung Z von M bzw. fiir jede Aquivalenz ® auf M gilt

M/R, =2 bzw. Ruse =O.

A.3 Abbildungen

Definitio: linkstotal, injektiv, surjektiv, partielle Abbildung

Eine Relation R zwischen zwei Mengen A und B heifdt
(I) LINKSTOTAL, falls

RB=A< Y 3 aRp,
acAbeB

(I1) RECHTSTOTAL oder SURJEKTIV, falls

AR=B< VY 3 aRb
beBacA

(1I1) LINKSEINDEUTIG bzw. INJEKTIV, wenn

RR'CApe V VaRbAdRb=a=4d,
aa’' € AbEB

(IV) RECHTSEINDEUTIG, FUNKTIONAL oder PARTIELLE ABBILDUNG, wenn

RLRCAp< V.V aRbAaRV =b=1V.
acAbb eB

Eine binédre Relation R C A x B ist genau dann
(1) linkstotal, wenn fiir jedes Element 2 € A mindestens ein zu a in Relation

stehendes Element b € B mit aRbD existiert, also falls [aR| > 1 fiiralle a € A.

(11) rechtstotal, falls es fiir jedes b € B mindestens ein a € A gibt mit aRb, d.h.
falls fiir alle b € B |Rb| > 1.

(1m1) linkseindeutig, falls alle Linksnebenklassen hochstens einelementig sind, d.h.
falls fiir b € B |Rb| < 1 gilt bzw. falls fiir jedes b € B hochstens eina € A mit aRb
existiert.

(1v) rechtseindeutig, falls alle Rechtsnebenklassen hichstens einelementig sind,
d.h. falls fir a € A |aR| < 1 gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir jedes a € A
hochstens ein b € B mit aRb existiert.
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Eine linkstotale partielle Abbildung f C A x B zwischen zwei Mengen A und B
heif$t ABBILDUNG, FUNKTION oder OPERATOR von A nach/in B. Dann ist vermo-
ge f jedem a € A eindeutig ein b € B zugeordnet, und daher schreiben wir auch

A—B
a0
(1) f(a) heift BILD des Elements a € A unter f.
(11) Fiir eine Teilmenge X C A ist das BILD von X unter f definiert als
fX)=Xxf=d ={fla)|acX}.
acX
(11) Das URBILD eines Elements b € B unter f ist

fUb) :=Tb={ac Al f(a) = b}

(1v) Fiir eine Teilmenge Y C B wird das URBILD von Y unter f definiert als

) =fy=J /b= {aeA bgyf(a) :b}.

bey

mit f(a) = b fiir (a,b) € f.

Die Menge aller Abbildungen von A in B symbolisieren wir oft durch B4. Eine
Abbildung heifst BJEKTIV, wenn sie injektiv und surjektiv ist. Falls die inverse Re-
lation f ~! eine Abbildung von B nach A ist, so heifit f ! die INVERSE ABBILDUNG
zu f. Fiir eine Teilmenge Ag C A heifdt die Abbildung

AO — B
Tt pla
EINSCHRANKUNG von f auf Ay. Fiir eine Menge A definieren wir die IDENTITAT
auf A als Abbildung
. A— A
ldA :
a— a.

Etwas verwirren mag an dieser Stelle die Tatsache, dass fiir afb bzw. (a,b) € f nun
f(a) = bstattaf = b geschrieben wird. Dies riihrt daher, dass wir das Argument
hinter das Abbildungssymbol schreiben wollen - aus Griinden der Anschaulichkeit
bzw. besseren Lesbarkeit. (Ausserdem ist af eine Menge, aber das sollte nicht
unbedingt ein Problem darstellen, denn af hat fiir eine Abbildung f stets genau ein
Element.) Im weiteren Text nach diesem Unterkapitel werden manchmal auch die
Klammern um das Argument weggelassen und wir schreiben der Faulheit wegen

einfach fa fiir f(a).

XXa



A.3 Abbildungen

Theorema

Sei f: A — B eine Abbildung von A in B. Die inverse Abbildung f ! existiert
genau dann, falls f bijektiv ist. Insbesondere ist dann auch f~! bijektiv und
ausserdem eindeutig bestimmt.

APPROBATIO Diese Tatsache ergibt sich daraus, dass die Linkseindeutigkeit und
Rechtstotalitdt von f gleichbedeutend mit der der Rechtseindeutigkeit und Links-
totalitat von f~! sind.

Definitio: Komposition, Hintereinanderausfithrung
Sei f: A — B eine Abbildung von A in Bund g: B — C eine Abbildung von B
in C. Die (Relationenkomposition f o g ist dann eine Abbildung von A nach C,
Schreibweise:

f A—C
gor:
a— g(f(a)),
und heiflt KOMPOSITION bzw. HINTEREINANDERAUSFUHRUNG von f und g. Wir
lesen g o f als g nach f.

Mitunter werden fiir die Komposition von f und g auch die Symboliken gf, g - f
oder aber auch fg, f; g verwendet. Um Missverstandnisse auszuschlieffen, verwen-
den wir im gesamten Text stets die Symbolik g o f.

Lemma

(1) Die Komposition o ist assoziativ, d.h. fiir beliebige Abbildungen f: A — B,
g:B— Cundh: C — Dgilt
ho(gof)=(hog)of=hogof.
(11) Die Komposition o hat als neutrales Element die identische Abbildung, d.h.
fiir alle Abbildungen von bzw. nach A gilt

idA of:fundfoidA :f

Theorema

Sei f: A — B eine Abbildung von A nach B. Dann ist f genau dann
(1) injektiv, falls eine Abbildung ¢: B — A existiert, sodass g o f = id4 gilt.
(1) surjektiv, falls eine Abbildung ¢: B — A mit f o ¢ = idp existiert.
(111) bijektiv, falls eine Abbildung g: B -+ Amitgo f =id4 und fog =idp
existiert. In diesem Fall gilt ¢ = f~1.

APPROBATIO Der Beweis ist recht schnell getan. Dazu beachtet man zum einen,
dass eine injektive Abbildung eine ein-eindeutige Zuordnung ist, und zum anderen,
dass eine surjektive Abbildung die gesamte Zielmenge B trifft.

Falls die inverse Abbildung f~! existiert, so gilt f~1(f(a)) = a fiir jedes a € A,
und fiir jedes b € Bist f(f~1(b)) = b.

6
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Definitio: Fixelement, idempotent, Involution, Permutatio
Sei f: A — A eine Selbstabbildung von A.
(1) Ein Element a € A heifst FIXELEMENT von f, falls f(a) = a gilt.
(11) f heifSt IDEMPOTENT, falls f o f = f gilt.
(1) f heiflt INVOLUTION, falls f o f = id 4 gilt.
(1v) f heifst PERMUTATION, wenn f bijektiv ist.

Natiirlich gibt es auch Abbildungen der Form f: A x A — B, die Paaren (a1,a7) €
A x Aein Element f(ay,ay) := f((a1,a2)) € B zuordnen. Manchmal ist es dann
auch tiblich, das Abbildungssymbol zwischen die beiden Argumente zu schreiben,

d.h.
alfllz = f(al, ﬂz).

Definitio: kommutativ
Eine Abbildung f: A x A — B heifst KOMMUTATI1YV, falls
mfap = axfm

fiir alle a1, a; € A gilt.

A.4 Bemerkung zur Notation

Fiir eine Menge M und ein Pradikat P tiber M, sowie einen Mengenoperator
E: p(M) — T nach einer beliebigen Menge T, werden in diesem Dokument auch
die folgenden Notationen verwendet:

E ox:=5E{xeM|P(x)}.
xeM
P(x)

Wenn die Grundmenge M Klar ist, dann wird sie gern weg gelassen, und wir
schreiben dann schlicht Zp(,) x.

A.5 Themen
fiir die Priifung am 15. August 2013 um 11:00 Uhr

A.5.1 Subdirekte Produkte

Dichte Teilkontexte

o Definitio: dicht3.75
o Lemma: Charakterisierung dichter Teilkontexte 3.76

Vertragliche Teilkontexte

o Definitio: Vertraglicher Teilkontext3.78
o Theorema: Vertragliche Teilkontexte und Vollstindige Epimorphismen 3.79
o Lemma: Dichte und Vertrédgliche Teilkontexte 3.81
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Vollstindige Kongruenzen

Abgeschlossene Teilrelationen

o Definitio: Abgeschlossene Teilrelation 3.102
o Definitio: Vollstandiger Unterverband 3.104

o Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Vollstandige Unterverbande
3.105

e Lemma: Charakterisierung abgeschlossener Teilrelationen 3.109

Subdirekte Zerlegungen

Direkte Summen

o [emma: Begriffsverband einer direkten Summe 3.126
o Theorema: Subdirekte Produkte und Abgeschlossene Teilrelationen 3.128

Bindungen

Lemma: Abgeschlossene Teilrelationen der direkten Summe 3.129
Definitio: Bindung 3.130

Lemma: Bindungsprodukt 3.132

Lemma: Bindungen und Dichte Teilkontexte 3.133

Theorema: Abgeschlossene Teilrelationen und Bindungen 3.134

P-Fusionen

Definitio: P-Verband, P-Produkt 3.138

Lemma: P-Produkte von P-Begriffsverbéanden 3.139
Definitio: P-Kontext, P-Fusion 3.140

Theorema: P-Fusion und P-Produkt3.141

Rough Sets

o Definitio: Approximationsverband 3.143
o Lemma: Hiillen, Kerne und Umfinge 3.144
o Theorema: Approximationsfusion 3.145
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A.5.2 Faktoranalyse

Begriffliche Faktorisierungen

o Definitio: Faktorisierung 3.154

e Definitio: Uberdeckung 3.155

e Theorema: Faktorisierungen und Uberdeckungen 3.156
o Definitio: Begriffliche Faktorisierung 3.159

e [Lemma: Notwendige Faktoren 3.162

o Theorema: Hinreichende Faktoren 3.165

o Definitio: Mafs 3.166

o Definitio: Faktor 3.168

o Definitio: Ordinale Faktorisierungsweite 3.174

[ ]

Theorema: Charakterisierung der ordinalen Faktorisierungsweite 3.175

Triadische Faktorisierungen

o Definitio: Triadische Faktorisierung 3.177
e Definitio: Triadische Uberdeckung 3.178
e Lemma: Triadische Faktorisierungen und Uberdeckungen 3.179

A5.3 Triadische Begriffsanalyse

Triadische Ordnungen

o Definitio: Triordnung, Triset 1.44

e Lemma 1.45

e Definitio: ik-Schranke, ik-Limes 1.48
e Lemma: ik-Supremum 1.50

Vollstindige Triverbidnde

o Definitio: Vollstandiger Triverband 2.44
o Definitio: supremales Tripel 2.49

Triadische Kontexte

Definitio: Triadischer Kontext 3.45

Definitio: (i)-Ableitungsoperator 3.46

Definitio: (i, j, Xy )-Ableitungsoperator 3.47

Lemma: Charakterisierung von triadischen Begriffen 3.49
Theorema: Triset von Tribegriffen 3.50

Lemma: ik-Supremum von Tribegriffen 3.52

Theorema: Hauptsatz der triadischen Begriffsanalyse 3.53
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